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Resumen

El estudio de las diversas fases en las cuales puede ser encontrada la materia de quarks

magnetizada a bajas temperaturas y densidades altas, ha despertado un gran interés en

la última década, especialmente en aplicaciones a la astrofísica. Uno de los escenarios

naturales para el estudio de esta fenomenología son ciertos objetos compactos llamados

magnetares. En general estos objetos estelares son muy densos, fríos y poseen campos

magnéticos muy intensos en su superficie, que se estima que sean aún mayores en el

interior. Estos estudios requerirían el tratamiento de la Cromodinámica Cuántica (QCD)

en el régimen de bajas energías (menores que ∼ 1 GeV ). La QCD es la teoría no-abeliana

que describe la interacción fuerte entre los quarks y los gluones. Debido a la complejidad

de la QCD en el rango de bajas energías, no ha sido posible hasta el momento calcular

los observables hadrónicos en forma precisa, y tampoco comprender en forma detallada

los mecanismos del confinamiento y la ruptura espontánea de la simetría quiral. Es en

este contexto que se han desarrollado distintas aproximaciones y modelos para estudiar el

comportamiento de la materia de quarks en este régimen. En este trabajo final utilizaremos

una extensión del modelo de Nambu-Jona-Lasinio en la que se consideran interacciones no-

locales y separables. Utilizando dicho modelo se analizará el comportamiento de la materia

fría y densa de quarks relativistas, bajo la influencia de un campo magnético uniforme y

homogéneo a potencial químico finito, considerando los sabores livianos de quarks, u y

d. El análisis teórico, llevado a cabo en el presente trabajo, concluye que la materia de

quarks bajos las condiciones antes mencionadas, presenta dos fases predominantes. Una

de ellas se relaciona con la fase de simetría quiral espontáneamente rota, presente para

valores de potencial químico inferiores al potencial químico crítico. Mientras que la otra,

está asociada con la simetría quiral (parcialmente) restaurada perteneciente al sector de

valores altos de potencial químico. Esta última fase, a su vez, esta subdividida en otras

pequeñas fases secundarias producto de la interacción con el campo magnético externo.

Finalmente, el potencial químico crítico asociado con la restauración de simetría quiral,

presenta un comportamiento decreciente con el campo magnético, sugiriendo la presencia

del efecto de catálisis magnética inversa.
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Capítulo 1

Introducción

Según establece el Modelo Standard de la física de partículas, los hadrones (mesones

y bariones) están constituidos por fermiones (quarks) que interactúan entre sí a través

de bosones mediadores de la interacción fuerte denominados gluones [1–3]. La teoría de

gauge no-abeliana encargada de describir estas interacciones se denomina cromodinámica

cuántica (QCD, quantum chromodynamics, por su sigla en inglés). En esta teoría, tanto

los quarks como los gluones poseen una variable dinámica denominada carga de color, la

cual es análoga a la carga eléctrica de la electrodinámica cuántica (QED, quantum elec-

trodynamics, por su sigla en inglés) y además, es responsable de las interacciones fuertes.

La evidencia empírica muestra que en condiciones de baja temperatura y densidad, se

produce el fenómeno conocido como confinamiento, en el cual los quarks y los gluones

sólo pueden formar estados ligados. Este fenómeno es atribuido al hecho de que las varia-

bles de color deben agruparse en estados de singletes, cuya carga neta de color es nula y

requieren más de un quark o anti-quark para formarse. No obstante, debido a la propiedad

de libertad asintótica de la QCD, se propuso la hipótesis que a temperaturas y/o densida-

des suficientemente altas puede existir el estado de la materia conocido como plasma de

quarks y gluones (QGP) [4,5], que se encuentra caracterizado por el desconfinamiento de

color. Esta hipótesis impulsó el estudio teórico de las posibles fases existentes en la QCD

en tales condiciones extremas, revelando una estructura de fases compleja como la que se

esquematiza en la Fig. 1.1 [6]. Al día de hoy, el estudio de estas fases en la QCD presenta

un desafío no solo en términos teóricos sino también experimentales [7–9].

Para caracterizar de manera adecuada las distintas fases existentes en la QCD, es

necesario estudiar las propiedades de simetría ante grupos de transformaciones unitarias
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Introducción

Figura 1.1: Diagrama de fases de la QCD (esquemático)

que actúan sobre los grados de libertad internos de la teoría. Por construcción, la QCD es

invariante bajo transformaciones del grupo conocido como SU(3), en el espacio de color.

Además, es importante mencionar las propiedades de simetría ante transformaciones en

el espacio de sabor. El Lagrangiano de la QCD está construido de manera tal de ser apro-

ximadamente simétrico ante transformaciones de sabor de los grupos SU(2) de isospín y

SU(2) axial en el sector de quarks livianos. No obstante, en el estado de vacío de la QCD,

la simetría de sabor SU(2) axial se rompe debido a las interacciones, siendo posible carac-

terizar esta fase mediante un parámetro de orden denominado condensado quiral, el cual

está relacionado con la generación dinámica de masa. De hecho, la ruptura de simetría

axial de sabor de la QCD es la responsable de la mayor parte de la masa de los nucleones.

La generación de masa dinámica es de gran importancia en el estudio de diagramas de

fases de la QCD, esto se debe a que existen evidencias de que esta simetría se encuentra

restaurada en la fase QGP. Por otro lado, los resultados experimentales y teóricos indican

que a densidades bajas, las transiciones de fase de desconfinamiento y de restauración de

la simetría quiral ocurren de forma prácticamente simultánea, y que la transformación de

una fase a otra es a través de una transición suave del tipo crossover [10,11]. Sin embargo,

el mecanismo exacto que da lugar a esta transición simultánea aún no se ha comprendido

en forma cuantitativa.

Las condiciones extremas en las cuales se produce el plasma de quarks y gluones son
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difíciles de reproducir en el ámbito del laboratorio, dejando pocas alternativas para el

estudio experimental de este tipo de plasma. En lo que respecta a recrear, en términos

experimentales, las fases correspondientes a altas temperaturas en el diagrama de fases

de la QCD, en los últimas decadas se desarrollaron diversos tipos de aceleradores de iones

pesados, en los cuales se efectúan experimentos para alcanzar dichas fases. Entre estos se

encuentra el Colisionador de Iones Pesados Relativistas (RHIC), en Brookhaven, EE.UU,

el colisionador NICA (Nucleotron-based Ion Collider Facility) en Dubna, Rusia y el Centro

para la investigación de antiprotones e iones (FAIR), en Darmstadt, Alemania. Además,

los experimentos, ALICE, ATLAS y CMS son llevados a cabo en el Gran Colisionador

de Hadrones del CERN (LHC) en Ginebra, Suiza [12]. En esta clase de dispositivos, el

objetivo del experimento es colisionar iones pesados de plomo, plata u oro a energías

de centro de masa del orden de 100 − 200 GeV o más. Durante el proceso de colisión

se alcanzan temperaturas extremadamente altas, mas allá de la temperatura crítica de

desconfinamiento, Tc ≈ 150 MeV [13]. Los datos experimentales muestran que el QGP

se logra formar [14, 15] durante un intervalo de tiempo de aproximadamente 10 fm/c,

exhibiendo incluso propiedades de equilibrio termodinámico a pesar de su corta duración,

y además, dando evidencias que confirman la hipótesis que la transición de fase entre las

fases hadrónica y QGP es del tipo crossover. Es importante mencionar, que las condicio-

nes experimentales producidas en estos aceleradores de iones pesados, corresponden solo

al eje vertical del diagrama de fases de la QCD. No obstante, en las facilidades del FAIR se

espera que se puedan alcanzar densidades mucho mayores. Aún así, muchos de los efectos

de densidad finita más relevantes no parece que puedan ser observados en el laboratorio.

Uno de los sitios en la naturaleza donde también se cree que pueden existir fases des-

confinadas, es en los núcleos de las denominadas estrellas compactas [16], asociadas a la

región de altas densidades y bajas temperaturas. Cuando el ciclo de vida de algunas es-

trellas llega a su fin, las mismas producen una supernova, es decir, una explosión de gran

intensidad que expulsa al espacio exterior casi la totalidad de la materia que constituye la

estrella, mientras que su núcleo se comprime fuertemente. Los residuos estelares, denomi-

nados remanentes, de dicha explosión, pueden convertise en estrellas compactas cuando

la masa de estos objetos se encuentra por debajo del límite de Chandrasekhar [17]. Estos

objetos estelares son extremadamente estables y densos, y representan la etapa final de
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la vida de este tipo de estrellas. En este estado final, ellas ya no producen reacciones de

fusión nuclear y la fuerza gravitatoria es equilibrada con una presión de origen cuántico

debido al principio de exclusión de Pauli. Las genéricamente llamadas estrellas de neutro-

nes pueden contener una masa de hasta algo mas de 2 Msun en un radio de unos 10 km,

lo que representa una densidad de aproximadamente 1−10ρ0, donde ρ0 = 2,5 ·1014 g/cm3

es la densidad de saturación nuclear.

Desde un punto de vista experimental, es necesaria la observación de las estrellas de

neutrones para caracterizar las posibles fases internas de las mismas. Un análisis posible

consiste en realizar curvas de radio-masa a partir de las ecuaciones de estado y modelos

de estructura estelar, para posteriormente contrastar estos resultados con las masas y

radios observados [18, 19]. Por otro lado, los períodos de rotación de las estrellas y sus

variaciones en el tiempo también aportan información sobre las propiedades microscópicas

de la materia que compone el núcleo de la estrella [20]. Además, el estudio de las curvas

de enfriamiento proporciona información relacionada con propiedades tale como: la emi-

sividad de neutrinos y el calor específico de las fases presentes en el interior de las estrellas.

Como se introdujo anteriormente, la QCD es la teoría fundamental establecida para

describir las interacciones fuertes. Aún así, la misma presenta serias complicaciones al mo-

mento de realizar los cálculos en el rango de bajas energías. Estas complicaciones se deben

al hecho de que la constante de acoplamiento de la teoría crece para escalas de energías

por debajo de 1 GeV [21], lo que imposibilita el uso de métodos perturbativos para el

estudio de las propiedades de la QCD en ese régimen de energías. Como las energías de

ligadura de los hadrones están por debajo de este umbral, muchos de los problemas que

requieren tratar propiedades hadrónicas, entre ellos, la estructura de fases de la QCD y

el fenómeno de desconfinamiento, deben estudiarse mediante técnicas no perturbativas.

Una técnica de primeros principios que ha sido desarrollada en las últimas décadas

es la denominada lattice QCD (LQCD) o QCD en red, en la cual las ecuaciones de la

QCD se resuelven de forma explícita de manera numérica en un espacio-tiempo discreti-

zado [22]. La utilización de esta técnica requiere de computadoras con gran capacidad de

cálculo, lo que implica un gran costo en términos económicos y tecnológicos. No obstante,
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en los últimos años se han logrado grandes avances que permitieron el cálculo de masas

hadrónicas, constantes de acoplamiento, espín y otras cantidades. Sin embargo, la técnica

LQCD tiene también sus complicaciones. Una de ellas está relacionada con el hecho que

al dicretizar la teoría, la cantidad de puntos utilizados en la grilla no puede ser demasiado

grande debido a que el problema sería numéricamente irresoluble. Por otro lado, todavía

resulta dificultoso hacer cálculos completamente confiables usando las masas de quarks

livianos, con lo cual se debe trabajar con valores por encima de los considerados realistas

para posteriormente extraer conclusiones basadas en la extrapolación, completando esto

con el uso de modelos efectivos. Otra importante limitación de esta técnica a un nivel

más fundamental, se manifiesta al estudiar densidades finitas, debido a que las funciones

de peso utilizadas para el muestreo estadístico se vuelven imaginarias [23]. A esto se lo

conoce con el nombre de problema del signo e impide realizar cálculos para valores gran-

des de µ/T . Se han desarrollado varios métodos para tratar de subsanar este problema,

pero la región de altas densidades y bajas temperaturas, como la que puede existir en los

núcleos de estrellas compactas, aún esta lejos de poder ser estudiada utilizando este tipo

de técnica.

Otro de los métodos ampliamente utilizados para el estudio de la QCD a bajas ener-

gías consiste en desarrollar modelos efectivos. Un modelo efectivo es una simplificación

de la teoría completa que, conservando algunos aspectos básicos de la misma, permi-

te reproducir algunas propiedades específicas y realizar predicciones cuantitativas. Entre

los diversos modelos ampliamente utilizados en la actualidad se encuentran el MIT Bag

model [24], el modelo sigma lineal [25] y el modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL). Este

último modelo fue desarrollado en la década de 1960 [26] con la finalidad de estudiar

las interacciones entre nucleones, y para explicar las grandes masas de los bariones y las

masas intermedias o pequeñas de los mesones, a partir de las propiedades de simetría de

isospín que exhiben las interacciones nucleares. El Lagrangiano de este modelo es inva-

riante ante transformaciones vectoriales y axiales en el espacio de sabor. Sin embargo,

por efecto de las interacciones, el estado fundamental del sistema rompe la simetría frente

a transformaciones axiales. Este mecanismo produce que los campos fundamentales ad-

quieran masas dinámicas, dando lugar también a la creación de bosones de Goldstone, los

cuales pueden ser identificados como piones en el contexto de la QCD. El modelo de NJL
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fue abandonado poco después de que se desarrolló, al mismo tiempo que los quarks fueron

reconocidos como los constituyentes fundamentales de los núcleos, en lugar de los protones

y los neutrones. No obstante, años más tarde, comenzó a ser usado nuevamente, reinter-

pretándolo como una teoría efectiva para describir las interacciones entre quarks [27,28].

El Lagrangiano del modelo de NJL, en su versión mas simple, contiene términos de in-

teracción escalar-isoescalar y pseudoescalar-isovectorial asumiendo que, en el límite de

bajas energías, los grados de libertad gluónicos están absorbidos dentro de una interac-

ción efectiva y local entre quarks. Uno de los defectos severos de este modelo consiste en

no contemplar el fenómeno de confinamiento, dado que fue originalmente construido para

describir propiedades de nucleones, que no exhiben dicha característica. En este sentido,

el modelo plantea una limitación importante, al no poder describir el confinamiento. Sin

embargo, en tanto se traten cantidades que no sean sensibles a esta propiedad y se centre

la atención sobre las propiedades de simetría quiral, se pueden realizar cálculos de buena

confiabilidad en el marco de este modelo. En el caso particular de este trabajo utiliza-

remos una extensión del modelo de NJL en la cual las interacciones entre quarks serán

modeladas mediante corrientes no-locales. Dado que este enfoque puede ser considera-

do como una extensión no-local del modelo de NJL, lo denotaremos de manera genérica

como modelo NJL no-local (nlNJL). De hecho, las interacciones no-locales surgen de for-

ma natural en el contexto de varios enfoques exitosos de la dinámica de quarks a bajas

energías [29, 30], y conducen a una dependencia del propagador de quarks con el impul-

so, la cual puede ser consistente [31, 32] con los resultados de (LQCD) [33, 34]. Por otro

lado, se puede ver que la extensión no-local del modelo de NJL, no muestra algunos de

los inconvenientes conocidos del modelo local. Los factores de forma no-locales con buen

comportamiento pueden regularizar las integrales de bucle de tal forma de conservar las

anomalías [35], y las cargas están debidamente cuantificadas. Adicionalmente, se puede

evitar la introducción de varios cut-off covariantes para lidiar con las integrales de bucles

de orden superior [36, 37], mejorando de esta manera el poder predictivo de los modelos.

Al mismo tiempo, el carácter de separabilidad de la interacción hace posible conservar

mucha de la simpleza del modelo de NJL standard, en comparación con enfoques analíti-

cos más rigurosos de la QCD no-perturbativa. Varias aplicaciones del los modelos nlNJL

a la descripción de las propiedades de los hadrones a cero temperatura y densidad se

pueden encontrar en las Refs. [38, 39]. Además, este tipo de modelo ha sido aplicado a la
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descripción de la transición de restauración quiral a temperatura y densidad finita [40,41].

El objetivo principal de este trabajo es el estudio del comportamiento de la materia

de quarks bajo el efecto de un campo magnético intenso a temperatura cero y potencial

químico finito utilizando modelos tipo nlNJL. La motivación de este estudio radica en la

existencia de indicios claros de que en los núcleos de las estrellas compactas se producen

campos magnéticos extremadamente intensos. Estos campos magnéticos, pueden llegar a

alcanzar intensidades del orden de 1015 G en su superficie [42], y de 1018 − 1020 G en el

núcleo [43–45] aunque las estimaciones para estos últimos valores de campo son fuerte-

mente dependientes del modelo utilizado. Por otro lado, experimentos llevados a cabo en

el RHIC, por ejemplo, mostraron, en una típica colisión de iones pesados, campos magné-

ticos del orden de 1019 G = 0,06 GeV 2 en la región central [46, 47]. Es por esta razón, el

interés del estudio de los potenciales efectos de los campos magnéticos intensos sobre la

materia de quarks, y en particular, como se ve modificado el diagrama de fases de la QCD

ante estas condiciones extremas. En este marco, existe un fenómeno ampliamemnte discu-

tido denominado catálisis magnética (CM), en el cual, el comportamiento del condensado

quiral es una función creciente del campo magnético externo para la materia de quarks

a temperatura y potencial químico bariónico nulos [48]. La interpretación física de este

fenómeno nos dice que el campo magnético favorece el anti-alineamiento de los espines

del quark y el anti-quark que componen el condensado. Por otro lado, cerca de la tempe-

ratura crítica de restauración quiral Tc, las simulaciones realizadas con LQCD predicen,

para condensados de quarks livianos, que Tc decrece con el aumento del campo magnéti-

co [49,50]. Este efecto conocido como catálisis magnética inversa (CMI), no está presente

en la mayoría de los modelos efectivos básicos, en los cuales, cerca de Tc los mismos pre-

dicen la existencia del fenómeno de CM. De este modo, en esta región del diagrama de

fase, los modelos efectivos deberían predecir la existencia del mecanismo de CMI. Como se

mencionó anteriormente, en este trabajo analizaremos el comportamiento de la materia de

quarks fría y magnetizada a potencial químico finito. En este contexto, las características

de la CMI son diferentes de las discutidas anteriormente. Aquí, el potencial químico crítico

decrece con el aumento del valor del campo magnético, como se describe en la Ref. [51].

Incluso cuando el modelo de NJL no muestra el efecto de la CMI cerca de Tc, se observa

a cero temperatura y potencial químico finito en la aproximación de campo medio [52–56].
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Este trabajo esta organizado de la siguiente manera: en el capítulo 2, se presentarán

las características generales del formalismo de la QCD, haciendo especial énfasis en las

simetrías más relevantes de esta teoría. Se desarrollará el modelo efectivo de Nambu-

Jona-Lasinio (NJL) en su versión local para posteriormente, mediante la aproximación de

campo medio de Hartree, definir la ecuación del gap en su forma más básica. Además, a

modo de extensión del modelo NJL (local) se definirán las interacciones generalizadas o

no-locales e introduciremos la idea de la función de partición dentro del ensamble gran

canónico, para estudiar las funciones de estado de nuestro sistema físico desde el punto de

vista de la mecánica estadística. Para finalizar este capítulo, se introducirá el formalismo

necesario para incluir en el modelo un potencial químico finito. En el capítulo 3, comen-

zaremos el estudio del modelo de nlNJL en presencia de un campo magnético externo,

para ello definiremos la acción Euclídea del sistema para los dos sabores de quarks u y d

considerados. Luego, presentaremos el formalismo de bosonización, el cual será aplicado

a la acción Euclídea para llevar adelante los cálculos desarrollados en este trabajo. Por

último, presentaremos las expresiones correspondientes al gran potencial termodinámico y

a la ecuación del gap en presencia de un campo magnético externo y a potencial químico

finito. Estas ecuaciones son expresiones centrales en todos los cálculo desarrollados en este

trabajo. En el capítulo 4, se mostrarán nuestros resultados, en particular: los diagramas

de fases para los casos quiral y no-quiral para diferentes valores de condensados de quarks.

Finalmente, en el capítulo 5 se presentarán las conclusiones junto a un análisis detallado

de las implicaciones físicas obtenidas luego de las simulaciones numéricas, prestando par-

ticular atención a los diagramas de fases de la QCD para ambos casos, quiral y no-quiral.

Estos últimos son los ejes centrales de este trabajo final.
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Modelos quirales efectivos de quarks

relativistas para la cromodinámica

cuántica (QCD)

La cromodinámica cuántica (QCD por sus siglas en inglés) es la teoría de gauge no-

abeliana de campos fundamentales responsable de describir las interacciones fuertes entre

los quarks y los gluones. Esta teoría fue desarrollada hacia finales de la década de 1960 con

la finalidad de comprender la estructura e interacciones de las partículas que componen

el núcleo atómico.

2.1. Características del formalismo de la QCD

Para describir la QCD es necesario contar con un Lagrangiano que contenga campos

fermiónicos, asociados a los quarks, y campos de bosones de Gauge para los gluones. Este

Lagrangiano puede expresarse como:

LQCD = Lq + Lm + Lg (2.1)

donde cada término es definido

Lq = ψ̄ (x) iγµD
µψ (x) (2.2)

Lm = −ψ̄ (x) m̂ ψ (x) (2.3)

Lg =
1

4
Gµν
a G

a
µν . (2.4)
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En la ecuación (2.2) γµ son las matrices de Dirac, además este término contiene una

derivada covariante, la cual se define como

Dµ = ∂µ − ig λaG
a
µ. (2.5)

En la Ec. (2.3) m̂ = diag(mu,md,ms,mc,mb,mt) es la matriz diagonal de masas

corrientes de los quarks, mientras que la ecuación (2.4) contiene el tensor de campos

gluónicos

Ga
µν = ∂µG

a
ν − ∂νG

a
µ + g fabcGb

µG
c
ν . (2.6)

Existen ocho tipos de gluones diferentes (a = 1, ...., 8), cada uno de ellos tiene asociado

un tensor de campo gluónico. Ga
µ es el potencial cuadrivectorial con los índices espacio-

temporales µ, ν = 0, 1, 2, 3, g es la constante de acoplamiento de la QCD y fabc es la

constante de estructura del álgebra de Lie de SU(3). Volviendo a la ecuación (2.5), λa son

los generadores del grupo SU(3)c de color y satisfacen la relación:

[
λa, λb

]
= 2ifabcλc. (2.7)

El campo fermiónico presente en el Lagrangiano de la QCD, ψ (x), representa a los

quarks. Este campo posee grados de libertad internos de color y sabor. En el caso del

color, existen 3 estados diferentes: red(r), green(g) y blue(b), mientras que para el sabor,

los estados son 6: up(u), down(d), strange(s), charm(c), bottom(b) y top(t). El producto

tensorial entre los espacios de sabor, color y Dirac, generan 18 espinores de Dirac. Si

solo tomamos en cuenta los dos primeros términos del Lagrangiano de la QCD, Ec. (2.1),

junto al primer término de la derivada covariante, Ec. (2.5), obtenemos el Lagrangiano

que describe la propagación de los quarks en ausencia de interación. Esta expresión se

conoce con el nombre Lagrangiano de Dirac y tiene la forma

LD = ψ̄ (x) (iγµ∂
µ − m̂)ψ (x) (2.8)

El Lagrangiano de Dirac Ec.(2.8) tiene la particularidad de ser invariante ante trans-

formaciones globales del grupo de color SU(3)c, dado por el conjunto de matrices unitarias

de determinante igual a uno que actúan en el espacio de color. Los estados de los quarks

se transforman de acuerdo a la representacion fundamental de este grupo, cuya dimensión

es 3. En dicho espacio una transformación arbitraria de este grupo puede escribirse como

U = exp (iλaθ
a) (2.9)
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donde las matrices de Gell-Mann son los generadores de la representación y θa son los

parámetros asociados a los generadores. Si en lugar de requerir invariancia ante las tran-

formaciones globales, imponemos que el Lagrangiano de Dirac sea invariante bajo transfor-

maciones locales del grupo de color SU(3)c, podemos construir el Lagrangiano completo

de la QCD. Ahora, en cada punto del espacio se efectuará una transformación indepen-

diente, convirtiendose los parámetros θa en funciones de las coordenadas.

Las transformaciones de gauge aplicadas a los campos fermiónicos asociados a los

quarks tendrán dependencia con las coordenadas mediante las funciones θa(x). Como la

derivada parcial presente en LD actúa sobre estos campos, este término ya no será in-

variante bajo transformaciones locales, por lo que es necesario introducir en la teoría un

conjunto de nuevos campos que eliminen los términos que rompan dicha invarianza. Esto

puede lograrse reemplazando la derivada parcial por la derivada covariante definida en la

Ec. (2.5), obteniendose el término Lq, Ec. (2.2). Se debe introducir un campo por cada

generador del grupo de simetría representando los 8 estados de los gluones, correspon-

diente a la representación adjunta de SU(3)c.

Cabe mencionar que los potenciales cuadrivectoriales Ga
µ se deben transformar según

Ga
µ −→ Ga

µ −
1

g
∂µθ

a − fabcθbGc
µ (2.10)

a los fines de completar adecuadamente la transformación de los campos fermiónicos. De

esta manera el término Lq Ec. (2.2) resultará invariante.

Para finalizar, debemos introducir un término de gauge puro que describa la dinámica

propia de los campos gluónicos en ausencia de quarks, Lg (2.4). Este término se constru-

ye imponiendo invariancia ante los grupos de Lorentz y de color. Esto último implica la

presencia en el tensor de campo gluónico Ga
µν el término gfabcGb

µG
c
ν , necesario para can-

celar términos adicionales generados por la transformación ante el grupo SU(3)c local. La

adición de estos nuevos términos, no sólo implica la invariancia de Lg, sino que, además

del término que decribe la propagación, genera dos términos adicionales que acoplan los

gluones entre sí a través de vértices de tres y cuatro líneas.

En el caso del estudio de la QCD a altas energías, la interacción entre las partículas
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del modelo se trata de manera perturbativa. Una de las herramientas más utilizadas para

este fin son los diagramas de Feynman, los cuales son representaciones gráficas de los

términos contenidos en el desarrollo en serie de potencias de la constante de acoplamiento

de la teoría. Debido al proceso de renormalización, la constante de acoplamiento de la

QCD tiene dependencia con el impulso transferido Q. Esta constante de acoplamiento

vestida de la QCD, formalmente puede expresarse mediante una función del impulso Q

de la forma

αs(Q
2) =

g2(Q2)

4π
=

4π

(11− 2
3
Nf ) ln(Q2/Λ2

QCD)
(2.11)

donde Nf es el número de sabores y ΛQCD es el parámetro de escala de la teoría, sien-

do determinado a partir de datos experimentales para valores de Q2 grandes, resultando

ΛQCD ≈ 200MeV. La constante de acoplamiento tiende a cero para un impulso trans-

ferido grande, o lo que es equivalente, la intensidad de la interacción disminuye a corta

distancia. A esta propiedad se la denomina libertad asintótica y permite estudiar procesos

físicos de altas energías mediante un desarrollo perturbativo. Por otro lado, para impulsos

transferidos pequeños, y en particular por debajo de ΛQCD, la constante de acoplamiento

es mayor a 1, lo que imposibilita la aplicación de un desarrollo perturbativo en este rango

de energías. Dado que las escalas de energías de ligadura de los hadrones se encuentran

por debajo de este umbral, muchas propiedades de los mismos tales como, sus masas,

constantes de acoplamiento, constantes de decaimiento, etc., deben estudiarse aplicando

métodos alternativos no-perturbativos. Éste es el caso del mecanismo de confinamien-

to, para el cual aún hoy no hay explicación cuantitativa satisfactoria. En este rango de

energías, los modelos efectivos resultan una herramienta fundamental en el estudio de las

propiedades de la QCD.

2.2. Simetrías de sabor en la teoría de la QCD

En esta sección se estudiarán las propiedades del Lagrangiano de la QCD ante trans-

formaciones globales en el espacio de sabor de los quarks y su representación natural,

el grupo de simetría SU(Nf ) compuesto por matrices unitarias, donde Nf representa la

cantidad de sabores considerados. El resultado de aplicar estas transformaciones al La-

grangiano de la QCD se pone de manifiesto de manera diferente en cada término de la

12
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Ec.(2.1). En el caso de Lq, este término permanece invariante, Lg no se ve afectado dado

que las transformaciones globales no actúan sobre los campos gluónicos. El último término

del Lagrangiano de la QCD, Lm, no es en general invariante ante transformaciones uni-

tarias abitrarias en el espacio completo de sabor. No obstante, podríamos obtener ciertas

simetrías aproximadas si reducimos el sub-espacio de sabores, enfocándonos sólo en los

sabores livianos, esto es, u, d y s. En nuestro caso particular, trabajaremos con los sabores

u y d, cuyas masas se encuentran en el intervalo de enegías 4− 10MeV.

Comenzaremos por estudiar la situación de los quarks livianos en el límite de masas

nulas (límite quiral). Este caso ideal corresponde a la situación en que el Lagrangiano de

la QCD es invariante frente a transformaciones del grupo de sabor U(2) tanto vectorial

como axial. Los fermiones sin masa poseen una helicidad bien definida, esto implica que

sus espines están alineados con sus impulsos (caso dextrógiro), o anti-alineados (caso le-

vógiro). En este punto, la definición de helicidad es completamente equivalente a la de

quiralidad.

Ahora bien, introduciendo los proyectores para ambas quiralidades tenemos

PR =
1 + γ5

2
y PL =

1− γ5
2

(2.12)

donde γ5 es la operador de quiralidad definido como γ5 = iγ0γ1γ2γ3. Los campos dextró-

giros, ψR (x), y levógiros, ψL (x) puede construirse mediante las relaciones

ψR (x) = PR ψ (x) ⇒ ψ̄R (x) = ψ†
R (x) γ0 = ψ̄ (x)PL (2.13)

ψL (x) = PL ψ (x) ⇒ ψ̄L (x) = ψ†
L (x) γ0 = ψ̄ (x)PR. (2.14)

En esta nueva base, el Lagrangiano de la QCD para dos sabores de quarks sin masa

toma la forma

Lm̂=0
QCD = ψ̄L (x) γ

µDµψL (x) + ψ̄R (x) γµDµψR (x) + Lg, (2.15)

donde el término Lq se descompone en dos sub-espacios ortogonales desacoplados left y

rigth. Como en Lg no aparecen los campos fermiónicos, el Lagrangiano resulta invariante

ante el grupo producto de transformaciones quirales de sabor U(2)R ⊗ U(2)L dado por

U(2)R : ψR (x) −→ exp(iθRa τa) ψR (x) (2.16)

U(2)L : ψL (x) −→ exp(iθLa τa) ψL (x) (2.17)
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con a = 0, 1, 2, 3 donde cada una de ellas actúa de manera independiente sobre el sub-

espacio correspondiente, rotando los estados en el espacio de isospín. τ0 es la matriz

identidad en el espacio de sabor, mientras que τk con k = 1, 2, 3, es el conjunto de ma-

trices de Pauli y θR,La son los ángulos de parametrización de dicha transformación. Según

sabemos del teorema de Noether, a toda transformación que deje invariante el Lagran-

giano le corresponde una corriente conservada, en nuestro caso particular, las corrientes

toman la siguiente forma

∂µj
µ
R,a = 0 −→ jµR,a = ψ̄R(x)γ

µτaψR(x) (2.18)

∂µj
µ
L,a = 0 −→ jµL,a = ψ̄L(x)γ

µτaψL(x). (2.19)

Si integramos la componente µ = 0 de cada corriente conservada en las coordenadas

espaciales, obtendremos los operadores de carga

QR
a =

∫
d3x ψ†

R(x)τaψR(x) (2.20)

QL
a =

∫
d3x ψ†

L(x)τaψL(x). (2.21)

Estos operadores de carga satisfacen las mismas relaciones de conmutación que los

generadores del grupo y actúan como generadores de las transformaciones de sabor.

Otra forma de describir las corrientes conservadas es descomponiéndolas en compo-

nentes axial y vectorial, es decir

V µ
a = jµR,a + jµL,a = ψ̄(x)γµτaψ(x) (2.22)

Aµa = jµR,a − jµL,a = ψ̄(x)γµγ5τaψ(x) (2.23)

con ∂µV
µ
a = ∂µA

µ
a = 0. Entonces, la simetría quiral U(2)R ⊗ U(2)L es equivalente a la

invariancia ante el grupo U(2)V ⊗ U(2)A con transfomaciones en el espacio de sabor

U(2)V : ψ (x) −→ exp(iθVa τa) ψ (x) (2.24)

U(2)A : ψ (x) −→ exp(iθAa γ5τa) ψ (x) (2.25)

donde la ecuación (2.24) representa el grupo de las transformaciones vectoriales en el

espacio de sabor, mientras que la Ec. (2.25) corresponde a transformaciones axiales, las

cuales alteran la paridad de un dado estado.
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El grupo producto de transformaciones U(2)V ⊗ U(2)A puede, en principio, ser des-

compuesto en otro grupo producto equivalente

U(2)V ⊗ U(2)A = U(1)V ⊗ SU(2)V ⊗ U(1)A ⊗ SU(2)A. (2.26)

Este nuevo grupo puede ser generado a partir las transformaciones descriptas en la

Ec. (2.17), teniendo en cuenta que el generador τ0 conmuta con los demás. De esta for-

ma, cualquier matriz arbitraria perteneciente a este sub-espacio puede ser escrita de la

siguiente manera

exp(iθaτa) = exp(iθ0τ0) exp(iθkτk). (2.27)

Como las matrices de Pauli son de traza nula, el factor que las contiene pertenece al

grupo de simetría SU(2). Respecto al factor asociado con a = 0, que es proporcional a la

identidad mediante τ0 = I2×2, pertenece al grupo U(1).

Como se mencionó antes, el Lagrangiano en el límite quiral resulta invariante ante el

grupo producto de transformaciones quirales U(2)R ⊗ U(2)L, siendo éste completamente

equivalente a U(2)V ⊗U(2)A. Resulta entonces que Lm̂=0
QCD es también invariante bajo esta

nueva descomposición del grupo producto Ec. (2.26).

Si consideramos que los quarks tienen masa finita, el desarrollo anterior deja de ser

válido y las cuadridivergencias de las corrientes dejan de ser nulas. Se obtiene

∂µV
µ
a = 2iψ̄(x) [m̂, τa]ψ(x) (2.28)

∂µA
µ
a = 2iψ̄(x) {m̂, τa} γ5ψ(x). (2.29)

Al considerar en el término Lm la aproximación mu = md = mc 6= 0, la matriz de

masas toma la forma m̂ = diag(mu,md) = mc I y el Lagrangiano se expresa como

Lm = −mcψ̄ (x)ψ (x) = −mc

[
ψ̄L (x)ψR (x) + ψ̄R (x)ψL (x)

]
. (2.30)

Como puede observarse en esta expresión, los sub-espacios left y right quedan acopla-

dos entre sí, esto implica que sobre ellos no se pueden realizar transformaciones indepen-

dientes. No obstante, este término continúa siendo invariante ante una transformación en

la cual los estados ψR (x) y ψL (x) roten con el mismo ángulo. Dicha transformación de los

estados hace que el conmutador de la ecuación (2.28) se anule, lo que implica la conserva-

ción de la corriente vectorial. Por lo tanto, las rotaciones de los campos fermiónicos pueden
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ser representadas por el grupo de simetría U(2)V . En otras palabras, la introducción del

término de masas reduce la simetría del Lagrangiano de la siguiente forma

U(2)V ⊗ U(2)A −→ U(2)V . (2.31)

En el caso de la corriente axial, la ruptura de simetría es pequeña, esto se debe a que

las masas corrientes lo son. La conservación de esta magnitud física puede ser recuperada

en el límite quiral. Cabe destacar que, si tomamos los valores reales de las masas, es decir

mu 6= md ocasionaremos una ruptura explícita del grupo SU(2)V .

De aquí en adelante, en este trabajo se utilizará la aproximación mu = md, aunque

en la naturaleza estas masas son levemente diferentes [57]. Incluso, asumiendo válida esta

aproximación, la incorporación de un campo magnético intenso implica la ruptura de la

simetría de isospín.

Volviendo a la ecuación (2.26), las transformaciones asociadas a los grupos U(1)V y

U(1)A vienen dadas por

U(1)V : ψ (x) −→ exp(iθV0 ) ψ (x) (2.32)

U(1)A : ψ (x) −→ exp(iγ5θ
A
0 ) ψ (x) . (2.33)

La ecuación (2.32) se relaciona con la conservación del número bariónico, mientras que

la Ec. (2.33) implica una simetría del Lagrangiano clásico quiral. Esta última no perma-

nece al cuantizar la teoría, dado que la medida de integración en la integral de caminos

no es invariante ante dicha transformación. Este fenómeno se conoce con el nombre de

anomalía axial [58].

Si bien el Lagrangiano de la QCD en el límite quiral posee simetría SU(2)V ⊗SU(2)A,

ésta no necesariamente se realiza de forma explicita. En general, dado un conjunto de

generadores Lj de las transformaciones de simetría de L, tenemos dos casos:

Lj|0〉 = 0 (2.34)

Lj|0〉 6= 0. (2.35)

La ecuación (2.34) se conoce como realización de Wigner-Weyl. Mientras que la Ec.(2.35)

se denomina realización de Goldstone-Nambu. La primera de ellas, implica que los estados
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físicos (incluyendo los estados ligados) son invariantes bajo las transformaciones del grupo

de simetría. Si asumimos que la simetría quiral se lleva a cabo en el modo Wigner-Weyl,

podríamos concluir que las masas de los mesones de distinta paridad estarían degenera-

das. La Ec.(2.35), establece que para cada generador que no logre aniquilar el vacío, debe

existir un bosón sin masa correspondiente al número cuántico de ese generador. Es sabido

que el grupo de SU(2)A presenta una simetría espontáneamente rota, esto implica que,

para el caso de los quarks de masa nula, aparecen tres modos de exitación de lo campos

de quarks y gluones, llamados bosones de Goldstone. Estos tres bosones son asociados con

los piones (π). Si bien la masa experimental de los mismos no es nula, puede considerase

extremadamente pequeña respecto de la masa de los hadrones.

Matemáticamente, una simetría se manifiesta en la conmutación entre el Hamilto-

niano del sistema con el operador correspondiente a la magnitud conservada Lj, tenemos

[H,Lj] = 0. En el caso de una simetría espontáneamente rota, como lo es SU(2)A, el

conmutador no deja de ser nulo, sino que el vacío deja de ser invariante bajo las trans-

formaciones del grupo de simetría asociado al operador Lj, en otras palabras, el estado

fundamental esta degenerado.

Como ya se mencionó antes, las masas de los quarks u y d son aproximadamente

iguales y mucho menores que ΛQCD, por lo tanto, es esperable que la simetría quiral

SU(2)A ⊗ SU(2)V se encuentre aproximadamente conservada. En el caso de la simetría

SU(2)V , ésta se manifiesta en la degeneración de las masas de los multipletes de isospín

bariónicos y mesónicos. Por otro lado, la evidencia experimental y teórica indica que la

simetría SU(2)A se realiza en modo Goldstone. Como el operador de carga QA cambia la

paridad de los estados, la aplicación de esta simetría en el modo Wigner-Weyl implicaría

que por cada multiplete de isospín exista otro degenerado con paridad opuesta, lo que no

es observado en la naturaleza. Además, las masas de los hadrones son considerablemen-

te mayores que las de los quarks livianos, lo que implica la existencia de un mecanismo

dinámico de creación de masas, esto lleva a una ruptura de la simetría. En resumen, un

modelo que describa de manera correcta la QCD a bajas energías debe tener un Lagran-

giano aproximadamente simétrico ante el grupo SU(2)A ⊗ SU(2)V , teniendo en cuenta

además, la ruptura de simetría axial mediante un mecanismo dinámico de creación de
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masa.

Al producirse la ruptura de una simetría en forma espontánea existe, en general, una

cantidad que pasa de ser nula a tomar un valor distinto de cero. Dicha cantidad puede

entonces tomarse como parámetro de orden que indica si la simetría esta espontáneamente

rota o no. En la QCD el parámetro de orden es el condensado de quarks-antiquarks
〈
ψ̄ψ
〉
.

La generación de masa dinámica de los quarks está estrechamente relacionada con la

reestructuración del vacío, en el sentido que, la densidad escalar ψ̄ψ rompe la simetría

quiral, por consiguiente, el estado fundamental pierde la simetría SU(2)A ⊗ SU(2)V del

Lagrangiano. El condensado
〈
ψ̄ψ
〉

puede expresarse de la siguiente manera

〈
ψ̄ψ
〉
= −i

∫
d4p

(2π)4
TrS(p) (2.36)

donde S(p) es el propagador fermiónico, en este caso de quarks, del Lagrangiano completo

de la QCD. La traza está tomada en los espacios de color, sabor y Dirac. Estimaciones

teóricas, basadas en el álgebra de corrientes y la regla de la suma en la QCD indican que∣∣〈f̄f〉∣∣1/3 = 190 − 260 MeV [59], donde f representa los sabores u o el d. Por otro lado,

cálculos realizados con LQCD dan valores de
∣∣〈f̄f〉∣∣1/3 = 231± 8± 6 MeV [60].

2.3. Aspectos básicos del modelo de Nambu-Jona-

Lasinio local (NJL)

En esta sección estudiaremos el modelo efectivo de Nambu-Jona-Lasino (NJL). Como

ya se mencionó, utilizaremos dos sabores de quarks, es decir, u y d. Por lo tanto, el

Lagrangiano viene dado por

L(ψ̄, ψ) = Lfree + Lint (2.37)

donde

Lfree = ψ̄(x)
(
i/∂ −mc

)
ψ(x) con ψ(x) =

u(x)
d(x)

 (2.38)

Lint = G
(
js(x)js(x) +~jp(x) ·~jp(x)

)
. (2.39)

Las corrientes escalares y pseudo-escalares respectivamente, se definen como

js(x) = ψ̄(x)ψ(x) y ~jp(x) = ψ̄(x)i~τγ5ψ(x). (2.40)
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La expresión (2.38) da cuenta de la dinámica libre de los fermiones, en este caso de los

quarks u y d. Además, el operador diferencial es definido como /∂ = γ4∂4 + ~γ · ~∇.

El modelo efectivo de NJL no considera interacciones mediadas por gluones, en su

lugar, propone una interacción de 4-fermiones, modelada por el término presente en la

ecuación (2.39). Representar las interacciones mediante vértices puntuales es equivalente

a despreciar el rango de alcance de los gluones, considerando que las mismas son solo

de contacto y parametrizadas mediante una constante efectiva característica del modelo,

G. Como las corrientes fundamentales de quarks de la QCD son las corrientes de color

Jµa = ψ̄ (x) γµλaψ (x), la interacción local más simple de construir es descripta por la

expresión

Lcint = G
[
ψ̄ (x) γµλaψ (x)

]2 (2.41)

donde la misma preserva la simetría quiral U(2)V ⊗ U(2)A [61]. A través de las trans-

formaciones de Fierz [62–64] podemos reescribir la interacción Ec. (2.41), de tal manera

de obtener términos en los canales escalar y pseudo-escalar singletes de color y esca-

lar anti-triplete de color. La expresión (2.39) describe el Lagrangiano de la interacción

contemplando solo los términos más simples, de tal modo de preservar las simetrías del

Lagrangiano original.

La corriente js(x) es del tipo escalar-isoescalar (invariante de Lorentz e isospín), mien-

tras que ~jp(x) es del tipo pseudo-escalar isovectorial. Los términos presentes en la Ec.

(2.39), compuestos por estas corrientes, son invariantes, por separado, ante transforma-

ciones del grupo SU(2)V . No obstante, este no es el caso para el grupo SU(2)A, en el cual

las corrientes transforman bajo las siguientes expresiones

js (x) −→ js (x) cosθ + ĵp (x) · θ̂ sinθ (2.42)

~jp (x) −→ ~jp (x)− js (x) sinθ θ̂ −~jp (x) · θ̂ (1− cosθ) θ̂ (2.43)

donde ~θ = θ θ̂ es el vector que determina la dirección y el ángulo de rotación en el

espacio de isospín. Estas nuevas corrientes no son invariantes por separado, sin embargo,

sumadas de la forma js(x)js(x)+~jp(x) ·~jp(x) si lo son. Esta es la combinación más sencilla

de términos de interacción que respeta simultáneamente las simetrías SU(2)V , SU(2)A y

U(1)V .
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2.4. Generación dinámica de masas

Comenzaremos en esta sección, introduciendo la aproximación de campo medio de

Hartree al modelo NJL. Esta aproximación consiste en reemplazar en el Lagrangiano de

la interacción Ec. (2.39) y (2.40) los términos de la forma
(
ψ̄Γψ

)2, por 2ψ̄Γψ
〈
ψ̄Γψ

〉
donde〈

ψ̄Γψ
〉

es el valor de expectación en el vácio y Γ representa cualquier operador presente

en la interacción. Como el vacío debe ser invariante de Lorentz y además preservar la

paridad, el único valor de expectación no-nulo posible es el condensado quark-antiquark〈
ψ̄ψ
〉
, relacionado con la densidad escalar ψ̄ψ = ψ†γ0ψ. Utilizando la aproximación de

Hartree, la ecuación de Dirac toma la forma

[
i/∂ − m̂+ 2G

〈
ψ̄ψ
〉]
ψ(x) = 0. (2.44)

A partir de esto, se puede definir una masa dinámica de la siguiente manera

M = mc + 2G
〈
ψ̄ψ
〉

(2.45)

generada por una interacción escalar entre fermiones suficientemente fuerte. La expresión

(2.44) se denomina ecuación del gap y es análoga a la expresión que determina el gap de

energía en un superconductor. En la Fig. 2.1 se representa de manera diagramática esta

expresión

= +

〈
ψ̄ψ

〉
+ · · ·

Figura 2.1: Representación diagramática de la ecuación del gap Ec.(2.44). Las líneas negras

representan el propagador de quarks ”vestido”, mientras que las líneas grises el propagardor

”desnudo”. El lazo fermiónico representa el condensado quark-antiquark.

En la aproximación de campo medio de Hartree, el condensado tiene la forma

〈
ψ̄ψ
〉
= −i T r [SF (0)] (2.46)

donde SF es el propagador de quaks, definido como

SF (x− y) = −i
〈
T
[
ψ(x)ψ̄(y)

]〉
=

∫
d4p

(2π)4
eip(x−y)

/p−M + iε
. (2.47)
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En la ecuación (2.46) el propagador fermiónico SF (0) representa el lazo cerrado mostrado

en la Fig. 2.1, es decir, la línea fermiónica comienza y termina en el mismo punto del

espacio-tiempo. Por otro lado, la ecuación del gap Ec. (2.44) es autoconsistente, esto se

debe a que la expresión del condensado
〈
ψ̄ψ
〉

tiene una dependencia con la masa dinámica

M .

La integral SF es cuadráticamente divegente, por lo que será necesario un proceso de

regularización para evitar dicha divergencia. El proceso más simple consiste en introducir

un cut-off, Λ, para las componentes espaciales del operador impulso, de este modo la

ecuación (2.46) toma la forma

〈
ψ̄ψ
〉
= −NcNf

π2

∫ Λ

0

|~p|2 dp M√
|~p|2 −M2

(2.48)

donde Nc y Nf son constantes que representan el número de colores y de sabores respec-

tivamente. El condensado quark-antiquark
〈
ψ̄ψ
〉
, dado por la expresión (2.48), expresa la

densidad escalar de la energía negativa de Dirac en el intervalo |~p| ≤ Λ. La ecuación del

gap describe la interacción de un fermión (quark) con la parte activa del mar de Dirac.

De las ecuaciones (2.45) y (2.48) concluimos que

M = mc +
2GNcNf

π2

∫ Λ

0

|~p|2 dp M√
|~p|2 +M2

. (2.49)

Si analizamos el caso del límite quiral, podemos ver que la ecuación (2.49) tiene una solu-

ción no trivial con M 6= 0 cuando la constante de acoplamiento G excede un valor crítico

Gcrit = π2/Λ2. En el caso de que G > Gcrit, los quarks adquieren una masa dinámica,

es decir hay una reestructuración del vacío que implica la aparición de un condensado〈
ψ̄ψ
〉

no-nulo. La simetría quiral es espontánemente rota y el condensado
〈
ψ̄ψ
〉

puede ser

utilizado como parámetro de orden de la transición de fase.

Resumiendo lo expuesto anteriormente, los mecanismos con los cuales se realiza la

simetría quiral son:

1. Fase Wigner-Weyl: En ella
〈
ψ̄ψ
〉
= 0, los fermiones no tienen masa. De manera

equivalente, la carga axial Q5 =
∫
d3xA0(x) aniquila el vacío (Q5 |0〉 = 0). En el

modelo de NJL este es el caso para G < Gcrit.
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2. Fase Nambu-Goldstone: En ella
〈
ψ̄ψ
〉
6= 0, los fermiones tienen masa. En esta

fase existe un bosón de Goldstone no masivo. La carga axial no aniquila el vacío

(Q5 |0〉 6= 0). En el modelo de NJL esto sucede cuando G > Gcrit.

Para el caso en que mc no es nula pero suficientemente pequeña, a pesar de que la masa

dinámica nunca es estrictamente cero, se obtiene un comportamiento similar al descripto

para mc = 0, resultando una curva asintótica. En la Fig. 2.2 puede observarse el compor-

tamiento de la masa dinámica en función de la constante de acoplamiento para los casos

quiral y no-quiral respectivamente.

 

 

M
as

a 
[M

eV
]

 Gcrit

 mc finito 
 Límite quiral

G

Figura 2.2: Representación de la masa dinámica vs. la constante de acoplamiento G. Se puede

ver las dos realizaciones de la simetría quiral:Wigner-Weyl (G < Gcrit) y Nambu-Goldstone

(G > Gcrit). La línea de trazos (gris) representa el caso de masa finita, mientras que la línea

sólida (negra) el caso de masa nula.

2.5. Interacciones no-locales y separables

Como se mencionó en la sección anterior, la interacción presente en el Lagrangiano

de NJL, Ec. (2.39), es de carácter local. Si bien la naturaleza local de dicha interacción

permite simplificar los cálculos, esta trae ciertos inconvenientes tales como divergencia
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UV en las integrales y el no confinamiento de los quarks. En el caso de la divergencia de

las integrales, se pueden utilizar varios procedimientos de regularización descritos en la

literatura, cut-off 3D, Pauli-Villars, etc. Todos ellos llevan a resultados cualitativamen-

te parecidos. Con respecto al confinamiento, el modelo local conduce a la existencia de

quarks no confinados, lo que se contradice con las observaciones experimentales.

Una forma de mejorar los alcances del modelo de NJL local, es mediante la incor-

poración de interacciones no-locales y separables al Lagrangiano. En el contexto de la

dinámica de quarks a bajas energías, un modelo frecuentemente utilizado es el de lí-

quido de instantones (ILM) [38, 65]. Este modelo, describe la interacción entre quarks e

instantones mediante un vértice efectivo, no-local y separable. La separabilidad de la in-

teracción, de algún modo, conserva la simpleza del cálculo del modelo local, mientras que

la no-localidad, provee un cut-off evitando divergencias indeseables en el modelo. En la

literatura se utilizan habitualmente reguladores suaves, de tipo Gaussiano y Lorentzianos,

los cuales mantienen las características antes mencionadas. En este trabajo en particular

se utilizará un regulador de tipo Gaussiano.

Otro modelo que describe una interacción efectiva no-local entre quarks es el de in-

tercambio de un gluón (OGE, por sus siglas en inglés) [66, 67]. Este modelo supone el

intercambio de un gluón efectivo y masivo entre los quarks. Consideremos ahora el La-

grangiano de NJL Ec. (2.37), podemos definir la acción efectiva para el modelo OGE de

la siguiente forma

S =

∫
d4p

(2π)4
d4p′

(2π)4
(2π)4 δ(4) (p− p′) ψ̄ (p)

[
/p−mc

]
ψ (p′) + Sint (2.50)

donde

Sint = −g
2

2

∫
d4p1

(2π)4
d4p′1
(2π)4

d4p2

(2π)4
d4p′2
(2π)4

jaµ (p1, p
′
1)D

µν
ab j

b
ν (p2, p

′
2) (2.51)

siendo g = GΛ2 la constante de acoplamiento adimensional quark-gluón, Dµν
ab es la matriz

que representa el propagador efectivo del gluón y los factores jaµ representan las corrientes

no-locales de quarks. Estas corrientes pueden ser expresadas, mediante las transformacio-

nes de Fierz [62–64], introduciendo el operador Γa = (I, iγ5~τ) que diferencia los canales
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escalar y pseudoescalar respectivamente. De este modo las corrientes toman la forma

jaµ (p, p
′) = g (p, p′) ψ̄ (p) Γaψ (p′) . (2.52)

Este tipo de modelo se basa en la suposición que los efectos no perturbativos pueden

ser tenidos en cuenta modificando el propagador del gluón. Éste proporciona una forma de

introducir la no-localidad en la interacción quark-quark. Esta no-localidad, como se men-

cionó antes, se utiliza para regularizar las divergencias ultravioletas del modelo. Podemos

escribir

Dµν
ab (p1, p

′
1, p2, p

′
2) = gµνδ

abD (p1, p
′
1, p2, p

′
2) (2.53)

las funciones desconocidas g (p, p′) y D (p1, p
′
1, p2, p

′
2) pueden ser reemplazadas por el nú-

cleo de interacción de cuatro puntos definido como

K (p1, p
′
1, p2, p

′
2) = g(p1, p

′
1)D (p1, p

′
1, p2, p

′
2) g(p2, p

′
2). (2.54)

Introduciendo los impulsos total y relativo: P = p1 − p2 y p = (p1 + p2) /2, respecti-

vamente, podemos utilizar el núcleo de interacción definido en la expresión (2.54) para

introducir la idea de separabilidad en la interacción no-local, para ello escribimos

K (p, P ; p′, P ′) = K0 g(p)g(p
′)δP,P ′ (2.55)

donde K0 es una constante proporcional a la constante de acoplamiento G del modelo de

NJL y la delta de Kronecker asegura la conservación del cuadrimomento total. En la Fig.

2.3 se esquematizan los núcleos de interacción de cuatro puntos definidos en la ecuaciones

(2.54) y (2.55).

K

p− p
2 p′ − p′

2

p+ p
2 p′ + p′

2

= g(p)

p+ P
2

p− P
2

g(p′)

p′ + P
2

p′ − P
2

K0

Figura 2.3: Núcleo de interacción de cuatro puntos

De esta forma, dada la expresión antes mencionada para las corrientes no-locales Ec.

(2.52), el Lagrangiano en el espacio Euclídeo del modelo de nlNJL de dos sabores de
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quarks, u y d, queda definido como

LE
(
ψ̄, ψ

)
=

{
ψ̄(x)

(
−i/∂ +mc

)
ψ(x)− G

2
ja(x)ja(x)

}
(2.56)

donde las corrientes se expresan como

ja(x) =

∫
d4z g(z) ψ̄

(
x+

z

2

)
Γaψ

(
x− z

2

)
. (2.57)

La función g(z) es el factor de forma no-local que caracteriza la interacción efectiva y

Γa = (I, iγ5~τ).

Al igual que en el modelo de NJL local, la simetría quiral es espontáneamente rota en

la versión no-local, para valores relativamente grandes de la constante de acoplamiento

G. En la aproximación de Hartree, la auto-energía o masa dinámica del quark M(p2)

responde a la expresión

M(p2) = mc + 4GNcNf g(p
2)

∫
d4k

(2π)4
M(k)

k2 +M2(k)
. (2.58)

Evaluando M(p2) en cero, obtenemos de la ecuación (2.58) la siguiente expresión

M(0) = mc + 4GNcNf

∫
d4k

(2π)4
M(k)

k2 +M2(k)
(2.59)

y con la expresión (2.59) podemos reescribir la ecuación (2.58) como

M(p2) = mc + [M(0)−mc]g(p
2) = mc + σ̄g(p2). (2.60)

Entonces, para conocer el valor de la masa dinámica M(p2), sólo hace falta determinar el

valor de la constante σ̄.

Es interesante notar que, una adecuada elección del regulador no-local y de los pa-

rámetros del modelo permiten obtener una cierta forma de confinamiento de los quarks,

es decir, imponer condiciones tales que el propagador de quark no tenga polos a energías

reales. En el espacio euclídeo esto equivale a que el propagador no tenga polos imaginarios

puros.

Muchos trabajos realizados sobre propiedades de mesones en SU(2) con reguladores

gaussianos [68], evidenciaron un buen acuerdo con lo observado experimentalmente. Esta

es la razón fundamental de tal elección en el modelo de NJL no-local.
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2.6. Potencial químico finito: Formalismo de tiempo

imaginario

En esta sección extenderemos los alcances de modelo de NJL no-local introduciendo

al sistema un potencial químico finito. El método formal utilizado para esta finalidad, se

denomina formalismo de Matsubara o formalismo de tiempo imaginario.

Comenzaremos por definir la función de partición de un sistema cuántico en equilibrio

térmico como

Z (β) = Trρ (β) (2.61)

donde la traza es la suma sobre todos los valores de expectación en cualquier base com-

pleta, β = 1/T asumiento que la constante de Boltzmann sea k = 1, y ρ representa la

matriz densidad del sistema definida como

ρ(β) = Tr e−βH. (2.62)

Aquí H es el Hamiltoniano del sistema, que en el ensamble gran canónico se define como

H = H − µN̂ (2.63)

con H el Hamiltoniano original del sistema, N̂ el operador número de partículas y µ el

potencial químico.

Conociendo la función de partición y la matriz densidad característica del sistema

bajo estudio, podemos definir el promedio de un observable cualquiera, en el ensamble

seleccionado, como 〈
Â
〉
β
=
Trρ(β)Â

Z(β)
=
Tr e−βHÂ

Tr e−βH
. (2.64)

De manera muy general, el formalismo de Matsubara consiste en reescribir los valores

de expectación de los operadores en el ensamble térmico, Ec. (2.64), como nuevos valores

de expectación en la teoría cuántica de campos, desarrollando la evolución de los mismos

en un tiempo imaginario t = iβ [69, 70]. De esta manera, se puede cambiar a un espacio-

tiempo con signatura euclídea, en el cual, la traza presente en la Ec. (2.64) requiere que

todos los campos bosónico y fermiónicos sean periódicos o anti-periódicos, según sea el

caso, respecto a la dirección del tiempo euclídeo, con periodicidad β. En el espacio de
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momentos, esto conduce al reemplazo de frecuencias continuas por frecuencias discretas,

denominadas frecuancias de Matsubara dadas por

ωn =


2nπ
β

para bosones
(2n+1)π

β
para fermiones.

(2.65)

Desde el punto de vista de la integrales de camino, podemos definir la amplitud de tran-

sición en teoría de campos a temperatura cero como

〈φ(~x1, t1)|φ(~x2, t2)〉 =
〈
φ1|e−iH(t1−t2)|φ2

〉
= N ′

∫
Dφ eiS (2.66)

donde φ es la variable de integración, N ′ es una constante de normalización y S es la

acción, definida como

S[φ] =

∫ t1

t2

dt

∫
d3x L (2.67)

aquí L representa la densidad Lagrangiana del sistema. La integral funcional esta definida

en los caminos tales que satisfagan las siguientes condiciones

φ(~x1, t1) = φ1 φ(~x2, t2) = φ2 (2.68)

con los puntos finales fijos.

Teniendo en cuenta la ecuación (2.66), podemos reescribir en el argumento de la ex-

ponencial el intevalo temporal como t1− t2 = −iβ, segun el formalismo de Matsubara. De

esta manera la función de partición en el ensamble gran canónico queda definida como

Z(β) = Tr e−βH =

∫
dφ1

〈
φ1|e−βH|φ1

〉
= N ′

∫
Dφ e−S (2.69)

donde S es la acción euclídea (tiempo imaginario), dada por la expresión

S = SE + βµN̂ =

∫ β

0

dτ

∫
d3x

(
LE + βµN̂

)
. (2.70)

Asumiremos que los campos safisfacen las condiciones (anti) periódicas: φ(~x, β) =

±φ(~x, 0) según sea el caso, (fermiones) o bosones respectivamente. Recordemos que la

conexión entre el espacio de Minkowski y el euclídeo viene dada por la siguientes relaciones

[71]x4 = ix0, ~xE = ~x

p4 = −ip0, ~pE = ~p

⇒

x
2 = x20 − x̄2 = − (x24 + x̄2E) = −x2E, d4x = −id4xE

p2 = p20 − p̄2 = − (p24 + p̄2E) = −p2E, d4p = id4pE

(2.71)
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aplicando estas nuevas relaciones, obtenemos:
∫
id4x LM = −

∫
d4xE(−LM) = −SE.

Para finalizar, y a modo de resumen, el formalismo de Matsubara implica reemplazar

la cuarta componente del momento euclídeo, p4, por (ωn − iµ) siendo ωn las frecuecias

discretas de Matsubara definidas en la ecuación (2.65). Bajo esta sustitución las integrales

del modelo desarrollado en este trabajo toman la forma general∫
d4p

(2π)4
F (p) =

∫
dp4
2π

∫
d3~p

(2π)3
F (p4, ~p) −→ T

∞∑
n=−∞

∫
d3~p

(2π)3
F (ωn − iµ, ~p) (2.72)

en particular, estudiaremos el sistema en el límite T → 0, puede demostrarse que las

integrales de la ecuación (2.72) ahora serán de la forma∫
d4p

(2π)4
F (p) =

∫
dp4
2π

∫
d3~p

(2π)3
F (p4, ~p) −→

∫
dp4
2π

∫
d|~p|
2π2

|~p|2F (p4 − iµ, |~p|) (2.73)

donde la función F (p) representa cualquiera de los integrandos presentes en las expresiones

del modelo utilizado en este trabajo. Es importante resaltar, que solo las cantidades que

contienen p4 dependerán de manera explícita del potencial químico µ.
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Capítulo 3

Modelo NJL no-local en presencia de

campos magnéticos intensos a

potencial químico finito

En este capítulo desarrollaremos el formalismo teórico necesario para el estudio del

comportamiento de la materia de quarks bajo la influencia de campos magnéticos externos

intensos. Este tema es de gran importancia en aplicaciones como: la descripción de objetos

estelares compactos tales como los magnetares, el análisis de colisiones de iones pesados

a muy alta energía, la exploración de las etapas tempranas del universo, etc. Como se

adelantó en los capítulos anteriores, utilizaremos un modelo de NJL no-local incorporando

en la interacción un campo magnético uniforme externo y estático ~B.

3.1. Acción Euclídea

Comencemos por definir la acción Euclídea para nuestro modelo NJL no-local de dos

sabores de quarks, u y d, como

SE =

∫
d4x

{
ψ̄(x)

(
−i/∂ +mc

)
ψ(x)− G

2
ja(x)ja(x)

}
. (3.1)

Es importante mencionar, que las expresiones utilizadas para el análisis del comporta-

miento de la materia fría y densa de quarks de este trabajo, se basan en el formalismo

teórico descripto en la referencia [72].

Introduciremos ahora en la expresión de la acción Euclídea Ec. (3.1), un acoplamiento

con un campo de gauge electromagnético externo Aµ. Esto puede llevarse a cabo, mediante
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el siguiente reemplazo

∂µ −→ Dµ ≡ ∂µ − iQ̂Aµ(x), (3.2)

donde Q̂ = diag(qu, qd) es el operador de carga y qu = 2e/3, qd = −e/3, son las cargas

eléctricas de los quarks. La inclusión de interacciones de gauge de esta naturaleza, en los

modelos no-locales como el que se trata en este trabajo, implican un cambio no solo en

la parte dinámica del Lagrangiano, sino también en las corrientes no-locales Ec. (2.57)

[32, 73, 74]. Es decir,

ψ (x− z/2) −→ W (x, x− z/2)ψ (x− z/2) . (3.3)

Una transformación similar se obtiene para ψ̄ (x+ z/2). La función W (s, t) se define

como

W (s, t) = P exp

[
−i
∫ t

s

drµQ̂Aµ(r)

]
(3.4)

donde r varía en un camino arbitrario entre s y t. Cualquiera sea el camino elegido,

siempre se podrá construir una corriente conservada. Esto se debe a las condiciones de

conservación de las corrientes, las cuales solo fijan la parte longitudinal de las mismas.

La parte transversal, por otro lado, permanece indeterminada. Este es un problema bien

conocido en la física nuclear, donde las componentes longitudinales de las corrientes de

intercambio se relacionan con las fuerzas fenomenológicas nucleón-nucleón, mientras que

las corrientes transversales requieren de un modelo específico que describa el intercambio

de mesones [75].

Basados en argumentos de invariancia y simplicidad, una línea recta como camino de

integración, resulta ser la elección mas adecuada para el cálculo de la integral de línea Ec.

(3.4). Este camino es el más comúnmente utilizado en la literatura [76], y también lo será

en este trabajo. Definimos la parametrización de la Ec. (3.4) como

rµ = sµ + λ (tµ − sµ) (3.5)

con λ variando de 0 a 1.

En nuestro caso particular, trabajaremos con un campo magnético constante y ho-

mogéneo orientado en la dirección del eje z [72]. Para realizar los cálculos analíticos de
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la integral de línea Ec. (3.4), utilizaremos el gauge de Landau, en el cual, el potencial

cuadri-vectorial toma la forma Aµ = Bx1δµ2. Teniendo en cuenta la parametrización Ec.

(3.5) y el gauge de Landau, la función W(s, t) Ec. (3.4) resulta

W(s, t) = exp

[
− i

2
Q̂B (s1 + t1) (t2 − s2)

]
. (3.6)

3.2. Acción bosonizada

Para continuar con el desarrollo de los cálculos [72], es conveniente recurrir al forma-

lismo de bosonización. El mismo permite reemplazar los grados de libertad de quarks, que

no son observados a bajas energías, por campos escalares y pseudo-escalares σ(x) y ~π(x)

respectivamente. En el apéndice A se detalla el desarrollo del formalismo de bosonización.

La acción bosonizada se define como

Sbos = −ln (detDx,x′) +
1

2G

∫
d4x [σ(x)σ(x) + ~π(x) · ~π(x)] (3.7)

con

Dx,x′ = δ(4)(x− x′)
(
−i /D +mc

)
+ g(x− x′)γ0W(x, x̄)γ0 [σ(x̄) + iγ5~τ · ~π]W(x̄, x′) (3.8)

donde consideramos x̄ = (x + x′)/2 para los mesones neutrales y la función W esta defi-

nida en la Ec. (3.6).

En los modelos en los cuales ocurre una ruptura de simetría espontánea, los campos

mesónicos pueden tener valores medios no nulos. Por esta razón es conveniente escribir a

los mismos en términos de los valores de expectación de vacío y sus fluctuaciones, es decir

σ(x) = σ̄ + δσ(x) (3.9)

~π(x) = δ~π(x). (3.10)

Asumiremos aquí, que el campo σ(x) tiene un valor de campo medio invariante trans-

lacional no-trivial, σ̄, mientras que el valor de campo medio del campo pseudo-escalar πi
es nulo por razones de simetría. Es decir, las ecuaciones (3.9) y (3.10) en la aproximación

de campo medio (ACM) serán

σ(x) = σ̄ = cte. (3.11)

~π(x) = ~0. (3.12)
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Cabe destacar que la suposición de que el valor de expectación σ̄ es independiente de x

no implica que el propagador de quark resultante sea invariante translacional. De hecho,

se puede demostrar que tal invariancia se rompe debido a la aparición de la llamada

fase de Schwinger. Nuestra suposición establece que las desviaciones de la invariancia

translacional, introducidas por el campo magnético, no se ven afectadas por la dinámica

de la teoría. En este sentido y utilizando la aproximación de campo medio definida en las

ecuaciones (3.11) y (3.12), tenemos

DACM
x,x′ = diag

(
DACM,u
x,x′ ,DACM,d

x,x′

)
(3.13)

donde

DACM,f
x,x′ = δ(4)(x− x′)

(
Πf +mc

)
+ σ̄g(x− x′) exp [iΦf (x, x

′)] (3.14)

el índice f varía en los sabores de quarks u y d, además, se introdujo el operador Πf =

−i/∂ − qfBx1γ2, y se entiende un producto directo con una matriz identidad en el espacio

de color. El segundo miembro de la ecuación (3.14) rompe la invariancia translacional,

mediante la fase de Schwinger Φf (x, x
′), definida como

Φf (x, x
′) ≡ (qfB/2) (x1 + x′1) (x2 − x′2) (3.15)

la cual proviene del producto de W(x, x̄)W(x̄, x′). De esta forma, la acción bosonizada

por unidad de volumen, en la ACM, se puede escribir como

SACMbos

V (4)
=

σ̄2

2G
− Nc

V (4)

∑
f=u,d

tr ln
(
DACM,f
x,x′

)
(3.16)

donde V (4) es un volumen cuadri-dimesional, Nc es una constante que da cuenta del

número de colores de los quarks y G es la constante de acoplamiento del modelo. La

traza presente en el segundo término de la ecuación (3.16) es tomada sobre los espacios de

sabor y color respectivamente. Para los espacios de coordenadas y de Dirac, es conveniente

realizar la transformada de Ritus de DACM,f
x,x′ [77]. Ésta se define como

DACM,f
p̄,p̄′ =

∫
d4xd4x′ Ēp̄(x)DACM,f

x,x′ Ep̄′(x′) (3.17)

donde Ep̄(x) y Ēp̄(x), con p̄ = (k, p2, p3, p4) son las funciones de Ritus. Las definiciones y

propiedades de esta base se describen en el apéndice B. El índice k es un número entero

que representa los niveles de energía de Landau. Usando las propiedades de las funciones
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de Ritus, podemos obtener

DACM,f
p̄,p̄′ = δ̂p̄,p̄′Pk,sf

(
−sf

√
2k |qfB|γ2 + p|| · γ|| +mcI

)
+ σ̄

∑
λ=±

Gλ,f
p̄,p̄′∆

λ (3.18)

donde δ̂p̄,p̄′ es una forma abreviada de escribir (2π)4δkk′δ(p2−p′2)δ(p3−p′3)δ(p4−p′4), e intro-

ducimos las definiciones sf = sign(qfB), p|| = (p3, p4), γ|| = (γ3, γ4), ∆+ = diag(1, 0, 1, 0),

∆− = diag(0, 1, 0, 1), y el proyector Pk,±1 = (1 − δk0)I + δk0∆
±. Las funciones Gλ,f

p̄,p̄′ se

definen como

Gλ,f
p̄,p̄′ =

∫
d4xd4x′ E∗

p̄λ(x) g(x− x′)exp [iΦf (x, x
′)]Ep̄′λ(x

′) (3.19)

la forma explicita de la función Ep̄λ(x) se muestra en la Ec. (B.5).

Como se muestra en el apéndice C, Gλ,f
p̄,p̄′ es diagonal en p̄,p̄′. Por lo tanto podemos

escribir Gλ,f
p̄,p̄′ = δ̂p̄,p̄′g

λ,f
k,p||

, donde

gλ,fk,p|| =
4π

|qfB|
(−1)kλ

∫
d2p⊥
(2π)2

ḡ
(
p2⊥ + p2||

)
exp

(
−p2⊥/ |qfB|

)
Lkλ

(
2p2⊥/ |qfB|

)
, (3.20)

con las definiciones k± = k − 1/2 ± sf/2 y p⊥ = (p1, p2), mientras que ḡ(p2) es la trans-

formada de Fourier de g(x) y Lm(x) son los polinomios de Laguerre, con la convención

usual L−1(x) = 0.

Definiendo ahora la masa constituyente de los quarks, en presencia de un campo

magnético externo, como

Mλ,f
k,p||

= (1− δkλ,−1)mc + σ̄gλ,fk,p|| , (3.21)

llegamos a DACM,f
p̄,p̄′ = δ̂p̄,p̄′Df

k,p||
, donde

Df
k,p||

= Pk,sf

(
−sf

√
2k |qfB|γ2 + p|| · γ||

)
+
∑
λ=±

Mλ,f
k,p||

∆λ. (3.22)

Ahora bien, utilizando la Ec. (B.19) y escribiendo explícitamente la traza sobre el

espacio de coordenadas, tenemos

tr ln
(
DACM,f
x,x′

)
=
Nc

2π

∫
d4x

∞∑
k=0

d2p||
(2π)2

∫ ∞

−∞

dp2
2π

trD

[
Ep̄(x)ln

(
Df
k,p||

)
Ēp̄(x)

]
(3.23)
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donde trD representa la traza sobre el espacio de Dirac. Usando la propiedad cíclica de la

traza junto a la ecuación (B.11), esta expresión se reduce a

tr ln
(
DACM,f
x,x′

)
= V (4)Nc

|qfB|
2π

∞∑
k=0

∫
d2p||
(2π)2

trD

[
Pk,sf ln

(
Df
k,p||

)]
. (3.24)

La matriz entre paréntesis en la Ec. (3.24) no es diagonal en el espacio de Dirac, por

lo tanto es conveniente utilizar la identidad tr lnA = ln detA. Luego de calcular el

determinante y reemplazarlo en la ecuación (3.16), obtenemos la expresión para la acción

euclídea por unidad de volumen, en la aproximación de campo medio

SACMbos

V (4)
=

σ̄2

2G
−Nc

∑
f=u,d

|qfB|
2π

∫
d2p||
(2π)2

[
ln

(
p2|| +

(
M

λf ,f
0,p||

)2)
+

∞∑
k=1

ln∆f
k,p||

]
(3.25)

donde λf=u,d = +(−) para sf=u,d = +1(−1), y ∆f
k,p||

se define como

∆f
k,p||

=
(
2k |qfB|+ p2|| +M+,f

k,p||
M−,f

k,p||

)2
+ p2||

(
M+,f

k,p||
−M−,f

k,p||

)2
. (3.26)

3.3. El potencial termodinámico y la ecuación del gap

3.3.1. Potencial termodinámico

En el contexto de la mecánica estadística podemos definir una función de partición

encargada de describir todas las funciones de estado del sistema cuántico bajo estudio.

En particular, y dentro del ensamble gran canónico, podemos definir la gran función de

partición en la aproximación de campo medio a temperatura cero y potencial químico

finito, de la siguiente manera

ZACM(µ,B) = e−S
ACM
bos (µ,B) (3.27)

donde SACMbos (µ,B) ≡ SACMµ,B es la acción bosonizada en la aproximación de campo medio

a temperatura cero y a potencial químico finito definida en la Ec. (3.25). El gran potencial

termodinámico viene dado por

ΩACM
µ,B = −

(
V (4)

)−1
ln
[
ZACM(µ,B)

]
=
SACMµ,B

V (4)
(3.28)

es decir, de manera explícita tenemos

ΩACM
µ,B =

σ̄2

2G
−Nc

∑
f=u,d

|qfB|
2π

∫
d2p||
(2π)2

[
ln

(
p2|| +

(
M

λf ,f
0,p||

)2)
+

∞∑
k=1

ln∆f
k,p||

]
(3.29)
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con ∆f
k,p||

definida en la ecuación (3.26). Las funciones presentes en el argumento de la

integral en la Ec. (3.29) no poseen un buen comportamiento en el intervalo de integración,

es decir, las integrales son divergentes. Es por esta razón que es necesario implementar un

proceso de regularización para evitar las divergencias. Usaremos una prescripción similar

a la descripta en la referencia [41], definida como

ΩACM,reg
µ,B = ΩACM

µ,B − Ωfree
µ,B + Ωfree,reg

µ,B (3.30)

donde Ωfree,reg
µ,B se expresa como

Ωfree,reg
µ,B =− Nc

2π2

∑
f=u,d

(qfB)2
[
ζ

′
(−1, xf ) +

x2f
4

− 1

2

(
x2f − xf

)
ln (xf )

]

− Nc

4π2

∑
k,f=u,d

θ (µ− Skf )αk |qfB|

µ√µ2 − S2
kf − S2

kf ln

µ+
√
µ2 − S2

kf

Skf


(3.31)

con

αk = 2− δk,0 (3.32)

Skf =
√
m2
c + 2k |qfB| (3.33)

xf =
m2
c

2 |qfB|
(3.34)

ζ
′
(−1, xf ) =

dζ (z, xf )

dz

∣∣∣∣
z=−1

(3.35)

siendo ζ (z, xf ) la función Zeta de Hurwitz, definida como

ζ (s, a) =
1

2
a−s +

a1−s

s− 1
+ 2

∫ ∞

0

(
a2 + y2

)−s/2 {
sin
[
s tan−1 (y/a)

]} dy

e2πy − 1
. (3.36)

En el término Ωfree
µ,B se preserva la interacción con el campo magnético y se desprecia

la interacción entre partículas del modelo, esto es, σ̄ = 0. Bajo esta nueva prescripción el
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gran potencial termodinámico regularizado en la ACM toma la forma

ΩACM,reg
µ,B =

(σ̄Λ)2

2g
+Nc

∑
f=u,d

|qfB|
2π

∫
dp3dp4
4π2

×

ln
 p2|| +m2

c

p2|| +
(
Mλ,f

0,p||

)2
+

∞∑
k=1

ln


(
2k |qfB|+ p2|| +m2

c

)2
∆f
k,p||




− Nc

2π2

∑
f=u,d

(qfB)2
[
ζ

′
(−1, xf ) +

x2f
4

− 1

2

(
x2f − xf

)
ln (xf )

]

− Nc

4π2

∑
k,f=u,d

θ (µ− Skf )αk |qfB|

µ√µ2 − S2
kf − S2

kf ln

µ+
√
µ2 − S2

kf

Skf

 ,
(3.37)

donde g = GΛ2 es un parámetro adimensional relacionado con la intensidad de la inter-

acción, y la integración se realiza sobre las variables p3 y p4 con el reemplazo en la cuarta

componente del momento, dado por p4 → (p4 − iµ).

De esta manera queda definido el gran potencial termodinámico regularizado en pre-

sencia de un campo magnético externo a potencial químico finito y temperatura cero, en

la aproximación de campo medio.

3.3.2. Ecuación del Gap

Como se desarrolló en la sección anterior, la ecuación (3.37) muestra la expresión del

gran potencial termodinámico regularizado en el contexto de este trabajo. En lo que sigue,

debemos encontrar los valores de sigma σ̄ que minimicen al gran potencial termodinámico

ΩACM,reg
µ,B , es decir, debemos encontrar las soluciones a la ecuación

∂ΩACM,reg
µ,B

∂σ̄
= 0, (3.38)

y luego de hacer los cálculos correspondientes obtenemos

σ̄Λ2

g
= Nc

∑
f=u,d

|qfB|
π

∞∑
k=0

∫
d2p||
(2π)2

∑
λ=±

Âλ,fk,p||g
λ,f
k,p||

, (3.39)

donde hemos definido
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Â±,f
k,p||

=
M∓,f

k,p||

(
2k |qfB|+ p2|| +M−,f

k,p||
M+,f

k,p||

)
+ p2||

(
M±,f

k,p||
−M∓,f

k,p||

)
∆f
k,p||

(3.40)

con M±,f
k,p||

, gλ,fk,p|| y ∆f
k,p||

definidas en las ecuaciones (3.21), (3.20) y (3.26) respectivamente.

Además, es importante mencionar que la integración presente en la ecuación (3.39) se

efectúa sobre las variables p3 y p4, con el reemplazo en la cuarta componente del momento,

dado por p4 → (p4 − iµ). De esta forma queda definida la ecuación del gap en presencia

de un campo magnético externo a temperatura cero y potencial químico finito, en la

aproximación de campo medio.
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Capítulo 4

Resultados numéricos

En este capítulo se mostrarán los resultados numéricos obtenidos, en el marco del

modelo de NJL no-local en presencia de un campo magnético intenso y a potencial químico

finito. Para realizar dichas simulaciones se deben fijar los parámetros que aparecen en el

Lagrangiano efectivo, Ec. (3.1), así como el factor de forma en el espacio de momentos

g(p). En esta tesis se utilizará un factor de forma gaussiano, es decir

g(p2) = exp
(
−p2/Λ2

)
(4.1)

donde el parámetro Λ describe el rango de la interacción quark-quark. Dicho parámetro

junto con la masa corriente mc y la constante de acoplamiento G constituyen los tres

parámetros que definen completamente el modelo. En lo que sigue se considerarán dos

situaciones. La primera que, corresponde al límite quiral en que se fija mc = 0, será anali-

zada en la Sec.4.1. Esta situación, aunque no es física, permite identificar más claramente

las posibles transiciones de fase y por lo tanto es de utilidad desde el punto de vista teó-

rico. La segunda situación será discutida en la Sec.4.2 y corresponde a la situación más

realista en que se considera un valor finito para la masa corriente mc. La manera en que

se determinan los parámetros del modelo, así como los valores utilizados para los mismos,

se discutirá en cada una de las secciones mencionadas.

4.1. Diagramas de fase en el límite quiral

En esta sección analizaremos el caso de masa corriente nula (mc = 0). En este caso

los parámetros del modelo de NJL no-local son: el cut-off covariante Λ y la constante de

acoplamiento adimensional g = GΛ2. Los mismos fueron obtenidos fijando un valor típico
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para la constante de decaimiento débil del pión en el límite quiral, como es fπ,0 = 90 MeV

y valores de los condensados quirales de −〈q̄q〉1/30 = 220, 240 y 260 MeV [59, 60]. En el

apéndice D se describen detalladamente las ecuaciones utilizadas para obtener los sets de

parámetros del modelo. Los valores numéricos de los mismos se indican en la Tabla 4.1.

Parametrización −〈q̄q〉1/30 [MeV] Λ [MeV] g = GΛ2

P ch
220 220 608.3 28.43

P ch
240 240 760.1 20.60

P ch
260 260 914.6 17.64

Tabla 4.1: Parámetros del modelo de NJL no-local en el límite quiral

4.1.1. Comportamiento a eB = 0

Comenzaremos por estudiar el comportamiento del valor de campo medio del campo

escalar σ̄ en función del potencial químico µ para B = 0. Este caso ha sido ampliamente

estudiado y discutido en la literatura [78–80], en nuestro caso particular sirve de punto

de partida para analizar los efectos del campo magnético externo.
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Figura 4.1: Comportamiento de los valores de σ̄ como función de µ en ausencia del campo

magnético externo, para las tres parametrizaciones indicadas en la Tabla 4.1.

En la Fig. 4.1 se muestra el comportamiento de σ̄ como función de µ para las tres

parametrizaciones indicadas en la Tabla 4.1. Estas curvas fueron obtenidas resolviendo
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numéricamente la ecuación del gap a B = 0. Los saltos presentes en estas curvas re-

presentan una transición de fase de primer orden. Esta transición está indicada por la

discontinuidad de la función σ̄(µ). Los valores de los potenciales químicos para los cuales

ocurren las mismas se denominan potenciales químicos críticos µc.
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Figura 4.2: Potencial químico crítico µc como función de los valores de los condensados quirales

−〈q̄q〉1/30 en ausencia de campo magnético.

La Fig. 4.2 muestra el valor del potencial químico crítico µc como función del conden-

sado que define la parametrización del modelo. Este diagrama muestra el comportamiento

decreciente de los valores de µc a medida que crece el condensado quiral −〈q̄q〉1/30 . La lí-

nea sólida negra, divide el plano en dos regiones. La situada por debajo de dicha línea

corresponde a la fase de simetría quiral rota, donde los quarks adquieren masa dinámica,

y la otra a la fase de simetría quiral exactamente restaurada σ̄ = 0.

4.1.2. Comportamiento a eB finito

Se considerará ahora el caso de campo magnético finito. Como se mencionó al principio

de este capítulo, para el desarrollo de los cálculos utilizaremos un factor de forma del tipo

Gaussiano Ec. (4.1). En este caso particular tenemos la ventaja que la integral en la

ecuación (3.20) puede calcularse de manera analítica, lo que conduce a una expresión

explícita para la masa constituyente de quarks Ec. (3.21), la cual viene dada por [72]

Mλ,f
p̄,k = (1− δkλ,−1)mc + σ̄

(1− |qfB| /Λ2)
kλ

(1 + |qfB| /Λ2)kλ+1
exp

(
−p2||/Λ2

)
. (4.2)

40



Resultados numéricos

Esta expresión junto con las descriptas en el capítulo 3, completan el modelo de NJL

no-local en presencia de un campo magnético externo a potencial químico finito y tempe-

ratura cero.

En la Fig. 4.3 se observa el comportamiento del gran potencial termodinámico regu-

larizado en la aproximación de campo medio, ΩACM,reg
µ,B , en función de σ̄ para dos valores

representativos de campo magnético eB = 0,09 GeV 2 y eB = 0,8 GeV 2 y diversos valores

del potencial químico µ, correspondientes a la parametrización P ch
240.
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Figura 4.3: Curvas de ΩACM,reg
µ,B vs. σ̄ para eB = 0,09 GeV 2 (a) y eB = 0,8 GeV 2 (b) para

diversos valores de potencial químico µ. Los resultados corresponden a la parametrización P ch
240.

Estas curvas fueron obtenidas a partir de simulaciones numéricas realizadas con la

expresión Ec. (3.37). Las mismas exhiben dos mínimos, uno del tipo global y el otro del
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tipo local. Los valores de σ̄ para un dado campo magnético y potencial químico en los

cuales se alcanzan estos dos mínimos representan las soluciones de la ecuación del gap

Ec. (3.39). Una de estas soluciones corresponde a la fase de simetría quiral restaurada,

solución trivial de la ecuación σ̄ = 0, y la otra, a la fase de simetría quiral rota asociada

a la solución masiva de la ecuación del gap σ̄ = σ̄(µ = 0, B).

Conforme el potencial químico aumenta desde cero, ambos mínimos comienzan a com-

petir entre sí. El valor del gran potencial en el mínimo, correspondiente a la solución de

simetría quiral restaurada (mínimo local), comienza a disminuir su valor de manera pro-

gresiva, hasta alcanzar el valor del mínimo global asociado con la solución de simetría

quiral rota (solución masiva). Cuando estos dos valores mínimos del gran potencial ter-

modinámico logran igualarse, es decir cuando se cumple la condición ΩACM,reg
µ,B (µ,B, σ̄ =

0) = ΩACM,reg
µ,B (µ,B, σ̄ = σ̄(µ = 0, B)), el sistema físico experimenta una transición de fase

de primer orden.
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Figura 4.4: Curvas de ΩACM,reg
µ,B en función de µ para las parametrizaciones P ch

220, P ch
240 y P ch

260,

calculadas para un valor de campo magnético de eB = 0,09 GeV 2.

En la Fig. 4.4 se presentan los valores de ΩACM,reg
µ,B en dichos mínimos, en función de µ,

para las tres parametrizaciones indicadas en la Tabla 4.1. Estos resultados corresponden

al valor de campo magnético representativo de eB = 0,09 GeV 2. Las líneas rectas horizon-

tales calculadas con los diferentes sets de parámetros (indicadas con diferentes colores),

representan la fase de simetría quiral rota σ̄ = σ̄(µ = 0, B), asociada con el mínimo global
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de la Fig. 4.3. Puede observarse que, para esta solución, ΩACM,reg
µ,B es independiente del

potencial químico µ en todo el rango del cálculo. Por otro lado, las curvas decrecientes que

intersectan estas rectas corresponden a la fase de simetría quiral exactamente restaurada

σ̄ = 0. Cabe destacar que, el hecho de que haya una sola curva de este tipo se debe a que el

gran potencial termodinámico regularizado, ΩACM,reg
µ,B , es independiente de los parámetros

del modelo en la región de simetría quiral restaurada σ̄ = 0. Se debe notar que esto solo

ocurre cuando mc = 0, es decir en el caso quiral. Esto puede verse fácilmente fijando los

valores σ̄ = 0 y mc = 0 en la expresión Ec. (3.37).

Claramente el valor de µ para el cual se produce la intersección entre las curvas

pertenecientes a ambas fases, corresponde al potencial químico crítico µc. En la Fig. 4.5

se muestran las curvas de σ̄ en función de µ para diversos valores de campo magnético.

Estas curvas fueron calculadas mediante simulaciones numéricas realizadas con la ecuación

del gap Ec. (3.39) utilizando los parámetros correspondientes a P ch
240.
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Figura 4.5: Curvas de σ̄ vs. µ para diversos valores de eB calculadas con los parámetros corres-

pondientes a P ch
240.

En el intervalo acotado entre los valores 0 ≤ µ ≤ µc, el sistema se encuentra en

la fase de simetría quiral rota σ̄ = σ̄(µ = 0, B). Para valores de potenciales químicos

mayores que µc, el sistema se encuentra en la fase de simetría quiral restaurada σ̄ = 0. Es

interesante notar como los valores de σ̄ en la fase de simetría rota se ven afectados por la

presencia del campo magnético externo. Dichos valores aumentan con el campo magnético
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externo para un dado valor de µ. Esta tendencia está asociada con la denominada catálisis

magnética [48]. En la Fig. 4.6 se muestra el comportamiento de los valores de σ̄ en función

del campo magnético eB, para el conjunto de parámetros correspondientes a P ch
220, P ch

240

y P ch
260, considerando para el cálculo un valor fijo de potencial químico de µ = 100 MeV

perteneciente a la fase de simetría quiral rota. Como es de esperar para campos magnéticos

poco intensos, aproximadamente eB ∼ 0,01 GeV 2 los valores de σ̄ son muy similares a los

observados en el límite de campo magnético nulo eB = 0. Esto se observa con claridad, en

la Fig. 4.7, donde se presentan las curvas de σ̄ en función de µ, para los valores de campo

magnético de eB = 0 y eB = 0, 01 GeV 2 calculados con los parámetros correspondientes

a P ch
240.
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Figura 4.6: Comportamiento de σ̄ como función de eB para diversos conjuntos de parámetros

del modelo, para µ = 100 MeV.
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Figura 4.7: Comportamiento de σ̄ como función de µ para los campos magnéticos eB = 0 y

eB = 0,01 GeV 2 para la parametrización P ch
240.

En la Fig. 4.8 se grafican los valores de µc en función de la parametrización elegida

para los valores de campo magnético eB = 0, eB = 0, 01 GeV 2, eB = 0, 1 GeV 2 y

eB = 1 GeV 2. En el eje de las abscisas, cada valor de −〈q̄q〉1/30 representa un set diferente

de parámetros del modelo.
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azules representan las transiciones de fase intermedias de segundo orden, correspondientes a

transiciones de vAdH. 46
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Comparando el gráfico de eB = 0 con el de eB = 0,01 GeV 2 vemos que si bien la línea

entera que marca la transición de la fase con simetría rota (que llamaremos fase B) a la

de simetría restaurada (que llamaremos fase tipo A) es practicamente idéntica. En el caso

de eB = 0,01 GeV 2 la fase tipo A esta subdividida en numerosas fases Ak. Dichas fases

corresponden a la población de un número diferente de niveles de Landau (etiquetados

por el índice k). En el límite quiral el paso de una fase Ak a otra (llamadas transiciones

de van Alphen-de Haas (vAdH) [81]), está regulada por la función theta de Heaviside

θ (µ− Skf ) que aparece en la última línea de la Ec. (3.37). Es decir, la transición de la

fase Ak−1 a Ak ocurre cuando

µc =
√

2k |qfeB|. (4.3)

Claramente este valor de µc es independiente de la parametrización, lo cual explica que

las líneas punteadas (azules) sean paralelas, como se observa en la Fig. 4.8.

Debe recordarse que en el presente caso, el parámetro de orden σ̄ es cero en las fases

tipo Ak. Por lo tanto, las transiciones de una fase a la otra son de segundo orden. Una

cantidad física donde se puede observar el efecto de pasar de una fase Ak a otra es en la

densidad de quark ρq, definida por

ρq = −
∂ΩACM,reg

µ,B

∂µ
. (4.4)

En la Fig. 4.9 se grafica ρq en función del potencial químico µ para dos valores de

campo magnético eB = 0,01 GeV 2 y eB = 0,05 GeV 2. Allí se puede observar que al

pasar de una fase Ak a otra, la derivada de la densidad presenta una discontinuidad. Es

interesante notar aquí que, a medida que los valores de campo magnético disminuyen,

para valores crecientes de potencial químico µ mayores que µc, aparecen más transiciones

vAdH de segundo orden para un dado valor de eB. Es por esta razón que en la curva

correspondiente al valor de eB = 0,01 GeV 2 (curva roja) las discontinuidades son menos

notables.
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Figura 4.9: Comportamiento de ρq vs. µ para los valores de campo magnético eB = 0,01 GeV 2

y eB = 0,05 GeV 2.

Tal como se desprende de la Ec. (4.3), el número de transiciones vAdH en un cierto

intervalo de potencial químico depende del valor del campo magnético. Esto explica que

en el panel correspondiente a eB = 0,1 GeV 2 solo aparecen dos transiciones de este tipo

mientras que para eB = 1 GeV 2 no aparece ninguna. Del mismo modo a lo observado

en las curvas de ρq vs. µ, a medida que el campo magnético tiende a cero, aparecen más

transiciones vAdH de segundo orden.

Un punto importante a observar es que para los campos eB = 0, 0,01 y 0,1 GeV 2, la

dependencia de µc de la transición de primer orden, con la parametrización es muy similar.

En todos esos casos el µc correspondiente decrece a medida que el condensado 〈q̄q〉1/30 , que

indica la parametrización, se hace más negativo. Para el campo eB = 1 GeV 2 sin embar-

go, la situación es distinta ya que si se consideran parametrizaciones con
∣∣∣〈q̄q〉1/30

∣∣∣ > 220

MeV el µc crece levemente a medida que dicho valor absoluto crece. Es de esperar por lo

tanto que los µc para eB mayores sean más sensibles a la parametrización.

Finalmente es interesante destacar que en todo el rango de parametrizaciones consi-

deradas, la transición de la fase de simetría rota (fase B) se produce directamente a una

fase tipo A. Es decir, contrariamente a lo que ocurre para algunas parametrizaciones del

modelo NJL local [53], no se producen aquí transiciones a fases masivas intermedias.
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Para finalizar esta sección analizaremos los diagramas de fase en el plano eB−µc de la

materia fría de quarks. En la Fig. 4.10 se presentan los diagramas de fase correspondientes

a las parametrizaciones indicadas en la Tabla 4.1.
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Figura 4.10: Diagramas de fase en el plano eB − µc correspondientes a las parametrizaciones:

P ch
220 (a), P ch

240 (b) y P ch
260 (c).
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En términos generales, en dichos diagramas se pueden apreciar las distintas fases en

que puede estar la materia de quarks magnetizada. Una fase corresponde a la fase de sime-

tría quiral totalmente rota donde σ̄ = σ̄(µ = 0, B) sin niveles de Landau k poblados, que

denominaremos fase B, el resto de las fases que llamaremos fases Ak con (k = 0, 1, 2 . . .),

son fases con la simetría quiral restaurada σ̄ = 0 con diferentes niveles de Landau k

completos. Las líneas punteadas que conectan las sucesivas fases Ak con (k = 0, 1, 2 . . .)

corresponden a transiciones de segundo orden. Las mismas fueron calculadas mediante la

expresión (4.3) y cada una de ellas corresponde a un nuevo nivel de Landau indicado por el

entero k. Es importante mencionar que si enumeramos las líneas de derecha a izquierda en

los diagramas, la primer línea con la que nos encontramos corresponde al nivel de energía

completo de Landau, indicado con k = 1 perteneciente al sabor de quark d. La segunda

línea, corresponde al nivel completo de Landau con k = 2 para el sabor de quark d y

simultáneamente a k = 1 para el sabor de quark u, esta situación continúa sucesivamente

hasta completar los niveles de energía superiores. La razón por la que los niveles completos

de Landau, indicados con k, para el sabor de quark u y con 2k para el sabor d coincidan,

se debe al módulo de la carga eléctrica de cada sabor de quark, es decir, |qu| = 2/3e y

|qd| = 1/3e como se mencionó anteriormente. Cabe destacar que la fase A0 contiene a los

estados de quarks de los sabores u y d, correspondientes al nivel de energía de Landau

más bajo (LLL, Lowest Landau Level, por su sigla en inglés), indicado con el entero k = 0.

Como se puede observar en los diagramas de fase de la Fig. 4.10, una característica

general se repite entre ellos. En su totalidad, los mismos se desplazan hacia valores de

potenciales químicos críticos µc mayores a medida que los valores de los condensados

quirales disminuyen. Esta tendencia puede observarse también en la Fig. 4.11, donde se

han graficado las curvas de σ̄ en función de µ, calculadas para el valor de campo magnético

eB = 0,1 GeV 2 y los sets de parámetros de la Tabla 4.1.
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Figura 4.11: Comportamiento de σ̄ vs. µ para el valor de campo magnético eB = 0,1 GeV 2 y

diferentes parametrizaciones correspondientes a: P ch
220, P ch

240 y P ch
260.

Respecto del comportamiento de la línea de transición de fase de primer orden (línea

entera negra) en los diagramas de la Fig. 4.10 podemos observar tres regiones bien defini-

das. Para campos menor que eB ∼ 0,07 GeV 2 el µc presenta una muy débil dependencia

con el campo magnético haciéndose algo mas pequeño a medida que el campo crece. Este

comportamiento es común a todas las parametrizaciones indicadas en la Fig. 4.10. A partir

de eB ∼ 0,07 GeV 2 y hasta eB ∼ 0,2 GeV 2 se observa un descenso mucho mas marcado

del µc a medida que eB crece. Esto también se observa en los tres paneles de la Fig. 4.10.

Es importante destacar que el descenso del µc con eB para campos magnéticos débiles

también se observa en otros modelos tales como el NJL local [53] y es lo que se conoce

como efecto de catálisis magnética inversa a potencial químico finito [51]. Lo que ocurre

a campos mayores a eB ∼ 0,2 GeV 2 depende claramente de la parametrización conside-

rada. En parte, esto ya había sido adelantado en el análisis de la Fig. 4.8. Para el caso de

P ch
220 vemos que el descenso de µc con eB continúa con una pendiente muy pronunciada.

Para el caso de P ch
240 dicha pendiente es sensiblemente menor. Finalmente, para P ch

260 la

curva es prácticamente horizontal. Debe notarse que en ninguna de las parametrizaciones

consideradas se observa el fuerte incremento de µc con eB encontrado en el modelo de

NJL local [53].
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4.2. Diagramas de fase para masa corriente finita

En esta sección analizaremos los diagramas de fase calculados para masa corriente de

quark finita, los cuales describen el comportamiento de la materia fría de quarks de forma

más realista. Para este caso, los parámetros del modelo necesarios son mc, g = GΛ2 y Λ.

Estos parámetros fueron determinados utilizando las expresiones (D.4), (D.6) y (D.16) (ver

apéndice D), ajustando los mismos con los valores empíricos mπ = 139 MeV y fπ = 92, 4

MeV correspondientes a la masa del pión y la constante de decaimiento débil del pión

respectivamente, y fijando los condensados quirales en ciertos valores fenomenólogicamete

aceptables. Para estos últimos se consideraron los valores de −〈q̄q〉1/3 = 230, 260 MeV.

En la Tabla 4.2 se presentan los sets de parámetros calculados para el caso no-quiral.

Parametrización −〈q̄q〉1/3 [MeV] Λ [MeV] g = GΛ2 mc [MeV]

P230 230 677.8 23.65 6.4

P260 260 903.4 17.53 4.6

Tabla 4.2: Parámetros del modelo de NJL no-local para el caso no-quiral

Comenzaremos por analizar las curvas del gran potencial termodinámico en la apro-

ximación de campo medio ΩACM,reg.
µ,B como función de los valores σ̄, para diversos valores

de potencial químico µ y campos magnéticos eB.
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Figura 4.12: Curvas de ΩACM,reg
µ,B vs. σ̄ para eB = 0,05 GeV 2 (a) y eB = 0,8 GeV 2 (b) para

diversos valores de potencial químico µ.

En la Fig. 4.12 se observan las curvas de ΩACM,reg.
µ,B en función de σ̄ para los valores

de potencial químico µ = 0, 100, 200, 300 y 400 MeV, calculadas con la ecuación (3.37),

utilizando la parametrización P230 (ver Tabla 4.2), y los campos magnéticos eB = 0,05 y

eB = 0,8 GeV 2. De igual modo que en el caso quiral, estas curvas presentan dos mínimos.

Uno, del tipo local, correspondiente a la fase de simetría quiral restaurada y el otro,

del tipo global, asociado con la fase de simetría quiral completamente rota. Respecto a

la fase de simetría quiral restaurada, en el caso de masa corriente de quark finita, la

restauración de esta simetría se lleva a cabo de manera parcial. En la Fig. 4.13 se observa

el comportamiento de σ̄ como función de los valores de µ, para los campos magnéticos

correspondientes a eB = 0,02, 0,06, 0,5 y 0,8 GeV 2. Esta curvas fueron obtenidas a partir
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de la expresión (3.39), utilizando para el cálculo la parametrización P230.
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Figura 4.13: Comportamiento de σ̄ vs. µ para diversos valores de campo magnético, utilizando

la parametrización P230.

En el intervalo correspondiente a µ > µc, los valores de σ̄ toman una dependencia

funcional respecto a los valores de µ. Conforme el potencial químico µ aumenta a partir

de µc, los valores de σ̄ tienden a cero y la simetría quiral es parcialmente restaurada. Este

comportamiento decreciente de σ̄ puede observarse en la Fig. 4.14, donde se muestra un

acercamiento de las curvas presentes en la Fig. 4.13 en esta región.

250 300 350 400 450

4

8

12

16

 

 

 [M
eV

]

[MeV]

 eB = 0.8 GeV2 
 eB = 0.5 GeV2  
 eB = 0.06 GeV2

 eB = 0.02 GeV2

Figura 4.14: Comportamiento de σ̄ vs. µ para diversos valores de campo magnético y P230

(acercamiento de la región correspondiente a la fase de simetría quiral parcialmente restaurada).
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En la Fig. 4.15 se observa el comportamiento de σ̄ como función de eB para la para-

metrización P230, tomando tres valores fijos diferentes de potencial químico µ. En el panel

superior, se observan las transiciones de primer orden entre las fases B y las fases A0 y A1

respectivamente, para µ = 250 MeV (negro) y µ = 320 MeV (rojo). Para µ = 350 MeV

el sistema se encuentra en la región de simetría quiral restaurada para todos los valores

de eB, por lo tanto los valores de σ̄ permanecen cercanos a cero (azul). Ahora bien, en el

panel inferior de la Fig. 4.15 se observan las transiciones vAdH, en esta gráfica se mues-

tran las mismas curvas que fueron presentadas en el panel superior, pero utilizando una

escala diferente y concentrándose en la región de pequeños valores de σ̄. La curva corres-

pondiente a µ = 320 MeV (roja), muestra un pico agudo indicando una transición vAdH

de la fase A1 a la fase A0, más allá de la región de simetría quiral resturada conectando

la fase B con la fase A1. Una inspección cercana a la curva muestra la presencia de una

pequeña discontinuidad situada en el lado izquierdo del pico, indicando que la transición

vAdH es, como ya se indicó anteriormente, de primer orden. La curva correspondiente a

µ = 350 MeV (azul), involucra transiciones entre diferentes estados Ak. Cada transición

es caracterizada por la presencia de un pico en la función σ̄(eB), la altura de estos pi-

cos se vuelve mas pequeña conforme disminuye la intesidad del campo magnético. Como

se discutió en el caso quiral, las transiciones vAdH corresponden alternativamente a la

población de un nuevo nivel del estado de quark d o a un nuevo nivel de ambos estados

de quarks u y d. Por lo tanto, pueden ser agrupados en pares, llevando a los patrones

observados en el panel inferior de la Fig. 4.15.
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Figura 4.15: Comportamiento de σ̄ vs. eB para tres valores representativos de potencial químico

µ. Los resultados numéricos corresponden a la parametrización P230.

Un detalle del comportamiento de σ̄ para valores de µ mayores al µc puede verse en

la Fig. 4.16, donde se muestran las curvas de σ̄ como función del campo magnético eB,

calculadas para diversos valores de potencial químico µ. Puede observarse, de manera

consistente con los resultados obtenidos en el caso quiral, que para valores de campo

magnético inferiores a eB ∼ 0,2 GeV 2, el número de oscilaciones inducidas por el mismo,

tiene un comportamiento creciente. Es importante notar además, que para los campos

magnéticos eB = 0, 02 GeV 2 y eB = 0, 06 GeV 2 presentes en la Fig. 4.14, se observa el

comportamiento antes mencionado, característico del efecto van Alphen-de Haas.
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Figura 4.16: Comportamiento de σ̄ vs. eB en la región de simetría quiral parcialmente restaurada,

para los valores de potencial químico µ = 320, 330, 340 y 350 MeV . Los resultados numéricos

corresponden a la parametrización P230.

Continuando con el análisis del caso de masa corriente de quark finita, se presentan

aquí los diagramas de fase en el plano eB − µc calculados con las parametrizaciones P230

y P260, indicadas en la Tabla 4.2.
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Figura 4.17: Diagramas de fase en el plano eB − µc para el caso de masa corriente de quark mc

finita, correspondientes a las parametrizaciones P230 y P260.

En este caso, utilizaremos la misma convención que se implementó en el caso quiral

para denominar las fases presentes en los diagramas, y además, la numeración corres-

pondiente a los niveles completos de Landau k para los sabores de quark u y d. De esta

manera tenemos, la región B correspondiente a la fase de simetría quiral completamente

rota, sin niveles de energía de Landau k poblados, y las regiones Ak con (k = 0, 1, 2 . . .)

pertenecientes a las fases sucesivas de simetría quiral parcialmente resturada con diferen-

tes niveles completos de energía de Landau k. A diferencia del caso quiral (mc = 0), la

conexión entre las fases B y Ak con (k = 0, 1, 2 . . .), se lleva a cabo mediante una transi-

ción de primer orden. Es importante destacar que las líneas sólidas que conectan las fases

Ak con (k = 0, 1, 2 . . .), indicando las transiciones de primer orden intermedias inducidas
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por el campo magnético externo, fueron calculadas mediante simulaciones numéricas. A

diferencia del caso quiral (mc = 0), aquí no hay una expresión analítica que describa el

comportamiento de estas curvas. Para obtener las curvas que describen las transiciones

de primer orden características del efecto van Alphen-de Haas presentes en los diagramas

de fase de la Fig. 4.17, se seleccionó un amplio conjunto de valores de potenciales quími-

cos µ, de tal modo de cubrir la mayor parte de la región de simetría quiral parcialmente

restaurada del diagrama de fase. Para cada valor fijo de potencial químico µ, pertene-

ciente a este rango de valores seleccionados, se calcularon las curvas de σ̄ en función eB,

como se observa en la Fig. 4.15 a modo de ejemplo. Como se mencionó antes, estas curvas

presentan oscilaciones o picos en los cuales las posiciones de los valores máximos, varían

con la intesidad del campo magnético. Con los valores fijos de los potenciales químicos

µ seleccionados, junto con los valores calculados de las posiciones de los máximos de los

picos presentes en la Fig. 4.15, se construyeron las líneas sólidas correspondientes a las

transiciones de fase de primer orden conectando las diferentes fases Ak con (k = 0, 1, 2 . . .)

en el sector de simetría quiral parcialmente restaurada de los diagramas de fase en el plano

eB − µc.

En la Fig. 4.17 (a) se presenta el diagrama de fase calculado con la parametrización

P230 (ver Tabla 4.2). Para los valores de campo magnético inferiores a eB ∼ 0,09 GeV 2 el

potencial químico crítico µc es poco sensible a la presencia del campo magnético externo,

mostrando un comportamiento casi constante. Para valores mayores a eB ∼ 0,09 GeV 2, el

potencial químico crítico µc decrece de manera contínua a medida que el campo magnético

aumenta su valor. Cabe destacar, que para valores de campo magnético superiores eB ∼

0,15 GeV 2 el sistema se encuentra en su estado fundamental (LLL). Finalmente, en la

Fig. 4.17 (b), se muestra el diagrama de fase calculado con la parametrización P260 (ver

Tabla 4.2). Este diagrama de fase presenta un desplazamiento hacia valores más bajos de

potencial químico crítico µc, respecto del calculado con la parametrización P230. En este

caso particular, podemos destacar tres sectores diferentes del diagrama. Para los valores de

campos magnéticos inferiores a eB ∼ 0,07 GeV 2, el potencial químico crítico µc muestra

una dependecia muy débil con el campo magnético eB. En el intervalo comprendido entre

los valores eB ∼ 0,07 GeV 2 y eB ∼ 0,2 GeV 2, el potencial químico crítico µc adquiere

un comportamiento decreciente con el campo magnético eB. Esta tendencia se mantiene
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para valores superiores a eB ∼ 0,2 GeV 2, pero a diferencia del segmento anterior, con una

pendiente descreciente de mayor valor. Respecto al estado fundamental (LLL) del sistema

correspondiente a este diagrama de fase, en este caso se alcanza para el valor de campo

magnético de eB > 0,1 GeV 2.
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Capítulo 5

Observaciones finales y conclusiones

En este trabajo final se analizó el comportamiento de la materia fría y densa de un

sistema de quarks de dos sabores u y d, bajo la influencia de un campo magnético uni-

forme y homogéneo. Se utilizó un modelo de quarks relativistas basado en la simetría

quiral con interacciones no-locales. Este tipo de modelos puede considerarse como una

extensión no-local del modelo de Nambu-Jona-Lasinio, por lo que nos referiremos a ellos

como modelos nlNJL. La no-localidad se incorporó en este modelo introduciendo en las

corrientes escalares y pseudo-escalares un factor de forma del tipo Gaussiano, el cual, es

el encargado de describir la interacción efectiva quark-quark. El estudio se realizó en dos

etapas. En una primera etapa, se estudió el caso del límite quiral que corresponde a con-

siderar la masa corriente nula (mc = 0). En este caso, el modelo incluye dos parámetros,

g = GΛ2, la constante de acoplamiento adimensional, y el cut off covariante Λ. Estos fue-

ron determinados de manera de reproducir, para B = µ = 0, la constante de decaimiento

débil del pión en el límite quiral fπ,0 = 90 MeV y valores para los condensados quirales

de −〈q̄q〉1/30 = 220, 240 y 260 MeV . Los correspondientes conjuntos de parámetros han

sido llamados P ch
220, P ch

240 y P ch
260 (ver Tabla 4.1). Se comenzó analizando el comportamiento

del parámetro de orden σ̄ en función de µ a eB = 0 para las parametrizaciones antes

mencionadas. Estas curvas mostraron discontinuidades de salto para µ = µc relacionadas

con las transiciones de primer orden entre las fases presentes en el sistema, denominadas

fase de simetría quiral rota y restaurada (σ̄ = 0). Se encontró que el valor de µc muestra

una cierta dependencia con la parametrización del sistema.

Continuando con el análisis para el caso del límite quiral, se consideró el caso de
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campo magnético finito. Se obtuvieron las curvas del gran potencial termodinámico en

la aproximación de campo medio (ACM), ΩACM,reg
µ,B , como función del parámetro de or-

den σ̄ para diferentes valores de potencial químico µ, y campo magnético. Las mismas

presentaron, en general, dos mínimos, uno del tipo global y el otro local. Para valores

bajos de potencial químico µ, el mínimo de tipo global resulto estar asociado con la fase

de simetría quiral rota, mientras que el mínimo local con la fase restaurada. Para valores

altos de potencial químico µ se encontró, en cambio, que la situación se invierte estando

el mínimo global asociado a la fase de simetría restaurada. Este cambio de las caracte-

rísticas de los mínimos se obtuvo para todos los valores de campo magnético considerados.

Para determinar con mayor detalle el valor de potencial químico crítico, µc, para el

cual se pasa de una situación a la otra, se calcularon mediante la resolución numérica de

la ecuación del gap Ec. (3.39), los valores de σ̄ como función del potencial químico µ. Al

igual que en el caso eB = 0, estas curvas mostraron la presencia de las fases de simetría

quiral rota y restaurada, conectadas por una transición de primer orden. Además, fueron

calculadas las curvas de σ̄ en función eB para un valor de µ fijo tal que µ < µc. Se encontró

que para todas las parametrizaciones consideradas, el parámetro de orden σ̄ muestra una

tendencia creciente con eB, asociada con la denominada catálisis magnética.

También se estudió el comportamiento de µc como función de las parametrizaciones del

modelo, representadas por −〈q̄q〉1/30 para valores fijos de campo magnético. Los diagramas

correspondientes a los campos magnéticos eB = 0, eB = 0,01 GeV 2 y eB = 0,1 GeV 2

presentaron similitudes, en todos estos casos el valor de µc mostró un comportamiento

decreciente para los valores crecientes de −〈q̄q〉1/30 . En particular, la línea que describe

la transición de primer orden entre la fase de simetría quiral rota (denominada fase B)

y la fase de simetría quiral restaurada (denominada fase A), presente en los diagramas

calculados para eB = 0 y eB = 0,01 GeV 2, mostró un comportamiento prácticamente

idéntico en ambos casos. Respecto al diagrama calculado con el valor de campo magnético

eB = 0,01 GeV 2, en la región de simetría quiral restaurada σ̄ = 0, los resultados mos-

traron que la fase A fue subdividida en numerosas fases más pequeñas indicadas con Ak

donde (k = 0, 1, 2 . . .). Dichas fases corresponden a la población de un número diferente

de niveles de Landau, etiquetados por el índice entero k. El cambio entre una fase Ak−1 a
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otro Ak se conoce como transición de van Alphen-de Haas (vAdH). Es importante resaltar

aquí, que para el caso de (mc = 0) las transiciones vAdH entre una fase Ak−1 a otro Ak
son de segundo orden. Dado que en el presente caso, el parámetro de orden σ̄ es cero en

las fases del tipo Ak, correspondientes a la simetría quiral restaurada, para estudiar las

transiciones van Alphen-de Haas (vAdH) entre las fases Ak−1 y Ak, es necesario observar

el comportamiento de otra magnitud física, la densidad de quark ρq. Las curvas de ρq en

función del potencial químico µ para los valores de campo magnético eB = 0,01 GeV 2

y eB = 0,05 GeV 2, fueron obtenidas a partir de simulaciones numéricas realizadas con

la expresión (4.4). Estas curvas mostraron discontinuidades en la derivada primera de la

densidad, al pasar de una fase Ak a otra contigua. Finalmente, en el caso de eB = 1 GeV 2,

para parametrizaciones correspondientes a −〈q̄q〉1/30 ≥ 220 MeV se observó un compor-

tamiento levemente creciente de µc respecto de los valores de los condensados quirales.

Para finalizar la primera etapa de este trabajo, se estudiaron de manera detallada los

diagramas de fase en el plano eB − µc calculados con las parametrizaciones P ch
220, P ch

240 y

P ch
260. Como característica general en todos los diagramas obtenidos, se observó la presen-

cia de dos fases predominantes. La fase masiva B asociada con la simetría quiral rota sin

niveles de Landau k poblados y la fase A correspondiente a la simetría quiral restaurada

(σ̄ = 0). Esta última, está sub-dividida en las fases Ak con (k = 0, 1, 2 . . .), correspon-

dientes a diferentes niveles de Landau k completos. Las líneas punteadas que conectan

las sucesivas fases Ak corresponden a transiciones de segundo orden. Se observó además,

una superposición en los niveles de Landau k, dado que la carga del quark u es dos veces

la del quark d, en módulo. Siguiendo con el analísis del comportamiento general de los

diagramas de fase, se observó para el conjunto de parámetros correspondientes a valores

crecientes de condensados quirales, un desplazamiento de los diagramas completos hacia

valores más bajos de potenciales químicos críticos µc.

Se encontró, además, que el comportamiento de la línea de transición de primer orden

que conecta la fase B con las fases sucesivas Ak con (k = 0, 1, 2 . . .) puede dividirse en

tres regiones bien definidas, de forma similar en todos los diagramas. Para valores de

campo magnético menores que eB ∼ 0,07 GeV 2, el µc presentó una débil dependencia

con eB, haciéndose más pequeño conforme el campo magnético aumenta. En el intervalo
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correspondiente a eB ∼ 0,07 GeV 2 hasta eB ∼ 0,2 GeV 2, se observó un descenso mucho

más pronunciado de µc a medida que eB crece. El comportamiento de µc en estos dos

intevalos fue común para las tres parametrizaciones del modelo. Finalmente, respecto a

los valores de µc, para campos magnéticos mayores que eB ∼ 0,2 GeV 2 se observó una de-

pendencia de los mismos con las parametrizaciones del modelo utilizadas. Esta conclusión

se desprende del análisis de las curvas de potencial químico crítico µc como función de

los condensados quirales −〈q̄q〉1/30 , los cuales representan las diferentes parametrizaciones

del modelo.

En la segunda etapa de este trabajo, se estudió la materia de quarks magnetizada

considerando valores finitos para la masa corriente. En este caso más realista, los pará-

metros del modelo nlNJL, utilizados para las simulaciones numéricas fueron g = GΛ2,

Λ y la masa corriente de quark mc. Estos parámetros fueron determinados ajustando los

mismos con los valores empíricos mπ = 139 MeV y fπ = 92, 4 MeV , la masa del pión y

la constante de decaimiento débil respectivamente, y fijando los condensados quirales en

−〈q̄q〉1/3 = 230 y 260 MeV se obtuvieron los sets de parámetros denominados como P230

y P260 (ver Tabla 4.2).

Se obtuvieron numéricamente las curvas del gran potencial termodinámico en la ACM,

ΩACM,reg
µ,B , en función de los valores del parámetro de orden σ̄, para diversos valores de po-

tencial químico µ y para los valores de campo magnético representativos eB = 0,05 GeV 2

y eB = 0,8 GeV 2. Estas curvas fueron calculadas con la expresión (3.37) utilizando la

parametrización P230. Del mismo modo a lo observado en el caso quiral, las curvas presen-

taron dos mínimos, uno del tipo global y el otro local, asociados con las fases de simetría

quiral rota y restaurada. Posteriormente, fueron calculadas las curvas de σ̄ en función de

µ para los valores representativos de campo magnético eB = 0,8, 0,5, 0,06 y 0,02 GeV 2.

Las mismas mostraron que la restauración de la simetría quiral se produce de forma par-

cial y no de manera exacta como en el caso quiral (mc = 0). Además, en esta fase se pudo

observar la presencia del efecto van Alphen-de Haas (vAdH). Para analizar de manera de-

tallada este fenómeno, se obtuvieron las curvas de σ̄ como función de eB para los valores

fijos de potencial químico µ = 250, 320 y 350 MeV calculadas con la parametrización

P230. Para los valores de potencial químico µ = 250, 320 MeV , se observaron las tran-
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siciones de primer orden entre la fase B y las fases A0 y A1 respectivamente. La curva

correspondiente a µ = 320 MeV mostró picos agudos junto con pequeñas discontinuida-

des de salto, indicando una transicion vAdH de primer orden entre las fases A0 y A1, en

la región de simetría quiral restaurada. Finalmente, la curva calculada con µ = 350 MeV

presentó numerosos picos con discontinuidades asociadas de intesidades cada vez menores

conforme el campo magnético se aproximaba a cero. Cada pico fue asociado con la tran-

sición a una nueva fase Ak.

Para finalizar, se obtuvieron los diagramas de fase en el plano eB − µc calculados

con las parametrizaciones correspondientes a P230 y P260 (ver Tabla 4.2). De igual modo

a lo observado en el caso quiral, dos fases predominantes fueron encontradas. La fase

masiva B correspondiente a la simetría quiral rota sin niveles de Landau k ocupados

y la fase A correspondiente a la simetría quiral parcialmente restaurada. Esta fase A,

se sub-dividió en las fases sucesivas Ak con (k = 0, 1, 2 . . .) asociadas con diferentes ni-

veles de Landau k ocupados. Es importante destacar que, en este caso, las líneas que

conectan las diferentes fases Ak con (k = 0, 1, 2 . . .), representando las transiciones in-

termedias de primer orden inducidas por la acción del campo magnético externo, fueron

determinadas de forma numérica ya que para el caso de masa corriente finita no hay una

expresión analítica para el cálculo de las mismas. Dichas líneas presentaron un pequeño

corrimiento respecto a las transiciones vAdH para el caso quiral. Se obtuvo el diagrama

de fase calculado con la parametrización correspondiente a P230. Para valores inferiores a

eB ∼ 0,09 GeV 2, el campo magnético externo no fue lo suficientemente intenso como pa-

ra modificar de manera significativa el potencial químico crítico µc, resultando este valor

débilmente dependiente del campo magnético en este intervalo. Para valores de campo

magnético superiores a eB ∼ 0,09 GeV 2, el potencial químico crítico µc como función

de eB mostró un comportamiento decreciente. Finalmente, se calculó el diagrama de fa-

ses correspondiente a la parametrización P260. Este diagrama mostró un desplazamiento

completo del mismo de ∼ 40 MeV hacia valores más bajos de potencial químico crítico

µc, respecto del calculado con la parametrización P230. En un análisis más detallado, se

observaron tres segmentos predominantes. Para valores de campo magnético inferiores a

eB ∼ 0,07 GeV 2 el potencial químico crítico µc mostró un comportamiento débilmen-

te dependiente del campo magnético eB. Para campos mayores a eB ∼ 0,07 GeV 2, los
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valores de µc adquirieron un comportamiento decreciente con eB hasta alcanzar el valor

de campo magnético eB ∼ 0,2 GeV 2. Esta tendencia decreciente de µc se mantuvo para

valores superiores a eB ∼ 0,2 GeV 2, con una pendiente decreciente mayor a la observada

en el segmento anterior.

De lo mencionado en los párrafos anteriores se pudo concluir que, en términos genera-

les, los modelos no-locales tipo NJL predicen que la materia de quarks fría y densa bajo

la influencia de un campo magnético constante se encuentra, para valores bajos del po-

tencial químico µ, en una fase B en la cual la simetría quiral está espontáneamente rota,

y que a un cierto valor crítico µc existe una transición de fase de primer orden a partir

de la cual dicha simetría está (aproximadamente) restaurada. Para valores bajos/medios

del campo magnético los valores de µc decrecen suavemente a medida que eB aumenta,

lo cual es consistente con el llamado efecto de catálisis magnética inversa observado en

otros modelos. Mientras que esta dependencia es común a todas las parametrizaciones

consideradas, para campos magnéticos grandes (eB > 0,3 GeV 2) el comportamiento de-

pende notoriamente de la parametrización utilizada. En cuanto a la fase de simetría quiral

(parcialmente) restaurada, la misma se encuentra sub-dividida en diversas fases Ak carac-

terizadas por el número de niveles de Landau k poblados. Las transiciones entre dichas

fases son de segundo orden en el caso quiral y de primer orden cuando la masa corriente

es finita.

Para terminar, es interesante comparar las características de los diagramas de fase ob-

tenidos con el presente enfoque no-local y aquellas encontradas en el marco del modelo de

NJL local, ver Ref. [53]. Se pueden señalar dos características principales cualitativamente

diferentes. Primero, en el modelo de NJL local podemos observar, para un cierto rango de

parametrización, la existencia de fases intermedias Ck con (k = 0, 1, 2 . . .) entre la fases

anteriormente descriptas Ak y B. Las fases Ck son tales que las masas constituyentes de

quarks son grandes, esto es, la simetría quiral se rompe, como en la fase B. Sin embargo

en estas regiones la densidad de quarks es distinta de cero, y las masas constituyentes de

quarks son dependientes de µ, en lugar de ser constantes como en la fase B. En el modelo

nlNJL estas fases no fueron encontradas para ninguna de las parametrizaciones estudiadas

en este trabajo. Segundo, en el modelo local se observa para campos magnéticos intensos
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(a partir de eB ∼ 0,3 GeV 2 [53]) un fuerte incremento del potencial químico crítico µc

de la transición de restauración de simetría quiral. Este comportamiento no se observa

en el caso del modelo no-local hasta eB = 1 GeV 2, para el factor de forma considerado.

De hecho, para ciertas parametrizaciones el potencial químico crítico µc tiende a ser una

función fuertemente decreciente de eB incluso para valores grandes del campo magnético.
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Apéndice A

Formalismo de bosonización

En este apéndice desarrollaremos el formalismo de bosonización utilizado en el capítulo

3 [32]. Como ya se mencionó, el mismo reemplaza los grados de libertad de quarks por

campos bosónicos. Comenzaremos por definir la función de partición correspondiente al

Lagrangiano de NJL (no-local) a T = 0 y µ = 0 como

Z0 =

∫
Dψ̄Dψ e−SE

(
ψ,ψ̄

)
(A.1)

donde la acción euclídea SE
(
ψ, ψ̄

)
fue definida en el capítulo 3 en la ecuación (3.1).

El segundo término presente en la acción euclídea, correspondiente a las interaccio-

nes no-locales Ec. (3.1), será reemplazado por campos bosónicos que representarán a los

mesones escalares y pseudo-escalares σ(x) y ~π(x), respectivamente. Mostraremos el pro-

cedimiento de bosonización solo para el caso escalar, siendo completamente análogo para

el caso pseudo-escalar. Sea la igualdad

f (jsa (x)) =

∫
DS δ (S(x)− jsa(x)) f (S(x)) (A.2)

donde jsa(x) es la parte escalar de la corriente no-local definida en la ecuación (2.57) y S(x)

es un campo escalar auxiliar. Ahora bien, podemos reescribir la expresión (A.2) como

exp

[
G

2

∫
d4x jsa(x)j

s
a(x)

]
=

∫
DS δ (S(x)− jsa(x)) exp

[
G

2

∫
d4x S(x)S(x)

]
(A.3)

usando la definición de la delta de Dirac

δ (S(x)− jsa(x)) =

∫
Dσ exp

[∫
d4x σ(x) (S(x)− jsa(x))

]
(A.4)
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y volviendo a la expresión (A.3) tenemos

exp

[
G

2

∫
d4x jsa(x)j

s
a(x)

]
= Ns

∫
DSDσ exp

∫
d4x

[
σ(x) (S(x)− jsa(x)) +

G

2
S(x)2

]
(A.5)

donde Ns es un factor de normalización. Repitiendo este procedimiento para el campo

pseudo-escalar e introduciendo un campo auxiliar ~P (x) análogo a S(x) obtenemos

exp

[
G

2

∫
d4x ~jpa(x)~j

p
a(x)

]
= Np

∫
D ~PD~π (A.6)

× exp

∫
d4x

[
~π(x) ·

(
~P (x)−~jpa(x)

)
+
G

2
~P (x) · ~P (x)

]
(A.7)

siendo Np otra constante de normalización. Reemplazando las expresiones (A.5) y (A.7)

en la función de partición Ec. (A.1) obtenemos

Z0 = NsNp

∫
Dψ̄Dψ exp

[
−
∫
d4x Lfree

]
×
∫

DSDσ exp
∫
d4x

[
σ(x) (S(x)− jsa(x)) +

G

2
S(x)2

]
×
∫

D ~PD~π exp
∫
d4x

[
~π(x) ·

(
~P (x)−~jpa(x)

)
+
G

2
~P (x) · ~P (x)

]
.

(A.8)

Si reorganizamos los términos entre corchetes presentes en la ecuación (A.8), agrupan-

do los mismos en términos de los campos escalares y pseudo-escalares respectivamente, y

además completamos cuadrados, obtendremos la siguiente expresión

σ(x)S(x) +
G

2
S(x)S(x) =

G

2

[
S(x) +

σ(x)

G

]2
− σ(x)σ(x)

2G
; (A.9)

la misma corresponde solo al caso escalar, pero podemos llegar a una expresión complete-

mente análoga para el caso pseudo-escalar. Bajo esta nueva factorización la integral sobre

el campo S(x) en la ecuación (A.8) se puede reescribir como∫
DSDσ exp

[∫
d4x

(
G

2

[
S(x) +

σ(x)

G

]2
− σ(x)σ(x)

2G
− σ(x)jsa(x)

)]

=

∫
Dσ exp

[
−
∫
d4x

(
σ(x)σ(x)

2G
+ σ(x)jsa(x)

)]∫
DS exp

[
G

2

∫
d4x

(
S(x) +

σ(x)

G

)2
]

= N ′
s

∫
Dσ exp

[
−
∫
d4x

(
σ(x)σ(x)

2G
+ σ(x)jsa(x)

)]
(A.10)

donde la integral sobre el campo S(x) contribuye sólo a la constante de normalización N ′
s,

debido a que es del tipo gaussiana. Siguiendo el razonamiento anterior, obtenemos una
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expresión análoga para el campo auxiliar ~P (x)

N ′
p

∫
D~π exp

[
−
∫
d4x

(
~π(x) · ~π(x)

2G
+ ~π(x) ·~jpa(x)

)]
. (A.11)

Por lo tanto la función de partición ahora toma la forma

Z0 = NsN
′
sNpN

′
p Z

free
0 ×

∫
Dσ exp

[
−
∫
d4x

(
σ(x)σ(x)

2G
+ σ(x)jsa(x)

)]
×
∫

D~π exp
[
−
∫
d4x

(
~π(x) · ~π(x)

2G
+ ~π(x) ·~jpa(x)

)] (A.12)

donde

Zfree
0 =

∫
Dψ̄Dψ exp

{
−
∫
d4x

[
ψ̄(x)

(
−i /D +mc

)
ψ(x)

]}
(A.13)

siendo Dµ la derivada covariante definida en la ecuación (3.2). Volviendo a la ecuación

(A.12), podemos agrupar todos los términos relacionados con los campos fermiónicos de

la siguiente manera

Sfer =

∫
d4x

[
ψ̄(x)

(
−i /D +mc

)
ψ(x) + σ(x)jsa(x) + ~π(x) ·~jpa(x)

]
=

∫
d4x d4x′ ψ̄(x)Dx,x′ψ(x)

(A.14)

donde Dx,x′ es el operador fermiónico en el espacio de coordenadas y puede demostrarse

que tiene la siguiente forma [72]

Dx,x′ = δ(4)(x− x′)
(
−i /D +mc

)
+ r(x− x′)γ0W(x, x̄)γ0 [σ(x̄) + iγ5~τ · ~π(x̄)]W(x̄, x′)

(A.15)

con x̄ = (x + x′)/2 para los mesones neutrales. Por lo tanto la función de partición se

puede escribir como

Z0 =

∫
DσD~π

∫
Dψ̄Dψ exp [−Sfer] exp

[
−
∫
d4x

(
σ(x)2

2G
+
~π(x)2

2G

)]
(A.16)

donde se han omitido las constantes de normalización Ns, N ′
s, Np y N ′

p. Ahora bien,

mediante la referencia [82] podemos reescribir el determinante fermiónico de una forma

más conveniente como∫
Dψ̄Dψ exp [−Sfer] = det Dx,x′ = exp (ln detDx,x′) = exp (Tr lnDx,x′) (A.17)

de esta manera llegamos a la expresión final de la función de partición dada por

Z0 =

∫
DσD~π exp [−Sbos] (A.18)
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donde la acción bosonizada se define como

Sbos = −ln det (Dx,x′) +
1

2G

∫
d4x [σ(x)σ(x) + ~π(x) · ~π(x)] (A.19)

Por lo tanto, hemos llegado a la expresión de la acción bosonizada que se presenta en la

ecuación (3.7) del capítulo 3.
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Apéndice B

Auto-funciones y transformada de

Ritus

En este apéndice desarrollaremos la forma explícita de las auto-funciones de Ritus

[77] y discutiremos algunas de las propiedades más importantes. Estas auto-funciones

satisfacen la siguiente ecuación de auto-valores

Π2Ep̄(x) = εp̄ Ep̄(x) (B.1)

donde Π = −i/∂− qBx1γ2 y p̄ = (k, p2, p3, p4) representa el conjunto de números cuánticos

requeridos para identificar de manera única los auto-estados. Los auto-valores, por otro

lado, estan dados por la expresión εp̄ = − (2k |qB|+ p23 + p24). Trabajando en el espacio

Euclídeo y utilizando la representación de Weyl para las matrices de Dirac,

~γ =

 0 ~σ

−~σ 0

 (B.2)

γ4 = iγ0 = i

0 I

I 0

 (B.3)

obtenemos

Ep̄(x) =
∑
λ=±

Ep̄λ(x)∆
λ (B.4)

donde ∆+ = diag (1, 0, 1, 0), ∆− = diag (0, 1, 0, 1) y

Ep̄λ(x) = Nkλe
i(p2x2+p3x3+p4x4)Dkλ(ρ) (B.5)
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con ρ = s
√

2/ |qB| (qBx1 − p2) y s = sign (qB). El índice entero kλ está relacionado con

el número cuántico k mediante la expresión

k± = k − 1

2
± s

2
. (B.6)

Volviendo a la ecuación (B.5), Nn = (4π |qB|)1/4 /
√
n! y además hemos introducido

las funciones parabólicas cilíndricas definidas como

Dn(x) = 2−n/2e−x
2/4Hn

(
x/

√
2
)

(B.7)

donde Hn(x) son los polinomios de Hermite, con la convención usual H−1(x) = 0. En el

caso particular de k = 0, las auto-funciones de Ritus Ep̄(x) se definen como matrices de

2× 2 de la siguiente forma

E(0,p2,p3,p4)(x) = (4π |qB|)1/4 ei(p2x2+p3x3+p4x4)e−ρ
2/4 I2×2 (B.8)

donde I2×2 es la matriz identidad en el sub-espacio donde Ep̄λ(x) es no nulo. Por otro

lado, es fácil ver que las matrices ∆λ satisfacen

∆±∆± = ∆±, ∆±∆∓ = 0, (B.9)

∆±γ⊥ = γ⊥∆
∓, ∆±γ|| = γ||∆

± (B.10)

con γ⊥ = (γ1, γ2) y γ|| = (γ3, γ4).

A lo largo de la dirección del campo magnético, la función Ep̄(x) preserva la forma

de la auto-función de energía de la partícula libre, siendo definida por el índice continuo

p3, el cual, corresponde a la componente del momento paralela a ~B. Esta también es

la situación en la dirección del tiempo imaginario. Por otro lado, los números cuánticos

correspondientes al plano x1x2 dependen de la elección del gauge utilizado para describir

el potencial vectorial Aµ. En nuestro caso particular hemos elegido el gauge de Landau,

para el cual los estados asociados con la dirección x1 están cuantizados y descritos por

el índice discreto k. A lo largo de la dirección x2, la auto-función tiene la forma de la

partícula libre, con la particularidad que los auto-valores no dependen de p2 y por lo

tanto los estados son degenerados. Esta última propiedad nos lleva a una relación muy

útil ∫
dp2
2π

Ep̄(x)Ēp̄(x) =
∫
dp2
2π

Ēp̄(x)Ep̄(x) = |qB|Pk,s (B.11)

75



Auto-funciones y transformada de Ritus

donde hemos definido Ēp̄ = γ0E†
p̄γ0 y Pk,±1 = (1− δk0) I + δk0∆

±. El operador Pk,±1 es

un proyector, esto implica que satisface Pk,s = (Pk,s)
2. También puede demostrarse que

Pk,sEp̄ = Ep̄Pk,s = Ep̄.

Las funciones de Ritus Ep̄(x) satisfacen las relaciones de ortogonalidad y completitud

dadas por ∫
d4x Ēp̄(x)Ep̄′(x) = δ̂p̄,p̄′Pk,s (B.12)

∑∫
p̄

Ep̄(x)Ēp̄(x′) = δ(4) (x− x′) (B.13)

donde hemos introducido la notación ∑∫
p̄

≡ 1

2π

∞∑
k=0

∫
dp2
2π

dp3
2π

dp4
2π

(B.14)

δ̂p̄,p̄′ ≡ (2π)4 δk,k′δ (p2 − p′2) δ (p3 − p′3) δ (p4 − p′4) . (B.15)

Además, las funciones de Ritus satisfacen la importante identidad

Π Ep̄(x) = Ep̄(x)
(
−s
√

2k |qB|γ2 + p|| · γ||
)

(B.16)

con p|| = (p3, p4).

Dadas las funciones de Ritus, uno puede definir la transformada de Ritus de una

función de Dirac arbitraria ψ(x) de la siguiente forma

ψp̄ =

∫
d4x Ēp̄(x)ψ(x), ψ̄p̄ =

∫
d4x ψ̄(x)Ep̄(x) (B.17)

junto con las transformadas inversas

ψ(x) =
∑∫
p̄

Ep̄(x)ψp̄, ψ̄(x) =
∑∫
p̄

ψ̄p̄ Ēp̄(x). (B.18)

De la misma forma, la transformada de Ritus Op̄,p̄′ de un operador arbitrario Ox,x′ satisface

Op̄,p̄′ =

∫
d4xd4x′ Ēp̄(x)Ox,x′Ep̄′(x′) (B.19)

Ox,x′ =
∑∫
p̄,p̄′

Ep̄(x)Op̄,p̄′Ēp̄′(x′). (B.20)
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Apéndice C

Propiedades de las funciones Gλ,f
p̄,p̄′

En este apéndice se demostrará [72] como las funciones Gλ,f
p̄,p̄′ son diagonales en la base

de momentos p̄, p̄′. Comencemos por definirlas de la siguiente manera

Gλ,f
p̄,p̄′ =

∫
d4xd4x′ E∗

p̄λ
(x)g(x− x′)exp [iΦf (x, x

′)]Ep̄′λ(x
′) (C.1)

donde Φf (x, x
′) = (qfB/2) (x2 − x′2) (x1 + x′1) y las funciones Ep̄λ(x) están definidas en la

Ec. (B.5). Para trabajar con la expresión (C.1), introduciremos la transformada de Fourier

de g(x) de la siguiente manera

ḡ(t2) =

∫
d4x e−it·xg(x) (C.2)

realizando el cambio de variables x = z + y/2 y x′ = z − y/2. Luego de esto, tenemos

Gλ,f
p̄,p̄′ =

∫
d4t

(2π)4
g(t2)

∫
d4yd4z E∗

p̄λ
(z+y/2)exp (it · y) exp (iqfBy2z1)Ep̄′λ(z−y/2). (C.3)

Dada la forma explícita de las funciones Ep̄λ(x), las integrales sobre las variables z2,

z3, z4 y y3, y4 se pueden calcular de una manera muy simple. Obtenemos la expersión

Gλ,f
p̄,p̄′ = (2π)3δ(p2 − p′2)δ(p3 − p′3)δ(p4 − p′4)Γ

λ,f
k,k′,p||

(C.4)

donde

Γλ,fk,k′,p|| = NkλNk′λ

∫
d2t⊥
(2π)2

ḡ
(
t2⊥ + p2||

) ∫
dz1d

2y⊥

× exp (−ip2y2) exp (it⊥ · y⊥) exp (iqfBy2z1)Dkλ(ρ)Dk′λ
(ρ′)

(C.5)

con t⊥ = (t1, t2) y

ρ = sf

√
2

|qfB|
[qfB (z1 + y1/2)− p2]

ρ′ = sf

√
2

|qfB|
[qfB (z1 − y1/2)− p2]

(C.6)
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p̄,p̄′

donde sf = sign(qfB), mientras que la relación entre kλ y k fue definida en la Ec.

(B.6). Tomemos en cuenta ahora que la integración sobre la variable y2 introduce un

factor 2πδ(qfBz1 − p2 + t2), el cual nos permite realizar con facilidad la integral sobre t2.

Teniendo en cuenta la forma explícita de ρ y ρ′, podemos ecribir

Γλ,fk,k′,p|| =
1[

2π2kλ+k
′
λkλ!k′λ!

]1/2 ∫ dγdηdψ ḡ

[
|qfB|
2

(
γ2 + η2

)
+ p2||

]
× exp(iγψ) exp

(
−η

2 + ψ2

2

)
Hkλ

(
η + ψ√

2

)
Hk′λ

(
η − ψ√

2

) (C.7)

donde hemos utilizado las funciones cilíndricas parabólicas Dn Ec. (B.7) en términos de los

polinomios de Hermite, y por conveniencia hemos introducido las variables adimensionales

γ =

√
2

|qfB|
t1, η = sf

√
2

|qfB|
(qfBz1 + p2)

ψ =

√
|qfB|
2

y1.

(C.8)

Si realizamos un nuevo cambio de variables a coordenadas polares r, φ en el plano γη

obtenemos la expresión

Γλ,fk,k′,p|| =

∫ ∞

0

drr ḡ

(
|qfB|
2

r2 + p2||

)
exp

(
−r2/2

)
Iλk,k′(r) (C.9)

donde

Iλk,k′(r) =
1[

2π2kλ+k
′
λkλ!k′λ!

]1/2 ∫ 2π

0

dφ

∫ ∞

−∞
dψ exp

[
− (ψ − ircosφ)2 /2

]
×Hkλ

(
rsinφ+ ψ√

2

)
Hk′λ

(
rsinφ− ψ√

2

)
.

(C.10)

Ahora bien, podemos realizar una translación en el plano complejo ψ, de tal modo de

cumplir con ψ → ψ′ = ψ − ir cosφ. Como el integrando de la expresión (C.10) es una

función analítica, haciendo uso del teorema de Cauchy, podemos demostrar que el camino

de integración se puede tomar a lo largo del eje Imψ′ = 0. De esta manera obtenemos

Iλk,k′(r) =
1[

2π2kλ+k
′
λkλ!k′λ!

]1/2 ∫ 2π

0

dφ

∫ ∞

−∞
dψ exp

(
−ψ2/2

)
×Hkλ

[
ir exp (−iφ) + ψ√

2

]
Hk′λ

[
−ir exp (iφ)− ψ√

2

] (C.11)

usando la relación Hn(−x) = (−1)nHn(x) y la identidad (ver Ec. (7.377) Ref. [83])∫ ∞

−∞
dx e−x

2

Hm(x+ y)Hn(x+ z) = 2n
√
πm!zn−mLn−mm (−2yz), n ≥ m (C.12)
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donde Lba(x) son los polinomios generalizados de Laguerre. Finalmente, utilizando la re-

lación ∫ 2π

0

dφ exp(iφm) = 2πδm0 (C.13)

obtenemos

Iλk,k′(r) = 2π(−1)kλLkλ(r
2)δkk′ . (C.14)

Reemplazando la expresión (C.14) en la Ec. (C.9), y teniendo en cuenta la Ec. (C.4),

después de realizar un nuevo cambio de variables r → |p⊥| = r
√
|qfB| /2 llegamos a la

expresión final

Gλ,f
p̄,p̄′ = δ̂p̄,p̄′ g

λ,f
k,p||

(C.15)

donde gλ,fk,p|| fue definida en la Ec. (3.20) del capítulo 3.
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Apéndice D

Expresiones para la determinación

de los parámetros del modelo de

NJL no-local

Como se ha indicado al comienzo del Capítulo 4, para determinar numéricamente las

cantidades de interés se deben fijar previamente los parámetros que aparecen en el La-

grangiano del modelo, es decir la masa corriente mc y la constante de acoplamiento G,

así como el factor de forma en el espacio de momentos ḡ(p). En la presente tesis se utiliza

un factor de forma gaussiano (ver Ec.(4.1)) que contiene un parámetro adicional Λ, que

caracteriza el rango de la interacción quark-quark. Estos parámetros se determinan de

manera tal que el modelo reproduzca a T = µ = B = 0 ciertos valores del condensado

quiral 〈q̄q〉, la masa y la constante de decaimiento del pion, mπ y fπ, respectivamente. En

este Apéndice se indican las expresiones necesarias para calcular dichas cantidades dado

un conjunto de valores de mc, G y Λ.

Consideremos la expansión en potencias de las fluctuaciones mesónicas de la acción

efectiva bosonizada a temperatura, potencial químico y campo magnético nulos dado por,

Sbos = SACMbos + Scuadbos + · · · , (D.1)

donde el término lineal representa la acción bosonizada en la aproximación de campo

medio (ACM) definida como

SACMbos = −4NcV
(4)

∫
d4p

(2π)4
ln
[
p2 +M2(p)

]
+
σ̄2

2G
, (D.2)
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con M(p2) = mc + ḡ(p2)σ̄. El término cuadrático viene dado por [73]

Scuadbos =
1

2

∫
d4p

(2π)4
[
G+
(
p2
)
δσ (p) δσ (−p) + G− (p2) δ~π (p) · δ~π (−p)] , (D.3)

donde

G± (p2) = 1

G
− 8Nc

∫
d4q

(2π)4
[
ḡ
(
q2
)]2 [(q+ · q−)∓M (q+)M (q−)][

(q+)2 +M2 (q+)
] [

(q−)2 +M2 (q−)
] (D.4)

con q± = q ± p/2.

D.1. Condensados quirales

Los condensados quirales se definen como los valores de expectación del vacío 〈q̄q〉 =

〈ūu〉 =
〈
d̄d
〉
. Estas cantidades pueden calcularse como:

〈q̄q〉 = ∂ΩACM

∂mc

(D.5)

donde ΩACM = SACMbos /V 4 es el gran potencial termodinámico definido en la aproximación

de campo medio. La expresión para los condensados viene dada de manera general por [73]:

〈q̄q〉 = −4Nc

∫
d4p

(2π)4
M (p2)

p2 +M2 (p2)
. (D.6)

D.2. Masa del pión y constante de acoplamiento quark-

mesón

La masa del pión puede ser calculada resolviendo la siguiente ecuación [73]

G− (−m2
π

)
= 0. (D.7)

En este punto, en necesario realizar una renormalización de la función de onda de los

campos pseudo-escalares. El campo piónico renormalizado ~̃π(p) = ~π(p)/Z
1/2
π es definido

fijando el residuo de G− (p2) en el polo del pión, además de imponer la condición de que en

la vecindad del polo la correspondiente contribución al Lagrangiano cuadrático sea dada

por (
LcuadE

)
π
=

1

2

(
p2 +m2

π

)
~̃π(p) · ~̃π(−p). (D.8)

De esta manera obtenemos

Z−1
π =

dG− (p2)

dp2

∣∣∣∣
p2=−m2

π

. (D.9)
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Finalmente la constante de acoplamiento quark-mesón gπqq̄, puede determinarse me-

diante el residuo del propagador piónico en el polo, lo que lleva a la expresión

gπqq̄ = Z1/2
π . (D.10)

D.3. Constante de decaimiento débil del pión

La constante de decaimiento débil del pión fπ, se define como el elemento de matriz

de la corriente axial Aaµ (x) entre el vacío y el estado renormalizado del pión evaluado en

el polo piónico [84, 85]:

〈0|Aaµ (0)
∣∣π̃b (p)〉 = iδabpµfπ. (D.11)

Para obtener una expresión explícita de la corriente axial, es necesario aplicar una

transformación de gauge a la acción efectiva SE Ec. (3.1), introduciendo un conjunto de

campos de gauge axiales Aa
µ (x). En el caso local, esta transformación de gauge se obtiene

mediante el reemplazo

∂µ −→ ∂µ +
i

2
γ5~τ · ~Aµ (x) , (D.12)

mientras que en el caso no-local, se requiere de un reemplazo adicional en la expresión de

las corrientes no-locales Ec. (2.57), dado por

ψ (x− z/2) −→WA (x, x− z/2)ψ (x− z/2) (D.13)

ψ̄ (x+ z/2) −→ ψ̄ (x+ z/2)WA (x+ z/2, x) (D.14)

donde la función WA (x, y) se define como

WA (x, y) = P exp

[
i

2

∫ y

x

dsµγ5~τ · ~Aµ (s)

]
, (D.15)

con s variando en un camino arbitario que conecta a x con y [86].

Habiendo incorporado las trasnformaciones de gauge a la acción efectiva se puede

calcular la corriente axial derivando esta acción con respecto a Aa
µ (x) y evaluandola en

~Aµ (x) = 0. La derivada con respecto a los campos mesónicos renormalizados de esta

expresión resultante, define la correspondiente constante de decaimiento débil del pión fπ
de la siguiente manera

fπ = Z1/2
π

F (−m2
π)− F (0)

m2
π

, (D.16)
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donde F (p2) esta dada por

F
(
p2
)
= mcJ

(
p2
)
+ σ̄K

(
p2
)
, (D.17)

con

J
(
p2
)
= 8Nc

∫
d4q

(2π)4
[
ḡ
(
q2
)] [(q+ · q−) +M (q+)M (q−)][

(q+)2 +M2 (q+)
] [

(q−)2 +M2 (q−)
] (D.18)

K
(
p2
)
= 8Nc

∫
d4q

(2π)4
[
ḡ
(
q2
)]2 [(q+ · q−) +M (q+)M (q−)][

(q+)2 +M2 (q+)
] [
(q−)2 +M2 (q−)

] (D.19)

aquí, como se definió antes, q± = q ± p/2 [73].

De las ecuaciones (D.16) y (D.17) podemos deducir la siguiente expresión

fπ,0 = Z
1/2
π,0

[
F (−p2)− F (0)

p2

]
p2=0

= −σ̄0Z1/2
π,0K

′

0 (0) , (D.20)

donde el subíndice 0 implica que las cantidades con las que estamos tratando estan eva-

luadas en el límite quiral (mc → 0). La derivada primera presente en la ecuación (D.20)

se realiza respecto a la variable p2. Teniendo en cuenta las ecuaciones (D.9) y (D.10),

además de la relación G−
0 (p2) = 1/G−K0 (p

2), obtenemos

K
′

0 (0) = −Z−1
π,0 = −g−2

πqq̄,0. (D.21)

Considerando esta última expresión junto a la ecuación (D.20) podemos inferir una

importante relación quiral, la denominada relación Goldberger-Treiman (GT) [87], la cual

se expresa como

fπ,0Gπqq̄,0 = σ̄0. (D.22)

Para finalizar, utilizando la relacion (GT) y luego de un cálculo explicito de Zπ,0 podemos

obtener la expresión final para la constante de decaimiento débil del pión en el límite

quiral f 2
π,0, en términos de las masas constituyentes dependientes del impulso M (q) como

f 2
π,0 = 2Nc

∫
d4q

(2π)4
2M2

0 (q)− q2M0 (q)M
′
0 (q)

[q2 +M2
0 (q)]

2 . (D.23)

Es importante destacar aquí, que los parámetros correspondientes al caso de masa

corriente finita, mc, Λ y g = GΛ2 (ver Tabla (4.2)), no fueron calculados en este trabajo, ya

que la obtención de los mismos no es parte de los alcances de esta tesis. Estos parámetros

fueron obtenidos de la literatura, ver Ref. [72, 73], donde los mismos se utilizan en el
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estudio del comportamiento de la materia de quarks en diversos contextos. Respecto a

los parámetros correspondientes al caso quiral, Λ y g = GΛ2 (ver Tabla (4.1)), como se

mencionó en el capítulo 4, los mismos fueron calculados numéricamente a partir de las

ecuaciones (D.6), (D.23) y la ecuación del gap Ec. (2.58), fijando los valores de fπ,0 =

90 MeV y −〈q̄q〉1/30 = 220, 240 y 260 MeV [59, 60].
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