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Resumen

Optimizar programas es dificil. Al aplicar una transformaciéon a un programa
uno debe mostrar que se preserva la seméantica del programa, y ademas, se
tiene que asegurar que la transformacion es realmente una optimizacion. El
estudio de transformaciones de programas que preserven la semantica de los
programas es un area de mucha investigacion. Seguimos una linea de trabajo que
comienza con la equivalencia observacional de Morris, continiia con la relacion
de bisimulacién aplicativa de Abramsky y el método de Howe, concluyendo
finalmente con una linea mas reciente donde se agregan efectos algebraicos a la
relacion de bisimulacion aplicativa de Dal Lago, Gavazzo y Levy. Asegurar que
una transformacion es realmente una optimizacion, que realmente se mejora el
programa, es un camino menos explorado con la teoria de mejoras de Sands
como el ejemplo mas prominente. En esta tesis, conectamos estos dos caminos
obteniendo una teoria de mejoras abstracta basada en la relacién de bisimulacion
aplicativa con efectos extendiendo la relaciéon de mejoras a lenguajes con efectos.
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Capitulo 1

Introduccion

Optimizar un programa consiste en modificar un programa para que sea
mas eficiente o utilice menos recursos. Es decir, dado un programa, este se
transforma de manera tal que se obtiene otro programa que es mejor en aspectos
intensivos pero que es equivalente al original de forma extensional. Esto hace que
probar que una transformacion es efectivamente una optimizacion sea dificil,
ya que requiere realizar dos pruebas: por un lado hay que probar que el sentido
seméntico se mantiene, es decir que nuestro nuevo programa se comporta de
forma similar al original; mientras que adema&s es necesario probar que la
ejecucion es mejor que la ejecucion del programa original de alguna manera
observable y cuantificable.

Si bien el estudio de los costos y la complejidad de los programas es muy
relevante para el desarrollo y estudio de algoritmos, durante una época la
industria del software se beneficié del avance en los componentes electronicos
de la computadora. Mientras la famosa Ley de Moore (Moore [2006]) estaba en
auge y los procesadores duplicaban la cantidad de transistores cada dos anos,
los mismos programas se volvian més y mas rapidos sin tener que modificarlos,
ya que el hardware subyacente mejoraba. No era necesario transformar el
programa de manera alguna para obtener una mejora en el tiempo de ejecucion,
simplemente se cambiaba el procesador o la memoria y todos los procesos
eran més rapidos. Esta historia tiene su fin, ya que la perdida de energia en
forma de temperatura vuelve inadmisible continuar aumentando el poder de
computo de los procesadores, obligando a los fabricantes de procesadores a
optar por introducir multiples unidades de procesamiento. Esto obligd entonces
a los programadores y disenadores de software a cambiar la forma de pensar el
software y los obligd escribir software que fuese mas rapido, es decir, presentar
soluciones algoritmicas mas rapidas. Incluso se introduce un nuevo requisito
dentro del desarrollo de software: escribir software previendo la inclusién de
futuras optimizaciones con el objetivo de obtener el mayor provecho del hardware
subyacente.

No siempre se cuenta con unidades de procesamiento avanzadas o con la
capacidad de renovar el hardware subyacente. Por ejemplo, en unidades de
procesamiento embebidas utilizadas en satélites geoestacionarios. A su vez
el poder computacional del hardware puede ser extremadamente limitado o
incluso el acceso al hardware puede ser limitado, haciendo que los desarrolladores
deban escribir programas pensando en el uso correcto y eficiente del hardware
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subyacente.

Diferentes areas de la computaciéon se han dedicado a estudiar el concepto de
optimizacién de programas, donde posiblemente la méas prominente sea el area
de compiladores. Los compiladores son programas que transforman un programa
escrito en un lenguaje de alto nivel en un programa equivalente en un lenguaje
objeto que puede ser ejecutado por una unidad de procesamiento (Muchnick
1998). De forma amplia también podemos pensar a los compiladores como
traductores de un lenguaje a otro, y que para realizar dicha tarea de traduccion,
utilizan varias etapas de procesamiento en las cuales se pueden aplicar transfor-
maciones que no sélo mantienen el sentido semantico del programa sino que
ademés mejoran su rendimiento. Donde mejorar el rendimiento puede ser, por
ejemplo, menos instrucciones de cédigo ensamblador, o eliminando fragmentos
de codigo que nunca seran accedidos en la ejecucion del programa. Por ejemplo,
podemos transformar programas recursivos de cola en bucles for (Muchnick
1998, Capitulo 15), a los cuales se les pueden aplicar técnicas conocidas de opti-
mizacion de bucles (Muchnick 1998, Capitulo 14). Una optimizacion ain més
agresiva es la eliminacion de sub-expresiones compartidas (Muchnick |1998|, Ca-
pitulo 13), donde se busca reemplazar la evaluacion de una misma sub-expresion
multiples veces por una sola.

Ya que los compiladores son una secuencia de transformaciones de programas,
basan su correctitud en probar que cada transformacion aplicada es correcta.
Pero para saber si una optimizacion es correcta ademés deberiamos probar que
realmente el programa que se obtiene es mejor, lo cual introduce la necesidad
de comparar propiedades intensivas de la ejecucién de programas.

1.1. Analisis de Costos y Analisis Asintético

El analisis de un algoritmo consiste en predecir el consumo de recursos
necesarios por el algoritmo (Cormen et al. 2009, Capitulo 2.2). En general se
suelen utilizar como medida el espacio, el tiempo, o la cantidad de instrucciones,
que se necesitan para su evaluacion. En el caso de tener varios algoritmos que
resuelvan el mismo problema, se pueden realizar anélisis para determinar cuél
es el que mejor se adapta a los requerimientos del sistema.

El costo de un programa consiste entonces en realizar una medicién precisa
de la cantidad de unidades bésicas que toma su ejecucién. Las unidades bésicas
es una medicién que se realiza contando alguna operaciéon bésica como ser
acceso a disco, llamadas a funcién, instrucciones del CPU, entre otras. Podemos
diferenciar entonces dos niveles de abstracciéon: el mas abstracto, macro costos,
donde se cuentan operaciones de alto nivel como llamadas a funcién; y un nivel
mas bajo, micro costos, donde se cuentan operaciones de bajo nivel como ser
instrucciones del CPU.

La complejidad de un algoritmo se refiere entonces al analisis asintotico de
la funcion de costos que describe el uso de recursos necesarios para la evaluacion
algoritmo en base al tamano de la entrada. El tamano suele considerarse un
valor en el dominio de los enteros positivos que codifica el tamano real de
las diferentes entradas del algoritmo, por ejemplo, en bits. Por ejemplo, un
algoritmo que toma una lista de elementos y los reordena de forma tal que
quedan en orden inverso, en general se dice que tiene una complejidad de orden
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O(n), ya que la funcion de costos del algoritmo es lineal respecto a la longitud
de la lista n que toma como entrada.

La complejidad es muy tutil para obtener una intuicidon sobre propiedades
intensivas de nuestros programas y es muy utilizado al momento de hacer
anélisis sobre programas y algoritmos. En particular, nos permite ademas
encontrar limites tedricos a ciertos algoritmos, por ejemplo, que no es posible
ordenar una lista de elementos en menos de O(nlog(n)) utilizando algoritmos
de ordenamiento basados en la comparaciéon de elementos. Pero, al momento de
comparar la ejecuciéon de programas, estos no se ejecutan de forma asintética,
sino que por tiempo finito con restricciones fisicas reales, haciendo que el
comportamiento asintético no sea el mejor analisis. Esto se agrava por el hecho
que el analisis asintotico oculta constantes y factores dentro de la complejidad
de los programas que juegan un papel importante al momento de comparar la
ejecucion de dos programas. Otro punto débil de la notacion O-grande es cuando
se requiere comparar la ejecucion de dos programas, por ejemplo donde uno es un
cuanto mas rapido que el otro. Siguiendo el andlisis asintético estariamos presos
a decir que ambos programas comparten su comportamiento, pero sabemos que
no comparten el mismo costo. Por lo que el analisis de costos de los programas
es el enfoque preferido para el estudio de optimizaciones de programas.

En esta tesis nos concentraremos en el analisis de costos de programas para
establecer optimizaciones reales sobre los mismos. A su vez nos concentraremos
en unidad de costos macro, relativas al lenguaje, ya que sino estarfamos esta-
bleciendo unidades de costos relativas al hardware y perderiamos generalidad.
Trabajamos basédndonos en la posibilidad de observar una unidad de costo
abstracta que llamaremos tick, que nos permite observar cuando un programa
utiliza méas recursos que otro, simplemente comparando los ticks necesarios para
la evaluacién de un programa con los del otro.

1.2. Lenguajes Funcionales

En un principio los lenguajes de programacion se desarrollaron partiendo
de las instrucciones de las unidades de procesamiento. Esto facilitaba la cons-
truccién de compiladores, ya que la traducciéon era casi directa o bien muy
sencilla, pero con la evolucién del hardware también vino la necesidad de disenar
nuevos lenguajes que sean capaces de expresar mejor los algoritmos y programas
con mayor abstraccion que estén méas cerca del humano que de la unidad de
procesamiento.

Los lenguajes funcionales son una respuesta a la necesidad de los progra-
madores de expresar mas facilmente los programas, alejandose de las unidades
de procesamiento y del como se deben de ejecutar los programas, para que
los programadores se concentren en qué se debe computar. Los lenguajes de
programacion funcional son descendientes del modelo computacional del lambda
calculus. Son lenguajes de programacion de un alto nivel de abstraccion, es
decir, se sitian lejos de las instrucciones que se ejecutan en las unidades de
procesamiento. La propiedad fundamental de los lenguajes de programacion
funcionales es que el mecanismo que acciona la computacion es la aplicacion
de funciones (Hutton [2016)), a diferencia de otros paradigmas que se basan
en accesos a memoria como son los lenguajes imperativos. Esto permite que
los programadores desarrollen nuevas técnicas para facilitar la construcciéon de
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nuevos programas mas complejos, y debido a que se encuentran mas cerca del
lenguaje de la matematicas, se pueden expresar propiedades sobre los programas
de forma maés sencilla. A su vez los lenguajes funcionales pueden incorporar
otros mecanismos como ser:

Funciones Recursivas. Permiten (y fomentan) la definicion de funciones
recursivas, funciones que se definen utilizando otra instancia de s{ mismas.

Funciones de alto orden. Las funciones son ciudadanos de primer orden,
pueden ser argumentos o resultados de otras funciones.

Tipado Estatico. El codigo fuente es tipado previamente a la ejecucion, eli-
minando errores de ejecucion.

Evaluacion Lazy. Los términos se evalian a medida que van siendo necesarios
para la computacién.

Aligual que las matemaéticas, los lenguajes funcionales son un excelente medio
para explicitar la seméantica de los programas relegando decisiones al compilador
quien eventualmente deberéd emitir c6digo en un lenguaje de menor nivel de
abstraccion. Por lo que, por definicion, los compiladores de lenguajes funcionales
realizan transformaciones radicales al codigo fuente para obtener una secuencia
de instrucciones de bajo nivel. Esto permite al compilador realizar varios
tipos de transformaciones, de alto nivel, transformando fragmentos de cédigo
funcional por otro, transformando fragmentos de cédigo funcional en secuencia
de instrucciones, y finalmente, transformando secuencias de instrucciones en
otras.

La separaciéon que proponen estos lenguajes entre la definicion del programa
y la logistica de su evaluacion, impone una cierta complejidad al momento
de realizar el analisis de programas funcionales. Una funcion es la descripcion
de un valor en base a varios valores de entrada. Es decir, no establece como
computar esos valores sino que intenta describir el valor resultante en base a
las diferentes observaciones de los valores de entrada. Estos tipos de programas
no establecen una correlacién directa entre el programa que uno escribe vy,
por ejemplo, como se guardan los datos en memoria, si es necesario el uso de
memoria dindmica o memoria estatica, entre otras decisiones. Estas tareas son
delegadas al compilador, haciendo que el razonamiento sobre el uso de recursos
en lenguajes de programacion funcional sea complejo, en particular cuando el
lenguaje es lazy (Okasaki|1998]).

Sin embargo, debido a que, en general, los lenguajes funcionales tienen
una seméntica clara, el desarrollo de transformaciones resulta facil e intuitivo.
Esto se da principalmente en lenguajes de programacion funcional denominados
puros con transparencia referencial. La transparencia referencial permite realizar
un razonamiento ecuacional sobre los programas, permitiendo reemplazar un
fragmento de codigo por otro equivalente. En otras palabras, podemos probar
transformaciones de programas de forma muy elegante, pero probar optimiza-
ciones sobre programas en lenguajes funcionales es mas complicado, ya que no
existe una clara conexién entre un programa y las propiedades de su evaluacion.
Para esto, tenemos que concebir el programa en conjunto con su funcién de
evaluacion, es decir, con una seméantica dada y no solo una mera transformacion
de simbolos. Afortunadamente, existe una teoria que se adapta muy bien a los
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lenguajes funcionales, y que permite expresar optimizaciones sobre la ejecucion
de programas, la teoria de mejoras.

La Teoria de Mejoras (Improvement Theory), desarrollada en los 90s por
el Profesor David Sands (1990} |1991), busca mezclar conceptos intensivos y
extensionales sobre los programas ya que queremos que una transformacion sea
correcta (extensional) pero también buscamos mejorar nuestros programas (de
forma intensiva). Para obtener una teoria de mejoras es necesario introducir
conceptos cercanos a las unidades de procesamiento, como memoria o tiempo
computacional, a los evaluadores o intérpretes que son quienes definen cémo
se computan los programas. Por esta misma razoéon utilizaremos conceptos de
costos macros antes mencionados.

Como veremos mas adelante, nuestro objeto de estudio son los lenguajes de
programacion funcionales pero que ademaés introducen efectos computacionales.
Es decir, no son lenguajes puros sino que son lenguajes que introducen opera-
ciones que generan un cierto efecto computacional, como ser, entrada y salida,
estado global, manejo de errores, no determinismo, operadores probabilisticos,
entre otros. El objetivo de esta tesis es el de obtener una teoria de mejoras que
nos permitan establecer optimizaciones en lenguajes con efectos.

1.3. Efectos Computacionales y Algebraicos

Los efectos computaciones son aquellos efectos producidos por la evaluacion
de un término de un lenguaje de programaciéon. Un ejemplo clasico es la
entrada/salida en un programa, hay programas que pueden depender de la
entrada, o bien, pueden mostrar por pantalla informaciéon de la ejecucion o
incluso el resultado del mismo. Esto rompe la ilusiéon de que los programas
son funciones matemaéticas, o al menos, no lo son directamente. Introducir este
tipo de nociones a los lenguajes funcionales nos permiten, entre otras cosas,
interactuar con el entorno, como ademas introducir operaciones que permiten
describir procesos del area de aplicacion. En otras palabras, los programas ya
no seran funciones sino que tendran un comportamiento adicional.

El estudio de efectos computacionales es el foco de atencion desde hace
varias décadas, comenzando con la vision unificadora de Moggi (Moggi 1989)),
donde los efectos son observables desde el punto de vista del sistema, e incluso
estudios més recientes explorando diferentes estructuras matematicas (Plotkin
y Power 2004)). En el lenguaje de programacion Haskell, las computaciones que
involucran un efecto son marcadas al nivel de tipo con lo que se denominan
monadas (Moggi [1989] [1991)). Por lo que resulta muy comutn encontrarse con
funciones puras, i.e. f : A — B, y ademés funciones que tienen algin efecto
computacional mv : A — M (B), donde el efecto se encapsula en M. Un ejemplo
es la monada IO en Haskell, que es la que se encarga de toda la interaccion
entre programas Haskell y el mundo exterior.

Los efectos algebraicos (Plotkin y Power 2004)) presentan un enfoque dife-
rente desde una perspectiva del estudio de la teoria de lenguajes. Los efectos
computacionales dentro de la evaluaciéon de un programa se presentan mediante
el uso de ciertos operadores que introducen efectos impuros. Por ejemplo, set/get
para el manejo de memoria mutable, read /print para obtener interaccion con
la entrada y salida, etc. De esta manera, los efectos computacionales quedan
restringidos a aquellos introducidos por los operadores. Esto involucra enton-
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ces una modificaciéon al lenguaje, relegando la interpretacion de los efectos al
momento de la evaluacién.

1.4. Semantica Operacional y Semantica Denotacional

La seméantica operacional se dedica a estudiar los programas en base a como
se evaltan los operadores del lenguaje, mientras que la denotacional se encarga
de encontrarle un sentido al programa definiendo su comportamiento en un
dominio matematico que modela su comportamiento. Debido a que el objeto de
estudio de la tesis es una teoria de costos con efectos algebraicos, deberemos
relacionar conceptos operacionales (costos) y denotacionales (interpretacion de
los efectos). Es decir, necesitamos mezclar propiedades intensivas con propieda-
des extensionales, propiedades sobre la ejecucion de un programa funcional con
el comportamiento del mismo.

1.5. Teoria de Mejoras sin y con Efectos

La teoria de mejoras busca introducir conceptos operacionales dentro de
la denotacion de programas. Se equipa la relacién de evaluaciéon con el costo
necesario para evaluar un término en un valor, y luego se utiliza estos costos
para establecer relaciones entre programas. Al tener una relacion de evaluacion
exponiendo el costo de términos podemos definir una nueva relacién més refinada
de equivalencia observacional, obteniendo entonces la nociéon de mejora. Un
programa mejora a otro si no hay contexto que observe un empeoramiento en
la evaluacion del programa completo. Por lo que la relacién de mejora entre
programas es un refinamiento de la aproximacion observacional entre programas.

Las definiciones observacionales, si bien son muy intuitivas y expresivas, son
en general complicadas para desarrollar teorias. Esto es debido a que utilizan
cuantificadores universales “no hay contexto que observe...”. Por lo que en
general, estas definiciones vienen equipadas con un cuerpo teodrico que facilita
las demostraciones, acotando el espacio de busqueda, como ser los “lemas de
contexto”, o derivando teoremas que permitan mejorar programas de forma
modular como ser el “algebra de ticks”.

La definicién de aproximacion observacional deja a libre interpretacion qué
es observar. Esto permitié que, al exponer informacion de la evaluacion, el
costo, Sands pueda observar una mejora, y asi, poder definir formalmente
mejoras entre programas. En esta tesis utilizaremos la misma idea, pero con
la presencia de efectos algebraicos. Partiendo de una nocién de equivalencia
observacional de programa con efectos, en esta tesis, definimos una nocién de
mejoras que observe ademas efectos algebraicos, siguiendo los pasos de la teorfa
de mejoras tradicional. Esto lo logramos en dos pasos: primero, agregamos a la
relacion de evaluacion de programas a valores con efectos el costo necesario para
computar dicho valor; segundo, introducimos un nuevo operador algebraico que
representa el consumo de un computo de costo, llamado tick. En otras palabras,
exploraremos como agregamos el efecto de computar el costo de la evaluacion
a los efectos presentes en el lenguaje, y ademas, modificaremos la observacion
para ademas tener en cuenta el costo de la evaluacion de programas.

Por ejemplo, asumamos un calculo lambda con una familia operadores
binarios @, que representa la eleccion probabilistica, p ®, ¢ evalia a p con
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probabilidad r o a ¢ con probabilidad 1 — 7. Nos preguntamos entonces como es
posible optimizar dicho término, mas ain, si podriamos optimizar p obteniendo
otro término p’, jes p’ @ ¢ una optimizacion de p @ q? Peor ain, todavia no
contamos con una definicién de lo que es mejorar un programa probabilistico.

Introducir una nocion de mejoras con efectos no es tan claro como parece,
mas ain cuando se busca obtener un cuerpo teérico general que nos permita
introducir diferentes efectos. Durante la tesis estudiamos ademas el efecto de
no-determinismo y excepciones. Concentramos nuestros esfuerzos en encontrar
una teoria general que nos permita caracterizar optimizaciones.

1.6. Trabajo Relacionado

Desde el comienzo de la teoria de mejoras en los 90, el estudio de analisis de
costos ha avanzado aunque no se puede decir que mucho. La teoria de mejoras
tuvo un gran desarrollo mientras fue el foco de estudio del Prof. Sands en los
’90, pero se desarrolld6 muy poco hasta recientemente que ha cobrado relevancia
nuevamente en el drea (Hackett y Hutton |2019; Handley, Vazou y Hutton 2019).
A diferencia del trabajo de Sands, estos trabajos han consistido en buscar definir
teorias de mejoras para lenguajes especificos con el objetivo de obtener una
relacion més refinada que la equivalencia y probar optimizaciones sobre los
mismos. Es decir, no se han desarrollado nuevas técnicas en el uso de teorias de
mejoras, sino que simplemente se ha aplicado la teoria a diferentes lenguajes
con el objetivo de mostrar optimizaciones.

Erratic Fudgets Se ha estudiado agregar operadores, erratic fudgets, a un
lenguaje funcional reducido con el objetivo de introducir no-determinismo en
los programas (Moran, Sands y Carlsson [1999)) obteniendo ademas una teoria
de mejoras. Sin ser el objetivo del articulo, los autores Moran, Sands y Carlsson
presentan la primer teoria de mejoras en un lenguaje con efectos algebraicos:
no determinismo introducido por operadores llamados erratic fudgets. En esta
tesis estudiaremos la posibilidad de introducir el efecto de no-determinismo al
lenguaje, pero a diferencia de los erratic fudgets, buscaremos hacer observaciones
maés refinadas sobre las posibles observaciones del sistema. Ademas, estudiamos
lenguajes con efectos algebraicos de forma general, donde primero desarrollamos
la teoria de forma paramétrica en los efectos algebraicos.

Un enfoque denotacional para medir complejidad computacional en
Lenguajes Funcionales Katheryn Van Stone (Van Stone 2003)) presenta en
su tesis doctoral, como bien dice el titulo, un anélisis de complejidad dentro de
lenguajes funcionales con un punto de vista denotacional. Es decir, se introducen
nociones de costos dentro de la interpretacion de programas funcionales como
funciones matematicas, introduciendo ademaés efectos siguiendo las ideas de
Moggi (Moggi 1989)). Nuestro enfoque es diferente ya que introducimos efectos
mediante operadores, permitiéndonos hacer una analisis mas especifico a cada
lenguaje manteniendo un framework general. Ademaés, nuestro analisis gira
entorno al analisis de costo de programas, mediante la adicién de un nuevo
operador tick.
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Espacio Métricos Otra nocion posible es interpretar programas con costos
dentro de un espacio métrico, y construir una teoria de mejoras alrededor de
dicha construccion (Hackett y Hutton|2019). De esta manera se puede formalizar
de forma elegante la nociéon de que la evaluacién de un programa es menor
que la del otro, y ademés permite demostrar propiedades muy ttiles mapeando
propiedades de los espacio métricos. Nuestro enfoque en cambio es diferente,
buscamos obtener teorias de mejoras para diferentes lenguajes, introduciendo
de forma modular los diferentes operadores que introducen efectos.

Analisis de Costo Relacional Otro trabajo reciente es la definicion de
relaciones de costos, como ser RelCost (Cicek et al. |[2017)), donde los autores
definen un sistema de tipos refinados y un sistema de efectos donde se agrega
el anéalisis de costos. El objetivo, y resultado, de dicho anélisis es obtener una
cota estimada del costo de la ejecucion para asi compararla entre diferentes
programas. Difiere a nuestro enfoque en varios aspectos: 1) en esta tesis se
deriva una nocién de mejora partiendo de la nocién de equivalencia, y por lo
tanto, las optimizaciones son transformaciones correctas entre programas; 2) en
este trabajo es sencillo introducir nuevos efectos ya que 3) el manejo de efectos
algebraicos es explicito; 4) no es necesario conocer los costos de ejecucion de los
programas, simplemente mostrar que uno es menor que el otro.

Un problema que tienen las teorias de mejoras, es que, para cada nuevo
lenguaje uno debe desarrollar toda la teoria de nuevo. Si bien se han realizados
avances en el area, y es posible obtener teorias de mejoras de algunos lenguajes,
no se han encontrado trabajos en lenguajes con efectos algebraicos, por ejemplo,
que sean capaces de incorporar efectos con simplicidad sin tener que computar
toda una teoria de analisis de costos o complejidad. Atn peor, no siempre es
posible establecer una métrica clara al momento de definir como se computan los
costos de la ejecucion de un programa, por ende, no siempre es posible definir una
mejora directamente. En este trabajo obtendremos una forma sencilla de derivar
una teoria de mejoras partiendo de la nocién de aproximacién observacional.
Dicha teorfa derivada no siempre es tan refinada, por lo que exploraremos otras
métodos para obtener una teoria de mejoras con efectos. La comparacion entre
teorias de mejoras queda fuera de este trabajo.

1.7. Organizaciéon y Enfoque de la Tesis

La tesis se basa en el uso de diferentes técnicas y teorias de las ciencias de
la computacion:

Aproximaciéon Observacional Nos permite definir de forma clara cuando
un programa se comporta observacionalmente similar a otro.

Teorias de Mejoras Nos permite definir una relacién capaz de probar opti-
mizaciones sobre programas.

Semanticas de Algebra Inicial y Algebras Continuas Nos permiten in-
troducir operadores y definir los lenguajes de forma sencilla.

Semaéantica Formal y Teoria de Dominios Utilizamos la teoria de domi-
nios para darle sentido seméntico a los programas, conectando con algebras
continuas, al momento de definir operadores.
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La tesis esta dividida principalmente en dos partes:

Teoria de Mejoras sin Efectos: En la primer parte introduciremos los con-
ceptos fundamentales de teorias de mejoras dentro de un lenguaje sin
efectos, donde esbozaremos la mayoria de las técnicas que utilizaremos en
la segunda parte.

Teoria de Mejoras con Efectos: Se introduciran los efectos algebraicos al
lenguaje, y veremos como arribar a una definicion de mejoras partiendo
de la aproximacion observacional.

La segunda parte de la tesis buscara recorrer el mismo camino que la primera,
pero agregando efectos algebraicos. De esta manera primero introducimos
técnicas generales, y luego nos enfocamos de lleno en los conceptos relacionados
a los efectos algebraicos.

El resto de la tesis esta dividida en capitulos. En el Capitulo [2] vemos los
conceptos basicos que se utilizan a lo largo de la tesis, pero s6lo los necesarios
para poder desarrollar toda la primer parte de la tesis, es decir, no se introducen
los efectos hasta que sean necesarios. En el Capitulo [3] introducimos el lenguaje
que utilizamos como vehiculo para introducir las nociones de equivalencia en el
Capitulo (4] y la teoria de mejoras en el Capitulo [5| Luego comenzamos con la
segunda parte de la tesis, se introducen efectos en el Capitulo [6] se define la
nocion de aproximaciones en el Capitulo[7] y se deriva una teoria de mejoras
con efectos en el Capitulo [§] En el Capitulo [J] derivamos la respectiva teoria
de mejoras para cada uno de los efectos algebraicos utilizados como ejemplo a
lo largo de la tesis y vemos ademés un limite del enfoque y cémo solucionarlo.
En el Capitulo [10] mostramos dos optimizaciones utilizando teorias de mejoras
definidas en la tesis. Finalmente concluimos el trabajo con una seccién de
conclusiones y trabajos futuros en el Capitulo

1.8. Publicaciones

El trabajo de esta tesis esta publicado en la revista internacional Science
of Computer Programming bajo el titulo «Effectful improvement theory». A
diferencia de la tesis el articulo hace un desarrollo resumido sobre el camino
realizado durante la investigacion, es decir, se muestra directamente los resulta-
dos obtenidos. En este documento nos centraremos en hacer una presentacion
desarrollando la intuicion detras de la investigacion y posibles extensiones al
trabajo.

Martin A. Ceresa y Mauro J. Jaskelioff (2022). «Effectful improvement
theory». En: Science of Computer Programming 217, pag. 102792. 1sSN: 0167-
6423. DOL: https://doi.org/10.1016/j.scico.2022.102792. URL: https:
//www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0167642322000259

Otros trabajos

Durante el doctorado, producto de la colaboracién con otros investigadores,
se obtuvieron las siguientes publicaciones. Estos trabajos no forman parte del
presente documento, pero forman parte de mi desarrollo como investigador.


https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.scico.2022.102792
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0167642322000259
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0167642322000259
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HLola Lola es un lenguaje que permite especificar monitores para la monito-
rizacién en tiempo de ejecucion de propiedades temporales en sistema sincronos.
Una de las ideas fundamentales en la que se basa es en una separacion clara
entre los datos (teorias) y las propiedades temporales de los mismos (D’Angelo
et al. [2005). Dado que los datos utilizados en la mayoria de los monitores
son observables, es posible utilizar el potente sistema de tipos de Haskell para
finalmente dar una implementacion que cumpla con dicha separacion. A dicha
implementaciéon la denominamos HLola.

Martin Ceresa, Felipe Gorostiaga y César Sanchez (2020). «Declarative
Stream Runtime Verification (HLola)». En: Programming Languages and Sys-
tems - 18th Asian Symposium, APLAS 2020, Fukuoka, Japan, November 30
- December 2, 2020, Proceedings. Ed. por Bruno C. d. S. Oliveira. Vol. 12470.
Lecture Notes in Computer Science. Springer, pags. 25-43. DOI: [10.1007/978-
3-030-64437-6\_2. URL: https://doi.org/10.1007/978-3-030-64437-
6%5C_2

QuickFuzz QuickFuzz es una herramienta escrita en Haskell que permite
reutilizar las librerias para escritas por la comunidad para la generacion de
casos de prueba. Rapidamente, la idea principal del proyecto consiste sacarle
provecho a las representaciones internas que de tipos de datos como ser imagenes,
fragmentos de codigo, archivos comprimidos, documentos (pdfs, docx, odt, entre
otros) y archivos multimedia como Ogg, Midi y TTF. En Haskell, en general,
los programadores definen una estructura para representar los diferentes tipos
de datos, en QuickFuzz definimos técnicas agresivas y autométicas para la
generacion de elementos arbitrarios de que cumplan con la estructura definida.
A estos elementos generados de forma arbitraria, y sin sentido semantico a
priori, luego son mutados utilizando herramientas clasicas del area para generar
fallos en otras herramientas. Las publicaciones obtenidas fueron:

Gustavo Grieco, Martin Ceresa, Agustin Mista et al. (2017). «QuickFuzz
testing for fun and profity. En: J. Syst. Softw. 134, pags. 340-354. DO1:|/10.1016/
j.jss.2017.09.018. URL: https://doi.org/10.1016/j.jss.2017.09.018

Gustavo Grieco, Martin Ceresa y Pablo Buiras (2016). «QuickFuzz: an
automatic random fuzzer for common file formats». En: Proceedings of the 9th
International Symposium on Haskell, Haskell 2016, Nara, Japan, September
22-23, 2016. Ed. por Geoffrey Mainland. ACM, pags. 13-20. DOI: [10. 1145/
2976002.2976017. URL: https://doi.org/10.1145/2976002.2976017


https://doi.org/10.1007/978-3-030-64437-6\_2
https://doi.org/10.1007/978-3-030-64437-6\_2
https://doi.org/10.1007/978-3-030-64437-6%5C_2
https://doi.org/10.1007/978-3-030-64437-6%5C_2
https://doi.org/10.1016/j.jss.2017.09.018
https://doi.org/10.1016/j.jss.2017.09.018
https://doi.org/10.1016/j.jss.2017.09.018
https://doi.org/10.1145/2976002.2976017
https://doi.org/10.1145/2976002.2976017
https://doi.org/10.1145/2976002.2976017

Capitulo 2

Preliminares

El objetivo de este capitulo es introducir al lector a las principales herra-
mientas, ya establecidas en el area, que se utilizan en este trabajo para darle
sentido a los programas. La tesis se basa principalmente en la construccion
de teorias de mejoras. Para entender las teorias de mejoras se utilizan a su
vez cuestiones béasicas del anéalisis de propiedades de los lenguajes funcionales
de programacion. El enfoque de la tesis es realizar dos tipos de anélisis: uno
semantico donde se busca que los programas mantengan su sentido, mientras
que a su vez, se busca mejorar propiedades intensivas de los programas.

La idea principal de la teoria de mejoras se basa en refinar la nocién de
equivalencia y restringirla de manera tal que se tome en cuenta el costo de la
evaluaciéon de los programas. Esta idea es esencial al desarrollo de esta tesis y
es lo que nos gufa en el desarrollo de eventuales nuevas teorias de mejoras.

En este capitulo se presentan entonces las ideas béasicas que utilizaremos a
lo largo de la tesis:

= Teoria de Orden y Dominios

» Semantica de Algebra Inicial

2.1. Teoria de Orden

En esta seccion se introducen los conceptos basicos de teoria de orden para
luego introducir teoria de dominios y la seméntica denotacional en ellos.

Al momento de analizar el comportamiento de lenguajes de programacion
funcionales nos encontramos con que éstos describen o declaran computaciones
centradas en qué valor se espera. Este enfoque contrasta directamente con
lenguajes no funcionales donde el objetivo se centra en cdmo se obtienen
dichos valores, a través de accesos a memoria u otras formas. Un enfoque
natural es entonces asignarle a cada programa una funciéon que describa su
comportamiento. Debemos entonces sortear un problema que es el de la no
terminacion: jqué funcion denota un programa que no termina? Nos dedicamos
entonces a presentar primero una nocién de aproximaciéon al comportamiento
de programas y definir as{ la denotacién de un programa como su aproximacion
al infinito, en otras palabras, el limite de una cadena de aproximaciones.

11
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Definicién 2.1.1 (Orden Parcial). Un orden parcial (poset) sobre un conjunto
D es una relacion binaria (Cp) C D x D tal que cumple con las siguientes
propiedades:

Reflexiva: Para todod € D,dCp d
Transitiva: Dados xz,y,z € D, s CpyAyCpz = xzLCp 2
Anti-simétrica: Dados z,y € D, 2 CpyAyCpar = z =y

En particular, en el caso que la relacion (Cp) solo sea reflexiva y transitiva,
el par (D,Cp) se llama preorden. En el caso que el orden esté totalmente
definido en base al contexto, se omitira el subindice de la relacién.

Definicion 2.1.2 (Cadena y w-Cadena). Sea (P,Cp) un orden parcial, un
subconjunto X C P es una cadena si para todo x,y € X, c Epy oy Cp x.
Una w-cadena es una secuencia infinita {z, }n<. de elementos en P, tales que,
z; Epxj coni < j.

Definimos a una funcion f: (P,Cp) = (Q,E) entre los érdenes parciales
(P,Cp) vy (Q,Eg) como una funcién entre los conjuntos de cada uno de ellos.

Definicion 2.1.3 (Monotonia). Sean (P1,Cp,) y (P2, Cp,) dos drdenes parcia-
les. Una funcion f: Py — P, es monotona si y sélo si para todo par de valores
x,y € Py tales que x Cp, y, entonces f(z) Cp, f(y).

Definicion 2.1.4 (Conjunto Dirigido). Sea (A,C4) un poset. Un subconjunto
X C A es llamado dirigido si y sdlo si todo subconjunto finito Xg C X tiene
una cota superior en X.

De la definicion se desprende que un conjunto dirigido no puede ser vacio.
Dado un conjunto dirigido X, tenemos que el conjunto vacio esta contenido en
X, y por lo tanto la cota superior del conjunto vacio debe estar en X.

Un orden parcial es llamado predominio u orden parcial completo (CPO) si
y s6lo si todo conjunto dirigido tiene un supremo. El supremo de un conjunto
dirigido X lo notamos como (| | X). Ademéas, un predominio es llamado dominio
u orden parcial completo con punta (PCPO) si y s6lo si tiene un elemento
minimo, notado generalmente con L.

Definicion 2.1.5 (Funcién Continua). Sean (A1,C4,), (A2, C4,) dos predomi-
nios. Una funcion f : (A1,C4,) = (A2,C4,) es continua si y solo si preserva
los supremos de los conjuntos dirigidos:

LX) =L [{r@) [z e X}
Para todo conjunto dirigido X C Ay.

A medida que avancemos en la interpretacion de lenguajes de programacion
funcionales la nocién de continuidad serd fundamental. Las funciones continuas
son aquellas que mantienen la estructura y dan sentido a transformaciones
entre programas manipulando directamente los supremos pero preservando la
estructura. Recordar que denotaremos a los programas con el limite de su cadena
de aproximaciones, por lo que, funciones continuas representan manipulaciones
de programas.

Nos dedicamos entonces a introducir las herramientas necesarias para poder
denotar términos del calculo lambda mediante el uso de dominios.
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Productos

El resultado de realizar el producto de predominios es un predominio y sus
funciones de proyeccion son continuas.

Teorema 2.1.1. Dada una familia de predominios (A;|i € I). Su producto
[I;c; Ai es un predominio bajo el orden componente a componente y las fun-
ciones de proyeccion m; : [[;c; Ai — Ai son continuas. Mds atin, si todos los
predominios A; son dominios, también lo es [[,o; Ai. Sea (f; : B— A;j|ie€I)
una familia de funciones continuas, entonces existe una unica funcion continua
[ B = [l;c; Ai tal que:

miof=fi

Lema 2.1.1. Sean A1, As y Az predominios. Entonces, una funcion f: A; X
Ay — Az es continua si y solo si lo es en ambos argumentos.

Exponenciales

Finalmente, definimos los exponenciales para poder interpretar las abstrac-
ciones de célculo lambda dentro de los dominios. En otras palabras, tenemos que
garantizar que los espacios de funciones o exponenciales estén bien definidos.

Teorema 2.1.2. Sean Ay y As dos predominios. El conjunto A’241 =[4; — Aj]
definido por todas las funciones continuas de Ay a As es un predominio ordenado
de forma extensiva.

Sean f,g: A1 — As funciones continuas:

fCg < Vae Ay, f(a) Ch, g(a)

Definimos entonces la funciéon de aplicacién de una funcion en un argumento.
Dada una funcién continua entre dos predominios f : A; — Ao, y un elemento
de a € Ay, definimos la funcién ev(f,a) = f(a). Podemos ver que ev es continua
en sus argumentos, y por Lema la funcién ev es continua.

Finalmente, vemos que podemos conectar el producto con funciones continuas
de la siguiente forma.

Teorema 2.1.3. Sean Ai, Ay y Az predominios. Para toda funcién continua
f Ay x Ay — Ajg existe una tnica funcidn continua g : Ay — [Ay — As] tal
que:

fz,y) = g(x)(y)

Puntos Fijos

En esta seccion exploramos la nocién de punto fijo, que es la que utilizamos
para definir funciones recursivas. Durante el resto de la seccién, asumimos que
D es un dominio.

Teorema 2.1.4. Sea f : [D — D] una funcion continua. Entonces, existe el
supremo de la cadena {f™(L)}n<w:

p(f) =] L)
neN

y ademds satisface las siguiente dos condiciones:
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« u(f) C d, cuando f(d) C d
En particular, u(f) es el menor punto fijo de f.

Necesitamos que D sea un dominio para comenzar la cadena desde f(L).
Ademas, es facil ver que {f™(L)},<, es una cadena por continuidad de f.

Por el teorema anterior, podemos ver que existe una funcion p de [D — D)
en D que toma funciones continuas f y las envia a su punto fijo. Se podria
probar que p es continua. Pero vamos a hacer un prueba un poco mas general.

Teorema 2.1.5. Sea ¢ : [[D — D] — D] — [[D — D] — D] el operador
continuo definido como:

O(E)(f) = F(F(f))

con F:[[D— D)= D]y f:[D— D]
Los puntos fijos de ¢ son entonces los operadores continuos de punto fijo en
D, por lo que v es el menor punto fijo de ¢.

Como resultado obtenemos ademas que p es continuo.
Finalmente, cerramos el capitulo con un resultado general del algebra.

Teorema 2.1.6 (Teorema Knaster-Tarski). Dado un reticulo completo L y una
funcion que preserve el orden f: L — L, el conjunto de puntos fijos de f en L
es a su vez un reticulo completo.

El teorema de Knaster-Tarski nos presenta con un infimo y un supremo
en el conjunto de puntos fijos de una funcién. Esto nos presenta entonces un
principio de induccién y un principio de coinduccién. El infimo de los puntos
fijo es el menor de los pre-puntos fijos:

ifp(f)=( Uz eL]| flx)<ax}

Mientras que el supremo de los puntos fijo es el mayor de los post-puntos fijos:

afp(f) = Heel|z< f(x)}

2.2. Semantica Inicial

La seméntica inicial busca equipar con una nocién de significado a estructuras
mediante el uso del objeto inicial. La idea principal del enfoque es que mediante
la propiedad de inicialidad podemos caracterizar facilmente la sintaxis de los
lenguajes. Mas atun, podemos definir a las funciones de evaluacion de términos
en dominios semanticos que respeten los constructores del lenguaje.

El 4arbol de sintaxis abstracto de un término es simplemente una construcciéon
detallada de los diferentes operadores del lenguaje y sus términos. Dicho arbol
solo nos presenta con un forma de estructurar un término donde un constructor
utiliza otros términos del lenguaje, pero no tiene ningan significado. Por ejemplo,
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dada una expresion sintactica como 1+ 2, podemos representarla como un érbol
con un nodo y dos hojas:

1/+\2

De esta manera, para obtener una funcién de evaluacion del arbol sintéctico
de un término en un dominio seméantico D, basta con dar una funcién de
interpretacion o evaluacion de cada operador del lenguaje en el dominio D. En
otras palabras, podemos recorrer el arbol de sintaxis abstracto, a cada nodo
representando un operador del lenguaje lo interpretamos con su funciéon de
evaluacién, y hacemos lo mismo con sus argumentos, de forma recursiva.

En esta seccion, repasamos los conceptos que utilizamos al momento de definir
los operadores algebraicos y como utilizar los drboles de sintaxis abstractos para
definir la nocién de contexto. Finalmente, vemos como obtener funciones de
costos analizando los arboles de sintaxis abstracta como una primer aproximacion
a un anélisis de costos.

Dado un conjunto A notamos como A* a el conjunto resultante de multiplicar
A consigo mismo una cantidad finita de veces, A x ... x A, pudiendo incluso
ser una cantidad nula A° = (). Ademas, utilizamos a A para notar a la cadena
vacia.

Algebra Inicial Dentro de una categoria C, intuitivamente, un algebra S es
inicial en una clase A de algebras si y solo si para toda A € A existe un tnico
homomorfismo h : S — A. El arbol de sintaxis abstracto define un algebra
inicial, pero como veremos, eso en realidad no es importante ya que las algebras
iniciales son isomorfas, por lo que con caracterizar una nos es suficiente.

Dentro de los lenguajes de programacién tiene sentido de hablar de many-
sorted algebras, ya que los lenguajes de programaciéon suelen ser poblados de
elementos basicos como enteros, booleanos, cadenas de caracteres, etc, un dlgebra
multi-sorted consiste entonces en una familia indexada de conjuntos, llamados
portadores y una familia de operadores definidos en el producto cartesiano
de esos conjuntos. Por ejemplo, un algebra A con los tres tipos bésicos antes
mencionados tendria como conjuntos portadores a {A;nt, Apool, Astring} con
operaciones entre ellos como ser: (—string) @ Avool = Astring — Astring —
Astringa (X) : Aint — Aint — Ainta (:znt) : Aint — Aint — Aboolv que se
pueden interpretar como el condicional en strings, la multiplicacion e igualdad
de enteros respectivamente.

Definicion 2.2.1 (Signatura ). Sea S un conjunto cuyos elementos llama-
remos sorts. Una signatura ¥ es una familia de conjuntos disjuntos (3., s)
indexzados por S* x S. El conjunto ¥, s contiene los simbolos de los operadores
cuyo tipo es (w, s), aridad w, sort s, y rango longitud de w.

Definicién 2.2.2 (X-Algebra). Una S-dlgebra indexzada por sorts S, A, consiste
entonces en una familia de conjuntos (Ag)scs llamados portadores de A, con
As siendo el portador del sort s € S. Donde para cada {(w,s) € S* x S y
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para cada 0 € Xy s, define una operacion o de tipo (w,s), es decir, o4 :
A, X oo X Ay, = Ag conw=wy---w, yw; €S conie{l,...,n}.

Una operacion o4 de tipo (A, ) es una constante de sort s, es decir, o4 € As.

Definimos entonces los homomorfismos entre algebras como familia de ho-
momorfismos entre los conjuntos portadores respetando la estructura de las
algebras.

Definicién 2.2.3 (X-Algebra Homomorfismo). Sean A, A’ dos ¥-dlgebras. Un
homomorfismo h : A — A’ es una familia de funciones (hs: As — A’s)scs tales
que respetan los operadores:

» Para cada constante o € Xy 5, tenemos que hs(o4) = o4

» Para cada operador 0 € Loy, . w,,.s Y elementos (a1 ---an) € Ag, X -+ As,
tenemos que hs(oa(ay,...,an)) =oa (hs, (a1),..., hs, (an))

Generalizar esto a algebras con S sorts es sencillo, aunque para esto primero
definimos notacion para simplificar la escritura.

Familia Indexada Ahora A es una familia de conjuntos indexada por S,
A= (As)ses, yconw = 87 ...8, € S*, podemos generalizar A como AY
de forma tal que AY = A,, x ... A, .

Familia de Funciones Indexadas De forma similar podemos extrapolar una
familia de funciones h : A — A’ (hs : Ay = A's)ses, y definir, una funciéon
hv i Av — A"™ con h*(aq,...,a,) = (hs, (a1),..., hs, (as,))

Para el caso especial de familias indexadas con w = A, (n = 0) se interpreta
como A* = A® = {)\}, y una funcién 04 con dominio A* la identificamos con
una constante cuya valor es o 4x.

Ahora entonces podemos definir homomorfismo entre algebras multi-sorted.

Definiciéon 2.2.4 (S-sorted Algebra). Dado un sort S, una $-dlgebra A con
sort S consiste en:

= una familia indexada en S de conjuntos A, denominada portador
= un mapa que a cada simbolo o € ¥, ;5 le asigna una funcion o4 : AY — A

Definicion 2.2.5 (S-sorted algebra homomorfismo). Un homomorfismos h de
A a B consiste en una familia de funciones indezadas en S, (hs : As — Bs)ses,
de forma tal que para todo simbolo o € ¥, s con aridad w € S*,s € S tenemos
que: hs(oa(a)) = op(h*(a)).

En otras palabras que el siguiente diagrama conmute.

Av TA, A,

ol

BY —5 Bs
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Lo interesante de este enfoque, dado que utilizamos teoria de conjuntos, es
que nos permite construir el arbol de sintaxis abstracta y una funcion para
consumirlo

Lema 2.2.1 (Existencia de Algebra Inicial). La clase de X-dlgebras con %-
dlgebra homomorfismos tiene una 3-dlgebra inicial denominada T;.

Obviaremos la demostracion en esta tesis, ya que es un resultado conocido
del 4rea y se pueden encontrar en libros de algebras universales (Bergman 2011)).

El conjunto T% s, el elemento portador de sort S, lo podemos interpretar
como el conjunto de expresiones bien formadas, o més concretamente como
arboles de sintaxis abstractos (AST), utilizando los operadores o € X.

Podemos introducir la nocién de dlgebra libre de Y-algebras y asi obtener
una definicion de operadores derivados.

Definicién 2.2.6 (X-algebra libre). Sea X una familia indexada en S disjunto
respecto a X, cuyos valores llamaremos variables. Cada conjunto indexado
X, s € S representa variables de sort s.

Podemos entonces formar una jerarquia de conjuntos de la siguiente forma:
para cada s € S, ¥y s(X), = Xs U X,; para cada k > 0, ¥y (X)), = By s

Podemos ver que Ty (x es el algebra inicial de ¥(X). La principal diferencia
es que los arboles en el portador pueden tener variables en las hojas ademas
de las constantes que teniamos originalmente. El algebra Ty (x) tiene como
signatura 3(X) pero lo que queremos es obtener una -algebra, y los podemos
lograr definiendo una nueva ¥-dlgebra llamada T (X) con portador Tx(x) y
sfmbolos de operaciones definidos en X.

Definiciéon 2.2.7 (3-algebra libre generada). Sea h : X — A una familia
de funciones indexada en S tal que hs : Xs — As, entonces existe un unico
Y-homomorfismo h : Ts(X) — A

2.3. Semantica Inicial para Términos del Calculo Lambda

Veamos como introducir semantica de &lgebra inicial para un lenguaje
minimo con variables y expresiones “let—in”. Dado un conjunto numerable de
variables X, tenemos dos categorias sintacticas:

= Conjunto de Valores: V,\W =z | (A z. M)
= Conjunto de Términos: M,N :=ret(V) | (VW) |let =M in N

Entonces tenemos que para el conjunto de valores podemos definir la signa-

tura
varg |r € X siw,s =V

Shs =14 {A\} stw,s = (X,T),V
0 sino

Donde T es el conjunto de términos definido por la siguiente signatura.

1Es posible obtener el mismo resultado utilizando otras teorias, pero para esta tesis basta
con tener conjuntos.
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En palabras, tenemos que X" representa el conjunto de valores que contiene:
las constantes, un elemento por cada elemento de X, y un constructor que toma
dos argumentos, una variable y un término, retornando un valor que representa
la abstraccion.

Para el conjunto de términos tenemos la siguiente signatura:

{ret} siw,s =(V),T
T {app} siw,s = (V,V),T
s T Y fet, |z € XY siw,s = (T,T),T
0 sino

Tenemos entonces que la signatura X7 representa tres constructores: uno para
retornar valores, otro para construir la aplicacién de un valor a un término, y
finalmente la construcciéon del operador de substitucion explicita.

El lector habra notado una cierta circularidad en la definicién de las dos
categorias sinticticas. Los términos dependen de los valores y los valores de los
términos. La circularidad es facilmente evitable definiendo un tipo inductivo de
los términos, utilizando algebras iniciales.

Podemos entonces construir las algebras iniciales de ambas signaturas,
Tsyv,Tsr, vy de esta manera definir funciones que toman elementos sintécticos
del lenguaje. Veamos entonces como podemos darle semantica a los términos
utilizando el siguiente dominio: Dy 2 I + [Dy — Dy ] (Goguen et al. 1977
Scott (1976)), con I siendo el conjunto de los niimeros enterosﬂ Debido a la
presencia de variables en el lenguaje llevaremos un entorno de variables definido
simplemente como un mapa entre variables y valores: F = D‘)f. Definimos
entonces el dominio seméantico de los términos y valores como D = [E — Dy/|,
es decir, es el dominio de funciones continuas de entornos a Dy .

De la definicion de Dy tenemos las siguientes funciones de inyeccion:

injr : I — Dy
injDVHDV : [DV — Dv} — Dy,

Veamos primero como construir un algebra para los valores en el dominio
seméntico D presentando la interpretacion de las variables y las abstracciones.
En el caso de las variables, simplemente buscaremos su valor en el entorno,
mientras que en el caso de las abstracciones utilizaremos una funciéon que nos
permite mapear funciones sintacticas en semanticas. Por ejemplo, mapear la
funciéon “Azvar,” a la funcién matematica identidad.

Ip = access,

Ap(x,m) =injp_p o abstract(m o assign,)

2En nuestro caso tendria mas sentido diferenciar el dominio seméantico de los valores y
términos. Esto es debido a que la evaluaciéon de términos puede divergir. Por simplicidad en
esta seccién hacemos caso omiso éste planteo, aunque lo retomamos en las siguientes secciones.
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Donde definimos las siguientes funciones auxiliares:

access, . E— Dy
accessg(e) = e(z)
assigng . ExDy —> FE
assigng(e,v) = Ay— ! S? =t
e(y) sino
abstract : (Dl X D2 — Dg) — (Dl — (DQ — Dg))

abstract(f)(z)(y) = f(z,y)

Para interpretar los términos definimos funciones interpretando cada uno
de los constructores del lenguaje:

retp(v) = v
appp(v,t) = apo [v,1]
letp(z,m,t) = toassign, o [m,1.]

Utilizando la funcion auxiliar:

ap : Dy x Dy — Dy,
ap(f,xz) = W[DV%DV](f)(x)

Ahora que tenemos un 4lgebra que da seméntica a la signatura (¥, 7)), por
inicialidad de Txv,Txr sabemos que existe un tnico X-algebra homomorfismo
hy : Tswv — D,hp : Tsr — D tal que los diagramas conmutan. Notar que en
este caso, tal que los diagramas conmutan, nos da la garantia que las funciones
de interpretacion son mutuamente recursivas y que la interpretacion de los
términos utiliza la interpretacion de sus subtérminos. De esta manera llevamos
términos y valores a un mismo dominio semantico, Dy .

Lo que nos permite definir la equivalencia de programas como:

Definicién 2.3.1 (Equivalencia (Seméantica) de Programas). Sean p1,ps € Txr,
definimos a p1 = p2 si y solo si la interpretacion de py es igual a la interpretacion
de ps en el dominio semdntico Dy .

En palabras, dos términos son equivalentes si sus interpretaciones en el
dominio semantico son iguales. Por ejemplo, construcciones sintacticas diferentes
como (Ag.vary), (Ay.vary) € Txv son mapeadas a la misma funcion, en este
caso la identidad. Estamos simplemente moviendo la discusién de un dominio
a otro, lo interesante es que haciendo esto, podemos comparar programas no
por su construccion sintéctica sino por su wnterpretacion semdntica. En este
caso, los valores cerrados de nuestro lenguaje son interpretados en funciones
matematicas continuas, y estas pueden ser comparadas siguiendo una nocién
de equivalencia como ser la de extensionalidad, es decir, dos funciones son
equivalentes si aplicadas al mismo argumento se obtiene la misma respuesta.

El objetivo de este trabajo es distinguir propiedades intensivas sobre la eje-
cucion de programas, por lo que si quisiéramos utilizar este enfoque deberiamos
equipar las interpretaciones seménticas con informacién acerca de su evaluacion.
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Es decir, queremos distinguir propiedades de como se realiza la evaluacion de
términos, y més adin, nuestro objetivo es construir una relaciéon entre términos
no una nociéon absoluta de costos. Veamos primero cémo obtener informacion a
través del arbol sintactico.

2.4. Costos como Algebras

Como primer aproximacién podemos introducir una nocién de costo de
evaluacién dentro de la teoria del algebra seméntica inicial. En otras palabras,
deducir el costo de un programa a partir del proceso de interpretacién de un
término sintictico en su denotacion. Para esto podemos pensar que el anélisis
de costo de la evaluacion es totalmente independiente de los valores que son
computados y s6lo dependen de la construccion sintactica de los términos, en
otras palabras, dada una signatura X: Cost € Algs.

Un algebra de costos es simplemente una forma de asignarle costos a los
términos del lenguaje y hay diferentes formas de asignar costos, por ejemplo,
computando el tamano del arbol sintactico o contando las veces que aparece
cierto constructor. Nuestro interés estd en analizar propiedades intensivas de la
evaluaciéon de términos por lo que nos concentraremos en caracterizar algebras
que expongan propiedades de la evaluacién, aunque lamentablemente, estas
propiedades no son faciles de estudiar por si solas, y no vamos a caracterizar
completamente dichas algebras de costos en esta seccién, sino que nos concen-
traremos en definirlas cuando tengamos la posibilidad de observar la evaluacion
de los términos.

Veamos de todas maneras como podemos trabajar una nocién de costo
sintacticas utilizando la maquinaria definida hasta el momento.

Definicién 2.4.1 (Altura del arbol sintactico). Sea ¥ una signatura. Definimos
el costo de un término como la altura sintdctica del mismo.

» Vo € ZA,S,UN =1

= Vo €Syt .ty € N¥ oy = mdxt; +1
en

Definicion 2.4.2 (Cantidad de constantes utilizadas en el arbol sintactico).
Sea ¥ una signatura. Definimos el costo de un término como la cantidad de
constantes que aparecen en su drbol sintdctico.

= Vo € E)\7S,O'N =1

" Vo €Ny oty .ty €NYLoy ="t
SO

Ambas nociones de costos si bien vélidas o razonables, no se ajustan a lo
que considerariamos una nocion real del costo de la evaluacién de términos,
de hecho no tienen relacién alguna con la evaluaciéon de los términos. Todavia
no hay una conexiéon real entre el computo de los costos de la evaluaciéon y
el algebra de costos. Las nociones definidas hasta el momento son nociones
estaticas, resultado de recorrer y analizar el arbol sintactico de un término,
mientras que el andlisis de la evaluaciéon de términos es de caracter dinamico.

Este enfoque tiene el problema que el costo no tiene conexion alguna con la
evaluacion de los términos, sino que simplemente extraen informaciéon del arbol
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sintactico. Por ejemplo, podriamos describir sintacticamente un valor con un
arbol sintactico muy grande, cuya evaluacién no seria costosa, mientras que un
término cuya evaluacion podria ser costosa con un arbol sintéctico pequeno.

Peor atin si llevamos la idea mas basica de costos al dominio seméntico
antes presentado estaremos en problemas, ya que no hay una nocién clara
para acumular los costos de los valores. En otras palabras, no es facil definir
el dominio seméantico de nuestros programas, recordemos que asumiamos el
dominio de Scott:

D=1+[D — D]

Pero por ejemplo, no esta tan claro que exista un dominio tal que a cada valor
se le pueda asignar el valor que se utilizé al computarlo, en principio porque
depende del término de partida, es decir, depende del contexto. Por ejemplo:

DxN=IxN+[D— D] xN

Pero los elementos de [D — D] x N no terminan de caracterizar el costo requerido
para computar un valor, en el sentido que se acumula el costo utilizado para
computarlo pero dependiendo del contexto también un valor puede ser utilizado
para continuar computando, y por ende, tendria mas sentido en pensar que son
funciones de valores con costos en valores con costos.

Finalmente, nuestro objetivo no es establecer el costo de evaluar un término,
sino que queremos saber como es posible mejorarlo, y para esto, queremos
obtener una relacién entre términos. Para esto definiremos relaciones entre
4lgebras en la siguiente seccién.

2.5. Congruencia y Relaciones entre Algebras

Las preguntas de esta secciéon son: jqué podemos observar de relaciones
sobre los términos sintacticos?, jes posible construir una relacién entre términos
que observe su evaluaciéon y relacione aquellos términos que presentan una
mejora?

La nocion de congruencia estd definida como relacion algebraica entre
términos construidos a partir de la signatura X.

Definicién 2.5.1 (X-congruencia). Sea ¥ una signatura y A, B dos 3-dlgebras.
Definimos una X-congruencia entre A y B como una familia de relaciones
(Rs C Ag X Bs)ses tal que se puede extender a una sub-dlgebra del producto de
A X B. Es decir, la familia de relaciones (Rs)scs € Algs, define una 3-dlgebra
tal que las proyecciones ws a : Ry = A, 75 : Rs — By son X-homomorfismos
a A y B respectivamente.

Sea A € Algs, una X-algebra inicial y R una X-congruencia en A con pro-
yecciones (mq,m2 : R — A). Por inicialidad de A existe un Gnico homomorfismo
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(i: A — R) tal que:
7T10i:1A:7720i

En otras palabras, esto implica que para todo a € A,i(a) = (a,a) € R, por lo
que R es una relacion reflexiva, (=24C R). Adicionalmente la relacion =4 es
una Y-congruencia en A, por lo que hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.5.1. Sea A una dlgebra inicial de X, la relacion de igualdad =4
en A es la menor X-congruencia:

== ﬂ{R C A x A|R es una X-congruencia en A}

Sea una X-algebra A € Algy, y O C A x A una familia de preérdenes en S,
(m1, 73 : O = A), de forma tal que O sea una X-algebra:

= Para cada o € ¥, 5, dados pares de valores relacionados pi,: - ,p, €
Osla T 7057,, tenemos que UO(pla e 7pn) € Os c As X As'

= Para cada o € ¥y 4, 00 € Os C Ay x A,

Algebras Continuas

Interpretamos la evaluaciéon de términos como una secuencia de aproxima-
ciones. Dado que los términos estéan representados como un constructor y sus
argumentos, la evaluaciéon se basa en interpretar sus argumentos y luego el cons-
tructor en si. El proceso de evaluaciéon de un constructor y sus argumentos se
repite una cantidad finita de veces, primero interpretando hasta un constructor,
luego hasta dos, luego hasta tres, y asi sucesivamente. Dicho proceso define
entonces una secuencia de evaluaciones aproximadas. Por lo que definimos a
la evaluacion como el supremo de su cadena de aproximaciones y por lo tanto
utilizamos algebras que respeten el orden de dichas cadenas. Es decir, utili-
zamos conjuntos parcialmente ordenados y restringimos nuestro universo de
algebras a aquellas que respetan el orden de los conjuntos ordenados con los
que trabajemos.

Dado que mezclamos la seméantica de los programas con propiedades intensi-
vas de la evaluacién utilizamos 6rdenes parciales completos. Recordemos que un
CPO es un orden parcial de forma tal que todo conjunto dirigido tiene supremo.

En esta seccién nos concentramos en definir algebras cuyos portadores son
CPO.

Definiciéon 2.5.2 (X-Algebra Ordenada). Sea ¥ una signatura indexada por
sorts S. Una %-dlgebra ordenada consiste entonces en una familia de CPOs
(As)ses donde Ag es el portador del sort s € S. Adicionalmente vamos a
requerir que la interpretacion de los simbolos de los operadores sean funciones
continuas, es decir, que mantengan el sentido de las cadenas.

Para todo (w,s) € S* xS yo € 3, s, define una funcion continua en todos
sus argumentos o4 1 Ay, X - X Ay, — Ag conw = wy...w, yw; €5 con
i=1...n.

En otras palabras, un algebra es ordenada si interpreta cada uno de los
operadores como funciones continuas, es decir, como funciones que respetan el
sentido de sus operandos.



Capitulo 3

Lenguaje

En este capitulo presentamos el lenguaje que utilizaremos como vehiculo
a lo largo de la tesis. Es un lenguaje basado en el céalculo lambda no tipado.
A diferencia de una introduccién clasica del célculo lambda, definimos una
variante de calculo lambda computacional (PaulBlain Levy, Power y Thielecke
2003; Moggi [1989) con dos categorias sintécticas: una para valores y otra para
términos. Dentro de los términos se agrega una construccién de ligadura de
términos a variables o let. El uso del operador let no es simplemente azicar
sintdctico sino que introduce el orden de evaluacion explicitamente.

El lector con conocimientos bésicos en el calculo lambda puede saltar el
capitulo una vez vista la definicion del lenguaje con dos categorias sintacticas.

El capitulo esta divido principalmente en dos, primero se introduce la sintaxis
del lenguaje, y luego la evaluaciéon de términos cerrados en valores.

3.1. Sintaxis del Lenguaje

En esta primer parte del capitulo presentamos los conceptos sintacticos
béasicos que utilizaremos a lo largo de la tesis.

Definiciéon 3.1.1 (Lenguaje). Dado un conjunto numerable de variables V.
Definimos el conjunto de valores V como sigue:

VWui=z|(Az. M)
Y a su vez el conjunto de términos A:
M,N :=ret(V)| (VW) |let z =M in N

Donde los nombres de las variables son elementos del conjunto V, es decir,

reV.

De esta manera tenemos dos categorias sintacticas una para valores, V, y
otra para términos, A. Las funciones de evaluacion tomaréan un término M en
A y buscarén asignarle un valor V en V.

A continuacién definimos notaciones y convenciones para simplificar la
escritura de lambda términos y que utilizaremos a lo largo de la tesis.

Notacioén 3.1.1. Introducimos las siguientes notaciones:

23
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= Usaremos las letras mayusculas U,V y W para notar valores en V

= Usaremos las letras mayisculas M, N, L, P, ... para notar términos en A
= Usaremos las letras minidsculas x,vy, z, . .. para notar variables en V

= Se omitiran los paréntesis mds externos

= Fl simbolo = denota la equivalencia sintactica.

De esta manera quedan definidos los conjuntos de valores V como: variables
o lambda abstracciones, mientras que el conjunto de términos A como: valores,
aplicaciones entre valores o substitucion explicita de un término en otro. En la
mayoria de las presentaciones de el calculo lambda (Barendregt 1985 Pierce
2002), éste se introduce sin substitucion explicita, operador let en nuestro caso,
y con la aplicacion entre términos directamente. Sin embargo esta presentacion
es equivalente ya que a cada aplicacion entre términos, en el lambda calculos
clasico, (M N)E| es posible reescribirla como let z = M in (let y = N in 2 y)
en el lenguaje dado por la Definicién con z,y variables frescas.

Notar que el operador de ligadura de variables (let z = M in N) no es
recursivo. Es decir, la variable x no va a ser reemplazada por M dentro de M.

Convencion 3.1.1. Introducimos las siguientes convenciones para simplificar
la notacion:

= Aplicacion es asociativa a izquierda y se omitirdn paréntesis innecesarios

= Se podrd agrupar lambda abstracciones de la siguiente manera, dadas
variables r1,xo,...,x, € V, y término M € A:

Azp.ret(Azy.ret(... Az, M) =Az120 ... 2, . M

Variables Libres y Ligadas

Definimos el conjunto de variables de un término 7', V(7T'), simplemente
como las variables que aparecen en él. A su vez, notamos de la misma manera
al conjunto de variables de un valor V, V(V).

Definicion 3.1.2 (Variables Ligadas). Definimos las variables ligadas como
aquellas variables que se definen en una lambda abstraccion o en una substitucion
explicita.

Definicién 3.1.3 (Variables Libres). Definimos las variables libres como aque-
llas variables que aparecen en un término pero no estan ligadas bajo ninguna
abstraccion o substitucion explicita.

LEl término M N no forma parte de nuestro lenguaje.
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Formalmente notamos las variables libres de un término 7' como FV (7)),
mientras que las variables libres de un valor W como FVy,(W).

FVy : VoV
FVy(z) = {z}
FVpAz. M) = FVo(M)\ {z}
FVA : A=YV
FVa(ret(V)) = FVy(V)
FVA(VIV) = FVA(V)UFVA(W)
FVa(let 2 = Min N) = FVA(N)\ {2} UFVa (M)

Utilizando la definicién de variables libres, definimos formalmente las va-
riables ligadas como el conjunto de las variables que aparecen en un tér-
mino menos el conjunto de variables libres: BVA(T) = V(T) \ FVA(T) ¥y
BVy (V) = V(V) \ FVy(V).

Hay variables que pueden aparecer libres y ligadas en el mismo término. Por
ejemplo:

z(let x = (A z.ret(z)) in x)

En este caso se considera que la variable x aparece libre por més que luego
aparezca ligada dentro de un operador let y una abstraccion.

Notacion 3.1.2. Notamos V(X) al conjunto de valores con variables libres en
X, esto es: V(X) ={W | FVy,(W) C X}.

Mientras que para los términos lo notamos como A(X), el conjunto de
términos con variables libres en X: A(X) = {M | FVA(M) C X}

Finalmente, notamos como Vy, Ay a los conjuntos de valores y términos sin
variables libres, respectivamente. Es decir, Vo = V(0) y Ao = A(D)

Substitucion

La substitucion es el mecanismo fundamental para la evaluacion de términos
del calculo lambda. En nuestro caso, por la construccién sintactica presentada
en la definicion del lenguaje (Definicion , la substitucion se define reem-
plazando variables por valores, esto se debe a que las variables solo ocurren en
lugares donde pueden ir valores.

Definicion 3.1.4. Debido a las dos categorias sintdcticas definimos entonces
dos substituciones, una para términos y otra para wvalores, de una variable
y € V por un valor W € V con captacion de variables. La substitucion en un
término N, la notamos Ny := W], mientras que la substitucion sobre un valor
V, la notamos V[W/y]. Definimos la substitucion de forma recursiva sobre la
estructura de términos y valores de la siguiente manera:

=W/l - {Wsix:y

Az . M)[W/y] = Az.(Mly:=W))
Vy := W] = V[W/y|

(VV)ly = W] = (VIW/y])) (V'[W/y)])

(let z=M in N)[y:=V] = let x = M[y:=W]in N[y := W]
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Notar que la substitucién podria capturar variables, y modificar la definicion
del programa. Por ejemplo,

Az.2)zXy.y)/z]=Az. (x(Ay.y))

Para evitar la captura de variables deberemos tener cuidado al momento
de realizar substituciones, ya que estas introducen un comportamiento extrano
y anémalo en el lenguaje. Capturar variables libres implica asignarles una
definicién a variables que en principio estan definidas por el contexto.

Para aliviar la manipulaciéon de términos y valores en esta tesis utilizaremos
la siguiente convencién sobre los términos con los que estaremos trabajando.

Convencion 3.1.2. Asumiremos que dados My, Ms, ..., M, términos del len-
guaje, en cualquier contexto matemdtico, las variables ligadas serdn distintas
que las variables libres de todos los términos (Barendregt|1985], Seccion 2.1.13’,E|.

De esta manera separamos el espacio de nombre de las variables por sus roles
sin mezclarlas. Es decir, no se puede usar el mismo nombre para una variable
libre que una ligada. Por lo que en el anterior ejemplo, ya no es posible realizar
la substitucion. Es posible dar un algoritmo para traducir términos y valores
que no respeten dicha convencién en términos y valores que si la respeten. Por
lo tanto asumimos que todos los términos la respetan.

Probamos un lema ttil al momento de realizar substituciones.

Lema 3.1.1 (Lema de Substitucion). Dado un términos M € A, wvalores
V,UW €V, y dos variables x,y € V, tal que x ¢ FV(W):

w Mz :=V]y:=W]=Mly:=W]z:=V]y:= W]
= UV/a][W/y] = UW/yl[VIW/yl/]

Ya que el lenguaje se compone de dos categorias sintacticas la demostracion
consiste en induccion simultanea sobre el término M y el valor U. La demostra-
cion formal queda fuera de la tesis siendo éste un resultado conocido del area y
la prueba no resulta relevante.

3.2. Evaluaciéon

En esta seccién, definimos la evaluacion de términos en A a valores en V.
En concreto la evaluacién de programas, es decir, de términos sin variables
libres. Debido a que el lenguaje se define como dos categorias sintacticas (Defini-
cién, las relaciones de evaluacion deben ser definidas de forma mutuamente
recursiva entre ellas. Ambas relaciones son parciales, ya que habra términos a
los cuales no sera posible asignarles valores.

Debido a la naturaleza del lenguaje, la sintaxis guia la evaluaciéon de los
términos. La aplicacion de funciones se define en base a dos valores, es decir,
que a diferencia del calculo lambda tradicional, no es posible dar una funcion
de evaluacién que primero evaltie el cuerpo de la funciéon y luego sus argumen-
tos (call-by-name), y otra que evalte los argumentos y luego el cuerpo de la

2La notacién fue introducida en realidad por Thomas Ottmann en 1972. Para maés
informacion ver las correcciones en la sexta impresion del libro de Barendregt(1985).
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funcion (call-by-value). La evaluacion sigue una evaluacion de call-by-value, ya
que los argumentos de la aplicacion de funcion se evaltian antes de aplicarles la
funciéon correspondiente.

La definicion del lenguaje de esta manera tiene una propiedad que nos va
a ser 1til en la segunda parte de la tesis. Los términos del lenguaje describen
sintacticamente coémo deben ser evaluados, que resulta fundamental al momento
de computar el orden de los efectos.

El objetivo de esta seccion es entonces definir una relacion entre términos
en Ag con valores en V,. No caracterizamos la evaluacién parcial de términos
que tengan variables libres. Primero repasamos conceptos bien establecidos en
la literatura para luego definir la evaluacién de términos. Se recomienda a el
lector que ya tenga conocimientos sobre evaluacién de términos en el calculo
lambda pasar directamente a la Seccion [3.3]

Semantica Operacional

Una forma de evaluaciéon de términos es describir como son ejecutados
los términos dentro de una maquina abstracta. Las méaquinas abstractas van
desde abstracciones concretas de unidades de procesamiento hasta de alto nivel
cercanas a los términos.

En nuestro caso, a modo de ejemplo, veremos dos semanticas operacionales
para el conjunto de términos de nuestro lenguaje.

Evaluaciéon de Pasos Cortos

La evaluaciéon de pasos cortos indica como evaluar localmente cada una de
las construcciones del lenguaje. Se llaman de pasos cortos ya que se definen
pequenas modificaciones de forma tal que se pueda ir traduciendo un término
en otro de forma local hasta llevarlo, de ser posible, a un término que represente
un valor.

Definicion 3.2.1 (Evaluacion Pasos Cortos). Definimos la evaluacion a pasos
cortos como una relacion entre términos, (—) C A X A, que determina la
evaluacion describiendo un paso local.

Az . M)V = Mz :=V]

let x =ret(V) in M — M[z :=V]

M — M’
letz=Min N —wletz=Min N

Notar que (—) es una relacion parcial ya que no todos los términos se
relacionan con otro término. Por ejemplo un término con variable libre x, V'
con V € V no evalda a ningin otro término. Esto es ya que al ser x una variable
libre no se conoce su definicién y en principio podria tomar cualquier definicion.

Para subsanar esta limitacion podemos definir una relacién de evaluacion
directamente sobre términos cerrados —y C Ay x Ay siguiendo la misma defi-
niciéon que (—). Esta solucion no es satisfactoria ya que deja afuera términos
abiertos que aceptan un valor, por ejemplo, si tienen variables libres que no
utilizan.
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Definimos ademas la clausura reflexiva y transitiva de la relacion (—) como
(=*) CAxA:

M —* M
M= M" M —* M
M —* M’
De las definiciones tenemos que (—) C (—*). Sean M, N € A tales que

M — N. Tenemos entonces por definicion que N —* N por reflexividad, y en
conjunto con M — N, podemos concluir que M —* N.

Evaluaciéon a Grandes Pasos

La evaluacién por pequenos pasos permite observar localmente el proceso
de la reduccion de un término, pero también es posible definir otra relaciéon que
directamente relacione términos con valores.

Definicion 3.2.2 (Evaluacion a Grandes Pasos). Definimos entonces la eva-
luacion de un término en un valor, (}) C A x V como:

ret(V) |V

Mz =WV
Az. M)WV

M|yV" Nz:=V]|V
letz=Min N|V

Ejemplo 3.2.1. Definimos la identidad como la familia de términos a-equivalentes
I, = X z . ret(x). En el lambda cdlculo tradicional, la identidad es definida
simplemente retornando el argumento, pero como en nuestro lenguaje tenemos
una diferencia entre términos y valores, debemos utilizar el constructor ret para
retornar un término.

Podemos ver la evaluacion a grandes pasos de la identidad aplicada o la
identidad es la identidad.

ret(A y.ret(y)) § (A y.ret(y))
ret(z)[x := (A y.ret(y))] I (A y.ret(y))
Az .ret(z))(Ay.ret(y)) | (Ay.ret(y))

Esto nos deja con dos formas de evaluar términos, a pasos cortos (Defini-
cién , y la recién definida evaluacién a grandes pasos. Sin embargo, se
puede ver que la relaciéon a grandes pasos coincide con la clausura transitiva
reflexiva de la relacion de pasos cortos.

Lema 3.2.1. Sean M € T,V €V, entonces tenemos que: M | V <— M —*
ret(V) A

Esto significa que hay dos formas de evaluar términos que relacionan los
mismo términos con los mismos valores.
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Términos sin valores

Lamentablemente, estas relaciones son parciales, es decir, hay términos
cerrados dentro de nuestro lenguaje que no tienen un valor asociado. Veamos
por ejemplo el conocido caso del término €.

Definicion 3.2.3 (Término Omega). Definimos primero la expresion delta
como § = X x . xzx. Observando su construccion sintdctica podemos determinar
que 0 € V.

Sea entonces el término cerrado Omega: 2 =6 6.

Comenzamos, de forma muy optimista, a buscar el valor asociado a 2 tal
cual nos indican las relaciones anteriores:

Q = 5o (1)
= Az.zxz)d (2
— zzfz:=40 (3)
= ) (4)

Observamos que partiendo de la definicion de Q en la ecuacion (1), y
dando un paso de evaluacion de la relaciéon de pasos cortos, llegamos al mismo
término en la ecuacion (4). Por lo que concluimos que el término cerrado €2 no
tiene valor asociado por estas relaciones, en simbolos, Q ¢ dom(—*),dom({}).
Por lo tanto, no todos los términos (sintacticamente correctos, y siguiendo
las convenciones establecidas) poseen un valor siguiendo las relaciones antes
definidas, en particular no estan caracterizados aquellos cuya evaluacion no
termina o diverge.

La observacion de que la evaluacion de un término diverja es de vital
importancia para una de las definiciones de equivalencia de programas que
veremos en el Capitulo[d y por ende, estamos interesados en poder caracterizar
la evaluacién de dichos términos.

Ademés el problema de presentar un algoritmo para determinar si un término
diverge o no, es un problema indecidible (Turing|1937). Pero si es posible probar
que la evaluacion de ciertos términos diverge, como hicimos con el término €, y
caracterizarlos otorgandoles un valor, carente de significado (més alla de notar
a aquellos términos cuya evaluacion diverge), notado usualmente como L.

Semantica Denotacional

La semantica denotacional se encarga de definir la seméantica de los lenguajes
de programaciéon basado en un dominio seméantico concreto. Los términos son
mapeados en un dominio semantico que puede no ser el mismo lenguaje de
programacion, y en general, es utilizado un dominio de entidades puramente
matemaéticas, como ser, el espacio de funciones matematicas. Dependiendo del
rol que tenga la persona que defina el dominio semantico, diseniador de lenguaje,
diseniador de compiladores, programadores, etc, las definiciones pueden variar
para poder expresar diferentes propiedades del lenguaje. Sin embargo, se busca
que la semantica sea: concisa, sin ambigiiedades, operable matematicamente,
mecanicamente verificable, ejecutable y leible dependiendo el punto de vista de
cada uno (Allison 1987)).

Dentro de este capitulo hemos visto la definicién sintéctica del lenguaje
y evaluadores siguiendo la nocién de semantica operacional. En particular,
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vimos una nocion de evaluaciéon basada en pasos, donde dado un término, este
se reescribe miltiples veces de manera tal que ya no se pueda reescribir mas
alcanzando un valor. Este enfoque es muy restrictivo, ya que términos que
significan lo mismo pero que se escriben diferente son considerados distintos.

En lo que queda de esta seccion nos dedicaremos a definir lo que es para
nosotros el significado de un término escrito en el lenguaje vehiculo. La seméantica
denotacional recibe su nombre pensando en que cada programa o término
describe o denota una funcion matematica entre el dominio de las posibles
entradas y el codominio de las posibles salidas que el programa puede dar.
La seméantica denotacional entonces consiste en asignarle a cada término su
denotacién o funcién matematica.

La intuicién nos indica que podemos pensar a los valores cerrados, en V),
como funciones matemaéticas de valores en valores, y por ende, podemos concluir
que un dominio podria ser el de las funciones de valores en valores Func(Vo, Vo).
Definamos entonces un mapeo de términos directamente a funciones matemaéticas
de un argumento:

[]: Ao = Vo = Vo)
[ret(Az.T) ]| =y Tz :=y]
[Az.T)W] =[T[x:=W]]
[let z =M in N = (v [N[z :=]]) o [M]

Pero las ecuaciones recién descriptas, lamentablemente, no tienen solucién, en
otras palabras no definen una funciéon. Volvamos a explorar el término 2 definido
en la seccién anterior.

(2] = [64]

=[(Az.xx)d]
= [(z2)[z :=d]]
= [44]

En otras palabras, el mapeo que antes se intenté definir, no es un mapeo valido
para todos los términos del lenguaje, ya que hemos encontrado un término, §2
que no tiene un valor asociado, en este caso, una funcion en Func(Vy, Vo). En
éste caso () caracteriza simplemente la nocién de un término cuya evaluaciéon
no termina, y en el caso que se quiera definir un mapeo de términos a valores
tendremos que o bien aceptar un mapeo parcial o una nociéon mas amplia de
valores que nos permita identificar aquellos términos cuya evaluacion no termina
0 no tengan un valor.

En la siguiente seccién, nos dedicamos a encontrar una nocién de evaluacion
de aproximaciones que nos permita mapear términos en valores, y vamos a dar
los fundamentos necesarios para que un mapeo similar al anterior tenga sentido.

3.3. Evaluaciéon Aproximada

En esta seccién, definimos una nueva relacion de evaluacién de términos
utilizando una nocién recursiva de evaluacion. Utilizamos un enfoque de apro-
ximacion de valores, y de dominios semanticos, de forma tal que debemos
extrapolar la nocién de continuidad del dominio a las funciones de evaluacion



3.3. EVALUACION APROXIMADA 31

y aproximaciéon de términos. Esto se asemeja a una forma de evaluacién més
cerca de las conocidas como de reescritura de términos, ya que reescriben los
términos hasta alcanzar un valor, donde la computacion se produce a través de
la substitucion de variables por valores.

Como vimos en las secciones anteriores, hay términos que no tienen ningtn
valor asignado a ellos, como ser €2, por lo tanto no vamos a poder definir una
funcion (total). Esto lo podemos remediar introduciendo un nuevo elemento
al conjunto de valores. Llamamos a este elemento adicional L (bottorn en
palabras), denotando que un término no posee un valor utilizando la evaluacion
aproximada. Definimos a continuacién una familia de relaciones indexada por
los naturales, donde cada relacién es una relacién de evaluaciéon a grandes pasos.

Definiciéon 3.3.1 (Evaluacion Aproximada de Términos). Definimos una
familia de relaciones {,C Ao x (Vo + L) con n € N de la siguiente forma:

BT T o (1) BT et (V) Unrr 0 (V)
Mz :=W] |, X My (L)
LApp LLetD -
Az . M)W §py1 X let =M in N ;41 ¢tr(L)

MU, u(V) N[z:=V]{,a
let x=Min N {p41 a

lletV

Donde a € Vo + L.

Para cada nimero natural, n € N, podemos definir una relaciéon entre
términos cerrados y valores con un simbolo distinguido, 1, donde relaciona
a un término M € Ag con un valor V € V), si su arbol de derivaciéon tiene
profundidad n, o con _L si n es insuficiente.

Podemos caracterizar la relacion ({}p) como la relacién que mapea todo
término cerrado a | por su definicion.

Teorema 3.3.1 (Relacion 0). La relacion o= {(M, (L)) | M € Ao}.

Una vez encontrado un valor para un término, todas las relaciones siguientes
coinciden en éste valor.

Teorema 3.3.2 (Convergencia). Sean € N y M € Ay tal que existe V € V
tal que M |, 1,(V'), entonces para todo m € Nym > n, M |, (V).

Demostracion. Utilizaremos inducciéon en n € N para probar la convergencia
en las relaciones aproximadas de evaluacién de términos.

El caso base con n = 0 se cumple por vacuidad. Por Teorema la
relacion Jo= {(M, (L)) | M € Ag}, y por ende, se cumple por vacuidad que
para todo M € Ay tal que existe V € Vo, M | t;(V), se cumple que para todo
meNm>0,M |, uV).

Sean € N, M € Ay, tenemos dos casos posibles. El caso donde n no sea
suficiente como para alcanzar el valor de M, se resuelve nuevamente por vacuidad,
y por ende, valido. Por lo que veamos el caso donde existe V € Vo, M |, 1;(V).
Sabemos por hipotesis inductiva que para todo M’ € Ag tal que existe V' € V,
con M’ |,y (V') con n’ < n entonces M’ {41 ¢;(V'). Queremos entonces
probar que M {,4+1 ¢;(V), y procederemos entonces haciendo un anélisis por
casos en la estructura de M.
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» Sea M =ret(V). Sabemos por la ley 1Ret que M {41 (V).

= Sea M =W W' con WW’' € Ag. Por M |},, 1;(V) existen x € V, N € Ag
tales que W = A z . N, y mas aun, que N[z := W] |,—1 (V). Por
hipotesis inductiva concluimos que N[z := W] |}, ;(V), y finalmente que
M Jpi1 u(V).

m Sea M =let . =NinO,con N € Agy O € A,. Como M |, ¢;,(V)
sabemos que existe W € Vg tal que: N {,—1 4y(W), Oz := W] {1 (V).
Nuevamente por hipotesis inductiva sabemos que N |, (W), Oz :=
W1 In, u(V), y por lo tanto concluimos que M {11 ¢;(V).

De esta manera vemos que la familia de relaciones concuerdan en el valor
asignado a un término una vez encontrado dicho valor. O

Por el teorema recién mostrado, concluimos que la familia de relaciones
(In)n<w definen una nociéon de aproximacion a la evaluacion de un término. Las
sucesivas aproximaciones de un término M € A( definen una w-cadena (M |,
Yn<w siguiendo el orden discreto. Mas atn, utilizando el teorema de convergencia
podemos ver que las w-cadenas definidas son estacionarias contemplando dos
casos dependiendo si la evaluacién de un término converge o no:

= si la evaluacion de M no converge, la cadena es constante ¢,.(L),

= mientras que si la evaluacién converge, existe un valor V€ Vy y un n € N,
tal que para todo n’ € Nyn/ > n, M v (V).

Y de esta manera entonces podemos definir la evaluacién de un término
simplemente como el supremo de la cadena de aproximaciones:

[M] = sup{M .}
neN

Definicion 3.3.2. Sea M € Ay un término. Definimos la n-ésima aproximacion
M®™ € (Vo+ L) de M de la siguiente forma:

MO = (1)
(ret(V))"+h) =y (V)
(A z. MYV tD) = (Mz :=V])™

(let z = M in N)(n+1) {LT(L) st (M)(n) =1,(L)

(Njz:=V)™ s (M)™ = (V)

Probamos que la evaluacion aproximada sigue la relaciéon de aproximaciones
n-th.

Lema 3.3.1. Para todo término cerrado M, M 1, M.

Demostracion. La prueba procede por induccién en n. Para el caso que n = 0,
tenemos trivialmente que para todo M € Ag, M |g ¢,.(L). Para el caso inductivo
n=m+ 1 con m > 0. Procedemos entonces a hacer analisis por casos en las
posibles reglas aplicadas en la derivacion de M {41 M™+D,

= Si la regla aplicada fue (1Ret) tenemos que M = ret(V) con V € Ay,
y por definicion tenemos que (ret(V))™+1) = 4 (V), y por definicion,
M Ypg1 u(V).
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= Si la regla aplicada fue (1App) tenemos que M = (A xz . N)W con N €
Ae,W € Vg, y que N[z := W] Jy X con X € Vo, v M Y1 X. Por
otro lado tenemos que M+ = (X z . N) WD) = (N[z := W)™,
Por hipotesis inductiva tenemos que Nz := W] |, (M[z := W])(m), por
lo que concluimos M 41 (M[z := W)™ = pM(m+1),

= Si la regla aplicada fue (1LetD) tenemos que M =let x = P in @ {41
tr(L) y que P Y, tr(L). Por otra lado tenemos que (let z = P in Q)(™+1)
depende de la evaluaciéon de P, pero por hipoétesis inductiva sabemos que
P™) = (L), por lo que M{™m+1) = (1).

= Si la regla aplicada fue (1LetV) tenemos que M =let x = P in Q {41
u(W)con W € Ay, PUm Vy Qlx :=V] I (W) con W € Vy. Por
el otro lado tenemos que M ™+ = (let z = P in Q)(™*Y depende de
(P)(m), pero por hipétesis inductiva sabemos que P™ 7V, y por lo tanto
M+ = (Q[z := V])("™). Y finalmente, por hipotesis inductiva tenemos
que (Q[x := V])™ (W), por lo que (M)("+1) = 4 (W).

Por lo que concluimos que para todo término M € Ag,n < w, M {}, M O

Por los teoremas recién mostrados, podemos definir la seméntica operacional
de forma ecuacional.

Lema 3.3.2. La relacion de evaluacion respeta las siguientes ecuaciones:
[ret(V)] = u(V)
[Ax. M)W] =Mz :=W]]
tr(L) st [M] = (L)

[let z =M in N] = {[[N[x =V]] s [M]=u(V)

Demostracion. La prueba sigue de hacer anélisis por casos en la estructura del
término M.

= Sea M =ret(V) con V € Vy. Por definicion la evaluacion del término es
el supremo de su cadena de aproximaciones

[ret(V)] = sup{ret(V) |}
neN
Por Lema [3.3.1] y V ser un valor cerrado,

sup{ret(V) Il,} = sup{(ret(V))"™}

neN neN

Por convergencia y propiedades de cadenas,

sup{ (ret(V))™} = sup{(ret(V))" 1}
neN neN

Aplicando la definiciéon de aproximacién nos queda que

sup{(ret(V)) "V} = sup{u(V)} = u(V)
neN neN

Concluimos que [ret(V)] = ¢ (V).
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» Sea M = (Ax.N)W para N € A,y y W € V. Anélogo al caso anterior,
utilizamos la relacién de n-th aproximacion para caracterizar la evaluacion
de M haciendo un corrimiento en la cadena.

» Sea M =let x = N in P con N € Ag y P € Ay,). Tenemos dos casos
adicionales dependiendo en la terminacion de la evaluaciéon del término
cerrado N.

e Supongamos que la evaluaciéon de N no converge a un valor, [N] =
tr(L). En simbolos tenemos que la cadena de aproximaciones es
siempre ¢;(L), Yn € N, N |,, ¢,(L). Por definicién de n-th aproxima-
cion, (let z = N in P)(nH) = 1,(L) para todo n € N, y entonces,
[M] = er(L).

e Supongamos que la evaluacién de N converge a un valor cerrado
V € V. Por definicion de la evaluacion tenemos que existe m € N,
para todo n € N tal que n > m, N |, ¢;(V). Por definicién de n-th
aproximacion, (let 2 = N in P)""Y = (N[z := V])™ para todo
n > m, y entonces, [M] = [N[z := V]].

O

Veamos entonces que si bien al término 2 no le podemos asignar un valor,
en este caso podemos asignarle el elemento 1. En las secciones anteriores vimos
que la evaluacion de €2 generaba una dependencia en s{ misma, es decir, que la
evaluacion de 2 lleva a la evaluacion de €2, lo que produce que la evaluacion del
término no termine. En este caso, utilizando la evaluacion aproximada, podemos
mostrar que dado un n € N nunca nos alcanzara para evaluar (), y por lo tanto,
tendremos que Q {,, ¢.(L).

Lema 3.3.3. La evaluacion de Q0 diverge, es decir, [ = ¢.(L).

Demostracion. Podemos verlo mostrando que la w-cadena que genera es cons-
tante, en palabras, para todo n € N, |, ¢,(L). Anteriormente vimos que la
evaluacion del término €2 genera un ciclo en la evaluacién, en este caso como
tenemos una familia de evaluaciones, vemos que si bien no genera un ciclo,
yva que técnicamente estamos utilizando otra relacion dentro de la familia de
relaciones, cualquier n € N que utilicemos no nos alcanzara para asignarle un
valor.

Sea n € N,

Q=zzlz =0,V
Q=Az.(xz)d 1 V

1App

Es decir, en un paso la evaluaciéon de Q2 vuelve a depender de la evaluacion
de Q. En toda relacion de evaluacion n € N es finito, por lo que la evaluacion
de  alcanzara inevitablemente la relacion ({g), y por lo tanto, Q ., ¢,(L). O

Sin importar la profundidad del arbol de derivaciéon que utilicemos, siempre
nos va a faltar expandir el drbol atn maés.
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3.4. Conclusiones del Capitulo

En este capitulo definimos el lenguaje basico que utilizamos a lo largo
de la tesis, y repasamos diferentes formas de evaluar los términos del mismo.
Definimos dos grandes categorias de otorgarle significado a los términos, la
semantica operacional y denotacional, y a su vez, vimos una evaluacién que nos
permite observar cuando la evaluacion de términos diverge.

No siempre est4 claro que tipo de semantica es la mas adecuada. Dependiendo
de las caracteristicas del lenguaje y de las observaciones que quisiéramos realizar
sobre la evaluacién podemos elegir una otra forma. En el caso que se busque
relacionar la evaluacién del lenguaje con las instrucciones del computador
generadas, una semantica operacional suele ser mejor. Mientras que si lo que
se busca es un analisis composicional, las seméanticas denotacionales son las
adecuadas.

Desde el punto de analisis de costos de programas, en general se utilizan
seménticas operacionales ya que estas estan mas cercas a las instrucciones
generadas y cémo la evaluacion es realizada, aunque es posible aumentar las
semanticas denotacionales para que, ademas de denotar el valor de un término,
sea posible discernir propiedades de la evaluacion (Cicek et al. [2017; Van
Stone [2003)). En nuestro caso, utilizamos la evaluaciéon aproximada donde nos
permite definir una seméntica operacional derivada de las w-cadenas. A su vez,
introducimos propiedades inspirdndonos en propiedades de evaluaciones propias
de semanticas denotacionales.

Finalmente, podriamos haber definido el lenguaje siguiendo una sintaxis
estdandar sin una separacién sintactica entre términos y valores. De todas
maneras, ademas de atenernos a la bibliografia utilizada, veremos que dicha
separacion sera muy util al momento de introducir efectos en la evaluaciéon de
términos.






Capitulo 4

Equivalencia entre Programas

La equivalencia entre programas es uno de los problemas mas estudiados
dentro del area de ciencias de la computacion. Se trata de resolver cuando dos
programas son iguales bajo alguna definicion de equivalencia (Lahiri et al.|2018)).
Por ejemplo, una nocién de equivalencia es la de extensionalidad, o equivalencia
input-output de programas, donde se espera que a entradas iguales los programas
computen resultados iguales. Una nocién asi ignora cuestiones como la ejecucion
de los programas. Bajo esta vision dos programas que ante las mismas entradas
retornen los mismo resultados serian equivalentes, independientemente que uno
lo haga instantaneamente y otro tenga que estar ejecutando durante anos.

Existen diferentes formas de comparar programas. Una forma diferente a
la antes mencionada, consiste en otorgarles una interpretacién o definicién
en otro dominio y comparar los programas en base a su interpretacion. Este
enfoque es 1util ya que, al momento de interpretar programas, podemos abstraer
propiedades que no sean necesarias para identificar programas equivalentes. Un
ejemplo es la alfa-conversion (a-conversion) de términos en el calculo lambda,
donde identificamos términos que simplemente utilizan diferentes nombres de
variables para ligar argumentos en abstracciones pero que son iguales en todo
lo demas. Otra forma de comparar programas puede incluso tener en cuenta
informacion sobre ejecucion o interpretacion de programas. En otras palabras, el
concepto de programa adquiere entonces la propiedad de ejecucién al momento
de compararlo con otro. Estudiar el significado de los programas es el estudio
de la semantica de los programas.

Dentro de los enfoques se encuentran a grandes rasgos, tres ramas de estu-
dio, la semdntica denotacional (Seccion , la semdntica axiomdtica (Floyd
1993 Hoare [1969)), y la semdntica operacional (Seccion [3.2]). La seméntica
denotacional presentada originalmente por Dana Scott (Scott |1982) conlleva
un gran desarrollo matemaético dentro de la teoria de dominios que nos otorga
herramientas para trabajar particularmente con programas recursivos, y consiste
en definir los programas como elementos de cierto dominio matemético. La
semantica axiomética se basa en darle sentido a los programas por las propieda-
des que ellos cumplen. Mientras que la semantica operacional se basa en definir
el comportamiento de los programas mediante una relacion de ejecucion (Pitts
2002]).

Resumimos estos enfoques de la siguiente manera:

Semantica Axiomatica define a los programas como las propiedades que

37
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estos cumplen.

Semantica Denotacional define a los programas como su interpretaciéon den-
tro de un dominio seméantico, es decir, como su denotacién.

Semantica Operacional define a los programas como su ejecuciéon en una
maquina abstracta o una relacién de evaluacion.

Semantica Axiomatica Dentro de la seméntica axiomética, la equivalencia
de programas se define como la equivalencia entre las propiedades que estos
cumplen. El mayor ejemplo de seméntica axiomatica es la 1ogica de Hoare (Hoare
1969), donde a un programa C' € Prog se lo nota de la siguiente manera con
predicados P, Q:
{P}C{Q}

Dicha tripleta de elementos le otorga una definicién seméntica a C' como el
programa que dada la pre-condicion P, luego de la ejecucion de C, se alcanza
una post-condicion Q.

Al definir la semantica de los programas como las propiedades que estos
cumplen, en particular, la relaciéon entre el pre-estado y el post-estado, podemos
entonces definir que dos programas son equivalentes si cumplen las mismas
propiedades.

Definicién 4.0.1 (Equivalencia de Hoare). Sean A, B dos programas. Decimos
que A y B son equivalentes si para toda pre-condicion Py post-condicion @Q se
cumple que:

{PrA{Q} — {P}B{Q}

Este enfoque se basa en probar propiedades de los programas, pero no
de su ejecucion. Sin embargo, es posible aumentar el poder expresivo de las
tripletas de Hoare e introducir relaciones entre programas, presentando un
modelo Relacional de la logica de Hoare (Benton |2004)). Esto permite expresar
relaciones de equivalencia dentro del mismo marco axiomatico, lo que permite el
desarrollo de técnicas mas avanzadas para establecer relaciones entre los costos de
programas (Cicek et al. 2017)). De todas maneras, y a diferencia de la seméantica
operacional, el costo de los programas y operaciones se asignan mediante
una codificacion o interpretacion de los mismos en el modelo axiomatico. En
otras palabras, no es un modelo emergente de la misma evaluacién, sino una
interpretacion del observador sobre la evaluacion del lenguaje.

Semantica Denotacional La seméantica denotacional de los programas se
encarga de identificar programas con elementos dentro de alguna estructura
o teoria matematica. Este enfoque permite, una vez mapeados los elementos,
utilizar todo el poder de la matemdtica u otras posibles técnicas dependiendo
de la teorfa matemaética utilizada. En este caso la equivalencia entre programas
se traduce en equivalencia entre las denotaciones que se les asigna a cada uno
de los programas.

De nuevo tenemos el mismo problema que con la semantica axiomaética,
la propiedades de la evaluacién de términos o ejecuciéon de programas son
introducidas un tanto artificialmente ya que no son propiedades emergentes de
la misma, no hay nocién de ejecucién o evaluacion, sino que se pueden llegar a
introducir dentro del modelo de forma axioméatica (Van Stone 2003).
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Semantica Operacional La semantica operacional le otorga significado
a los programas mediante la observacion de su evaluaciéon o ejecucion. Al
poder observar la evaluacion de los programas resulta intuitivo relacionar
aspectos de la misma, como el costo necesario para alcanzar un valor. Aunque,
lamentablemente, también hace que el enfoque pueda llegar a ser demasiado
concreto, si lo pensamos desde el punto de vista de los programas, ahora estos
dependen de su evaluacion, y esta, de una maquina concreta.

Las nociones seméanticas antes nombradas son simplemente las més clasicas
del area pero no son las tnicas. Para dar un ejemplo, también se encuentra
la seméntica basada en juegos (game semantics), donde los programas se
interpretan como las estrategias de un juego entre los diferentes agentes del
sistema (Abramsky y McCusker [1999).

Cabe destacar que todos los enfoques utilizan técnicas de los demas e incluso
intentan describir propiedades que parecen ser exclusivas de algiin modelo
particular. Un ejemplo claro es la nocién de costo de evaluacion de un programa,
siendo esta una propiedad intensiva y emergente de la evaluaciéon o ejecucion
de un programa.

En esta tesis nos concentramos en utilizar conceptos de seméantica operacional
incorporando ademaés précticas y herramientas de seméntica denotacional. Nues-
tro objetivo es el estudio de propiedades intensivas resultantes de la ejecucion
de los programas, por lo que utilizaremos nociones de semanticas operacionales,
pero a su vez también vamos a identificar programas con elementos dentro de
un dominio seméantico que sea capaz de interpretar los efectos del lenguaje. Por
ejemplo, al momento de estudiar programas probabilisticos identificaremos a los
programas como una sub-distribucién de probabilidades que computan valores
con cierta probabilidad.

La nocién de equivalencia entre programas es también relevante no solo para
areas teodricas, como las nombradas en los parrafos anteriores, sino también para
areas relacionadas con la practica de programacion o con el area de compiladores.
Estas areas utilizan la nocién de reescritura de programas, ya sea con el objetivo
de simplificar la depuracion de programas, la generacién de casos de pruebas, o
incluso con el énfasis de optimizar programas.

En lo que resta del capitulo exploramos diferentes definiciones de equivalen-
cias entre programas, clasicas dentro del area de semantica operacional, que
utilizamos a lo largo de la tesis. Para profundizar en este tema recomendamos
al lector consultar el articulo presentado por Andrew Pitts (2002).

4.1. Equivalencia Contextual

Intuitivamente, dos términos M y M’ son contextualmente equivalentes si
cualquier ocurrencia de M puede intercambiarse por la de M’ sin afectar el
resultado final. Para poder dar una definicion formal de dicho concepto intuitivo,
deberemos primero formalizar dos nociones:

= cémo los programas son evaluados y asi poder hablar del resultado final,

= cuales son las observaciones que se realizan sobre el resultado de las

evaluaciones, es decir, definir que significa que el resultado final no ha
sido afectado.
El primero podemos resolverlo definiendo la seméantica operacional del lenguaje,
o en concreto mediante una relacién de evaluacién, mientras que el segundo,
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incluye definir qué propiedades queremos observar de la evaluacion de los mismos.
Esta tesis se basa en explorar cémo observar propiedades de la evaluacion de
programas, sus efectos, y dentro de ellos, como poder incorporar la nocién de
mejora mediante la adicion del costo de la evaluacion.

Para fundamentar la nocion de equivalencia contextual es natural introducir
primero la nocién intuitiva, aplicable a diferentes ambitos de la ciencia, de
comportamiento observacional o el concepto de identidad de los indiscerni-
bles (Leibniz 1989).

Definicién 4.1.1 (Identidad de los Indiscernibles). La identidad de los indis-
cernibles define que dos elementos son equivalentes si y solo si ante todo juicio
lo son.

En simbolos tenemos que dados z,y, x = y, si y solo si, para todo predicado
P, P(z) < P(y).

Este mismo concepto se esparce por el mundo de la ciencia tomando diferentes
formas aunque todavia, en la ciencias experimentales, sigue siendo un foco de
discusion (Forrest [2020)).

Volviendo a nuestro topico, vamos a juzgar y a realizar inferencias al observar
el comportamiento de la evaluacion de términos. A diferencia de los conceptos
puramente matematicos, la computacion incluye el mecanismo por el cual los
términos son evaluados, por lo que vamos a querer observar como se computa
el resultado de la evaluacién y no simplemente la igualdad en la veracidad
de un juicio. En otras palabras debemos ser precisos al momento de definir
los predicados que utilizaremos al momento de instanciar la definicion de la
identidad de los indiscernibles.

Contextos

Definimos la nociéon de contexto como un término del lenguaje con la
posible presencia de un agujero, aunque éste puede aparecer mailtiples veces.
Conectando con la Definicion los contextos reemplazan la construccion de
los predicados, aunque como resultado tendremos programas sin evaluar, y no
formulas que son verdaderas o falsas, lo que indica que nuestro trabajo todavia
no ha terminado.

Definicion 4.1.2 (Contexto). Formalmente definimos a los contextos del
lenguaje como dos categorias sintdcticas, contextos valores y contertos términos,
de la siguiente forma:

vV, W =z | (Az.C)
C,D n=[—]|ret(V) | (VW) |let t =C in D

Lo que define dos categorias de contextos:

Contextos Valores : contextos en los que el agujero se sittia en la posicion
de un término pero que al ser rellenado define un valor

Contextos Términos : contextos en el que el agujero se sitiia en la posicién
de un término pero que al ser rellenado define un término.
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En lo que sigue de la tesis, a menos que sea necesaria la aclaraciéon llamaremos
a ambos tipos de contextos simplemente contextos.

Representamos al agujero con el simbolo [—], a su vez todos los términos son,
simplemente, contextos término sin la ocurrencia del agujero [—]. Esta definicion
nos permite tener contextos que tengan un solo tipo de agujero, aunque éste
pueda tener miltiples apariciones.

Definicién 4.1.3 (Llenado de Agujeros). Sea C un contexto término, y M € A
un término. Definimos la operacion de llenado de contexto C[M] € A como el
término resultante de reemplazar todas las apariciones del agujero [—] por el
término M.

Sea V un contexto valor, y M € A un término. Definimos la operacion de
llenado de contexto VIM] € V como el valor resultante de reemplazar todas las
apariciones del agujero [—] por el término M.

En otras palabras, el llenado de agujeros es una substitucién donde se
permite la captura de variables libres. Mas atn, formalizamos la idea de que las
variables libres de los términos son establecidas por el entorno de un término
(el contexto) y no por el término en si. Esto establece una gran diferencia
con la substitucion estandar del calculo lambda utilizada en la S-reducciéon
donde se utiliza una substitucién que no capture variables libres manteniendo
la « equivalencia entre términos. Adicionalmente utilizamos el mismo operador
para la composiciéon de contextos, sean C,ID dos contextos, y ¢ un término:

(CD][t] = C[Dt]]

Definimos la substitucion del simbolo [—] por un término de la siguiente
forma:
M) = =z
Az.C)M] = Xz.(C[M])
[-lM] = M
ret(V)[M] = ret((V[M]))
(VW)[M] = (V[M]) (W[M))
(let z =C inD)[M] = let x = (C[M])in (D[M])

Podemos ver con un ejemplo que el llenado de agujeros no preserva la relacion
de a-equivalencia entre términos. Es decir, que la nocién de a-equivalencia entre
contextos no se traduce directamente de la a-conversién de términos y valores
dentro del lambda calculo.

Ejemplo 4.1.1. Sean x,y € V dos variables distintas, podemos entonces pensar
en definir dos contextos valor a-equivalentes como X x . [—=]=X X\ y . [-], pero si
llenamos el agujero con el mismo término obtenemos dos valores que no son
a-equivalentes:

(A z . [-][ret(z)] = A = . ret(z)Z X = . ret(y) = (A y . [<]])]ret(x)

En otras palabras, la operacién de llenado de contextos puede romper la
relacion de a-equivalencia, y por ende, hay que ser cuidadosos al momento de
utilizarla. Por suerte no todo esta perdido, y podemos ver que la composiciéon de
contextos si respeta a-equivalencia, ya que es facil probar que llenar contextos
con contextos a-equivalentes resultan en contextos a-equivalentes, sean Cy, Cy, C

contextos:
Cl EQCQ — (C[(Cl]Ea(C[(CQ]
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De esta manera podemos mantener la relacion de a-equivalencia en estos
contextos. Adicionalmente, es posible formalizar estos conceptos utilizando el
concepto de function variables y substitution of meta-abstractions for function
variables (Pitts|1994)), donde se definen nuevas variables para los agujeros y una
substitucion de estas variables por términos anotando las variables que estan
ligadas.

Podemos incluso utilizar la nocion de algebra libre (Definicion [2.2.6) para
definir los contextos y el operador de llenado de agujeros. En otras palabras,
los contextos son simplemente arboles de sintaxis abstracta que se pueden
extender mediante la operaciéon de llenado de agujeros, donde podemos utilizar
el conjunto unitario para definir un tnico agujero.

Aproximacién Observacional

Tomando la relacion de evaluacion de términos definida en la Seccion [3-3]
tenemos las herramientas necesarias para definir la aproximacién observacional.
Continuando con la definicion de la identidad de los indiscernibles, lo que nos
queda entonces por establecer es qué esperamos observar de la evaluacion de
los términos. Debido a que los programas son definidos como términos cerrados,
los valores resultantes de la evaluacion (en caso de que lo haya) seran cerrados;
en otras palabras, seran abstracciones (Definicion . Lo que observamos
es que la evaluacién de un término alcance un valor, o en otras palabras, que
converja a un valor.

Para simplificar la escritura definimos la siguiente notacion.

Notacidén 4.1.1. Notamos utilizando directamente el operador de la relacion de
evaluacion cuando un programa converge. Sea M € Ay decimos que M converge,
M ), si existe W € Vy yn €N tal que: M |, 1y(W). En simbolos:

M =3W e Vy,neN,M |, (W)

De esta manera, utilizando contextos y la convergencia de la evaluacion,
podemos definir completamente la aproximaciéon observacional de términos.
Volviendo a la definicion intuitiva dada al comienzo de la seccion: dos términos
son equivalentes, si y solo si, estos pueden ser intercambiados en todo contexto
sin observar ninguna diferencia. En otras palabras, la nocion de comportamiento
que se observa es la de terminacién conocida como la equivalencia contextual
de Morris (Plotkin [1977).

Definicién 4.1.4 (Aproximacion Observacional). Sean M, N dos términos.
Decimos que M aproxima observacionalmente a N si y solo si para todo contexto
C que cierra a los términos M y N, C[M],C[N] € Ag , si C[M] |}, entonces
C[N] J.

Cuando un término M aproxima observacionalmente a otro N lo notamos
como M CT N. De la misma forma podemos definir cuando un valor aproxima
a otro: mientras que cuando un valor V' aproxima observacionalmente a otro W
lo notamos como V T W. Utilizaremos el simbolo (C) para ambas relaciones
aclarando a cual nos referimos en caso que sea necesario.

En los ejemplos que se muestran a continuacién asumimos que contamos con
una implementacién de niimeros naturales y sus operadores dentro del lenguaje
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més un operador ternario ifz(M, N, S) cuya evaluacion equivale a la evaluacion
de N si M evalta a 0, o a la evaluacion de S si M evalia a un numero distinto
de 0.

La relacion de aproximacion observacional no es simétrica, ya que podria ser
el caso que M esté menos definido que N. Por ejemplo, tomemos el siguiente
término:

Fact =X f.ret(A n.ifz(n,1,(let x = predn in (let r = fx in n*r))))
Intuitivamente, tenemos que:

Fact(A z . Q) CFact?(Az.Q)C...
...CFact" A z.Q)CFact"™ (A z.Q)C...C ZFact

Donde Z es el operador de punto fijo del calculo lambda, definido a continuacion:
Z=Xf.Az. fAy.letz=zzxinzy)Az.f(Ay.let z=zxzin zy))

Utilizamos el operador Z en vez del mas utilizado operador de recursion Y
va que la evaluacion de términos es eager.

Finalmente definimos la equivalencia observacional entre términos simple-
mente como la conjuncién de que un término aproxime al otro, y vice versa.

Definicién 4.1.5 (Equivalencia Observacional). Dados dos términos M, N € A
decimos que son observacionalmente equivalentes:

M~N < MCNANCM

Lamentablemente, una definicién tan intuitiva deja de lado muchas sutilezas.
La mayor complicacion es la cuantificacién universal sobre los contextos, donde
por ejemplo, se tienen en cuenta contextos que no poseen agujeros, y por ende,
la observacion es la misma. Adicionalmente, las relaciones observacionales, al
cuantificar universalmente sobre los contextos que observan las expresiones,
hacen que probar que un término aproxima a otro sea dificil, mientras que
mostrar que no es asi es mas sencillo. Necesitamos simplemente presentar un
contexto que los diferencie. Esto podemos verlo con un ejemplo.

Ejemplo 4.1.2. Con el fin de proveer un ejemplo intuitivo, primero definimos
algunas construcciones utiles. Suponemos que tenemos disponible una codifica-
cion de booleanos. Es decir, los valores true, false representando verdadero y
falso respectivamente, mds un operador ternario (V? M : N) de forma tal que
la evaluacion del operador se comporta como M stV es true o como N st 'V
es false.

0 = X f.ret(Xz.ret(2))
succ = An.ret
A f.ret
A z.ret(let nF =nfinlet nFZ = nF z in fnFZ)
isZero = An.let nF =n (X q.false) in nF true

Podriamos suponer felizmente que el sucesor de cualquier nimero no puede ser
cero, y escribirlo de la siguiente forma:

let sz = (succz) in (4sZerosz) ~ false
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Pero no es el caso, ya que tenemos un contexto que observa un comportamiento
diferente entre los términos:

C=let z=ret(Aa.ret(Ab.let az=a0 in (az?ret(d):Q))) in [-]

El contexto C fue fabricado a propdsito para mostrar que la evaluacion de un
término converge mientras que la del otro diverge, y asi mostrar que no son
observacionalmente equivalentes. FEsto lo podemos hacer dado que la evaluacion
de términos fuerza la evaluacion del término succz. El ejemplo puede resultar
complicado y artificioso, ya que depende directamente de cdmo es la evaluacion de
términos, en nuestro caso, la semdntica operacional. La derivacion la dejaremos
a cargo del lector, pero vamos a observar rapidamente que sucede. Si llenamos
el agujero con el valor false el resultado de la evaluacion es directamente el
valor false.
[Cfalse]] = ¢;(false)

Mientras que si llenamos el agujero con el término que valida que el sucesor
de la variable © no es cero, llegaremos a que es equivalente a la convergencia de
Q.

[C[let sz = succx in isZero si]] = []

FEsto se debe a que la variable x estd libre en el término, y por ende, esta
puede ser manipulada por el contexto. Este tipo de problemas se pueden evitar
introduciendo un sistema de tipos que fuerce a que el contexto solo pueda
instanciar r con valores naturales definidos dentro del ejemplo.

En el caso de que podamos tener computaciones siguiendo la estrategia de
evaluacion de CbN, el contexto que utilizaremos es distinto, y en este caso,
més sencillo. Ya que el operador succ es estricto, dentro del modelo de CbN,
podemos hacer que la evaluacion diverja con un contexto que directamente
defina a la variable libre z como €2, como por ejemplo el siguiente contexto.

C=let z=Qin [-]

En realidad lo que queremos escribir en la equivalencia del Ejemplo [1.1.2]
es que si x es un término que converge a la representaciéon un nimero natural,
entonces si deberiamos poder mostrar la equivalencia.

Este razonamiento podemos aplicarlo al lenguaje de programacion Haskell.
El lenguaje Haskell presenta un término que representa el valor indefinido,
aunque no diverge su evaluacion sino que termina abruptamente la ejecucion
del programa. Haskell es un lenguaje de programacion perezoso por lo que sigue
una estrategia de evaluacion CbN, y define el término undefined :: Va.a, que
se comporta como el término 2. En otras palabras, es un simbolo especial que
al ser evaluado se aborta la ejecucién, podemos detectar la divergencia.

De todas maneras, esto establece que la evaluacion de los programas impacta
levemente en las estrategias a utilizar para distinguir términos. En una evaluacion
CbN, utilizamos variables libres y operadores estrictos para discernir entre
valores o términos cuya evaluaciéon no converge. Mientras que en el caso de
evaluadores CbV los contextos solo pueden ligar las variables libres a valores, y
por ende, no se puede utilizar la misma técnica que en CbN, pero, todos los
operadores son estrictos por definicion y podemos inducir la divergencia de la
evaluacion. En este tultimo caso la construcciéon de contextos que se presenten
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como testigos para mostrar que dos términos no son equivalentes se vuelve
una tarea méas complicada, pero en general es posible obtener una resultado
similar. Esto da lugar a la siguiente pregunta: ;cémo podemos estar seguros
que los contextos, en conjunto con la evaluacion, son suficientes para observar
las equivalencias que buscamos? No es ninguna sorpresa que la equivalencia
dependa entonces de lo que observamos sobre la evaluacion. La relacién entre
las observaciones que hagamos sobre la evaluacién de términos es lo que nos
permitira en esta tesis introducir la nocion de costos. Ademés de observar el
fenémeno de la convergencia en la evaluacion de términos, observaremos otros
efectos, entre ellos el costo necesario para evaluar un término.

Propiedades de la Equivalencia Observacional

Ya con la definicién de equivalencia observacional, podemos desarrollar su
teoria, i.e. propiedades que nos ayudaran a establecer facilmente equivalencia
entre términos. Por la naturaleza de la definicién de equivalencia observacional
(Definicién [£.1.5)), es relativamente facil saber cuando dos términos no son
observacionalmente equivalentes, simplemente basta con dar un contexto testigo
que discierna entre ellos.

Lamentablemente, es complicado tener que mostrar que dos términos son
equivalentes, ya que hay que hacerlo para todo contexto. Para solucionar este
problema se presentan una serie de propiedades que facilitaran las pruebas de
equivalencia o aproximacién observacional de términos.

Sean M, P,Q € Ay términos cerrados y U, V, W € V), valores cerrados:

MCEM (4.1)
(MEPAPEQ) = MLCQ .

(MCPAPCM) = M=~P (4.3)
MCP = Az. MCAXz.P (4.4)
PCQ — letz=PinMCletx=Q in M (4.5)
PCQ = letz=Min PClet z =M in Q (4.6)
VEW = VUCWU (4.7)
VEW = UVCUW (4.8)
VCW = ret(V)LCret(IW) (4.9)

Las propiedades [{.Tj4.3] se desprenden directamente de las definiciones de
aproximacion y equivalencia observacional. Mientras que el resto se pueden
probar facilmente ya que cada propiedad se puede escribir como PC Q =
C[P] C C[Q].

Otras propiedades interesantes surgen de la relaciéon entre la substitucion,
mecanismo béasico de la evaluacién, y la aproximacién observacional:

VCW = Mz :=V]|C Mz :=W] (4.10)
MCN = M[z:=V]C Nz :=V] (4.11)

En el caso de la propiedad [f.11] no sigue el patrén de las anteriores, ya
que no se puede reescribir simplemente como un contexto, pero representa la
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conexion entre la aproximacion observacional y la evaluacion de términos dentro
del lenguaje.

Mas atn, la B-reduccion define términos equivalentes, al igual que el operador
let, como podemos ver a continuacion:

Az . M)V =Mz :=V] (4.12)
let x =ret(V) in M ~ Mz := V] (4.13)

El hecho que la S-reduccioén y la evaluacion de la construccion let sean validas
se sigue de la caracterizacion de C en términos de bisimilaridad del lenguaje que
daremos en la siguiente seccion. La relacion de bisimilaridad se define utilizando
la evaluacion de los términos, y nos permite probar facilmente propiedades sobre
diferentes términos sintacticos (cerrados) pero que su evaluacion se comporte
de forma similar.

Finalmente, presentamos dos propiedades extensionales de la aproximacion
observacional.

Az . NCAx.M << VYVeV Nz:=V|CMz:=V]

M,NeA@),MCN <= YW, Va,...,V, €V, M[z:=V|CN[E:=V]

La primera relaciona las aproximaciones observacionales, sobre términos
y sobre valores, mientras que la segunda permite explicitamente intercambiar
apariciones de variables libres por valores. Lo mismo se podria lograr introdu-
ciendo las substituciones mediante construcciones let, aunque esto generaria
una cadena de substituciones sucesivas que podrian llegar a reemplazar variables
que originalmente estaban libres en los valores V; con 1 < i < n.

El término 2 es uno de los menos definidos de todos los programas. En
simbolos tenemos que para todo término cerrado M:

QC M

Esto se desprende de la definiciéon de aproximacion observacional donde lo que
se observa es la terminacion de la evaluaciéon. Intuitivamente para cualquier
contexto que evalie el agujero, la evaluacion diverge, y en el caso que no lo
evalie los términos seran equivalentes. En la siguiente secciéon definimos una
relacion que nos permitira probar formalmente que € es uno de los términos
menos definidos.

Podemos introducir operadores de punto fijo, y por ende, recursiéon dentro
del lenguaje. En este caso trabajaremos la recursion de la misma manera que
se hace dentro de la seméantica denotacional, proveyendo un punto fijo sobre la
iteracion del cuerpo de la funcion. Donde podemos definir el operador fix como
el iterador Z

fixe F=Z(Ax.F)

Es posible continuar probando propiedades sobre las funciones recursivas
introduciendo la nocién de continuidad sintactica (sintactic continuity) (Pitts
2002), pero ya escapa el alcance de la tesis.

4.2. Aproximacion Aplicativa

Probar que dos términos son observacionalmente equivalentes es complejo.
Involucra probar para todo contexto que los términos se comportan igual,
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incluso en contextos que no tienen agujeros o que no los evalian. Una forma
de simplificar la prueba es analizando cuales son los contextos que realmente
importan, definiendo un nuevo preorden entre términos que solo tenga en
cuenta los contextos que utilizan sus agujeros. De todas maneras, queremos
mantener el nivel de expresividad, por lo que primero reducimos la definicién a
los contextos que utilizan los agujeros y luego probaremos que es suficiente. Para
esto utilizaremos una técnica creada por Abramsky (1990), y en esta seccion
presentaremos un resumen de su trabajo adaptado al lenguaje vehiculo.

A su vez, debido a que nuestro lenguaje no alcanza formas normales sino
mas bien formas normales débiles, es decir, que no evalia debajo de las expre-
siones lambda, tenemos que ser precavidos al momento de definir nociones de
equivalencia entre programas. Podemos ver el problema concretamente en un
ejemplo.

Ejemplo 4.2.1. En las teorias estdndares del cdlculo lambda, donde se evalian
los términos debajo de las abstracciones, nos encontramos con que:

Q=ret((Az.Q))

ya que ambos términos divergen en dichas evaluaciones. Pero dentro de nuestras
definiciones la expresion ret(A x . Q) es de hecho un término (cerrado) que
evalia a un valor (A x . Q), que solo una vez que sea aplicado a un argumento
su evaluacion no convergerd.

Para resolver esta divergencia entre las teorias o presentaciones estanda-
res del calculo lambda, Abramsky, presenta una nociéon llamada Applicative
Transition Systems, como puente para unir las nociones estandares con nociones
de concurrencia y otras nociones computacionales. En particular, presenta lo
que se conoce como simulacién aplicativa.

Nos concentramos en la evaluacién de términos, en particular, utilizamos los
términos que pueden ser evaluados, en otras palabras, en términos cerrados. A
su vez, los programas cuya evaluacién no diverge, alcanzan valores cerrados, es
decir, lambdas abstracciones. Las lambda abstracciones pueden ser interpretadas
como funciones anénimas, que guidndonos por la semantica toman un argumento
y nos retornan un nuevo término. Lo que nos lleva entonces a preguntarnos
como podriamos comparar funciones. Las matemaéticas ya nos dan una solucién,
de forma extensional:

Definicién 4.2.1 (Principio de Extensionalidad). Dadas dos funciones mate-
mdticas f,g: A — B, decimos que son extensionalmente equivalentes si y solo
st para todo a € A tenemos que f(a) = g(a).

En nuestro caso con las lambdas abstracciones podemos hacer lo mismo,
aunque tenemos que tener cuidado en no caer en un razonamiento circular.
Una vez que apliquemos las lambdas abstracciones a un mismo argumento,
obtenemos como resultado dos nuevos términos: ;Cémo comparamos éstos
nuevos términos?;Podemos volver a usar la misma nociéon de aproximacion
aplicativa?. Para evitar caer en un razonamiento circular sin sentido, definimos
la intuicién de comparacion extensional de valores recién mencionados en una
operacion monotona y utilizamos el teorema de Knaster-Tarski (Teorema
para encontrar el punto fijo de dicho razonamiento.



48 CAPITULO 4. EQUIVALENCIA ENTRE PROGRAMAS

Podemos pensarlo como un experimento de la evaluacién de términos. Dado
un término cerrado M, el tinico experimento que podemos hacer es evaluarlo
y ver si converge a una abstraccion A z . M. Si lo hace, podemos llevar el
experimento a un segundo nivel, tomar un término Ny, y realizar el mismo
experimento con (A x . M7) Ny, y asi sucesivamente. Lo tinico que se observa en
cada paso es el hecho de si la evaluacién converge, no se exploran los términos
o valores alcanzados. De esta manera podemos ir realizando experimentos
a diferentes niveles de profundidad, observando en cada experimento que la
evaluacion de los términos converge.

Definicion 4.2.2 (Extension Aplicativa). Sea R una relacion entre términos
cerrados. Notamos como ﬁ a la extension aplicativa definida como:

VEW — YU eV, VURWU

Definicion 4.2.3 (Aproximaciéon Aplicativa). Sean M y N dos términos
cerrados. Decimos que M aprozima aplicativamente a N, MCTAN si y solo si
siempre que exista un valor cerrado V tal que M |, 1;(V') para algin n € N
entonces existe un valor cerrado W tal que N |, v;(W) para algin m € N y

VEW.

Podemos extender la relacion a términos abiertos de la siguiente forma, sean
M,N € A:
MC_N =Vo: Var - Vo, Mo C No

Donde Mo es la operacion de substitucion de toda variable libre x € FV(M)
por el valor o(x). Es decir, es posible extender la relacién a términos abiertos
simplemente cuantificando para toda substitucion posible.
Finalmente definiendo la nocién de bisimulacion como la aproximaciéon
aplicativa mutua:
M~N=MC ,NANNC,M

Para ver efectivamente que la definiciéon de simulacién aplicativa esté bien
fundada utilizamos un operador mono6tono y el teorema de Knaster-Tarski (Teo-
rema. A modo de repaso, en el Capitulo |3} ademés de definir la sintaxis
de nuestro lenguaje, definimos una nocién de evaluacién mediante una familia
de relaciones de evaluacion que van aproximando el valor asignado a un término.
En particular caracterizamos la relacion de evaluacion como [—] : Ag — Vo + L.

Definicion 4.2.4. Definimos el siguiente operador entre relaciones:
O (AO X AO) X(VO X Vo) — (A() X AO) X (Vo X V())

Donde, sean Ry, Ra dos relaciones entre valores y términos cerrados res-
pectivamente.

Ov(Ra,Ry) = {(V,U):YW €V,,VW Ry UW}

OA(RA,Ry) = {(M,N):VU€Vo,M U
— W eV, NI WAU Ry W}

Definimos el operador de la siguiente manera O = (O, Op).
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Veamos que el operador recién definido es en efecto mondtono respecto a la
inclusion en el reticulado completo de pares de relaciones entre dos conjuntos.

Lema 4.2.1. El operador O es mondtono.

Demostracion. Sean A, B C Rel(Vy), P,Q C Rel(A) tales que AC BAP C Q.
Veamos entonces que

O(A,P) € O(B,Q)

Podemos separar la prueba en dos casos: por un lado que la contencién entre
las relaciones resultantes en los conjuntos de valores se mantiene, Oy (A, P) C
Oy(B,Q), y por otro, que la contencién entre las relaciones resultantes en los
conjuntos de términos también se mantiene, O (A, P) C Oa(B, Q).

= Primer caso: Oy (A, P) C Oy (B, Q). Sean W, U valores cerrados tales que
W Oy (A, P) U. Por definicion de Oy (A, P), para cualquier valor cerrado
V, (WV) P (UV). Por P C @, para todo valor cerrado V, (WV) Q
(UV). Finalmente concluimos, por su definicion, que W Oy, (B, Q) U.

= Segundo caso: Op (A, P) C Ox(B, Q). La prueba es similar al caso ante-
rior, partimos de dos elementos relacionados, aplicamos la definiciéon del
operador y utilizamos la hipotesis que A C B. Sean M, N € Ag, tales que
M Op(A, P) N. Por definicion de la relacion Op (A, P), se tiene que para
todo valor W € Vy, M || W, existe un valor U € Vy, N || U y ademés
W A U. Sabemos por hipotesis que A C B, por lo que W B U. Por lo
tanto M O (B, Q) N.

Por lo que el operador O es mondétono. O

Al ser el operador monotono y los conjuntos ordenados por contencion un
reticulado completo, tenemos por el teorema de Knaster-Tarski (Teorema |2.1.6))
la existencia del menor punto fijo y el mayor punto fijo. Notar que los puntos
fijos son aquellos que dan una solucién a las ecuaciones que se plantearon en la
definicién de Aproximacion Aplicativa (Definicion [4.2.3). jAhora cual de los
dos es el que queremos?

Por un lado tenemos que el menor punto fijo es el par de relaciones donde
se caracterizan los términos cuya evaluacion diverge o convergen a valores
que al ser aplicados divergen. Esto es debido a que el operador O relaciona
términos observando la convergencia de su evaluacion y utilizando el operador
logico de implicaciéon. En caso de que el antecedente de falso, significando que
la evaluacion diverge, el consecuente no necesario. Mecanicamente, el menor
punto fijo esté caracterizado por la aplicaciéon sucesiva del operador O al par
de relaciones vacias.

(0,0) C O0,0) CO*,0) C ... C |_| o™ (0,0)

neN

Comenzamos por la primer aplicacion del operador.

Ov(®,0) = 0
OA(0,0) = {(M,N) € Mo x Ao |MIe(L)}

Definimos a al conjunto de términos cerrados cuya evaluacién diverge como
Dy ={M € Ao | M | +,(L)}. Reescribir el resultado de la aplicacion del
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operador O al par de relaciones vacias como: O(0, 0) = (Dp x Ag, D). Si volvemos
a aplicar el operador al resultado anterior, O(O(0,0)), obtenemos las siguientes
relaciones:

Ov(Da x Ao,B) = {V,W € Vo |YW € Vo, VW Dy x Ag U W)}
Ona(Dp x Ao, 0) = Dp x A

Definimos el conjunto de walores divergentes como aquellos valores que ante
cualquier argumento su evaluacion diverge: Dy ={V € Vo | VW € V), VIV €
Dy}. Utilizando el conjunto de valores divergentes, la segunda iteracion de la
aplicacion del operador de relaciones aplicado al par de relaciones vacias resulta
en dos relaciones que caracterizan a los términos que cuya evaluacién diverge y a
valores que al ser utilizados su evaluacion diverge, O%(0, 9) = (Dj x Ag, Dy x Vy).

Si seguimos aplicando el operador O a las relaciones resultantes, lo que
estamos es continuar observando la divergencia de términos tal como lo define
la definicion aplicativa de Abramsky. Observamos los términos divergentes en la
evaluacion, luego los valores cuyas evaluaciones divergen al ser aplicados, luego
adicionamos los términos que convergen a un valor que al ser aplicado diverge,
y asi sucesivamente. Cada vez que aplicamos el operador agregamos un nuevo
nivel de observacion de “términos cuya evaluacion converge a un valor que al ser
aplicado cae en la observacion anterior”. Los conjuntos de términos y valores
divergentes los podemos caracterizar como una familia de conjuntos expresando
el nivel de observaciones que realizamos.

Dp = {M,NeAy| MUV = NIUA(V,U)e D'}
Dy = {V,U €V, |YW €V, (VW)DY HUW)}

Con los casos bases como las relaciones vacias: DY, = D} = ().

Dado que el menor punto fijo del operador define relaciones ligadas a términos
cuya evaluacion diverge, no presenta un caso de estudio util.

El mayor de los puntos fijos nos otorga ademas una definiciéon coinductiva de
la relacién y con ella un principio de coinduccion. Este resultado se desprende
del Teorema [2.1.6] y es la caracterizaciéon del mayor punto fijo como la menor
cota superior de los post-puntos fijos.

Decimos que el par de relaciones R = (Ry, Rr) es una simulacion aplicativa
si R C O(R); definimos la relacién (doble) de aproximacion aplicativa como:

cA= U{R | R es una simulacion aplicativa }

Donde tenemos en realidad dos relaciones de aproximacién, una para cada
categoria sintactica. Si reemplazamos los simbolos por sus definiciones tenemos
una definicién de aproximacién aplicativa como pares de relaciones, una para
términos y otra para valores del lenguaje. Como resultado tenemos la relacion
de aproximacion aplicativa definida coinductivamente dada a continuacién.

Definicién 4.2.5 (Aproximacion Aplicativa como pares de relaciones). Defini-
mos las relaciones (<y) C Vo x Vo y (<a) € Ag X Ay como:

V<y W = YUV, VU <y WU
M<AN < YWeV, M|V = IWe Vo, NI WAV <y W

Donde T4 = (<y, <n)
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Inspeccionando la definicion de aproximacion aplicativa dada al principio de
la seccion (Definicion se puede ver que es equivalente a la definicion de
aproximacion aplicativa como pares de relaciones. Al definir la aproximacion
aplicativa como la unién de todas las simulaciones aplicativas, i.e. coinductiva-
mente, para mostrar que dos términos estan relacionados basta entonces con
dar una simulacién aplicativa que haga de testigo.

4.3. El Método de Howe

Un propiedad que toda nocién de equivalencia entre programas debe tener
es la propiedad de ser una congruencia y, bajo ciertas condiciones, que la
simulacion aplicativa estd contenida en la equivalencia observacional. Una
relacion congruente entre términos del lenguaje nos indica que es compatible
con las construcciones sintécticas del lenguaje. En particular, nos facilita el
razonamiento ecuacional permitiéndonos utilizar transitividad para probar
equivalencia entre varios términos, y por sobre todo, la capacidad de reemplazar
iguales por iguales.

El enfoque utilizado por esta tesis es el de definir una nocién de equivalencia
de programas de forma coinductiva basada en la nocién de bisimulaciéon, por lo
que, no es tan facil ver que sea una congruencia.

En esta secciéon presentamos el método de Howe para mostrar que la relaciéon
de equivalencia definida de forma coinductiva es efectivamente una congruen-
cia (Howe [1989).

El método de Howe fue muy utilizado luego de la definicién de simulacion
de Abramsky (1990)), fue extendido a lenguajes con alto orden (Pitts |2012),
y mas recientemente, a lenguajes con una cantidad de constructores arbitra-
ria (P. B. Levy 2006)). En particular, esta altima extension da lugar a que en este
trabajo podamos saltarnos la limitacion original de tener una cantidad finita de
constructores del lenguaje y poder trabajar directamente con signaturas con
una cantidad numerable de constructores.

En esta seccion explicaremos brevemente el método utilizando el lenguaje
presentado en el Capitulo [3] A diferencia de la presentacion original nuestro
lenguaje no es de tipo lazy, pero la definicion de aproximacion aplicativa (Defi-
niciéon es la misma.

Introducimos una forma de extender una relacién entre términos cerrados a
términos abiertos.

Definicién 4.3.1. Dada un par de relaciones (Rp, Ry) entre términos y valores,
y un conjunto de variables T C V. Definimos la extension de (Ra,Ry) a
términos abiertos con variables libres en T donde dos términos M, N € A(T)
estan relacionados

T M RN

st y solo si, para todo valores cerrados Vi,...,V, € Vg, tenemos que:

M[z:=V]|R N[z :=V]

Definiciones sobre relaciones abiertas Podemos entonces definir las si-
guiente propiedades sobre relaciones abiertas. Sea R = (Rx, Ry ) una relacion
entre términos y valores, y T un conjunto de variables en V.
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= La relacion R es simétrica si y solo si para todo par de términos M, N €
A(Z) tenemos que:

TFMRN —= TFNRM

= La relacion R es transitiva si'y solo si para todo terminos M, N, S € A(T)
tenemos que

TFMRNANZFNRS = ZFMRS

= Larelacion R es compatible siy solo si los siguientes predicados son validos
conzT CV:

e YrexzxkFxz Rz

o Vxé¢zZTU{z}FMRN = ZFAaxz.M)RAz.N)
e THFV RW = Tt ret(V) Rret(W)

e THFVRV A\WRW = - (VW)R V'W)

o Ve é¢ZT,TFM RM ANTU{a2} N RN’
— Tk (let =M in N) R (let x = M’ in N’)

Por lo que ya podemos definir que una relaciéon entre términos y valores es
una precongruencia si'y solo si cumple con las propiedades de transitividad y
es compatible. Mientras que una congruencia es ademas una relacién que es
simétrica.

El método de Howe consiste entonces en mostrar que la extension a términos
abiertos de la simulacién aplicativa es una precongruencia. El método se basa en
construir una relacién que es precongruente por definiciéon y probar que describe
a todos los términos relacionados en la relacién original, es decir, que son
equivalentes. Esta nueva relaciéon se la conoce como “candidato precongruente”.
En nuestro caso lo que haremos es tomar la relacién de aproximacion aplicativa
y ver que es una precongruencia.

Definicién 4.3.2 (Candidato Precongruente). Definimos un par de relaciones,
entre valores (<3,) € V x V, y entre términos (<) € A x A, mutuamente
recursivas por induccion en la construccion del elemento a izquierda.
Sean V,W €V, por induccion en V:
= Para toda variable x € V, x <3, W six <y W
s Az . M < W siexiste M' tal que M <3 M' yAax. M <y W
Sean M, N € A, por induccion en M :
= Para todo valor V €V, ret(V) <} N si si existe V' tal que V <3, V' y
ret(V') <p P
» Para todo valor V,\W € V, VW <} P si existe V', W' tales que V <3, V'
y W <, W', y ademds, V' W' <p N
v let © =M in N <} P si existe M', N’ tales que M <} M' y N <} N’,
y ademds, let t =M’ in N’ <, P

Informalmente, podemos ver que M <} N si N se puede obtener a partir
de M reemplazando subtérminos en M por términos que son mas grandes en
relacion a <, y <y. Como consecuencia inmediata de la definicién del candidato,
tenemos que el par de relaciones (<3*, <y*) es una precongruencia cerrada
bajo la substituciéon y ademés para todo término M, N, P € A:
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» si M <3 NAN < P entonces M <} P

= (<A) C(<R)
Las relaciones (<3},) y (<y) también son cerradas bajo la substitucion y poseen
las mismas propiedades recién escritas.

La tarea que nos queda, y es donde entra la genialidad de Howe, es probar
que (<3, <5) € (£a,<y), y por ende, son iguales.

Para esto, Howe recurre a una propiedad sobre los constructores del lenguaje
que denomina extensionalidad.

Definicion 4.3.3 (Operadores Extensionales). Un operador T es extensional
si y solo si para cualesquiera términos cerrados 7(T),(T"), valor cerrado V y
para todo k >0 si

L] T(T) ‘Uk \%4

T T

= para todo término cerrado S, P y valor cerrado W, si S | W con k' < k

y S <i P entonces S’ <} P

Entonces ret(V) <3 7(T").

Un lenguaje es extensional si todos sus operadores son extensionales. La
extensionalidad de los operadores es necesaria para probar que el candidato
precongruente esta contenido en la simulacién aplicativa, ya que nos permite
probar que si M <} N y M | V entonces ret(V) <% N. En otras palabras
establece que el candidato precongruente respeta los pasos intermedios en la
evaluacion de términos. En nuestro calculo se puede ver que los operadores
de nuestro lenguaje son extensionales ya que la evaluacion esta guiada por la
sintaxis y podemos hacer crecer los términos mediante las relaciones <p y <y
que respetan la evaluacion.

Teorema 4.3.1. Para todo término cerrado M, N € Ag, M <} N implica que
M <, N.

Esta es una conclusion del Teorema 1 (Howe 1989) ya que nuestro lenguaje
es extensional. Concluyendo lo que esperabamos, que la simulacion aplicativa es
una precongruencia. Para una prueba en detalle de los teoremas se recomienda
la lectura del articulo citado.

Finalmente, Howe estudia las propiedades que tiene que haber entre las
observaciones que pueden realizarse mediante el uso de contextos en el lenguaje
para poder establecer la equivalencia entre la simulacion aplicativa y la equiva-
lencia observacional. Por ejemplo, no nos alcanza con lenguajes extensionales;
para ilustrarlo Howe introduce un lenguaje con un constructor no-determinista.
Asumiendo que tenemos un constructor amb(M,N) | V siy solosi M | V o
N |} V, podemos ver que amb(I0,11) y I amb(ret(0), ret(1)) son contextual-
mente equivalente, pero no podremos probar que son aplicativamente similares.
En otras palabras, hay mas términos contextualmente equivalentes que aplicati-
vamente similares. Eventualmente, esa linea de investigacion fue abandonada, ya
que se encontraron casos de programas con efectos donde no se cumple que las
nociones de equivalencia y similaridad sean equivalentes (Koutavas, P. B. Levy
y Sumii [2011]).

Sin embargo, Howe logro caracterizar aquellos lenguajes en los cuales si es el
caso que la aproximaciéon observacional y la simulacién aplicativa son equivalen-
tes. Para esto, introduce entonces el concepto de computacionalmente adecuado.
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La idea consiste en capturar cuando los contextos pueden ser representados por
la substituciéon de variables libres en los términos por simples valores.

Teorema 4.3.2. Si para todo M T N implica que Mo & No para toda substi-
tucion o que cierre a M y N, entonces para todo par de términos M, N € A,
MCEN < M<\N

En esta seccion repasamos los conceptos basicos del método de Howe y la
aplicamos al lenguaje que utilizamos como vehiculo con dos categorias sintéacticas.
Una diferencia es que el método de Howe originalmente se plantea para un
sistema de evaluacién lazy mientras que el nuestro es eager. Recientemente el
método recibi6 méas atenciéon y fue actualizado y expandido a lenguajes como el
que utilizamos en esta seccion (P. B. Levy 2006). Ademas, esta nueva version
del método de Howe, permite introducir efectos algebraicos y es la técnica
que usaremos en la segunda parte de la tesis. Retomamos la discusién en el
Capitulo [7]



Capitulo 5

Teorias de Mejoras

La teoria de mejoras (en inglés improvement theory) es un célculo inventado
y desarrollado por Dawid Sands (1998)), como continuacion de su tesis docto-
ral (Sands|1990). En su tesis, Sands, se dedico a estudiar la complejidad temporal
y el andlisis de costos de lenguajes funcionales de alto orden y perezosos.
Al poco tiempo de presentar su tesis, presenté un draft donde se menciona por
primera vez a la teoria de mejoras (Sands [1991))

La teoria de mejoras se basa directamente en definir qué es una mejora, y
mostrar que es una propiedad modular, es decir, que es posible mejorar un
programa mejorando partes de él. En concreto, una modificacién vélida debe
mantener el comportamiento del programa mejorando la ejecucion del mismo.

Continuando con el razonamiento del capitulo anterior, buscamos definir una
relacion binaria de manera tal que: tiene que ser un preorden (idempotente y
transitiva), y ademas, sustitutiva, es decir, deberfamos ser capaces de substituir
mejoras por mejoras (como razonamiento ecuacional de iguales por iguales).
En otras palabras, buscamos una relaciéon que sea una precongruencia. Ya que
la teoria se basa en un razonamiento inecuacional, una relacién de mejoras es
asimétrica (queremos mejorar un término, no empeorarlo), no buscamos una
relacion que sea una congruencia.

5.1. Instrumentacion de Relaciones

Asumamos que T es el conjunto de términos, que alguno de estos términos
son valores, V' C T y que tenemos una relacion de evaluacion () C T x V.
La teoria de mejoras se construye a partir de instrumentar dicha relacion de
manera tal que exponga propiedades intensivas sobre la evaluacion de términos.
Podemos definir una familia de relaciones indexadas por los naturales de manera
tal que M || V represente que el término M evalta al valor V utilizando n
recursos. Aqui los naturales representan simplemente un conjunto ordenado
cuantificando el consumo de recursos.

Decimos que a una relaciéon R estd o es instrumentada si es posible obtener
una familia de relaciones R™ de manera tal que, ademaés de relacionar los mismos
elementos que R, expone propiedades intensivas de la relacion R. En nuestro
caso, en vez de solo relacionar términos con el valor que se alcanzaria siguiendo
la evaluacion, exponemos ademas el costo requerido. En simbolos, dada una
relacion ({}) € T x V, una relacion instrumentada de | es una familia de

%)
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relaciones (™) C T x V de manera tal que (t,v) €™ si y solo si la evaluacion
de t resulta en v siguiendo la evaluaciéon || y ademas se utilizan exactamente n
unidades de recursos. Para una misma relaciéon puede haber diferentes formas
de instrumentarla, dependiendo por ejemplo de qué recurso se quiere medir. En
esta tesis definiremos una forma de instrumentar la relaciéon de evaluacién del
lenguaje presentado y la utilizaremos para obtener una teoria de mejoras.

De esta manera podemos definir de forma genérica la nocién de mejora
como la observacién de terminaciéon mas la mejora en el uso de recursos por
parte de la evaluacion de los términos. En otras palabras, refinando la nocion
de aproximacion observacional (Definicion donde ademés de terminacion
se compara el costo de evaluar los términos involucrados.

Definicion 5.1.1 (Mejoras en Relaciones Instrumentadas). Dada una relacion
instrumentada entre términos y valores (1) C T x V, y dados dos términos
M, N. Decimos que el término M es mejorado por el término N, M = N, si
y solo si para todo contexto C que cierra los términos M, N C[M],C[N] € Ty
tenemos que:

YneNUeV,.CIM||J"U = ImeN,W e V,CINJy{"WAn>m

En palabras, decimos que el término M es mejorado por el término N si
y solo si en cualquier contexto en el que la evaluaciéon de M alcance un valor,
la evaluacion de N en ese contexto también alcanza un valor, utilizando a lo
sumo la misma cantidad de recursos que M. O de otro modo, no hay contexto
en el cual el uso de N sea peor que el uso de M.

La definicién de mejoras, al igual que la definicién de equivalencia contextual
de Morris, si bien define intuitivamente qué es una mejora, es complicada de
utilizar. La cuantificacién universal sobre los contextos introduce una dificultad
al momento de realizar pruebas de equivalencias y mejoras, y por ende, se han
buscado e implementado diferentes métodos para simplificar el trabajo. Por
ejemplo, presentar un dlgebra de ticks (Moran y Sands [1999a) o incluso un
lema de contexto, donde se busca reducir el conjunto de contextos a aquellos
relevantes para la evaluacion.

La teoria de mejoras se basa en poder instrumentar la evaluacion de los
términos haciendo visible propiedades intensivas del proceso de evaluacion. Para
esto, utilizaremos todas las técnicas introducidas hasta el momento, terminando
con una definicién de relacion de mejoras que es una precongruencia.

5.2. Mejoras en la Evaluaciéon de Términos

A modo de ejemplo, en esta seccion instrumentaremos la evaluacion de
términos del Capitulo [3] de manera tal que exponga la cantidad de pasos que se
requieren para evaluar un término. En otras palabras, definimos una familia
de funciones parciales [—]y : Ag — (Vo x N). Para esto, definimos una nueva
relacién que asocia a cada valor un ntimero natural representando la cantidad
de pasos que se utilizaron para alcanzarlo. Durante este trabajo utilizamos
el conjunto de los naturales, pero bastaria con emplear cualquier monoide
ordenado, el objetivo es contar los recursos utilizados.
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Primero definimos una familia de funciones auxiliares para adicionar una
unidad al costo a un par de un elemento de un conjunto X y su costo.

succx : (X x N) = (X x N)
succx (x,m) — (x,m+ 1)

Notamos como succ’y, conn € N a la funcion resultante de componer a la funcién
succx consigo misma n veces, en palabras, adicionamos n al costo. Ademés,
para simplificar la notacién, en general siempre que se pueda determinar el
subindice por su contexto, sera omitido.

A continuacion definimos la evaluacion instrumentada de términos donde
contamos cada vez que se consume un constructor del lenguaje. Para esto
definimos la evaluaciéon instrumentada mediante una relaciéon de evaluacién

aproximada (Definicion [3.3.1)).

Definicion 5.2.1 (Evaluacion Aproximada de Términos Instrumentada). De-
finimos una familia de relaciones JNC Ag x (Vo x N) + L) con n € N de la
siguiente forma:

lBot——— LRet

ISI LT(J*) ret(V) ‘UEJrl Ll(Va 1)
Mz = W] X M N (L)
lApp lLetD
Az . M)W I8, suce(X) let z =M in N |}, (L)

MYy u(Vom)  Nz=V]{,a

etV - N :
let =M in N |}, succ™t'(a)

Donde a € Vo + L.

Utilizando la familia de relaciones resultante de instrumentar la evaluacion
aproximada de términos (ver Capitulo [3]), obtenemos una nueva relacion de
evaluacion utilizando el supremo de la cadena de aproximaciones y podemos
obtener las siguiente ecuaciones.

Lema 5.2.1 (Evaluacion Instrumentada). La relacidn de evaluacion de términos
instrumentada respeta las siguientes ecuaciones.

[-In: Ao — (Vo xN)
[ret(A z . T)]n = suce(A z . T,0)
[N z.T)W]n = suce([T|x := W]n)
[let x = M in Ny = succ(((v,m) — succ™([N]z := v]]n))([M]N))
De esta manera podemos definir cuando un término del lenguaje es mejorado

por otro observando la terminaciéon en la evaluacién pero ademas la cantidad
de recursos computacionales utilizados.

Definicion 5.2.2 (Mejoras en (A, V)). Dado dos términos M, N € A decimos
que M es mejorado por N, M > N, si y solo si para todo contexto C de forma
tal que C[M],C[N] € Ay, tenemos que:

[CIM]]w = (Vin) = [C[N][n = (W,m) A (n > m)
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Definir mejoras utilizando la definicion directamente es, en general, compli-
cado debido principalmente a que se cuantifica universalmente en todo contexto
que genere términos cerrados. Esto lo podemos ver en un simple ejemplo.

Ejemplo 5.2.1. La §-reduccion es una mejora. Sea x una variable, un término
T € Ay, y un valor Ve Vy, veamos que (A xz . T)V > Tz :=V].

Dado que (A xz . T)V) y (T[xz :=V]) son términos cerrados, el contexto en
el que se los ubique no jugard ningun papel en la evaluacion del término. Pero
ademds sabemos que la evaluacion ocasiona un gasto de recursos computaciona-
les.

[Az.T)V]y = succ([T[z := V]]n)

Entonces podemos argumentar que en cualquier contexto que utilice el primer
término emplearia mayor gasto computacional que el sequndo.

5.3. Simulacién de Mejoras

Intuitivamente es sencillo ver que la S-reduccién es una mejora, pero mos-
trarlo siguiendo la definicién es mas complicado.

Lo que podemos hacer es encontrar una relaciéon de mejoras entre términos
que sea mas sencilla de probar, y que podamos utilizarla para probar mejoras.
Para esto podemos emplear una solucién similar la que utilizada por Abramsky,
introduciendo el concepto de simulacion (Definicion , en nuestro caso una
simulacion de mejoras.

Debido a que tenemos dos categorias sintacticas, términos y valores, debere-
mos definir una simulaciéon como un par de simulaciones mutuamente recursivas.
Recordemos que dos términos M, N son similares si la evaluacién del término
M evaliia a un valor similar al resultado de la evaluacién de N y lo notamos
NLC M.

Utilizando un razonamiento similar, podemos utilizar la evaluacion instru-
mentada de términos (Definicion introduciendo la nocién de costos en la
definicioén.

Definicién 5.3.1 (Simulacién Aplicativa de Mejoras). Sean M, N € Ay térmi-
nos cerrados. Decimos que M es simulado y mejorado por N, M >=p N, si y
solo si:

[M]s = (V,m) = [Nl = (W.n) AV =y W A (m > n)

Sean V,W € Vy dos valores cerrados. Decimos que V' es simulado y mejorado
por W,V =y W | siy solo si para todo valor cerrado U :

VU= WU

Ahora es facil de ver que el Ejemplo es el resultado de aplicar una
funciéon es en realidad una simulacién de mejora. Sea T' un término, z una
variable, tales que T' € Ay,y, y W un valor cerrado, tenemos que:

Az . TYW =p Tz :=W]

Lo que nos queda entonces por probar es que la simulaciéon de mejoras
implica que los términos realmente son una mejora. En otras palabras que
(=Za) € ().
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Veamos entonces primero como dar una definicion de la simulacion (=4)
mediante un operador de relaciones. Si prestamos atencion a la definicion de
simulacion aplicativa (Definicion nos encontramos con dos relaciones que
son mutuamente recursivas. Para ver que estamos definiendo una relacién con
sentido la definimos como el mayor punto fijo del siguiente par de operadores.

Definicion 5.3.2 (Operador de Mejoras). Definimos el operador de mejoras
sobre términos y valores del lenguaje (A,V) como un par de operadores entre
relaciones de términos: ({_) A, (_)y). Donde dada una relacion R C A x A,
tenemos las siguientes dos relaciones:

» Dos términos cerrados M, N € Ao, M(R) \N si y solo si:

My = (V,m) = [N]n = (W,n)A(m >n) AV (R]),, W)

» Dos valores cerrados V,W € Vy, V{R)),,W si y solo si:

YU € Vo, VU RWU

El operador de mejoras define paso a paso lo que hace una simulacion.
Compara la evaluaciéon de dos términos hasta encontrar sus valores y el costo
necesario para computarlos, los cuales tiene que estar a su vez extensionalmente
relacionados. El operador de mejoras esta relacionado directamente con el
operador de aproximacion aplicativa (Definicion .

Lema 5.3.1 (Sands|1991} Def. 2.5). El par de operadores de mejoras ({_) », (_)y)
es monotono.

Una relacién R es una simulacién aplicativa de mejoras si R C (R)). La
simulacién de mejoras (Definicion es de hecho una simulacién. Mas
aun, dado que los conjuntos ordenados por la inclusion definen una reticulado
completo, y el operador de mejoras es monotono, podemos definir la simulacion
de mejoras como la uniéon de todas las relaciones de mejoras.

Todavia nos falta mostrar la conexién entre la simulaciéon de mejoras y
la relacion de mejoras, que en el caso de no poder hacerlo inutilizaria todo
nuestro intento de definir las simulaciones de mejoras. Es decir, mostrar que
dados dos términos M, N € Ag tal que M > N, tenemos que M > N. Por
suerte, ya tenemos un método que conecta estas dos definiciones: el método de

Howe (Seccion [£.3).

Teorema 5.3.1. La relacion de simulacion de mejoras estd contenida en la
relacion de mejoras: (=) C (1)

De esta manera tenemos como resultado una teoria de mejoras para un
lenguaje sin efectos y un método que nos permite probar mejoras: basta con
probar que hay una simulacién que muestre la mejora.






Capitulo 6

Efectos

Hasta el momento hemos desarrollado la teoria de mejoras para lenguajes sin
manejo explicito de efectosﬂ Es decir, lenguajes que tienen las construcciones
clasicas del célculo lambda, valores, aplicaciones y abstracciones. Como podemos
observar a lo largo de los capitulos anteriores, el tinico efecto computacional
observado al momento de la evaluacion de términos es el de terminaciéon (o
divergencia) de la misma. Sin embargo no es asi como escribimos programas en
lenguajes de programacion, en particular, se suele escribir programas interactivos
con el usuario o el entorno.

Los efectos computacionales mas comunes son, por ejemplo, la interaccion
con el entorno, es decir, con dispositivos de entrada y salida, el acceso a
memoria, como ser referencias en el lenguaje C, e incluso el manejo de errores y
excepciones.

Los lenguajes funcionales buscan minimizar la presencia de efectos compu-
taciones, ya que se consideran una gran fuente de problemas (Hughes [1989). El
objetivo principal de los programas es retornar un valor al ser ejecutado, y como
efectos secundarios (side effects) simplemente todo otro efecto computacional
que la ejecucion utilice. De esta manera, podemos pensar funciones que se
concentran en el objetivo principal de los programas: obtener un valor a partir
de la entrada estipulada.

En realidad no es que se minimicen los efectos secundarios sino que se busca
que estos sean explicitos, por ejemplo, en el lenguaje de programacion Haskell
esto se logra explicitando los efectos en los tipos de las funciones (Moggi [1989)).
El argumento a favor es que el desarrollo de los programas se basa en incorporar
efectos a medida que se necesitan y no que estén directamente en el lenguaje
haciendo que el razonamiento sobre los programas sea mas complicado.

A los lenguajes funcionales puros, lenguajes que no manejan efectos dentro
del lenguaje, se les puede dar una denotacién directa con una entidad matemaética.
Es decir, a los lenguajes funcionales puros se les puede definir una semantica
denotacional clara y precisa, donde los programas se interpretan simplemente
como funciones. Por otro lado, los lenguajes con efectos presentan programas
que necesitan interactuar con el entorno de manera directa, como el caso del
lenguaje imperativo C que permite acceder a la memoria del computador (fuera
del entorno de los programas), o que necesitan informacion externa, como ser

1Siempre podemos manejar la representaciéon de efectos de forma pura. Por ejemplo,
codificando estructuras de datos dentro del calculo lambda.
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medir la radiacién de una particula para obtener niimeros aleatorios. Esto
altimo hace que los programas dentro de este tipo de lenguajes sean dificiles de
modelar, y por ende, también lo sea razonar sobre ellos.

A su vez, tener programas sin efectos, lenguajes de programacion totalmente
puros vuelve dichos lenguajes totalmente inutilizables. Por ejemplo, en general
queremos tener programas que sean interactivos, que acepten entradas del
usuario y devuelvan una respuesta. La respuesta del lenguaje Haskell a esta
problemética fue la de incorporar una moénada especial, llamada IO, capaz de
interactuar con el entorno de ejecucion.

El enfoque que tomamos en esta tesis es diferente. Para simplificar el estudio
de los efectos, tomamos un enfoque mas restrictivo siguiendo el camino de
lo que se denomina efectos algebraicos. Los efectos algebraicos definen un
conjunto de operadores capaces de generar efectos y estos efectos a su vez son
interpretados durante la ejecucién. De esta manera se restringen los efectos que
puede tener el lenguaje y a su vez se determina de manera explicita como estos
son interpretados.

A modo de ejemplo, introducimos el efecto de no-determinismo al lenguaje
vehiculo (Definicion [3.1.1)), simplemente agregando al lenguaje un nuevo opera-
dor binario de forma tal que al evaluarlo es equivalente a evaluar alguno de sus
argumentos de forma no determinista.

M,N:=...|®(M,N)

La evaluacion de términos que utilicen el operador binario € ya no seran valores
tradicionales sino que seran valores con efectos. En este caso, con el efecto de
no-determinismo.

En éste capitulo introducimos los conceptos basicos para agregar efectos
para un conjunto de lenguajes de programacion funcionales, y en particular
mostraremos tres ejemplos: excepciones, no-determinismo, y términos probabi-
listicos. En concreto, parametrizamos el lenguaje vehiculo, es decir, el lenguaje
tendra como parametro los operadores que generan efectos, y asi obtenemos un
lenguaje general capaz de aceptar méas efectos que los ejemplificados. De esta
manera, permitimos que el lenguaje acepte efectos algebraicos, un subconjunto
(propio) de los efectos computacionales cuyas propiedades nos ayudara a derivar
una nocién de equivalencia observacional que eventualmente utilizaremos para
obtener teorias de mejoras en los capitulos que restan. Ademés obtenemos
una evaluacién similar a la que definimos para el lenguaje vehiculo, lo que nos
permite desarrollar una teoria de mejoras utilizando las herramientas vistas.

6.1. Lenguajes con efectos

Introducir efectos computacionales mediante operadores del lenguaje es
una técnica conocida como efectos algebraicos (Plotkin y Power [2003). Entre
los operadores (y efectos) méas usuales encontramos: put, get para obtener un
estado mutable, read, print para obtener entrada/salida, raise(e) para lanzar la
excepcion e, @, como un operador probabilistico, entre otros. En lo que resta
de la tesis utilizaremos un lenguaje vehiculo parametrizado en los operadores
que introducen efectos algebraicos. De esta manera podemos desarrollar un
teoria general que acepta diferentes efectos algebraicos. En concreto, en esta
seccion vemos diferentes efectos algebraicos con dos objetivos: 1) desarrollar
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intuicion sobre los mismos, y 2), presentar los ejemplos que utilizaremos a lo
largo de la tesis para obtener teorias de mejoras. En particular estudiamos como
introducir 3 diferentes efectos: excepciones, no-determinismo, y probabilidad.
Ademés vemos el efecto de computaciones con fallo que es el caso més sencillo, y
se interpreta de manera similar al efecto de excepciones. Finalmente, al observar
los ejemplos podremos abstraernos de las diferencias y presentar el caso general.

Lenguaje Fallo

En esta seccion, introducimos un nuevo operador constante (sin argumentos),
fail, donde el efecto que genera es la terminacion temprana de la evaluacion.
En otras palabras, al momento de evaluar el término fail, el objetivo es que la
evaluacion se detenga y se identifique como un fallo. Este efecto es muy utilizado
para identificar el comportamiento anémalo (o de fallo) del sistema.

Tener un elemento que genere un fallo dentro del lenguaje es muy ftil, y como
caso de ejemplo podemos observar el lenguaje de programacion Haskell (Marlow
et al. 2010)). En Haskell, disponemos de un término (error :: String —> a),
que al momento de ser evaluado finaliza el proceso de evaluacién. También
tenemos el caso muy 1util de las condiciones asserts en la mayoria de los lenguajes
imperativos como C.

Extendemos el lenguaje vehiculo del Capitulo [3] con un nuevo operador,
fail, y presentamos un nuevo lenguaje con dos categorias sintacticas. A modo
de recordatorio presentamos nuevamente el lenguaje completo adicionando un
nuevo término:

Definicion 6.1.1 (Lenguaje con fail). Dado un conjunto numerable V de
variables.
Definimos entonces el conjunto de valores V*+ como:

VWui=z|(Az. M)
Y el conjunto de términos A+ como:
M,N :==ret(V) | (VW) |let x = M in N | fail

El nuevo lenguaje con el operador de fallo fail lo notamos como (A+, V1).

Veamos entonces como evaluar esta version extendida del lenguaje incorpo-
rando el efecto del operador fail. Es necesario ver que a la relacion de evaluacion
debemos agregarle un nuevo elemento distinguido para identificarlo con el re-
sultado de la evaluaciéon del termino fail. Siguiendo el mismo camino que en
los capitulos anteriores, definimos una familia de relaciones que aproximan la
evaluacion de los términos. Primero definimos el sistema de ecuaciones que
queremos que la relacién de evaluacién cumpla, y luego, presentaremos una
solucién general en la siguiente seccion.

Originalmente, la familia de relaciones del Capitulo [3| (Definicion
define relaciones entre términos cerrados y valores cerrados mas un elemento
adicional, ({»,) € Ag x (Vo + L) con n € N. El elemento adicional L indica que
no es posible aproximar un término con la relacion . Lo que deriva en que la
relacion de evaluacion [—] € Ag x (Vo + L) sea, en realidad, una funcion total
que cuando relaciona un término N con L indica que no se le puede asignar un
valor al término N mediante [—].
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Ahora, jcon qué elemento debemos emparejar la evaluacion del término
cerrado fail? Naturalmente, surge pensar en equipar el nuevo término fail con el
elemento distinguido L. Pero, no es lo mismo indicar que la evaluacién de un
término falla por fail a que la relacién de evaluacién no puede asignarle un valor.
De hecho, al evaluar el término fail no queremos que la evaluacion falle, sino
que termine abrupta pero correctamente. Por ejemplo, no es lo mismo evaluar
el término fail que el término Q: el efecto esperado al evaluar el término fail
es el de terminar la ejecuciéon, mientras que la evaluacion del término 2 no
deberia terminar. Para interpretar el efecto del término fail introducimos un
nuevo elemento en los posibles resultados de la relaciéon de evaluacién. Notar
que no es la evaluacion la que falla, en todo caso es exitosa, el objetivo de
introducir un nuevo término, fail, es el de agregar al lenguaje un operador que
permite finalizar de forma temprana (y abrupta) la evaluacion de los términos
y se le otorga una semantica de fallo.

Lo que haremos entonces es agregar un nuevo componente que indica que
la evaluacion termina (correctamente) pero no se le asocia ningun valor en
Vo. Siguiendo el camino recorrido en la Seccion B.3] podriamos definir una
familia de relaciones con el objetivo final de encontrar una solucién al sistema
de ecuaciones. En este caso, nos vamos a saltar el proceso detallado ya que es
similar al visto en la Seccion [3.3] y vamos a presentar el sistema de ecuaciones.
En la Seccion [6.3] vemos como podemos dar un sistema de ecuaciones que
caractericen la evaluacién de términos con efectos de forma general. El objetivo
es tener una relaciéon de evaluaciéon de forma tal que para cada T € Ag:

[T]" € (V& + L)+ L
Y podemos definirla como la menor relacion que cumpla las siguientes ecuaciones:

[ret(V)]" = u(u(V))
[fail] " = uy(en(L))
[Az. M)W]*" = [M[z:=W]]*
(L) si [M]*"
llet 2 = M in NJ* = { (., (L)) si [M]*
[N[z := V]t si[M]*

tr(L)
u(er(L))
u(u(v))

De esta manera tenemos que para un término cerrado M € Ag se le asigna uno
de los siguientes valores:

= [M]* = ..(L) indicando que no es posible asignarle un valor a la evalua-
ci6n del término M,

» [M]" = u(er(L)) indicando que el operador fail fue evaluado durante la
ejecucion produciendo que la evaluacién termine abruptamente y no se
pueda retornar un valor,

= [M]" = 4 ((V)) indicando que se le asigna el valor V a la evaluacion del
término M
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Lenguaje con Excepciones

En esta seccion introducimos excepciones al lenguaje como un efecto. El
modelo es similar al efecto de terminar la computaciéon con el operador fail,
pero a diferencia de simplemente fallar, en este caso queremos discernir entre
diferentes posibles fallos. Por ejemplo, quisiéramos definir casos donde no tiene
sentido continuar la evaluacion de un término por diferentes razones: division
por cero, errores inesperados, fallos en la conexién con diferentes dispositivos,
etc.

Dado un conjunto de elementos E, agregamos un conjunto de operadores al
lenguaje raise. con e € E. Un nuevo operador por cada fallo posible, y notamos
al lenguaje como (AF VF). De esta manera es posible definir de forma genérica
(en E) un conjunto de excepciones, una por cada elemento de F, permitiendo
entonces identificar los diferentes fallos durante la evaluacion. Para indicar
que la evaluacién de un término lleva a una excepciéon e € F, lanzada por el
operador raise., debemos ampliar los posibles resultados de forma similar al
momento de introducir la nocién de fallo. En este caso, como debemos llevar
informacién de etiquetas en vez de simplemente introducir un elemento | para
indicar que la evaluacion exitosa lleva a un error, lo que haremos es introducir
directamente el conjunto E como posibles elementos. En simbolos, para cada
término cerrado M € AZ, tenemos [M]” € (Ag + E) + L

Definimos entonces la relacion de evaluacién como la menor relacion que
resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:

[ret(V)]” = u(u(V))
[raise.]” = 1i(ir(€))
[(Az. MYyW]" = [M[z:= W]]"
tr(L) si [M]" = 1,(L)
u(er(e)) si [M]" = u(,(e))
[Nfz:=V]]" i [M]" = u(u(V))

[let = M in N]”

Es facil ver la similitud con la relacién de evaluacién con el efecto de fallo,
donde simplemente habia una tnica “excepcién” que indicaba la deteccién
del término fail. En éste caso podemos modelarlo directamente simplemente
asumiendo que hay un tnico fallo posible, es decir: E = {fail}.

Asumiendo que tenemos dentro del lenguaje operadores de aritmética bésica,
y los operadores de comparacién, podemos dar un sencillo ejemplo. Tomando
E = {zero_div,...}, podemos implementar una division segura de la siguiente
forma:

safe_div = A (z,vy) . ifz(y, ret(div 2 y), raisezero_qaiv)

Lenguaje con No-Determinismo

En este caso introduciremos un operador binario no deterministico, ®, de
forma tal que dados dos términos cerrados M y N, el término cerrado &(M, N)
al ser evaluado se comporta como M o N de forma no-deterministica. Notamos
a este nuevo lenguaje como (ANP VNP,

2Notar que es equivalente a introducir #E elementos diferentes, con E # 0, VA, A + E =
A+#E x L
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Existen varias formas de modelar el comportamiento de este operador (Antoy
1997; Sendergaard y Sestoft [1992)). Una forma sencilla es pensar que al momento
de evaluar el término &(M, N), logicamente, el programa puede tomar dos
caminos, continuar con la evaluacién de M o con la evaluacién de N. De esta
manera, podemos pensar la evaluacién de un término ya no es una secuencia de
instrucciones sino un drbol binario donde cada nodo representa una bifurcacion
introducida por la presencia del operador @. Incluso, a medida que la evaluacion
avanza, nos alcanza simplemente con tener el conjunto de los posibles expresiones
hasta el momento, uno por cada posible camino que la evaluacién pueda llegar
a tomar. De esta manera el no-determinismo significa simplemente no saber
cuales de todas las posibles hojas del arbol de posibles valores la evaluaciéon de
un término puede retornar, por lo que se exploran todas a la vez.

Definimos entonces a la evaluaciéon de términos con el operador de no-
determinismo como la menor relaciéon que cumpla con las siguientes ecuaciones:

[ret(V)]*” = {V}
[&(M, N)]"? = [M]"" U [N]™P
[A z. MYW]Y? = [M[z = w]]"P

llet 2 =M in N]* = ) [N[z:=V]]""
ve[M]NP

Vemos que la evaluacion de un término &(M, N) se define como la unién de
los posibles valores que puedan tomar las evaluaciones de M y N. Lo mismo
en el caso del término de ligadura let x = M in ..., donde se unen todos los
posibles caminos que se pueden tomar partiendo de cada uno de los posibles
valores que puede tomar la evaluacion de M.

Si comparamos el sistema de ecuaciones con los dos anteriores, podemos
notar que la definicién de la aplicacion es la misma, simplemente se realiza
la substitucion necesaria para continuar la evaluaciéon y que la evaluacion del
término ret(V’) es simplemente presentar a la evaluacion con una forma de
devolver un valor. Mientras que la evaluaciéon del término let + = M in N
primero obtiene el conjunto de posibles valores que puede tomar la evaluacion
de M, para recolectar todos los posibles valores de los resultados de continuar
con la evaluacion de N con los posibles valores que puede tomar x. De forma
similar, las funciones de evaluacion para los lenguajes con fallo y excepciones
reducen el término let x = M in N: primero obtienen un valor a partir de M
y continuar evaluando, en el caso que lo hubiera, y sino, propagar el fallo o la
excepcion.

Lenguaje Probabilistico

Una forma de introducir la nociéon de probabilidad a los lenguajes de pro-
gramacion es mediante un operador binario probabilistico, @®,, de forma tal
que dados dos términos M, N, la evaluacion de @,(M, N) es equivalente a la
evaluacion de M con probabilidad p o a la evaluacién de N con probabilidad
(1 — p). Al nuevo lenguaje con el operador probabilistico lo notamos como

(AP, VD)
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Introducir probabilidades en la evaluaciéon de términos es complicado y re-
presenta un problema abierto en el area de teoria de lenguajes de programacion
(similar al caso de no-determinismo). Una forma de hacerlo es identificar la eva-
luacién de términos con distribuciones de probabilidades, de forma similar que
con no determinismo donde se relacionan términos con un conjunto de posible
valores, en este caso relacionaremos términos con una distribuciéon de probabili-
dades. La distribucién de probabilidad que se relaciona en la evaluaciéon de un
término indica para cada valor la probabilidad que sea el resultado final. Hay
varias formas de introducir probabilidades en la evaluacion de términos (Ramsey
y Pfeffer [2002)).

Debido a que hay términos que no aceptan valores, por ejemplo €2, utilizamos
sub-distribuciones de probabilidades para capturar ambos efectos: divergencia y
evaluacion probabilistica. Representando las sub-distribuciones como funciones
del dominio de aplicacién a la probabilidad de cada elemento, podemos extender
una nocién de orden entre entre dos distribuciones.

Una distribuciéon de probabilidades en un conjunto X la representamos como
una funcion ¢ : X — [0, 1] de forma tal que la suma de la probabilidad de todos
los elementos en X suman 1, 6(X) = 1. Una sub-distribucion de probabilidades
sobre un conjunto X es una funcién ¢ : X — [0, 1] de forma tal que §(X) < 1.
Al usar sub-distribuciones de probabilidades, no s6lo nos permite capturar
facilmente la idea de que no haya un valor al cual asignarle la evaluacién de un
término, sino que ademés, nos permite comparar distribuciones siguiendo una
idea similar de Scott, como funciones que estan mds definidas que otras.

Por la forma en que evaluamos los términos, nos bastara con quedarnos
con la sub-distribuciones de probabilidades con conjunto soporte numerable, es
decir, que la sumatoria de las probabilidades esté bien definida. En simbolos,
definimos para cada conjunto X, el conjunto de todas las sub-distribuciones de
probabilidad en X:

D(X) = {4 | soporte(d) es numerable y § es una sub-distribucion}

Definimos entonces la evaluacion de términos probabilisticos como la menor
relaciéon que cumpla las siguientes ecuaciones:

[ret(V)]” = const(V)
D .. D D
[©p(M, N)]™ = join(p, [M]", [M]")
D D
[Xz. MYW]" =[M[z:=W]]
[let @ = M in N]” = probLet(M,z, N)

Donde utilizamos las funciones auxiliares const, join, probLet que definiremos
a continuaciéon. Podemos ver que la evaluaciéon de la aplicacion se mantiene
nuevamente intacta, mientras que para los valores, la aplicacion y los términos
ret las definiciones cambian.

La familia de funciones const define una distribuciéon de probabilidades
constante que retorna 1 en un valor especifico y 0 es cualquier otro punto.

const : Vo — D(Vp)
1 siV=W

0 sino

const(V)(W) = {
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La funcion join toma dos sub-distribuciones para combinarlas ajustando las
probabilidades con un parametro de entrada.

join : ([0,1] x D(X) x D(X)) — D(X)
join(p, 6, 1) () = p * 8(a) + (1 — p) * p(x)

La funcion probLet es un operador que, utilizando la relacion de evaluacion,
combina las sub-distribuciones de probabilidades siguiendo la misma idea que
en las ecuaciones anteriores: busca secuenciar la evaluaciéon, primero computa
las sub-distribucién de M, y multiplicando por [M]"” (w) la sub-distribucion
resultante de la evaluaciéon de N cuando z toma el valor w.

probLet : (Ag x V x V) — D(V)

probLet(M,z, N)(V) = Y ([M]”(W) * [N]z := W]]"(V))
WeVy

Al definir la evaluaciéon como sub-distribuciones de probabilidad con soporte
numerable, las sumatorias por mas que sean en todo el espacio de valores
cerrados se pueden acotar al conjunto de soporte de la distribucion.

Para terminar las pruebas deberiamos verificar que efectivamente la relacion
de evaluaciéon manipula sub-distribuciones de probabilidad, y en particular,
deberiamos probar que la funcién join toma dos sub-distribuciones de pro-
babilidades y retorna otra, mientras que la funciéon probLet dado un término
cerrado, una variable, y un valor cerrado, retorna una sub-distribucién de pro-
babilidad. Es facil ver que la funcién const define una sub-distribucion para
cada valor v € Vy, también conocida como funcion delta (§). La funcion join
también es una funciéon que toma dos sub-distribuciones, devolviendo otra, por
simple aritmética. Mientras que la funcién probLet requiere un poco més de
manipulaciones aritméticas, pero se desprende que la evaluacién de un término
es una sub-distribucién de probabilidades, y por lo tanto, la sumatoria estéa
acotada por 1. Por el momento no vamos a realizar dichas pruebas, ya que en la
siguiente seccion introduciremos un mecanismo que simplificara en gran medida
las manipulaciones matematicas necesarias.

6.2. Enfoque Genérico

Basandonos en los ejemplos antes vistos, podemos observar que para intro-
ducir efectos lo primero que necesitamos es introducir las operaciones que, al
momento de ser evaluadas, generan efectos. Para esto introducimos un mecanis-
mo que nos permite agregar operadores al lenguaje definido en el Capitulo [3]
mediante la nocion de signatura (Definicion [2.2.1)).

Para la construccion del lenguaje utilizaremos signaturas con un solo sort,
ya que nuestro objetivo es utilizar los operadores como constructores de un
lenguaje sin tipos, es decir, operadores que toman como argumento términos
del lenguaje. En el caso que quisiéramos aumentar el lenguaje con una nocion
de tipos, para distinguir entre diferentes construcciones del lenguaje, podriamos
utilizar entonces signaturas con multiples sorts.

A modo de recordatorio, una signatura ¥ con un solo sort es un conjunto A
equipado con una funcién de aridad a: A — N, y lo notamos como (A, a).
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Ejemplo 6.2.1. Repasemos entonces cada uno de los efectos introducidos hasta
el momento: fallo, excepciones, no-determinismo y probabilidades.

Fallo. Podemos introducir la signatura ({fail},fail — 0) que define un operador
fail sin argumentos, cuya semdntica es indicar el fallo en la evaluacion de
un término.

Excepciones. Dado un conjunto E de excepciones, podemos definir la siguiente
signatura ({raise. | e € E},{raise. — 0 | e € E}) introduciendo una
familia de operadores sin argumentos al lenguaje cuya semdntica es la de
lanzar una excepcion.

No-Determinismo. Introducimos la signatura ({9}, ® — 2) que define un
operador binario @, y cuya semdntica es que la evaluacion de M & N se
puede comportar como M o N de forma no determinista.

Operadores Probabilisticos. Mediante la siguiente signatura definimos una
familia de operadores ({®, | p € [0,1]},{&p, — 2 |p €[0,1]}) , de forma
tal que para cualquier p € [0,1] define un operador binario, M &, N,
cuya evaluacion se comporta como M con probabilidad p o como N con
probabilidad (1 — p).

Utilizando signaturas de un tnico sort podemos parametrizar el lenguaje
para poder introducir operadores facilmente, simplemente definiendo cada uno
de los operadores de la signatura como un constructor del lenguaje.

Definicién 6.2.1 (Lenguaje con efectos algebraicos ¥). Sea ¥ una signatura y
V un conjunto numerable de nombres de variables.
Definimos el conjunto de valores Vs, como:

VWe=x|(Az. M)
Definimos el conjunto de términos Ax;:
M,N :=ret(V)| (VW) |let c =M in N | o(M;y, Ms, ..., M,)
Cono e€X ya(o) =n.

De esta manera lo que logramos es parametrizar el lenguaje por una signatura,
y es la signatura la que define los operadores y sus argumentos. Luego, podremos
definir la evaluacion de los términos de la misma forma que hicimos con los
diferentes efectos en la seccion anterior.

La principal, y tnica diferencia, con el lenguaje introducido en el Capitulo
es la adicién del mecanismo necesario para introducir nuevos términos en el
lenguaje. En el caso que no haya constructores, 3 = (), obtenemos el lenguaje
puro.

Podemos ver, que utilizando las signaturas del Ejemplo obtenemos
cada uno de los lenguajes introducidos a modo de ejemplo en las secciones
anteriores.

Notacion 6.2.1. Dada una signatura 3, notamos al conjunto de términos del
lenguaje con efectos algebraicos en X como A*, y al conjunto de valores como
V=, Notaremos directamente al conjunto de términos como A y valores como
V, a menos que sea necesario aclararlo.
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De esta manera podemos agregar los operadores algebraicos necesarios que
son los que generan los efectos durante la evaluaciéon de términos. Lo que nos
falta para completar este esquema es la interpretacion de los efectos generados
por la evaluacion de términos. En la Secciéon definimos la evaluacion de
lenguajes con operadores algebraicos definidos por una signatura. Para esto,
utilizamos monadas (Moggi [1989) para interpretar los efectos computacionales
generados por las evaluacion de los operadores algebraicos (Plotkin y Power
2003)).

6.3. Evaluacién con Efectos

Para la evaluacion de términos del lenguaje seguiremos los mismos pasos
que en los capitulos anteriores, pero en este caso, necesitaremos una forma de
interpretar los efectos generados por los operadores que son introducidos. A
diferencia de la evaluaciéon para lenguajes sin efectos algebraicos presentada
en el Capitulo [3] ahora tendremos nuevos operadores. Estos operadores, al
evaluarlos generaran algtun efecto, y por lo tanto, necesitamos algiin mecanismo
que los interprete. Lo que vamos a hacer entonces es introducir los efectos
dentro de los evaluadores que ya definimos. En otras palabras, continuamos
definiendo la evaluaciéon de términos como una familia de aproximaciones,
pero esta vez deberemos tener en cuenta como son interpretados los nuevos
efectos generados por los operadores introducidos. Para interpretar los efectos
utilizamos la nocion clasica de monadas (Moggi [1989; Plotkin y Power |2003)),
pero lo adaptaremos a la evaluacion aproximada mediante una familia de
aproximaciones (Definicion siguiendo el camino trazado en el Capitulo

Recapitulando. Para el lenguaje sin efectos algebraicos (Capitulo , tenia-
mos que la funcién de evaluacion de términos del lenguaje quedaba definida
por el supremo de la cadena de los valores aproximados dados por una familia
de relaciones ({},,). Para cada T' € Ag teniamos que:

[T] = sup{zn | T In zn}
neN

La familia de relaciones esta compuesta por relaciones indexadas por un niimero
natural n € N, de forma tal que ({},,) € Ag X (Vo + L). Dado un término T € A
y un ntmero natural n, tenemos que 1" {},, ¢;(V) si existe un arbol de evaluacion
de altura menor a n que relacione T con V, y a T con (L) en caso que la
profundidad n sea insuficiente.

Nuestra tarea es obtener una funciéon de evaluaciéon que ademés incorpore
la evaluacion de efectos algebraicos. Esto lo logramos introduciendo la nocién
de dlgebra continua (Goguen et al. [1977)), que conecta la nocion de evaluacion
aproximada con la interpretacién de los operadores que se introduzcan al
lenguaje, y ademas equipamos a la ménadas con una nociéon de orden para
poder tener w-cadenas de valores con efectos (Dal Lago, Gavazzo y Paul Levy
2017)). Es decir, extendemos la nocién de continuidad y orden que utilizamos
para definir la evaluacién de términos para interpretar a los operadores que
introducen efectos.

Definicién 6.3.1 (Algebras Continuas). Sea D un dominio y ¥ una signatura.
Una S-dlgebra (D, (-)7) es una dlgebra continua si y solo si cada simbolo o € %
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D

es interpretado como una funcién continua o en cada uno de sus argumentos

respecto al dominio D.

Esta definicion lo que hace es equipar a los generadores de efectos (como son
interpretados los operadores de la signatura) utilizados durante la evaluacion
de términos en el lenguaje con funciones que respetan la semantica de sus argu-
mentos. La nocién de respetar la evaluacion seméantica es lo que se caracteriza
con la nociéon de continuidad. En otras palabras, los operadores algebraicos
seran interpretados como funciones continuas dentro del dominio semantico de
valores con efectos.

Para interpretar los efectos generados por las operaciones algebraicas utili-
zamos el concepto de monada.

Definiciéon 6.3.2 (Moénada). Sea C una categoria. Una tripleta (T, u,n) es
una monada en la categoria C si y solo si T es un endofuntor equipado con dos
transformaciones naturales nx : X — T(X) y px : T*(X) — T(X) de forma
tal que los siguientes diagramas conmutan:

T8 T, 72 T 1
“Tl Jf‘ x l“ /
T — T T

En la tesis solo utilizamos la categoria de conjuntos, ya que nos concentra-
remos en construir una relacién de mejoras entre términos. Por lo tanto, en
esta tesis las monadas en realidad consisten en endofuntores sobre la categoria
de conjuntos. Mas atin, podemos definir el operador (>>=)x : T'(X) —» (X —
T(Y)) - T(Y), llamado bind, como:

mz >>= f = u(T(f)(mz))

El operador bind es equivalente en la categoria de conjuntos a la transformacion
natural p. Dentro de los lenguajes de programacion es mas intuitivo el uso del
operador bind ya que nos permite introducir la nocién de secuencia de efectos.

El siguiente paso es equipar a las ménadas con la estructura necesaria para
poder construir w-cadenas de elementos con efectos.

Definicién 6.3.3 (Moénadas Ordenadas). Dada una mdnada T', un orden sobre
T consiste en una familia de relaciones (C) y elementos L, donde para cada
conjunto X :

= hay un elemento distinguido L x € T(X)
» y una relacion de orden (Cx) CT(X) x T(X)

de forma tal que (T(X),Cx, Lx) forma un dominio, y el operador bind de la
monada T es continuo en ambos argumentos:

| | @>s=fa)=a>>=(| | f2)

n<w n<w
|| @n>>=f) = (]| za) >=
n<w n<w

Donde {fn}, cos 1%n} e, 0N w-cadenas con fr: X = T(Y) y x,: T(X)
para todon <w, x: T(X) y f: X = T(Y).
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En palabras, para todo conjunto la ménada esté equipada con un dominio, y
mas atn, en ese dominio el operador de bind es continuo en ambos argumentos.
Nuevamente, la nociéon de continuidad nos estd indicando, que durante la
evaluacion, el operador bind respeta el sentido semantico de la evaluacién de
términos en valores, en este caso, con efectos.

Lo que nos falta finalmente es conectar las algebras continuas con moénadas
ordenadas, y de esta manera interpretar los efectos generados por los operadores
dentro de la ménada. En nuestro caso, interpretar operaciones es en realidad
interpretar los efectos que estas describen. Por ejemplo, si tenemos operadores
que generan efectos entrada/salida, queremos interpretarlos como operaciones
de entrada/salida en la monada.

Definicién 6.3.4 (X-algebra para una monada). Sea ¥ una signatura y T una
monada. Una X-dlgebra para la monada T es una familia de X-dlgebras ® tales
que para cada conjunto X, equipa a T(X) con una X-dlgebra ®x .

En palabras, dada una moénada 7' equipada con una Y-algebra, significa que
cada operador o definido en X, tiene una interpretacion (o7 X): T(X)a(g) —
T(X)) para cada conjunto X . Esta forma universal de equipar a la ménada con
un algebra, tal que todo conjunto tiene una &algebra, nos fuerza a interpretar
los efectos de los operadores independientemente del conjunto en si. En otras
palabras, el conjunto subyacente no introduce informaciéon alguna, sino que los
efectos de los operadores del algebra son interpretados dentro de la estructura
de la moénada.

Definiciéon 6.3.5 (Moénada X-continua). Sea ¥ una signatura, T una mdnada,
y @ una X-dlgebra para la monada T. Decimos que T es X-continua, o que lleva
una X-dlgebra continua, si T tiene un orden (C) tal que para cada conjunto X,
®x es una X-dlgebra continua respecto al orden (Cy).

En palabras, dada una signatura 3, y una moénada 7T tal que es Y-continua,
entonces para cada conjunto X, T'(X) esta equipado con un algebra X-continua,
o equivalentemente, para cada simbolo o € &, a(0) = n, su interpretacion en
T(X) es continua en cada argumento:

UT(X)(”., LJ an7~-):: LJ UT%X)("van7~')

n<w n<w

De esta manera nos aseguramos que la interpretacién de los operadores mantie-
nen el sentido seméantico de sus argumentos.

Finalmente, podemos definir una familia de relaciones indexadas por los
nimeros naturales que aproximan a la evaluaciéon de términos en valores, esta
vez, con efectos interpretados por una moénada.

Definicion 6.3.6. Sea X una signatura y T una monada %-continua. Definimos
una familia de relaciones indexadas por un nimero natural n € N entre términos
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T ..
cerrados y valores con efectos ({}.,) de la siguiente manera:

(ret)

[
MYT L ret(V) Uy n(V)

MEX Nz :=Vilyy
let x = M in N2, X >>= (V ~ Yy)

(seq)

Mz = WL X
Az . M)Wt X

(app)

MUEX, L Ml Xy
(M, ..., M) 0T (X, .., Xy)

(o-0p)

Donde la regla (c-op) es en realidad un conjunto de reglas, una para cada
operador 0 € ¥ y k = a(o).

Las familias de aproximaciones recién definidas determinan como se evaltian
los términos. Para cada operador ¢ en ¥ introducimos una regla (o-op) que
relaciona el operador ¢ y sus argumentos, con la interpretaciéon o’ y los valores
de cada uno de los argumentos.

La regla (seq) expresa que la evaluacion del término (let © = M in N) se
reduce a evaluar primero el término M y luego una vez encontrado el valor V
(en caso de que exista) continuar la evaluacion por N[z := V], en otras palabras
es lo que define el operador de bind de las monadas. La idea de continuar
la evaluacion la expresamos como una funcién que toma como argumento un
valor, computado previamente, y produce un valor resultado con efectos luego
de computar la evaluacién de un término que puede utilizar el valor que toma
como argumento. Esta regla es el precio a pagar por la generalidad de los
efectos, en el caso de tener un efecto y una monada concreta que los interprete
la evaluacion tendria un enfoque mas clasico como se pueden apreciar en las
definiciones de los ejemplos presentados al principio del capitulo, lenguaje con
fallo, excepciones, no-determinismo, y operadores probabilisticos. Esta regla
es central en la evaluacion moénadica y establece una conexién directa con el
operador bind.

Veamos ahora que la familia de evaluaciones nos alcanza para definir la
evaluacion de lenguajes con efectos algebraicos.

Lema 6.3.1 (Determinismo). Sea ¥ una signatura y T una mdnada 3-continua.
Seann < w, M € Ay yv,w € T(VY), si Mlﬂ;v Yy MlLZw entonces v = w.

Demostracion. La prueba procede por induccién en n.

Caso Base Con n = 0, la tnica regla que es posible a aplicar es (L), por lo
que v = 1 =w.

Paso Inductivo Asumiendo que n = m + 1 para algin m > 0. Procedemos
haciendo analisis por casos en la tultima regla aplicada a M l}Zv.

Caso (L) no es posible dado que n > 0.
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Caso (ret) En este caso, M = ret(V) para algin V € V3, y v = n(V).
Podemos concluir entonces que M = ret(V)llﬁ 11w, y al aplicar la
dnica regla posible, (ret), w = n(V). Por lo que v = w.

Caso (app) Tenemos entonces que M = (Az. Q)W con Q € A{EI} y

W € V5§ de forma tal que Q[z := W]{Lv. Ahora, partiendo de
M llgw, por la definicion de M y aplicando la regla app, tenemos
que Q[z := W}l}%w Finalmente por hipotesis inductiva, con m < n,
tenemos que v = w.

Caso (o-op) En este caso tenemos para un operador o € ¥ con (o) = k,
M = o(My,..., M)l 10T (X1,..., X)) con M; € A con j €
[1,k] donde ademas M|}l X; con j € [1,k]. Por lo que también
tenemos que M = o(Mj,..., Mk)llgbﬂw, con w = ol (Yy,...,Ys)
y Mji}TTan con j € [1,k]. Pero finalmente, por hipdtesis inductiva
tenemos que X; = Y; con j € [1,k], por lo que o7 (Xy,..., X;) =
ol (Y1,...,Ys), y entonces, v = w.

Caso (seq) Sea M =let 2 = P in Q| ;v con P € AJ y Q € A{Em},
de forma tal que P|L X, y existe V € V5 tal que Q[z := V] |Z Yy,
tales que v = X >>= (V ~» Yy). Sabemos que M = let z =
P in Ql}ﬁ_,_lw por lo que PllgR, y existe W € V3 tal que Q[z :=
WL Sy, tales que w = R >>= (W ~» Sy). Por hipétesis inductiva
en P, tenemos que X = R, y méas aun, los valores dentro de los
efectos generados son los mismos, V' = W. Por hipoétesis inductiva

en @, y que V.= W, tenemos que Yy = Sy . Concluimos que
X >>= (V ~ Yy) = R >>= (W ~ Sw), es decir, v = w.

O

Veamos ahora que efectivamente la familia de aproximaciones define una w-
cadena desde el punto de vista de un término, donde a medida que se incrementa
la profundidad del arbol de evaluaciones, se obtiene un valor mas definido.

Lema 6.3.2 (Cadena de aproximaciones). Sea M € AY, para todo n < w, si
Ml}gX, para todo N < w, MU,TLJrNY entonces X C Y.

De esta manera obtenemos una familia de relaciones indexadas por un
ntmero natural n € N. Utilizando esté familia de relaciones, podemos definir la
evaluacion de términos con efectos algebraicos como el supremo de la cadena
de sus aproximaciones, al igual que hicimos en la Seccion [3.3

La regla seq no expresa la semantica operacional de forma clara. Por el
nivel de generalidad que queremos tener en el lenguaje, donde caracterizamos
una familia amplia de lambda calculos con efectos, utilizamos una regla que, si
bien expresa se forma clara la seméntica del constructor let no queda en claro
que esa operacional. Para subsanar este problema definimos la aproximacion
de términos con efectos algebraicos de la misma manera que hicimos en el
Capitulo [3] Utilizamos una familia inductiva de relaciones que aproximan a
un término de manera operacional y mostramos que la evaluaciéon aproximada
respeta dicha familia.



6.4. EVALUACION DE LENGUAJES CON EFECTOS (0]

Definicion 6.3.7. Sea ¥ una signatura, T una monada X-continua, y M € Ag
un término. Definimos la n-ésima aprozimacion M™ € T(V,y) de M de la
siguiente forma:

MO = |,
(ret(V))" ) = p(V)
(Az. M)V)+D) = (M[z:=V])™)
(let z = M in N)<n+1> = M >>= AV.(N[z :=V])™
(o(My,..., Mp)™D = oT(M™ . M)

Mostrar inductivamente que la relaciéon de evaluacion aproximada respeta
la n-ésima aproximacion de términos.

Lema 6.3.3. Dado una signatura 3, T una monada X-continua, todo término
cerrado M € Ay, M I M™)

Demostracion. La prueba sigue la prueba del Lema salvo para el caso
particular de los operadores algebraicos agregados por la signatura X.

Procedemos por induccién sobre n. El caso base es con n = 0, que por
definicion de la evaluacién aproximada y por la n-ésima aproximacion se cumple
que M I MO,

Para el paso inductivo asumimos que para todo M € Ay, M |1 M (m) y
mostramos que M I M (m+1) Mostramos a continuacion el caso puntual de
los operadores agregados por la signatura X, ya que los otros casos son similares
a los probados en la prueba del Lema

Sea 0 € ¥ un operador con aridad a(c) = n. Por hipotesis inductiva
tenemos que dados My, ..., M, € Ao, M; || Mi(m). Nuestro objetivo es mos-
trar que o(My,...,My,) UL (o(Mi,...,M,))™*D. Por hipétesis inducti-

va tenemos que M; |1 Mi(m), y por la regla (o-op), o(M,...,M,) JL
O'T(Ml(m), .. .,MT(Lm)). Finalmente, por definicién de n-ésima aproximacion,

o(M,...,M,) VL o(M, ..., M,)m+D. O

Sea ¥ una signatura y T una moénada -continua, definimos la evaluaciéon
de un término cerrado M € A¥ de la siguiente forma:

[M]" = sup{M ™}
n<w

De forma similar al capitulo [3] esta definicién nos permite caracterizar
explicitamente la divergencia en la evaluacion. Por ejemplo, podemos ver que
para el término divergente 2 € Ag definido en el Capitulo [3] tenemos que
para cualquier ménada ordenada T, [Q2]T = L7. Esto es una consecuencia
directa de utilizar ménadas ordenadas para definir la evaluaciéon de términos,
introduciendo un término | para cada conjunto posible, y de esta manera,
caracterizar términos que, sin importar la profundidad del arbol de derivacion,
nunca se les podra asignar un valor.

6.4. Evaluaciéon de Lenguajes con Efectos

En esta secciéon finalmente mostramos como combinar todas las piezas
necesarias para evaluar términos de los lenguajes introducidos al principio del
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capitulo. En otras palabras, definiremos la estructura necesaria para evaluar
términos con: fallo, excepciones, no-determinismo, y probabilidades. De forma
general lo que haremos es definir una moénada ordenada capaz de interpretar
cada uno de los efectos.

Fallo/Divergencia Recapitulando, debemos definir una monada para inter-
pretar efectos del algebra ({fail}, fail — 0). Definimos F(X) = (Vo + L)+ Ly
operaciones:

= (@) = u(u(z))

f(z) sim =y (u(x))
wom >>=f =yl (L) sim=u(,(Ll))
tr(L) sim =¢.(L)

Podemos ver que (F,n, >>=) definen una monada.

Veamos también que es una moénada ordenada, y para esto construimos de
forma universal un orden.

Sea X un conjunto, podemos definir:

= el menor elemento como Lx = ¢,.(1),

= mientras que dados dos elementos z,y € F(X) para algin conjunto X,
x Eﬁg y si y solo si:

e 0 bien, z = ¢,.(L) es el menor elemento,

e 0 si x es un fallo, también lo es y, x = ¢;(¢,r (L)) Ay = 41 (e (L)

e 0 si x contiene un valor, y contiene el mismo, 3z’, vy, x = 1;(¢;(z')) A
y=u(u@) e =y

Podemos ver que | x C& x para todo z € F(X).

El operador de bind es continuo en ambos argumentos. Mostramos primero
que para = € F(X), y una w-cadena de funciones {f,}n<. donde f, € X —
F(Y), el supremo de aplicar el operador bind a la funcién f,, con z, es igual a
aplicar el operador bind al supremo de las funciones con x. Para esto hacemos
analisis por caso en x:

» Caso z = ¢,.(L). Por definicién de bind tenemos que ¢,.(L) >>=1 f, = 1,
por lo que | |, (¢r(L) >>= fn) = Lo tr(L) = tr(L). Pero ademas,
tenemos que ¢,.(L) >>= (||, .,, fn) = tr(L). Por lo que podemos concluir
que: ||, o, (tr(L) >>= fr) = 1.(L) >>= (U, o, fn)

= Caso ¢ = (¢,(L)). Similar al caso anterior aplicamos directamente
la definicion del operador bind. Por un lado tenemos que, para todo
n <w, LZ(LT(J-)) >>= fn = LZ(LT(J-))v y por endea |_|n<w(l’l(l”l“(J—)) >>=
fn) = u(e-(L)). Mientras que por el otro lado tenemos: ¢;(¢,(L)) >>=
(Un<w fn) = u(er(L)). Por lo que concluimos que ambos términos son
iguales.

= Caso x = (¢ (2’) para algin 2’ € X. De nuevo aplicamos directamente
la definicién del operador bind. Por un lado tenemos que, para todo
n < w: y(u(@') >>= fn = fu(a'), y porende, | |, (u(u(z’) >= fn) =
[, (fn(z")). Por el otro lado tenemos que: u;(1i(z') >>= | |, ., fn =
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(Un<w fn)(z"). Finalmente, por continuidad de la aplicacion de funciones,
ambos términos son iguales.

Concluimos que la ménada esta ordenada.

Lo que nos queda es definir como son interpretados los operadores que
agrega el algebra al lenguaje. En la Seccion introducimos el efecto de
fallo, y explicamos en palabras como introducir intuitivamente un elemento del
conjunto de posibles resultados de la evaluaciéon. Este elemento, que notamos
t1(er(L)), representa la interpretacion del operador fail, por lo que ahora podemos
describirlo formalmente. Para todo conjunto X, podemos interpretar el simbolo
fail dentro de F(X) como:

fail™ ) = 4 (4, (L))

Finalmente, nos queda mostrar que la monada FF es continua en el algebra de
fallo. Pero esto lo obtenemos juntando la interpretacién del operador y el orden
de la ménada. La interpretacion del operador fail define cadenas estacionarias,
es decir, cadenas que contienen una secuencia de elementos ¢,.(L), seguida de

una cadena constante {fail]F}n<w.

Por lo que podemos concluir que la funcién de evaluacion [—]* estd bien
definida.

Excepciones Dado un conjunto de simbolos E que representan diferentes
excepciones, podemos agregar al lenguaje operadores de excepciones mediante
el algebra ({raise. | e € E},{raisec — 0 | e € E}). En esta seccion, al igual
que con el operador de fallo, mostramos que tenemos una monada capaz de
interpretar cada uno de los operadores, y definimos formalmente la evaluacion
de término.

Definimos E(X) = (X + E) + L, lo que nos permite indicar cuando hemos
alcanzado una excepcion durante la evaluacién de términos. Siguiendo los
mismos pasos que la ménada F podemos ver que efectivamente es una moénada
respecto al algebra de excepciones, donde definimos la interpretacién de los
operadores de la siguiente forma. Para todo conjunto X, y e € E, tenemos que:

raise®X) = 1;(1,(e))

Ademaés, cada operador es interpretado de forma tal que solo permite obtener
cadenas estacionarias, y por ende, continuas.

Finalmente, la funcién de evaluacion [~]”, definida en la Seccién estéa
bien definida.

No-determinismo En la Seccion [6.]] introducimos no-determinismo median-
te el algebra ({@},® — 2). Continuando con el espiritu de esta seccion, a

continuacion vamos a ver que NID(X) = P(X) define una monada continua.

Definicion 6.4.1 (Moénada de No-determinismo). Para cada conjunto X,
definimos ND(X) como todos los subconjunto de X. En simbolos ND(X) = {Y" |
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Y C X}. Definimos ademds las siguientes operaciones:

nx(z) = {z}
A>>=f= ] fla)

acA

Para cualquier conjunto Y, x € X, ACX y f: X - ND(Y).

Nuevamente, mostrar que (ND,n, >>=) es efectivamente una moénada se
deja como ejercicio para el lector.
La moénada ND tiene un orden. Para cada conjunto X definimos:

LNDi(Z)
XCWPY «— XCVY

Por propiedades de conjuntos, tenemos que para todo conjunto X,y Y C X,
NP CND y
X =

El operador bind es continuo en ambos argumentos. Esto resulta sencillo ya
que el operador bind se define en base a la union de conjuntos y la aplicacion
de funciones, tanto la unién como la aplicacién, son operaciones continuas en el
orden definido por la inclusiéon de conjuntos.

Veamos que es continuo en el primer argumento. Dado dos conjuntos P, Q,
una w-cadena, {X’ﬂ}n<w’ de subconjuntos de P, X,, C P para cadan < w, y una
funcion f: P — ND(Q), veamos que | |, . (Xn >>= f) = (|,cp, Xn) >>= f.
Para esto nos basamos que para cualquier par de elementos X;, X; con i < j,
tenemos que X; C Xj, y por lo tanto, ,cy, f(z) C Uwer f(x). En otras
palabras, estamos viendo que aplicar la funcion parcial (>>= f) respeta el orden
de la w-cadena, y por ende, es continuo.

Dado un conjunto P,Q, X C P, y una w-cadena de funciones {f,}, .,
tales que f, : P — NID(Q) para todo n < w. Por definicion del operador bind,
tenemos que:

X >>=f, = ful@)

zeX

Por el orden de funciones, tenemos que f; C f; con i < j si y solo si para todo
z € P, fo(z) TP f;(z). Y atin més, tenemos que por definicién de unién de
conjuntos, |J,c x(fi) € U,ex(fj), para todo i < j. Por lo que tenemos que
Unco (X >>= fr) = X >>= U, ., fn. Concluyendo la prueba de que bind es
continuo en ambos argumentos.

Definimos ahora como interpretar el operador binario de no-determinismo
®. Lo hacemos directamente mediante la unién de conjuntos, en simbolos, para
cualquier conjunto P:

e"PP)(X V)= XUY

Y més atn, el operador de unién es continuo en el orden definido por la inclusién
de conjunto. Por lo que podemos concluir entonces que la evaluacién [[f]]ND
esta bien definida por la ménada ND.
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Probabilistico Finalmente veamos como definir una moénada continua capaz
de interpretar los efectos generados por el operador binario probabilistico @,.
Para esto utilizamos la familia de sub-distribuciones, y vemos que forman
efectivamente una moénada. En la Seccién definimos D(X') como el conjunto
de todas las sub-distribuciones con soporte numerable en X. Sea X un conjunto,
definimos las siguientes operaciones:

wow={y 510
(d>>=fy)= > d)xf()y)

veEsup(d)

CondeD(X), f: X - D(Y).

El operador bind se define directamente a partir de la probabilidad de
obtener un elemento de la sub-distribucién d y la probabilidad de obtener un
un nuevo elemento a través de f teniendo el cuenta el valor obtenido en d. De
esta manera la probabilidad de obtener un elemento v en la sub-distribucién
d >>= f queda definida por la probabilidad de obtener un elemento z en d, y
con dicho elemento, computar f(z)(v).

Dado que las sub-distribucién son un caso particular de funciones, podemos
utilizar el orden por funciones en codominios ordenados. Para cada conjunto X
podemos definir el siguiente orden:

1P ) =0
dCPX) ¢ = Yz € sup(d),d(z) < d'(z)

De esta manera es facil comprobar que LP(X) T d para todo conjunto X y
d € D(X). Mas atin, como definimos el orden (CP(X)) como la extension a
funciones basédndonos en el orden de los reales, las operaciones aritméticas son
continuas, y por lo tanto, el operador bind es continuo en ambos argumentos.
Notar que para que d CPX) @', necesitamos que sup(d) C sup(d').

Nos queda entonces por definir la interpretacion de la familia de operadores
binarios @,. Para cualquier conjunto X y p € [0, 1], definimos la interpretacion
del operador probabilistico como:

D) (d,d)(v) = p d(v) + (1 - p) * d'(v)

para cualquiera dos sub-distribuciones d,d’ € D(X). Para mostrar que el opera-

dor @E(x) para todo p € [0, 1] es continuo basta con recurrir a la continuidad
de operaciones aritméticas y de la aplicacion de funciones.

Operaciones Genéricas

Finalmente, es posible extender el trabajo para obtener operaciones genera-
lizadas. Introducir operadores mediante signaturas con un tnico sort no alcanza
para especificar completamente algunos efectos algebraicos, como ser, el manejo
de estados mutables o la operacion de imprimir un mensaje en pantalla. En
particular, la manera antes descripta nos permite introducir operadores con una
aridad finita, pero no con aridad dependiente de un conjunto infinito. Como
ejemplo podemos ver que introducimos una familia de operadores probabilisticos
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@, con p € [0,1]. Que no es lo mismo que introducir un operador probabilistico
® que pueda tomar como argumento un real indicando la probabilidad de selec-
cionar cada término. Un ejemplo muy utilizado en la programacion funcional,
es el uso de un estado global, donde se utilizan dos operadores: get, set. Donde
el operador get(l,z.k) nos permite buscar el valor guardado en I, digamos
que es v, y continuar la evaluaciéon con el término resultante reemplazando las
apariciones libres de = por v en k. Mientras que el operador set((l,v), k) nos
permite guardar el valor v en la direccion [ y continuar con la evaluacion de k.
Notar que tanto las direcciones como el espacio de valores pueden ser infinitos.
Para aceptar dichos operadores se introducen las denominadas operaciones
genéricas (Plotkin y Power [2003).

Definicién 6.4.2 (Operacion Genérica (Dal Lago y Gavazzo 2019))). Sean I, X
dos conjuntos. Una operacion genérica en X es una funcion w: P x X! — X.
El conjunto P se denomina parametro del operador, y el conjunto indice I es
la aridad de la operacion.

Podemos generalizar entonces la nocion de signatura 3 como un conjunto
de simbolos no interpretados O con un mapa de aridades de manera tal que
para todo o € O,0: P ~» [ indica que el simbolo o representa una operacion
genérica con parametro Py conjunto indice I. Semanticamente, decimos una
moénada T interpreta la operacion o si para todo conjunto X hay un mapa
lolx : P x (T(X))! — T(X), tal que para toda funciéon f: X — T(Y), p € P,
y k: I — T(X) tenemos que:

[ol x (p, &) >>= f = [o]y (p, (>>= f) o k)

Finalmente, al igual que con operaciones algebraicas, decimos que la méonada T
es Y-algebraica si ya viene equipada con una interpretaciéon para los simbolos
definimos en X.

Ejemplo 6.4.1 (Estado Global). Dado un conjunto de identificadores de
memoria L. Definimos la signatura G = {get : L ~> V,set : L x V ~~ 1}.

Donde la operacion get se utiliza para obtener el valor de posicion | € L,
mientras que la operacion set se utiliza para guardar un valor en una posicion
dada. En la signatura dada se utilizan tres conjuntos: V de valores, L repre-
sentando el nombre de espacios donde guardar valores, y el conjunto unitario
1.

Para interpretar las operaciones recién definidas utilizamos la mdénada de
estados:

G(X) =(Xx9)°
nx(z)(s) = (z,s)
ma >>= f = s+ f(fst(ma(s)))(snd(ma(s)))

Utilizando como estado global un mapa de nombres a valores: S =L — V.

Interpretamos las operaciones genéricas get,set de la siguiente forma:

[set]((l,v), k) (o) = k(1)(a[l - v])
lget] (k) (o) = k(a(D))(o)
Donde o[l F v] lo que hace es actualizar la posicion | con el valor v.

De esta manera obtenemos dos operaciones dentro del lenguaje set((l,v),e) y
get(l,xz.e). La operacidn set((l,v), e), al ser interpretada, guarda en la direccion
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el valor v y continia con la evaluacion de e. Mientras que la operacion get(l, x.e),
busca el valor v almacenado en la direccion l, y continia con la evaluacion del

término e[z := v].






Capitulo 7

Aproximacién de Programas con
Efectos

En este capitulo adaptamos la aproximaciéon de programas para que sea capaz
de aceptar la presencia de efectos en el lenguaje y asi obtener una definicion de
equivalencia con efectos. En el capitulo anterior vimos como podiamos introducir
de una manera genérica efectos algebraicos al calculo lambda, pero que luego,
para evaluar los términos de dicho lenguaje, utilizAbamos una moénada capaz de
interpretar dichos efectos. Lo que nos falta entonces es definir una nociéon de
aproximacion y equivalencia de programas, similar a las relaciones del Capitulofd]
de manera que podamos luego incorporar finalmente una teoria de mejoras
teniendo en cuenta los efectos introducidos por los operadores e interpretados

por la ménada, con el objetivo de obtener una teoria de mejoras similar a la
del Capitulo [

Las ideas siguen el camino inverso al Capitulo [ primero definimos la
relacién de aproximacién aplicativa y luego de aproximaciéon observacional.
Seguimos el orden inverso ya que el autor cree que es méas directo ver la
aplicacion de un elemento que mezcle la relaciéon de aproximacion aplicativa
con la evaluacién de términos con efectos algebraicos. En particular, la relacion
de aproximacion aplicativa define unas sucesivas evaluaciones de términos, y
por lo tanto, necesitamos poder mezclar la relaciéon de aproximacién aplicativa
de términos con valores con efectos. Recordemos que la evaluaciéon de términos
es monadica, ya que debe ser capaz de interpretar los efectos generados por los
operadores algebraicos. La idea original de cémo definir las aproximaciones en
presencia de efectos fue desarrollada por Dal Lago, Gavazzo y Paul Levy (2017,
donde los autores introducen como obtener una nocién de equivalencia contextual
y relaciones de bisimulacion. Estos conceptos son los pilares en los cuales se
basa uno de los principales aportes de este trabajo, que consiste en introducir la
teoria de mejoras basada en un nuevo efecto que desarrollamos en los capitulos
posteriores (Capitulo .

El objetivo de este capitulo es definir una relacion entre programas y otra
entre términos: aproximacion aplicativa y aprorimacion observacional. La apro-
ximacién observacional se relaciona directamente con la equivalencia observa-
cional de términos con efectos. Este enfoque, hereda el mismo problema que
la equivalencia observacional: probar que dos términos son observacionalmente
equivalentes involucra probar que universalmente ambos presentan el mismo
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comportamiento observable. Adicionalmente, la relacion de aproximacion aplica-
tiva, de la misma manera que la simulacion aplicativa de Abramsky, nos permite
inferir la equivalencia definiendo diferentes simulaciones, y observando que se
alcanzan estados equivalentes. Definir la relacién de aproximacién aplicativa
requiere dar una semantica operacional, que es lo que nos permite a nosotros
introducir nociones de costos dentro de la evaluaciéon del lenguaje.

El contenido de este capitulo se basa en el trabajo de Dal Lago, Gavazzo
y Paul Levy (2017)), donde el objetivo es encontrar una relacion de congruencia,
y por ende, una relacién de equivalencia entre programas. En nuestro caso, el
objetivo es desarrollar una relaciéon no necesariamente simétrica, sino una rela-
cion que expresa que la evaluacién de un término es a lo sumo tan costosa como
otra. Utilizando la nomenclatura del articulo, no buscamos una bisimulacion,
sino mas bien una simulacién entre programas. En otras palabras, no buscamos
una relaciéon congruente sino una precongruencia.

7.1. Relacionadores

Para obtener una precongruencia entre programas con efectos, el primer
obstaculo que debemos resolver es definir como comparar valores con efectos.
Repasando la nocion de simulacion de Abramsky, los valores dentro del lambda
célculo son representados como valores cerrados, es decir, que son identificados
con abstracciones, i.e. funciones, que no se pueden reducir. Por lo que, dados
dos valores, los podemos comparar de forma extensional, es decir, aplicando los
valores sobre un mismo valor obteniendo dos términos, y finalmente comparando
el resultado de evaluarlos, de la misma manera que hariamos con funciones. Y
luego, volver a repetir el proceso las veces que sea necesario, hasta encontrar
valores que, en el mejor caso, sean equivalentes. Como vimos en el Capitulo[4] el
proceso antes descripto en palabras tiene una dependencia recursiva que se puede
salvar definiendo cuidadosamente la relacién de forma coinductiva mediante un
operador monoétono, utilizando el teorema de Knaster-Tarski (Teorema [2.1.6)).

En esta seccién, lo que veremos es como podemos incorporar efectos al
proceso antes descripto, y esto lo logramos viendo como relacionar valores que
ademas tienen efectos computacionales. En cada paso, dados dos términos, los
evaluamos y comparamos los resultados, pero ahora la evaluaciéon ya no nos
retorna un valor sino un valor con efectos. Por lo que definimos una forma de
mapear relaciones entre valores a relaciones entre valores con efectos, de manera
tal que se extrapole correctamente la relacion seméntica entre los valores. Para
esto introducimos la nocion de relacionador y T-relacionador, y finalmente
mostramos que podemos obtener los mismos resultados que el Capitulo [4 pero
teniendo en cuenta los efectos algebraicos presentes en nuestro lenguaje.

Definicion 7.1.1 (Relacionador). Sea F' un endofuntor sobre Set y X,Y dos
conjuntos. Un relacionador T para F' es un mapa que asocia cualquier relacion
R C X xY con una relacion TR C F(X) x F(Y) tal que:

lpx CT(1x)
FTRoTSCT(RoS)
D((f x g)"'R) C (Ff x Fg)"'TR
RCT — T'RCIT
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Donde RTC X XY, SCYxZ, f:W—>X,g:Z —Y y el operador de
inversion (f x g) 'R = {(w, z)|f(w)Rg(z)}.

La nocién de relacionador fue introducida por primera vez por Kawaha-
ra (1973)), aunque el concepto no fue utilizado hasta que se vuelve a presentar
por Carboni, Kelly y Wood(1991)). A su vez, Backhouse y sus colegas, comenza-
ron una serie de articulos que muestran la relevancia de los relacionadores en la
computacion (Backhouse, de Bruin, P.F. Hoogendijk et al.|1991; Backhouse, de
Bruin, Malcolm et al. |1991; Backhouse y P. Hoogendijk [1993). En el libro The
Algebra of Programming los autores dedican una gran parte del libro al uso
de alegorias, que son una construccién similar a la categorias pero partiendo
de generalizar las propiedades de relaciones en vez de conjuntos y funciones,
siendo los relacionadores funtores dentro de las alegorias.

Los relacionadores poseen varias propiedades.

Lema 7.1.1. Relacionadores respetan la composicion de funtores.

Demostracion. Dados dos funtores F, G, y relacionadores I', A, de F' y G, res-
pectivamente. Podemos ver que la composicion de I', A, 'o A, es un relacionador
de F' o G probando cada una de las 4 propiedades enunciadas en su definicion.

= Para cualquier conjunto X tenemos que la identidad de elementos ma-
peamos por el funtor F o G esta contenida en el resultado de mapear
la identidad en X por el relacionador I' o A. Por ser I', A relaciona-
dores de sus respectivos funtores, tenemos que: 1(pc(x))) € I'(laix)),
y ademés, 1gx) € A(lx), ambos por Regla de relacionadores.
Pero ademaés, por monotonia de relacionadores sobre la inclusion, te-
nemos que: I'(1gx)) € I'(A(1x)). Por lo que podemos concluir que
L(roc)x) € (o A)(1x).

= Para cualquier conjunto X, Y, Z y relaciones R, S tales que RC X XY
v S:Y x Z, tenemos que la composicion de mapear la relacion R y S
mediante el relacionador I' o A esté contenida en la relacion resultante de
mapear directamente la composicién de las relaciones Ry S.

(ToA)(R)o (T o A)(S)

C (Definicion composicion y Regla
T'(A(R) o A(S))

C (Regla y Regla
T'(A(RoS))

= (Definicion de composicion)

(ToA)(RoS)

= Para cualquier conjunto X, Y, W,V funciones f : W —- X yg:V =Y,
y una relacion R C X x Y, tenemos que:

(PoA)(fx9)'R)C((FoG)(f) x (FoG)(g) (T AR
Por ser A un relacionador, tenemos que mostrar que:

A((f x 9)"'R) S (G(f) x G(9))"'(AR) (L)
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Ahora, por ser I' un relacionador, tenemos que:

(CoA)(f xg) ' R)
= (Definicion de composicion)
F(A((f x g)_lR))

C (Regla[Rel-4]y lema auxiliar [I)
L((G(f) * Clg ))71(AR))

(Regla [Rel-3)
(F(G(f)) x (G( )" (T(AR))

= <Deﬁmclon de composm10n>

(Fo@)(f) x (FoG)(9) ' ((LoA)R)

» Finalmente, aplicando sucesivamente la Regla|[Rel-4de ambos relacionado-
res tenemos que, dados dos conjuntos X, Y y dos relaciones R, T C X xY
tales que RC T, (T o A)(R) C (I'o A)(T).

O

Lema 7.1.2 (Interseccion de Relacionadores). Dado un funtor F y dos relacio-
nadores T'; A de F. La conjuncion (interseccion) de relacionadores (T AA) es un
relacionador de F'. Donde, dada una relacion R, la conjuncion de relacionadores
queda definida por:

r(TANA)R)y < zTRyAxz ARy

Demostracion. La interseccion de los relacionadores I' y A, I' A A, es un rela-
cionador para el funtor F.

= Podemos ver que 1px C (I'AA)(1x), ya que por definicion del relacionador
de conjuncién tenemos que: 1px € A(lx) Alpx C T'(1x). Finalmente,
sabemos que ambos predicados son correctos por ser I' y A relacionadores.

= Veamos que I' A A cumple con la segunda regla de los relacionadores.
Sean z,z tales que z(I' A A)(R) o (T' A A)(S)z, veamos que también
z(CAA)(Ro S)z.

z (T AA)R)o (T AA)S)) 2

<= (Definicién composiciéon de relaciones)
Jy, (T AA) Ry Ay(T AA)(S)z

<= (Definicion conjuncion de relacionadores)
Jy, 2T (R)y A zA(R)y AyI'(S)z AyA(S)z

= (Definicién composicion de relaciones)
2l(Ro S)z AxzA(Ro S)z

<= (Definicion conjuncion de relacionadores)

(T AA)(Ro S)z

= Veamos que (TAA)((f x ) 'R) C (Ff x Fg)" (T AA)(R). Para mostrar
este caso, partimos de elementos relacionados por (TAA)((f % g) ' R) y fi-
nalmente mostramos que también estan relacionados por (F' f x F g)” (I'A
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A)R. Sean z,y tales que (I A A)((f x g)”'R)y.

(D AA)((f x g) 'Ry

al((f x g9) 'Ry AzA((f x 9)" 'Ry

2(Ff x Fg) ' (TR)y Ax(Ff x Fg)"'(AR)y
FfxzTR)FgyANF fz(AR)Fgy
Ffz(ANAR)Fgy
e(FfxFg) "(C A\A)Ry

IR

= Finalmente para dos relaciones R,T tales que R C T, tenemos que
(T ANA)R C (I' A A)T'. Similar al caso anterior, partimos de elementos
relacionados y llegamos a que también estan relacionados. Sean x,y tales
que z(I' A A)(R)y.

(T ANA)(R)y
— zT(R)yAxzA(R)y
= zD(T)ynzA(T)y
— z(TAND)y

O

La conjuncién de relacionadores es una propiedad muy tutil ya que nos
permite adicionar informacion o restringir relacionadores adicionando mas
estructura. Por ejemplo, si utilizamos un relacionador I' para observar una
propiedad g y un relacionador A para observar una propiedad p, podemos
utilizar el relacionador I A A para observar la propiedad g A p. En particular,
como veremos mas adelante, esta propiedad es la que nos permite introducir
nuevas observaciones sobre la evaluacion de términos con efectos.

Lamentablemente la disyuncién de dos relacionadores no forma un rela-
cionador. Esto es porque durante la composicién de relaciones podemos estar
relacionando elementos de forma incorrecta. Para esto veamos qué pasa si
quisiéramos mostrar que la propiedad es valida. Dado un funtor F, I', A dos
relacionadores de F', definimos a I' VA como la unién de los relacionadores: dada
una relacion R, (I'V A)(R) = T'(R) U A(R). Veamos que, para dos relaciones
R,S, (TVA)R)o(TVA)S)Z (TVA)RoS).

x (TVA)R)o(T'VA)S) 2

— Fy,z (TVA)R)yAy (T'VA)S) 2

< 3y, (@ T(R) y Vo A(R) y) Ay T'(S) 2V y A(S) 2)
zI'(R) y Ay T(9)

xT(R)y ANy A(S) z

x AR)y ANy T(S) z +

x AR)y Ny A(S) z

— Ty,

Como se puede observar, hay dos casos donde se mezclan las observaciones de
Py A 2T(R)yAy A(S) z,z A(R) y ANy T'(S) z, sefializadas con unas flechas
en la formula de arriba.

A modo de ejemplo definimos un relacionador para el funtor de fallo.
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Ejemplo 7.1.1. Sea F(X) = X + L. Intuitivamente, la forma usual de mapear
una relacion R entre conjuntos X, Y, R C X XY, a una relacion entre posibles
elementos, es directamente relacionar por R cuando en ambos casos tengamos

elementos para comparar.
Sea R C X xY, definimos a TR CF(X) x F(Y) como:

PRy Ao =u@) ANy =y
*TRy y (@) Ay =uly)
z=1t(L)Ay=1(L)
En este caso es facil verificar las propiedades de los relacionadores, y se
dejan como ejercicio para el lector.

7.2. Relacionador de Aproximaciones

Nuestro objetivo no es simplemente mapear relaciones, sino que queremos
utilizar los relacionadores para introducir la observacion realizada por la nocion
de aproximacion de términos. El uso de relacionadores es simplemente una
herramienta para poder establecer comparaciones entre valores con efectos, y
en particular, efectos interpretados por ménadas ordenadas. Lo que nos falta es
poder seguir dicho orden con el objetivo de eventualmente definir una teoria de
mejoras con efectos.

Repasando la definicion de mejoras, tenemos que un término N es mejorado
por un término M, si (para todo contexto) la evaluacion de N (en ése contexto)
termina con un costo, entonces la evaluacion de M (en ése contexto) es como
minimo tan eficiente como la de N. Si abstraemos la idea de una relaciéon que
compara costos, lo que nos queda es tener un mecanismo que nos permite
comparar elementos si la evaluacién de N termina entonces la de M también.
La relacién de si termina entonces termina es lo que codificaremos dentro de
los relacionadores, ya que dentro de la interpretacion de los efectos tenemos una
nocién de terminacién. La moénadas ordenadas tienen un elemento distinguido,
1, que nos permite distinguir entre computaciones que terminan o divergen.

Veamos a modo de ejemplo posibles relacionadores para los funtores y efectos
que utilizamos dentro de esta tesis.

Ejemplo 7.2.1 (Relacionador de Fallo). Sean X,Y dos conjuntos, y R C X xY.
Definimos aI') RC X | XY, como:

=yu) = y=u() NuRv

zI' Ry <— v
{x =1(Llx)

El mapeo de relaciones definido por I' | cumple con la definicién de relacio-
nador. Ademas podemos ver en la definicion como se codifica la nociéon de si
termina entonces termina, y en el caso de tener un término cuya evaluacion
diverge, identificado como (L), simplemente est4n relacionadas con todos los
elementos. Formalizaremos esta nocion en la siguiente seccion.

Continuando con los ejemplos, definimos un relacionador para cada uno de
los funtores subyacente de cada moénada vista en la seccién anterior.

Ejemplo 7.2.2 (Relacionador de Excepciones). Sea E un conjunto de simbo-
los no interpretados que representan las diferentes excepciones. Definimos el
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relacionador OgR C (X + E) x (Y + E) como:

=yu) = y=ulw)AuRv

x
OpRy <=
vEEnY {x:Lr(e) = y =.(€)

Utilizamos la composicion de relacionadores para definir finalmente a 'y =
@E o ]_—‘J_ .

Definir de forma composicional relacionadores ayuda a simplificar las pruebas,
y nos permite modularizar las observaciones que se iran realizando. En éste caso,
primero observamos la divergencia en la evaluaciéon de los términos con '}, y
en el caso de que las evaluaciones converjan, comparamos si han terminado
correctamente o con una excepcién con el relacionador Op.

Ejemplo 7.2.3 (Relacionador de No-Determinismo). Dados dos conjuntos
X, Y, y una relacion R C X xY. Definimos el relacionador de no-determinismo
I'pRCP(X)xP(Y) como:

PI'pRQ < Vze P Jyc @,z Ry

El relacionador de no-determinismo define el mapeo tradicional e intuitivo
de una relacion R C X X Y a una relacién entre partes de dichos conjuntos
'R C P(X) x P(Y). No es la tnica forma de hacerlo, y como veremos mas
adelante, hay diferentes relacionadores para el funtor de no-determinismo.
Exploraremos diferentes opciones en el Capitulo

Finalmente, presentamos el relacionador para el funtor de sub-distribuciéon
de probabilidades.

Ejemplo 7.2.4 (Relacionador de Probabilidades). Para conjuntos X,Y vy
R C X xY. Definimos a 'pR C D(X) x D(Y) como:

pTpRv <= YU C X, u(U) <v(R(U))

donde R(U) = {y € Y | « R y}, y para cualquier sub-distribucion §, y un
conjunto S, 06(S) =D, cq0(s)-

El relacionador de probabilidades es méas complejo de probar en comparacion
con los demés que hemos visto, y probar que es efectivamente un relacionador
incluye el uso del teorema de Strassen (1965)).

7.3. Aproximacion de Programas con Efectos

En el Capitulo[4] vimos como mediante la simulacién de Abramsky podiamos
comparar términos utilizando la relacion de evaluacion. Se introducia una nocion
similar al principio extensional de equivalencia de funciones debido a que los
valores dentro del calculo lambda son interpretados como funciones.

Recapitulamos brevemente lo visto en la Seccion [£:2] donde construimos
una relaciéon de aproximacion aplicativa para términos del lenguaje. Debido a
que el lenguaje se define utilizando dos categorias sintacticas, la relacién de
aproximacion aplicativa nos queda de la siguiente forma:

V< W e YUEV, VU <, WU
M<AN < YWeV, M|V = IWe Vo, NI WAV <y W
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Al final del capitulo, vimos que esta definicién es correcta, es decir, que la
relacion (<j, <y) esté bien definida de forma coinductiva.

En esta secciéon mostramos como obtener una relaciéon de aproximacion de
términos pero teniendo en cuenta los efectos computacionales generados por la
evaluacion de términos.

Definicién 7.3.1 (Simulacion T'). Sean X,Y dos conjuntos, un funtor F y T’
un relacionador de F. Una relacion R C X XY es una simulacion I' si y solo
si existen funciones de inyeccion yx: X — F(X),yy: Y — F(Y), tales que:

Vee X,yeY, 2 Ry = () 'R v(y)

Definicién 7.3.2 (Similaridad T'). Para dos conjuntos X, Y, un funtor F, dos
funciones que inyectan elementos en F, vx : X — F(X),yy : Y — F(Y),
y un relacionador I' de F. Definimos como similaridad T a la simulacion T
mds grande, y la notamos como EEA/ En simbolos, tenemos que para toda

simulacion T en X, Y con inyectores vx, vy, Ry y C tg(’y.

Notamos directamente a (=!") como a la relaciéon de similaridad en I' cuando
los conjuntos y funciones inyectoras se puedan deducir por contexto o puedan
quedar libres.

La relacion de similaridad I'" es un preorden. Si bien una relacién entre
programas no necesariamente tiene que ser reflexiva, en este caso si queremos
que sea transitiva. Una relacién entre programas transitiva nos permite modificar
nuestro programa en sucesivas etapas, simplificando las pruebas, para finalmente
obtener un programa con las caracteristicas que buscamos.

En nuestro caso la reflexividad es un requerimiento debido a como hemos
definido la nocién de mejora, ... la evaluacion es a lo sumo tan lenta como. . .
que permite que un programa se mejore a si mismo de forma trivial. Aunque,
esto puede cambiar si refinamos la definicion a mejoras estrictas, donde seria
necesario que la evaluacion de la mejora sea estrictamente maés eficiente.

Lema 7.3.1. Dado un conjunto X, F' un funtor, T' un relacionador de F, y una
funcion, v : X — F(X), de inyeccion de elementos en F. La relacion (52})
es un preorden.

Demostracion. Sea entonces X un conjunto, F' un funtor, I' un relacionador de
Fy~:X — F(X) una funcién que inyecta elementos en F'. La relacion =T es
un preorden, es decir, reflexiva y transitiva. Esto lo logramos por la naturaleza
coinductiva de la definicién de la relacion.

= La relacion de similaridad I' es reflexiva. Nos basta con probar que la
identidad es una relacion similar I', y por lo tanto, contenida en la relaciéon
similaridad I'. Sea x € X, tenemos que y(z) 1p(x) y(x), y por propiedad
de relacionadores, v(z) I'lx y(x). Por lo que 1x CT'lx, y por lo
tanto 1x es una simulacién I'.

= La relacion de similaridad T" es transitiva. Sean z,y,z € X, tales que,
T = yyy = z Por definicion de similaridad, existe dos simulaciones,
Ry S, tales que: x Ry y y S z, que por composiciéon de relaciones es
equivalente a * Ro S z. Dado que R, S son simulaciones, tenemos que
v(xz) TR v(y) vy que v(y) I'S v(z), que por composiciéon de relaciones
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tenemos que: y(z) TRoT'S ~(z). Ahora, I' es un relacionador, y por
de relacionadores, tenemos que y(z) I'(R o S) v(z). Por lo que las
simulaciones I' son cerradas en la composiciéon, y por lo tanto, contenidas
en la relaciéon de similaridad I', mostrando que x = z.

O

Debido a que la evaluacién de términos de lenguajes con efectos algebraicos
es moénadica, debemos definir como los relacionadores interactiian con respecto a
las moénadas. Para esto utilizamos relacionadores que interactiian adecuadamente
con las moénadas, es decir, aquellos que extienden el comportamiento de las
operaciones basicas de las moénadas.

Definicién 7.3.3 (T-Relacionador). Sean X, X', Y, Y’ conjuntos, T una mdna-
da, RC XxY yS C X'xY" dos relaciones. Decimos queT' es un T-relacionador
para la monada T si y solo si I' es un relacionador para el funtor subyacente de
T, y ademds:

ovVx e X,y €Y, 2Ry = nx(x)I'Rny (y)
ovu e T(X),v e T(Y)Vf: X 5 T(X'),g:Y — T(Y"),
(Vz € X,y € Y,2Ry = f(x)I'Sg(y))
A = (u>>= f)I'S(v >>=g)
ul'Rv

Finalmente, dado que la evaluacién de términos estd definida a través
de aproximaciones de w-cadenas, y dado que la simulacién aplicativa incluye
evaluar términos, necesitamos restringir atin mas los relacionadores a aquellos
que respeten las w-cadenas. En particular, al mapear relaciones entre elementos
a relaciones entre elementos con efectos, necesitamos que estos respeten la
estructura de las ménadas ordenadas.

Definimos la nocioén de relacién inductiva, que define cuando una relacion
respeta la estructura de un domino.

Definicion 7.3.4 (Relacion Inductiva). Sea (D,C, 1) un dominio, E un con-
junto y R C D x E una relacion. Decimos que R es inductiva si y solo si:

= La relacion R respeta el elemento L:Vec E, 1 Re

= para toda w-cadena {uptn<y, en D, yv € E:

(Vn < w,u, Rv) = (|_| Up) R

n<w

Extendemos la definiciéon de relacién inductiva respecto a la familia de
dominios definida por el orden de la ménada.

Definicién 7.3.5 (Relacionador Inductivo). Dada una ménada ordenada T por
(©) y T un T-relacionador de T. Decimos que T' es un relacionador inductivo
st y solo st para cualesquiera conjuntos X e Y, y una relacion RC X xY, 'R
es una relacion inductiva para el dominio (T'(X),Cx, Lx).

Ya disponemos de todas las herramientas para poder definir la nocién de
simulacion aplicativa con efectos, por lo que compactamos toda la maquinaria
en una definicién.
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Definicion 7.3.6 (Sistema X). Dada una signatura ¥. Llamamos sistema ¥ a
un par compuesto de una monada X-continua T y un T-relacionador inductivo
I' para T.

Ejemplo 7.3.1 (Sistema No-Determinista). Veamos, a modo de ejemplo, la
definicion del sistema para el efecto de no-determinismo.

Por un lado veamos que el relacionador de no-determinismo (Ejemplo
es un T -relacionador para la ménada de no-determinismo, definida directamente
como el operador partes de conjuntos P (Definicion . Sean X, X' Y)Y’
conjuntos, f : X — P(X'),g : Y = P(Y') dos funciones, y dos relaciones
RC X xY,8C X' xY'. Asumimos ademds que para todos dos elementos
relacionados por R, x Ry, la aplicacion de las funciones f y g respectivamente,
relaciona elementos en S a través del relacionador Tp, f(z) T'pS g(y).

= Por un lado veamos que para todos dos elementos x € X,y € Y, tales
que x R y, tenemos que al inyectarlos nx y ny respectivamente, estdn
T'pR relacionados. Ahora por definicion del morfismo n, tenemos que
nx(z) = {z} y ny(y) = {y}. Finalmente, por definicion del relacionador
I'p y que x Ry, tenemos que {x} T'pR {y}.

= Por otro lado, veamos que el relacionador I'p mantiene la relacion a través
de la operacion de bind. Sean A € P(X) y B € P(Y), tales que ATpR B,
y por definicion de I'p tenemos que, para todo a en A, existe b en B, tales
que a R b. Nuestro objetivo es probar que: (A >>= f) T'pS (B >>= g).

Por definicion del operador bind tenemos que:

1. A>>= f=U,cq fla)
2. B>>=g=Ucp9)
Sea v € (A >>= f) = Uyen f(a), es decir, 3a € A,x € f(a). Por

hipdtesis, tenemos que existe b € B con a R b, y mds aun, tenemos que
fla) TpS g(b). Por lo que tenemos lo que queriamos probar, para todo
elemento x € (A >>= f), tenemos un elemento y € (B >>= g), tales que
x Sy, y por lo tanto (A >>= f)I'pS (B >>=g).

Nos falta entonces comprobar que I'p es inductivo respecto con el orden de
la ménada NID. Recordemos que, para cada conjunto X, se define el dominio de
subconjuntos de X, ordenados por inclusion y con elemento 1L como el conjunto
vacio: (P(X),(C),0). Nos queda entonces por probar que para una relacion

RC X xY,I'pR es inductiva en dicho dominio.

= La relacion respeta el elemento 1 : VB CY, L I'pR B. Es fdcil de com-
probar, ya que se cumple por vacuidad. Tenemos que para todo elemento
x €0, existe un elemento b € B, tal que x R b.

= La relacion respeta las w-cadenas. Sea {An}n<w una w-cadena en P(X),
y B € P(Y), debemos mostrar que si B estd relacionado por TpR con
todos los elementos de la cadena, también estd relacionado con su supremo.
Partimos por asumir que todo elemento de la cadena se I'p R-relaciona con
B:Vn <w,A, I'pR B. Seaa €|, ., An = U, <., An, por lo que existe
m < w tal que a € A,,. Por hipdtesis, tenemos que A,, TpR B, y por lo
tanto, existe b € B, tal que a R b, mostrando lo que queriamos. Para todo
a€|l,c., An, existeb € B, a Rb, y por lo tanto, (||, ., An) T'pR B.

n<w
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Finalmente concluimos entonces que I'p es un T-relacionador inductivo para
la monada de no-determinismo ND.

Cada uno de los ejemplos presentados hasta el momento definen un sistema,
es decir, tenemos el sistema parcial dado por la ménada parcial y el relacionador
Y1, el sistema de excepciones dado por la moénada de excepciones para un
conjunto E y el relacionador I'g, y finalmente, el sistema probabilistico dado
por la ménada de sub-probabilidades y el relacionador I'p.

7.4. Simulacién Aplicativa

Disponemos de todas las herramientas para definir la nociéon de simulacion
entremezclando los efectos generados por los operadores algebraicos introducidos
en el lenguaje. A modo de recordatorio, la simulacion aplicativa entre términos
(sin efectos) la definimos coinductivamente utilizando la funcion (parcial) de
evaluacion, y comparando extensionalmente los valores obtenidos como resulta-
dos. En este caso modificamos la funciéon de evaluacion, ya que debe ser capaz
de interpretar los efectos generados por los operadores algebraicos, y ademas,
utilizamos los recién introducidos relacionadores para relacionar los resultados
obtenidos de la evaluacién.

Definicién 7.4.1 (T simulacion aplicativa con efectos para A-términos). Sea ¥
una signatura y (T,T') un Z-sistema. Un par de relaciones cerradas (R, Ry)
es una I'-simulacion aplicativa con efectos si y solo si:

» VM,N € Ay, M Ry N => [M] TRy [N]
= VV,W €V, V Ry W = YU € V,,(VU) Ry (WU)

La definicién caracteriza directamente la idea de simulaciéon de Abramsky:
por un lado, tenemos que se relacionan términos que evaltian a valores relaciona-
dos (modulo sus efectos), y por el otro, tenemos que los valores son relacionados
de forma extensional. Notaremos a la relacion de I' simulacion aplicativa con
efectos para el calculo lambda como (>), y méas atn, la llamaremos simplemente
I'-simulacién aplicativa.

A partir de la definicion de simulacion I', podemos extraer un operador
mondtono, ya que los relacionadores son monotonos (Relacionadores
respecto a la inclusiéon de conjuntos, de la misma forma que hicimos en la
Definicion [£.2.4] En este caso, simplemente daremos la definicion ya que la
prueba es similar a la anterior mas el uso de las propiedades de los relacionadores.

Definicion 7.4.2. Sea ¥ una signatura, (T,T) un X-sistema. Definimos el
operador Or de par de relaciones en par de relaciones:

Or: Rel(Ag) x Rel(Vy) — Rel(Ag) x Rel(Vo)
Ovy (Rves Ray) = {(V,U) : YW € Vo, VW R, U W)}
Ono(Rvys Ray) = {(M,N) : [M] I' Ry, [N]}

con Ra,C Rel(Ao), Ry, C Rel(Vy).
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El operador Or es monétono, dado que los relacionadores son monétonos
respecto a la contencién de conjuntos por definicion. Como resultado, tenemos
que, por el teorema de Knaster-Tarski (Teorema, la nocién de I' similaridad
esté bien definida como el mayor punto fijo ¥(Or) de Or. Tenemos ademas un
principio de co-induccién: para probar que dos términos son aplicativos similares
por I', basta con encontrar una simulaciéon aplicativa I' que los relacione.

Dado que todas las definiciones de simulacién tendran que cumplir con la
segunda formula de la Definicion [7.4.1] le daremos un nombre para simplificar
la notacioén.

Definicion 7.4.3 (Respeta Valores). Dada una relacion cerrada de A-términos
(Ra, Ry). Decimos que (Rp, Ry) respeta valores si y solo si para todo par de
valores V,W € V), tales que V- Ry W tememos que para todo valor U € Vy,
VUR\WU.

Por ultimo podemos instanciar la definicién a los diferentes efectos que
hemos visto a lo largo de la tesis.

Ejemplo 7.4.1 (Parcialidad). Una relacion de A-términos (Ra, Ry) es una
I' | -simulacion aplicativa si y solo si respeta valores y ademds:

[M]L =1y
VM,N € Ag, M R\ N =

[M]. =V = [N]L.=UAV RyU
Ejemplo 7.4.2 (Excepciones). Dado un conjunto E de simbolos representando
excepciones, tenemos que una relacion de A-términos (Ra, Ry) es una I'g-
stmulacion aplicativa si y solo si respeta valores y ademds:

[M]p = tr(Ly)
MBRyAN — { [M]y = uling(e1)) — ﬂNﬂE:( (tr(e2)) )
Mg =u(u(V)) = [N]g=u(uU)AV Ry U

Ejemplo 7.4.3 (No-determinismo). Una relacion cerrada de A-términos (R, Ry)
es una I'p-simulacion aplicativa si y solo si respeta valores y ademds:

M Ry N = YV € [M]sp,3W € [N]np,V Ry W

Ejemplo 7.4.4 (Sub-distribuciones de Probabilidad). Una relacion cerrada
de \-términos (Rp, Ry) es una Dp-simulacion aplicativa si y solo si respeta
valores y ademds:

M Ry N = YU S Vo, [M]pU) < [N]p(Ry(U))

Como podemos observar por las diferentes nociones de simulacion aplicativa
que derivamos para cada uno de los efectos de ejemplos, se sigue el mismo
espiritu que la clasica definicion de Abramsky agregando ademas la comparacion
de valores con efectos mediante el uso de los relacionadores.

La relacion de simulacién aplicativa nos provee una forma practica pero aco-
tada para comparar términos y valores. Un caso particular es que la simulacion
aplicativa es entre términos y valores cerrados, aunque podemos extenderla a
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términos y valores abiertos. Pero, mas importante, al introducir efectos a la
idea de simulacién aplicativa, estamos reduciendo atin mas su utilidad, en el
sentido que términos que son equivalentes no siempre son evidenciados por una
simulacién aplicativa. La idea de simulacion aplicativa podemos pensarla como
una secuencia de evaluaciones hasta encontrar valores que estén relacionados:
sean M, N dos términos cerrados, los evaluamos con su respectiva funcion de
evaluacion para obtener valores cerrados con efectos, V, W respectivamente, los
cuales tenemos que probar que estan relacionados aplicativamente, es decir,
que para todo valor cerrado U, V' U esté relacionado con W U. El problema es
que cada una de estas evaluaciones es independiente de la anterior, pero ;qué
pasaria si al tener efectos estas instancias deben estar relacionadas de alguna
forma? Por ejemplo, asumiendo que el efecto conlleva a tener una nocion de
estado que se va construyendo a medida que se van evaluando los términos,
en el caso de la simulacién aplicativa, comenzamos con un estado inicial cada
vez que evaluamos un término, y lo perdemos en la siguiente evaluacion, en la
que se comienza del estado inicial. Es decir, podemos llegar a necesitar una
nociéon de contexto que sea consistente durante toda la evaluaciéon o algin tipo
de mecanismo que nos permita relacionar dichas evaluaciones sucesivas. El
estudio de técnicas que permitan construir contextos para realizar pruebas de
simulacién aplicativa con informacion queda fuera del alcance de la tesis.

7.5. Aproximaciéon Observacional

En esta seccion, similar a la anterior, definimos la relacién de aproximacion
observacional de programas con efectos. El objetivo entonces es obtener las
nociones definidas en la Seccion [4.1] pero en este caso, para lenguajes con efectos
algebraicos.

Hemos visto que si bien las definiciones contextuales son muy expresivas,
también son dificiles de probar ya que incluye en la definicién una cuantificacion
universal sobre todos los posibles contextos. En la Seccion [4.3] hemos visto como
Howe desarrollé un método para construir relaciones precongruentes a partir
de clausulas de compatibilidad. Esto nos permite introducir requerimientos
inductivos para obtener relaciones algebraicas que sean modulares, y asi, poder
determinar cuando un término, M, aproxima observacionalmente a otro, N,
construyendo las observaciones a partir de observar los sub-términos de M
y N respectivamente. En esta seccién seguiremos un camino similar, pero
introduciendo ademas los posibles efectos que se pueden generar durante la
evaluacion de términos.

Comenzaremos por caracterizar los relacionadores que siguen la nocion de
clausulas compatibles de Howe.

Definicion 7.5.1 (Relacionador ¥-Compatible). Sea ¥ una signatura, T una
monada y I' un T-relacionador de T'. Decimos que I' es compatible con ¥ (X-
compatible) si y solo si para cualquiera relacion R C X x Y, para cada uno de
los operadores o en ¥ con aridad n = (o), tenemos que:

(Vk <n,upr TRwv) = (67 (uy,...,un)) TR (6T (v, ..., 0p))

La definiciéon de un relacionador compatible con ¥ caracteriza a los T-
relacionadores que respetan a los operadores de la signatura Y. En palabras,
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tenemos que al construir términos a partir de elementos relacionados, obtenemos
términos relacionados.

Al momento de definir la funcién de evaluaciéon establecimos ciertos re-
querimientos sobre la interacciéon entre la moénada T, el relacionador T' y las
interpretaciones de las operaciones en I'. En particular, llamamos a un sistema
> a una ménada Y-continua 7'y un T-relacionador inductivo I" de T'. Lo que
tenemos es que para toda funcion f : X — T(Y), su extension de Kleisli,
f:T(X) = T(Y) es continua, y por lo tanto, T respeta los operadores de ¥
por definicién.

Lema 7.5.1 (Remark 4 (Dal Lago, Gavazzo y Paul Levy [2017)). Sea ¥ una
signatura, T una monada y T' una relacionador, tales que, (T,T) forman un
Y-sistema. FEl relacionador I' es compatible con X.

Para lo que queda de la seccién, asumiremos que tenemos una signatura 3
y un YX-sistema (7,T).

Definimos la nocién de relacion abierta, ya que la propiedad de términos
cerrados no es modular. Para ver la falta de modularidad, notar que en el
término dentro de una lambda abstraccién la variable ligada puede ocurrir de
forma libre.

Definicién 7.5.2 (Relacion Abierta). Una relacion abierta sobre términos es un

par (T, Rp) € P(Var)x (AxA) donde Ry C A(T) x A((x)). Una relacion abierta
sobre valores es una par (T, Ry) € P(Var) x (V x V) donde Ry C V(T) x V().

Notamos como T = M Rpx N a que (T, Rj) es una relacion abierta de
términos y (M, N) € Rp, y (Z,V,W)EFV Ry W a que (T, Ry) es una relacion
abierta de valores y (V,W) € Ry.

Tenemos todas las herramientas para definir la nociéon de relaciones compa-
tibles siguiendo el método de Howe.

Definicién 7.5.3 (Compatibilidad). Sea (Ra, Ry) una relacion entre A-términos
y valores. Decimos que (Rp, Ry) es una relacion compatible si y solo si dado
un conjunto de variables T se cumplen las siguientes clausulas:

TU{z} - M Ry N
Tk (\e.M) Ry (Az.N)

Comp-Var Comp-Abs

THx Ry x

TV Ry W
T Fret(V) Rp ret(WW)

Comp-Ret

TV Ry V' ZTFHW Ry W’
TH (VW) Ry (VW)

Comp-App

THMRyAM' zU{z}F N Ry N
Thlet =M in N Ry let z = M’ in N’

Comp-To

TH M, Ry Ny T+ M, Ry Ny,
fl‘O’(Ml,...,Mk) Rx O'(Nl,...,Nk)

Comp-o

La regla Comp-o representa en realidad un conjunto de reglas, una por cada
stmbolo o en ¥ y k = a(0).
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Las reglas de compatibilidad explicitamente definen relaciones que son
algebraicas, en el sentido que nos permiten relacionar términos grandes a
partir de relacionar los sub-términos de estos. Cuando utilizamos constructores
de términos, esto es equivalente a decir que la relacion es cerrada bajo los
constructores de los términos. Sea R una relaciéon compatible, tenemos que, para
todo par de términos M, N € Az y para todo C tal que C[M],C[N] € A(7):

TFM RN = 3 C[M] RC[N]

Las variables libres en la precondicién pueden ser diferentes a las variables
libres de la poscondicion, T e g respectivamente. Esto es debido a que podemos
aplicar constructores que liguen ciertas variables libres e incluso también intro-
ducir nuevas variables libres a los términos. Recordar que los contextos pueden
ligar variables.

Definicién 7.5.4 (Precongruencia). Sea (Ra, Ry) una relacion entre A-términos
y valores. Decimos que (Rp, Ry) es una precongruencia si y solo si (Ra, Ry)
es un preorden compatible.

Definicion 7.5.5 (Relaciones Preadecuadas). Una relacion R es preadecuada
si y solo si para todo par de términos cerrados M, N € Ay tenemos que:

M RN = [M]TU[N]

donde U = Vy X Vy es la relacion que relaciona todo valor cerrado con cualquier
otro.

En palabras tenemos que una relacién es preadecuada si la evaluacion de
los términos que relaciona resultan en valores con efectos relacionados a través
de T sin importar los valores en si. En otras palabras, solo se observan que
los efectos generados por la evaluacion estén relacionados. Una relacion entre
A-términos y valores (Rp, Ry) es preadecuada si y solo si Ry lo es.

Definiciéon 7.5.6. Sea CA el conjunto de relaciones entre \-términos que son
compatibles y preadecuadas. Definimos entonces la relacion (>1) como la union
de todas las relaciones que son compatibles y preadecuadas.

La relacion (>r) es una relacion que es cerrada respecto a los constructores
del lenguaje. Es decir, dados dos términos que estan relacionados, al introducirse
dentro de cualquier contexto mantienen la relacién, pero ademas al evaluarlos
generan efectos relacionados por I

De nuevo, estamos ante una relacion construida de forma coinductiva a
partir de dos propiedades dentro del reticulado de los conjuntos ordenados por
la inclusién. Por lo cual es facil ver que la relacién que obtenemos mantiene las
propiedades establecidas.

Lema 7.5.2. La relacion (>r) es un preorden compatible preadecuado.

Obtenemos el principio de coinduccion: dado que la relacion (>r) es la
unién de todas las relaciones compatibles y preadecuadas, para probar que
M >r N, basta con probar que existe una relacion compatible y preadecuada
que relacione a M con N.
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Preordenes Contextuales

Para cada unos de los sistemas que hemos visto podemos presentar como
son los preordenes contextuales.

Ejemplo 7.5.1 (Parcialidad). El sistema parcial, utilizando la mdénada de
parcialidad equipada con el relacionador Ty, define un preorden contextual (>, ).
Sean M, N € A dos términos cualesquiera, posiblemente abiertos, M >, N si
y solo si para todo contexto C tal que C[M],C[N] € Ag, tenemos que:

» O bien, la evaluacion del término C[M| diverge;

w O bien, si la evaluacion del término C[M] converge a un valor, entonces
también lo hace la evaluacion del término C[N], en simbolos:

YV € Vo, [CIM]]L = 6.(V) = 3W € Vo, [CIN]]L = tr(W)

El ejemplo que acabamos de ver es la definicién clésica de aproximaciéon
observacional para el calculo lambda no tipado (Felleisen [1991)). No se establece
ninguna relaciéon sobre los valores resultantes de la evaluacion de los términos,
sino que se comparan los efectos que se producen al evaluarlos, en éste caso la
divergencia. Esto se debe a que la relacion es preadecuada, y por definicion,
U= VO X Vo.

Ejemplo 7.5.2 (Excepciones). El sistema de excepciones, para un conjunto de
stmbolos E, define un preorden contextual donde para cualquier par de términos
M,N, M >g N siy solo si para todo contexto C tal que C[M],C[N] € Ao,
tenemos que uno de los siguientes casos es verdadero:

= O bien la evaluacion del término C[M] termina sin excepciones, y por lo
tanto, la evaluacion del término C[N| también termina sin excepciones:

YV e V07 [(C[M”]E = Ll(Ll(V)) — dW € V(), [[(C[NH]E = Ll(Ll(W))

= O bien la evaluacion del término C[M] termina en una excepcion, y por lo
tanto, la evaluacion del término C[N] termina con la misma excepcion:

Ve e E,[CN][g = ulir(e)) = [CIN]e = uler(e))

= O bien la evaluacion del término C[M] diverge:

[CIM]] = er(L)

En este caso, se analizan los casos dependiendo de los diferentes efectos
observables, el caso de que la evaluacién converge a un valor, a una excepcion, y
el caso de que la evaluacion diverja. Ademas, dado que observamos la excepcion
que se lanza, tenemos que observar que es exactamente la misma. Esto se debe
a la definicion del relacionador del sistema de excepciones.

Ejemplo 7.5.3 (No-determinismo). Siguiendo el sistema de no-determinismo,
para cual quiera par de términos M, N, M >xp N si y solo si, para todo
contexto C tales que C[M],C[N] € Ay tenemos que:

[CIM]]np #0 = [C[N][ap #0
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En este caso, a diferencia de los anteriores, solo nos basta con observar que
la evaluacion del término C[M] tenga un posible resultado, lo que es equivalente
a observar que el conjunto de resultados posible no sea vacio, y en cuyo caso,
la evaluacion del término C[N] también tiene que tener al menos un resultado
posible. En el caso que la evaluacion de C[M] diverja, en cuyo caso el conjunto
de resultados seria vacio, el antecedente seria falso, y por ende, se cumpliria
trivialmente.

Por ultimo vemos el caso del sistema probabilistico utilizando la ménada de
sub-distribuciones de probabilidad.

Ejemplo 7.5.4 (Sub-distribuciones). Siguiendo las definiciones del sistema
probabilistico, tenemos que para dados dos términos M, N, M >p N si y solo
st para todo contexto C tal que C[M],C[N] € Ay tenemos que:

[C[M]]p (Vo) = [CIN][p (Vo)

En ese caso, al igual que los demas, se busca observar directamente la
probabilidad de que la evaluacion de un término converja. Al tener una sub-
distribucion de probabilidades, simplemente se calcula la probabilidad que tiene
una evaluaciéon de un término en alcanzar cualquier valor, y por eso se utiliza
todo el conjunto V.

7.6. Aproximacion Aplicativa y Aproximacién
Observacional

Finalmente, para cerrar la relacion entre las dos aproximaciones, presentamos
un teorema que conecta la nocién de simulacién aplicativa con la de preorden
contextual. Por un lado tenemos la definicién intuitiva de aproximacion obser-
vacional que define que dos términos tienen un comportamiento observacional
similar cuantificado sobre todo contexto. Por el otro lado tenemos la nocién de
simulacién aplicativa que se centra en la evaluacion y comparacion del resultado
mediante el uso de un relacionador del sistema. Esta ultima relacién se basa
en la idea de que los valores se pueden interpretar como funciones, y por ende,
comparar extensionalmente. La simulacion aplicativa es muy ttil para presentar
aproximaciones de forma local al término, es decir, que son independientes del
contexto (y por ende en general son términos cerrados), mientras que la relacion
de aproximacion observacional es la versiéon més general. Lo que nos lleva a
establecer una conexién entre ambos resultados.

Teorema 7.6.1. La relacion de I'-similaridad es una precongruencia y ademds
es preadecuada, y por lo tanto, (>r) C (>r).

Lo que nos dice el teorema es que dados dos términos que son I'-similares,
siempre podemos tomar esa relacion y extenderla con los contextos necesarios
para obtener una relaciéon preadecuada que es una precongruencia.

La prueba se basa en el uso del método de Howe (1996). El método consiste
en construir una nueva relaciéon precongruente por definicion basada en la
relacion I'-similaridad y probar que ambas relaciones son equivalentes. Para
encontrar una prueba completa se recomienda visitar la bibliografia (Dal Lago,
Gavazzo y Paul Levy [2017)).
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En el calculo lambda clasico se puede mostrar que los términos que las rela-
ciones de aproximacién observacional y la simulacién aplicativa son equivalentes.
Lamentablemente, al introducir efectos algebraicos tenemos que no siempre es
el caso que las relaciones sean equivalente. Esto, depende en gran medida de los
efectos que se incorporen al lenguaje, y de las observaciones que se realicen por
el relacionador. Al introducir la nociéon de simulacién de Abramsky, la introdu-
jimos como una secuencia de evaluaciones relacionando los valores intermedios
obtenidos de forma extensional y volviendo a utilizar la misma relacion. Esto
quiere decir que hasta llegar a valores que se puedan relacionar directamente,
tal vez hayamos pasado por varias de estas simulaciones. Cada una de estas
simulaciones, comienzan como una simulacién fresca, en el sentido que toda
la informacion y efectos que se hayan generado e interpretado en simulaciones
anteriores no estaran presentes en la actual. Esta es la principal diferencia
con la aproximacién observacional, donde al haber una sola evaluacién de los
términos, todos los efectos acumulados son manejados por la misma instancia
de la moénada.

Finalmente, a su vez, el teorema conectando ambas nociones de aproxima-
ciones, nos presenta ademés un método valido para probar que un término
aproxima observacionalmente a otro simplemente mostrando que existe una
simulacion aplicativa que los muestre.



Capitulo 8

Teoria de Mejoras con Efectos

En este capitulo vemos el aporte principal de la tesis, donde presentamos
una forma de realizar analisis de propiedades intensivas sobre la evaluacion de
términos en presencia de efectos algebraicos. Esto lo logramos introduciendo
primero un nuevo efecto: la computacion del costo de la evaluaciéon de un término
acumulando ticks. Luego utilizamos un nuevo relacionador para comparar los
costos de la evaluacion de un término con otro, y asi, obtener una relaciéon de
mejoras entre programas con efectos. Esta simple idea nos permite derivar desde
la definicion de equivalencia entre programas la definiciéon de mejoras tal cual
dada por Sands (1998).

8.1. Analisis Intensivo Derivado

Exploramos las definiciones derivadas a partir de introducir el anélisis de
costos de la evaluaciéon de términos dentro de las relaciones de aproximaciéon
contextual y de la simulacién aplicativa. Lo que hacemos es adicionar como un
efecto el computo de costo de la evaluacion, y luego, introducimos la observacion
del mismo para obtener dos nuevas relaciones: similaridad aplicativa con efectos
y costos y mejoras con efectos. Para esto, agregamos una nueva operacion
llamada tick (v') que agrega una unidad de costo a la evaluacién de un término.
De esta manera llevamos a cabo el anélisis de costo simplemente acumulando
los ticks necesarios por la evaluacién de los términos y poder asi compararlos al
finalizar la evaluacion.

Para simplificar la presentacion de los resultados, asumiremos que tenemos
una signatura ¥ equipada con un sistema (7, T'), que quedaré fijo durante toda
la seccion.

Costos en la evaluacion de Términos

Para agregar el efecto de acumular el costo de evaluar un término del
lenguaje, lo que hacemos es seguir la idea intuitiva de simplemente equipar a
cada elemento con un ntmero natural que representa el costo requerido para
computarlo.

Para simplificar la notacién primero presentamos las operaciones sobre costo.
Notamos con N, al conjunto de los ntimeros naturales con un elemento adicional.
Este elemento adicional, oo, denota al supremo del conjunto N.
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Definicion 8.1.1. Sea X un conjunto, definimos una familia de funciones
add, indexada por n € N de la siguiente forma:

add,, : (X x Ng) = (X x Nu)
add,(t,c) = (t,c+n)

Definimos la familia de funciones que dentro de la ménada T acumula los
ticks que se han encontrado hasta el momento:

V" T(X x Nao) = T(X x Ngo)
V" =Tadd,

Finalmente, definimos una moénada basandonos en la moénada T de forma
tal que equipe a todo elemento dentro de la ménada con un ntimero natural
representando el costo requerido para computarlo. Valores puros (sin efectos)
son introducidos con un costo 0, pero al utilizar el operador bind, sumamos el
costo de computar su primer argumento con el costo de computar el segundo.

Definicién 8.1.2 (Moénada de Costo Interno). Definimos la ménada Ty, =
(TN, n, >>=) de la siguiente forma:

Th. (X) = T(X x Ny)

N (%) = nr(z,0)
m >>=n_ f=m>>=r (v,c) = V(f(v))

Esta forma de transformar una moénada en otra es un método muy conocido
dentro de la comunidad del lenguaje de programacion Haskell, y se la puede
encontrar bajo el nombre de transformador de mdnada writer con el monoide
aditivo de los nimeros naturales (M. Jaskelioff y Moggi [2010a; Liang, Hudak
y Jones [1995)). Otras combinaciones de transformadores y monadas podran dar
lugar a otros analisis de costos, estudiaremos diferentes nociones en la Seccion[0.4]
De todas maneras, el transformador de ménadas writer tiene la ventaja, como
veremos, que nos permite introducir analisis de costo de programas sin tener
que modificar el sistema. En otras palabras, de esta manera derivamos de la
definiciéon de aproximacién de programas un anélisis de costos simplemente
equipando cada elemento con el costo necesario para computarlo.

Debido a que utilizamos un transformador de moénadas, que lo que nos
permite es componer dos ménadas, primero vamos a estudiar el comportamiento
de forma local, introduciendo la nocién de costos utilizando un monoide aditivo
y luego las compondremos utilizando el transformador.

Lema 8.1.1. Dado un monoide (M, -, e) aditivo y un preorden (Z) C M x M
compatible con la operacion de M. La relacion obtenida del producto punto a

punto con (C), (= x C), es un relacionador monddico para la ménada producto
con M, (— x M).

Demostracion. La prueba consiste de dos partes: la primera es mostrar que es
efectivamente un relacionador para el funtor subyacente a la ménada producto,
y luego que es un relacionador ménadico.

La relacion producto con (C) define un relacionador para el funtor subyacente
de la moénada producto con M. Para esto debemos mostrar que se cumplen las
4 propiedades de los relacionadores. Sean X,Y, Z tres conjuntos.
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= Contenciéon de la identidad con efectos: 1xxn C 1xx C. Sea (z,c) €
X x M, dado que la relacién (C) es un preorden, entonces es reflexiva, y
por lo tanto, (z,¢) 1xx C (z,c).

» Para cualquier relacion RC X xY y SCY x Z, (RxE)o(Sx C) C
((Ro S)x ).

Sea (z,p) € X x M y (2,7) € Z x M tales que

(#,p) (RxE)o(SxE)(z7)

Por definicién de composicion de relaciones tenemos que existen y € Y y
q € M tal que:

(z,p) (Rx E) (y,9) Ay, q) (Sx E) (2,7)
Aplicando la definicion del producto de relaciones tenemos que:
TRyANPCOAySzA(¢qCr)

Por commutatividad del operador logico (A), transitividad de (C) y
definicion de composicion de relaciones, tenemos finalmente que:

(z,p) (RoS)x C) (2,7)

= Para cualquier conjunto W, Z y funcion f: W — X, g: Z — Y, tenemos
que:

(fxg)T"Rx ) C (L x 1ar) f > (L x 1) g) T (R D)

Sean ademas w € W,z € Z, p,q € M, tales que:

(w,p) ((f x 9)'Rx C) (2,q)

Aplicamos la definiciéon de producto de relaciones

w((fxg) 'R)zApEq

Por definiciéon de aplicacion inversa de funciones, tenemos que existen
z € X,y €Y tales que f(w) =z y g(z) =y y ademas:

fw) Rg(z) ApCgq

Maés aun, por definicién de funtor de la moénada de producto, tenemos

que (_ x 1) f(w,p) = (f(w),p) ¥y (_ x 1m) g(2,9) = (9(2),9), y por lo
tanto:

((_ X 1M)f<w’p)) Rx C ((_ X 1M)g(Z’Q)>

Finalmente aplicamos la definicion las inversas de las funciones mapeadas
por el funtor de la ménada producto:

(w,p) ((_ % 1ar)f x (_ x 1ar)g) " (R % ©) (2,4)
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= Por ultimo, para toda relacion T C X x Y tal que S C T, (Sx C) C
(T x C). Asumiendo que S C T, sean z € X,y € Y,y p,q € M, tales
que:

(z,p) Sx E (y,9)

Por definicién de producto de relaciones, tenemos que:
rSyApEq

Mas atun, dado que S C T, tenemos que:
tTyApEyq

Finalmente por definicion de producto de relaciones, tenemos que:

(2,p) (T'x C) (y,q)
Lo que nos permite concluir que (S x C) C (T x ).

Lo que nos queda por mostrar es que el relacionador producto con (C) ademés
es monadico. Es decir, que extiende el comportamiento de las operaciones de
la moénada resultante de hacer el producto con el monoide M. Sean X', Y’
conjuntos, f: X = (X' xM)yg:Y — (Y’ x M) dos funciones,y RC X xY
y S C X’ x Y’ dos relaciones.

= La inyeccion de valores respeta relaciones mediante el relacionador. Sean
z € X ey €Y tales que x R y, tenemos que nx xp(x) = (z,e) y
Ny xm(y) = (y,e). Al ser la relacion (C) un preorden, es reflexiva, y por
lo tanto e C e. Concluimos que (z,e) R x C (y,e).

» Sea (z,p) € (X x M)y (y,q9) € (Y x M) tales que (z,p) Rx C (y,q), o
equivalentemente, x R y Ap C ¢. Asumimos que para todosx € X ey € Y
tales que z Ry, tenemos que f(x) S x C g(y). Tenemos que mostrar que
((z,p) >>= f) S x E ((y,q) >>= g). Por definicion del operador bind de
la moénada, esto es equivalente a probar que:

((x,p) >>=f) Sx C ((y,q) >>=g)

aplicando la definicién del operador bind de la moénada de producto
tenemos

(Lx, p)(f(2)) (S x E) (1y, ¢-)(9(y))

Sean (z/,p) € (X' x M)y (v/,q") € (Y x M) tales que f(z) = (a/,p') y
9(y) = (v, ¢'), y ademas, dado que = Ry, (z',p") (S x C) (v, ¢’), tenemos
que probar entonces:

(@,p-p) (SxE) ¥ a q)
equivalentemente
' Sy Ap-p)E(g-¢)
Por un lado tenemos que z’ S y’ por ser el resultado de la aplicacion

de las funciones f y g. Por el otro tenemos p C ¢ y ademés p' C ¢', y
por ser el preorden C compatible con la operacion de M tenemos que

p-rEq-q. =
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Para el resto de la seccién, asumimos que tenemos un monoide aditivo
(M,-,e) con un preorden que respete la operacion del monoide. Notaremos
ademas a la ménada T'o (_ x M) como Wy /.

Lo que haremos entonces en lo que queda de la secciéon es probar que
(Wr.ar,To (_ x C)) forma un sistema valido para la signatura X. En otras
palabras, queremos ver que la ménada Wy ps estd ordenada y ademas que
I'o (_ x C) es un relacionador moénadico inductivo para W ps.

Lema 8.1.2. Para toda monada ordenada T', la monada resultante Wr pr es
una monada ordenada.

Demostracion. Sea (<) un orden de la moénada T. Por definicion de monadas
ordenadas, tenemos que para cada conjunto X hay un wCPPO (T'(X), <x, Lx).
En particular, para todo conjunto X, X x M es también un conjunto, y por lo
tanto, podemos utilizar el orden definido por (=X) para el conjunto X x M,y
asi obtener un wWCPPO (T(X x M), <xxa, Lxxam)- O

Lema 8.1.3. El relacionador definido como la composicion de I' y el relaciona-
dor definido en el Lema I'o(_ x C), es un relacionador mdnadico para
la monada W pr.

Demostracion. Dado que la composicion de relacionadores definen un relacio-
nador por la composicion de funtores, tenemos que el relacionador I'o (_ x )
es un relacionador para el funtor subyacente de la ménada Wy »;.

El operador de relaciones I"o (_ x C) respeta las operaciones de la monada
W . Sean X, X', Y, Y’ conjuntos, f: X — Wp y(X' )y g:Y = Wr (YY)
dos funciones, y RC X x Y, S C X’ x Y’ dos relaciones.

= El relacionador T' o (_x C) respeta la transformacion natural nrjs.
Sean z € X e y € Y dos valores tales que x R y, queremos ver que

nrum () (TR x ©)) nra(y).

nrm ()
=(definicion del transformador de ménadas Writer)
77T(x7 6)
I'(R x C)(T" es un T-relacionador para la ménada T'y (z,¢e) (R x ) (y,e)

nr(y,e)
=(definicion del transformador de ménadas Writer)

nr(y)

» El relacionador I'o (_ x C) respeta el operador bind de la ménada W a;.
Sean u € Wy pr(X),v € Wy pr(Y) tales que uI'(Rx C) v y f, g forman
un homomorfismo entre R y I'(S x C).

(u>>=w, ,, ) T(S % ©) (v>>=w, ,,9)
=(definicion del transformador de moénadas Writer)
(u>>=r(ux,ur) = T (U - _) flux))
I'(SxC)
(v>>=r(vx,vnm) = T (v - ) g(vx))
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Notamos a las funciones derivadas de f y g que ademéas acumulan los
costos computados como:

fu,m) =T (um - _) flux) (8.1)
g'(u;m) =T (vm - _) g(vx) 8.2

Dado que I' es un T-relacionador para la ménada T, y por hipote-
sis tenemos que u I'(R x C) v, nos queda por mostrar que para todo
(I,mx) € (XXM) € (y7mY) € (YXM) talesque (‘TamX) R x C (yamY)7
tenemos que f'(z,mx) I'(Sx C) ¢'(y,my). Sea (x,mx) € (X x M) y
(y,my) € (Y x M) tales que (z,mx) RX C (y,my). El hecho que
f'(x,mx) T(S x C) ¢'(y,my) se desprende de que I" es un T-relacionador
para la méonada T, mx T my, y que f, g forman un homomorfismo entre
las relaciones R y I'(S x C). En simbolos tenemos que:

(z,mx) Rx C (y,my)
=(definicion producto de relaciones)
rRyAmx Emy
= (hipotesis)
f(x) T(S < E) g(y) Amx Emy
= (I" es un T-relacionador de T')
T(mx - _)f(@) T(SxE)T (my- _)g(y)
=(definiciones de f’,g’)
f'((@,me)) T(S x E) g'((y, my))

O

La moénada Wr s es Y-continua. Se desprende directamente de que 1" sea
Y-continua. Mas aun, la transformaciéon que estamos realizando restringe los
conjuntos posibles (los valores de la categoria Set). Como resultado de esta
seccion, tenemos que para un monoide (M, -, e) y un preorden (£) C M x M, que
respete al monoide, la ménada Wy s y el relacionador moénadico I'o (_ x C))
forman un Y-sistema.

Finalmente, concluimos que dado un Y-sistema derivamos otro sistema en
el cual se puede razonar sobre los costos de la evaluacion de términos.

Mapear Relaciones con nociones de Costo

En esta secciéon definimos como mapear relaciones entre valores a relaciones
que ademas comparen los costos, con el objetivo de utilizar relaciones que
razonen sobre el costo de la evaluacion. Dado que equipamos valores con el
costo requerido para computarlos, utilizamos el relacionador definido en el
Lema [8.1.3] resultante de la composicién del relacionador del sistema con el
orden del monoide aditivo. Como a lo largo de la tesis utilizamos el mismo
monoide aditivo, aquel de los nimeros naturales més infinito, oo, a continuaciéon
mostramos la definicién de su relacionador.
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Definicién 8.1.3 (Relacionador de Costo). Sean X,Y dos conjuntos y sea R
una relacion entre X e Y. Definimos la relacion Ry C (X X Ngo) X (¥ x Ng)
como el producto de la relacion R y (>o). En simbolos:

(x,m) R (y,n) <= T RYAmM > n

Podemos ver en la definicién anterior como son comparados los costos de los
valores equipados con sus costos. De esta manera, dada una relacién R, el rela-
cionador de costos de R lo que hace es refinar la relacion para ademds comparar
los costos. Este relacionador fue presentado por Dal Lago y Gavazzo (2019) que
codifica la definicién de mejoras propuesta por Sands (1998). Notamos al nuevo
sistema, (Wr . ,I' o Ry, ), simplemente como (T, ', ).

Teniendo un sistema de costos, nos concentraremos en introducir un nuevo
operador a nivel del lenguaje para marcar computaciones costosas. De esta
manera le permitimos a los usuarios del lenguaje agregar notaciones sobre el
costo de los programas.

A continuacién, probamos que no cambiamos la seméntica del lenguaje al
agregar un nuevo operador para adicionar costos a nivel del lenguaje, y asi
poder razonar sobre programas. Es decir, introducimos un nuevo operador v' a
la signatura que notaremos X, y mostramos que tenemos un X -sistema. El
nuevo operador unario del lenguaje lo podemos interpretar como un tick dentro
de la monada de costos, es decir directamente como la funcion v'* definida como
el mapeo de la funcién add; (Definicion [8.1.1).

Lema 8.1.4. La mdnada de costo interno In_ es X, -continua.

Demostracion. Dado que por definicion £, = X U {v'}, podemos dividir la
prueba en dos:

= La monada Ty_ es X-continua. Sigue de que la ménada 7' es ¥-continua.

= La interpretacion del operador unario v es continua. La funciéon de
interpretacion v se define como el mapeo de una funcion sobre valores y
costos add;, y sumado a que las operaciones de la ménada son continuas
por definicién de moénada continua, tenemos que la funcion v'* también
lo es.

O

En la prueba anterior se puede ver un procedimiento que utilizaremos
siempre que trabajemos con la ménada de costos interna. La ménada Wy n_
es el resultado de apilar los efectos, pero en particular, introducir un nuevo
efecto dentro de los de T'. Por lo que al momento de realizar pruebas, en general,
aplicamos la definicién de la ménada Wy, exponiendo el hecho que sean
efectos apilados, y asi obtenemos elementos dentro de T'. En otras palabras,
tenemos que para resultados universales dentro de T, podemos mapear dicho
resultado a W n__ .

Lema 8.1.5. El relacionador I'y,, es un T-relacionador inductivo para la
monada 3, -continua T .

Demostracion. Seguimos el mismo razonamiento que en el Lema O]
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Teorema 8.1.1. El par (Tn_ ,I'n. ) es un X, -sistema.

Demostracion. Por Lema y Lema [R1.5 O

Evaluacion con Costos

Contamos con todas las herramientas para definir la relaciéon de Xy -
similaridad aplicativa con efectos y aproximacion observacional con costos para
los términos del lenguaje (A, V). A modo de ejemplo, introducimos una relacion
de evaluaciéon instrumentada que sera la encargada de ir introduciendo ticks
a medida que vaya evaluando los términos en valores monadicos, simplemente
acumulando el costo de consumir un constructor del lenguaje. Una alternativa
a contar reducciones sobre los términos, es contar solamente la cantidad de
aplicaciones de funciones que fueron realizadas (Sands|1991) o incluso asignarles
diferentes costos a operaciones que son computacionalmente pesadas, como ser:
comunicarse por red o consultas a oraculos. Diferentes formas de instrumentar
la relacién de evaluacion posiblemente lleve a diferentes relaciones de mejoras.

Definicion 8.1.4 (Relacion de Evaluacion Instrumentada Aproximada). Defi-
nimos una familia de relaciones indexadas por un nimero natural n € N entre
términos cerrados y valores con efectos (|N7) donde instrumentamos con tick

la evaluacion de cada uno de los constructores del lenguage.

ret
MlgT L (ret) ret(V) It v (V)

MPINTX Nz = V]IETYy
let © = M in Nypt v X>>=y_(V ~ Yy)

(seq)

Mz = WINT X
(app) NT
Az . MYWNT v X

MNT x My Xy L MUY X
(V-op) NT (o-0p) NT T
MM v X (M, ..., M)t vol (X, ..., Xy)

Donde la regla (c-op) es en realidad un conjunto de reglas, una para cada
operador 0 € ¥ y k = a(o).

Siguiendo los pasos realizados en los Capitulos [3] y [6] podemos derivar una
relaciéon de evaluacion tal que para todo término cerrado M € AY, [M ]]Noo €
Tn.. (Vo). Para evitar la repeticion dejamos las pruebas necesarias fuera del
presente documento.

Lema 8.1.6 (Ecuaciones de la Relacion de Evaluacion Instrumentada). La
relacion de evaluacion mdnadica instrumentada del X-sistema (T,T') respeta las
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stguientes ecuaciones:

[ret(V)n, = v (V)
(e M)Wl = v [Mz = Wl
[let x = M in N[y = v [M]y_>>=n_(v = [Nz :=]]y_)
[[‘/M]]NOO = ‘/[[M]]Noo
oM, oo M)l = Vo (Mo, [Ma])

Las principales diferencias con la relaciéon de evaluacién dada en la Seccion
son:

= la evaluacién de un tick en el lenguaje se interpreta como adicionar un
tick en la acumulacion de costos, de esta manera evitamos que se cuenten
dos veces.

= se suma un tick por cada vez que se consume un constructor del término

Siguiendo los Capitulos [ y [7, definimos una familia de relaciones de apro-
ximacién sobre la evaluacién de términos, aunque en este caso tendremos la
observacion extra sobre el costo de las computaciones.

En lo que queda del capitulo reproducimos los resultados obtenidos en el
Capitulo [5] teniendo en cuenta los efectos con el objetivo de obtener una teoria
de mejoras en lenguajes con efectos.

8.2. Simulacién de Mejoras

La relacion de similaridad aplicativa sigue la idea presentada por Abramsky,
donde define dos términos similares si lo son modulo evaluacién, y la hemos
caracterizado coinductivamente para términos sin efectos en la Seccion [£.2]y
con efectos en la Seccion [7.3] En esta seccion lo que haremos es observar ademas
de los efectos producidos por las operaciones algebraicas del lenguaje, el costo
resultante de la evaluacion de los términos. Llamamos simulacion de mejoras a
la relacién de simulacién aplicativa resultante de utilizar un sistema que lleve
cuenta de los costos de las computaciones. En este sentido, la simulacién de
mejoras estd compuesta de dos observaciones (independientemente del sistema):
la comparacion de términos como la simulaciéon de Abramsky y la comparacion
de costos.

Definicion 8.2.1 (Simulacion de Mejoras). Decimos que una relacion cerrada
entre A-términos y valores (Ra, Ry) es una simulacion de mejoras si y solo si
respeta valores y ademds:

VM,N € Ag, M Ry N = [M]_ In._Ry [N]y_

Sea (Ra, Ry) una simulaciéon de mejoras, M y N dos términos cerrados,
tales que M Rp N. Desenvolviendo la definicion de simulaciéon de mejoras,
tenemos que la evaluacién de ambos términos estén relacionados de forma tal
que: [M]y_ I'n. Ry [N]y_ - Méas atn, por la definiciéon del relacionador de
costos (Deﬁnici()n tenemos que [M]y_ (I'Ry)y_ [N]y_, en palabras:
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= el resultado de evaluar el término M y N, [M]y_ y [N]y_, tiene los
efectos relacionados mediante la definicion del relacionador I' de T'.

= el costo de la evaluacion de M, encapsulado en [M]y_ es mayor o igual
que el costo de la evaluacion de N, encapsulado en [N]y_ .

Moénada de Parcialidad

La moénada de parcialidad presenta, en esta teoria, un ejemplo muy importan-
te. Es el célculo lambda tal cual fue presentado al principio de la tesis (Capitulo
y su teoria de mejoras (Capitulo , donde el tnico efecto que se observa es el
de la convergencia en la evaluacion de un término. Concretamente, la monada
de parcialidad instancia la teoria en el caso que el tinico efecto observable es
la divergencia de la evaluacion de los términos, efecto necesario para poder
establecer la nocién de aproximaciéon observacional. Para ver que el sistema
parcial es el mismo que la nocién clasica de mejoras, instanciamos las defini-
ciones y las desenvolvemos, en particular la del relacionador I'; definido en
la Seccion Sea (Rj, Ry) una relacion entre A-términos tal que sea una
simulacién de mejoras en el sistema parcial. Por la definicién de simulacion de
mejoras (Definicion tenemos que para cuales quiera A-términos cerrados
My N,si M Ry N entonces:

i [[M]]Noc = tr(Lyxng), 0
o [M]y_ =ulVin) = [Ny, =uW,m)An>n, mAV Ry W

La definicién resultante de instanciar la simulacion de mejoras al sistema
parcial es equivalente a la definicion clasica de teoria de mejoras (Sands|1991)).
La diferencia principal yace en que esta tultima utiliza evaluacién a weak head
normal form, en lugar de la evaluacion eager que seguimos en este trabajo.

8.3. Mejoras

La relacién de aproximacion observacional relaciona términos basandose
en céHmo estos se comportan en todo contexto. En otras palabras, un término
A aproxima observacionalmente un término B si no hay un contexto capaz
de observar una diferencia en el comportamiento de A y B. En los capitulos
anteriores hemos explorado cuales eran las observaciones que podian realizarse,
en nuestro caso sobre los efectos generados por la evaluacion de operadores de
efectos algebraicos. La nocién de observacion la encapsulamos directamente en el
uso de los relacionadores, codificando primero la observacion de no divergencia
en la evaluacion, y luego, dependiendo del sistema, los efectos generados por la
evaluacion. En esta seccion, vamos a ver como al mezclar los efectos generados
con la informacién de costos podemos derivar una nocion de mejoras para poder
hacer analisis intensivo sobre términos.

Definicion 8.3.1 (Mejora). Sean M y N dos términos. Decimos que M es
mejorado por N si y solo si M >, N.

Notamos la relacion de mejoras (ZFNOO) como >, donde nos evitamos
escribir el subindice de costo.
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Sistema Parcial

De la misma forma que utilizamos el sistema parcial para mostrar que
al instanciar la definicion de simulacion de mejoras con efectos obtenemos la
definicién clésica, en éste caso vemos que al instanciar la definicién de mejoras
al sistema parcial obtenemos la definicién de mejoras clasica. Como resultado
del Lema @ tenemos que la relaciéon >r, es un preorden compatible y
preadecuado. Por lo que, para todo término M y N y para todo contexto C
que cierre a M y N, si § = C[M] =r, C[N], tenemos que:

[CIM]]n.. Tin U [C[N]]n..

Mas atn, por definicion del relacionador de costos (Lema (8.1.3)) y de ', , dados
términos M y N, M =r, N siy solo si para todo contexto C que cierre a M y
N hay dos posibles casos:

¢ la evaluacion de C[M] diverge: [C[M]]y_ = tr(Lyxn.,)
e la evaluacion de C[M] converge y es mejorada por la evaluacion de C[N]:
[CM]]y_. =uVier) = [C[N][y_ =uW,c2) Ner >0 c2

En palabras, para dos términos M y N cualesquiera, tales que M >p, N,
para cualquier contexto C que los cierre, siempre que la evaluacion de C[M]
converja con costo c1, la evaluacion de C[N] también debe converger con un
costo co, tal que c¢; es mayor o igual que c,. Esta es la misma nocién de mejoras
dada para el calculo lambda sin efectos (Sands [1998) como se puede observar al
compararla con la definicion de mejora (Definicion del Capitulo

Finalmente por el Teorema[7.6.1] es suficiente con obtener una simulacién de
mejoras para mostrar mejoras. En otras palabras, nos provee un método para
probar mejoras entre términos cerrados. Para probar que un término cerrado M
es mejorado por otro término cerrado N, M >r N, basta con probar que M es
similar a N. Mas atn, probar que M es similar a N consiste en encontrar una
simulacion que evidencie la mejora. De esta manera es posible simplificar las
pruebas, aunque dependiendo del sistema, como vimos al momento de introducir
efectos (Seccion , las simulaciones no siempre son suficientes para mostrar
propiedades observacionales.

En el siguiente capitulo vemos coémo utilizar la teoria de mejoras con efectos
para derivar nuevas teorias de mejoras. En particular, una teoria para cada uno
de los efectos utilizados como ejemplo a lo largo de la tesis.






Capitulo 9

Nociones de Mejoras

Utilizando las definiciones vistas en el capitulo anterior (Capitulo , en este
capitulo derivamos una nueva nociéon de mejoras para cada uno de los sistemas
presentados como ejemplo a lo largo de la tesis. En particular derivamos nociones
de mejoras y simulacion de mejoras para los diferentes lenguajes presentados:
excepciones, no-determinismo y operadores probabilisticos.

Primero adicionamos al sistema una nocién de costos sin tener que modificar
la definicién del sistema. De esta manera reutilizamos la definicion de aproxima-
cion de términos dada por el relacionador para ademéas comparar costos sin tener
que realizar pruebas adicionales. Luego, sobre el final del capitulo, analizamos
mediante un ejemplo concreto presentando los limites del enfoque utilizado.
Es decir, mostramos cémo la reutilizaciéon del relacionador podria llevar a una
nociéon de mejoras poco granular. Esto nos lleva entonces a explorar una nueva
alternativa a introducir costos en el lenguaje modificando el relacionador, y asi,
tener una observacién sobre los costos més expresiva.

9.1. Excepciones

Sea E un conjunto de simbolos, ((X +E)1,'g) es un sistema ¥ compatible.
Mas atn, siguiendo la definicion de simulacion de mejoras (Definicion , una
relacion entre A-términos (R, Ry ) es una simulacion de mejoras para el sistema
de excepciones si y solo si Ry respeta valores y para los términos cerrados M, N
tenemos que, M R N siy solo uno de los siguientes casos es verdadero:

» La evaluacion de M diverge: [M]y_ = ¢-(L)

= La evaluacion de M converge a una excepciéon e, y también lo hace la
evaluacion de N: [M]y_ = u(iy(e)) = [N]y_ =ul(e)) ne=¢

= La evaluacién de M converge, entonces la evaluacion de N también
converge a un valor relacionado con el resultante de la evaluacion de M
con menor o igual costo:

[M]y., = u(u(Vin)) = [Ny, = uu(W,m))A(n=m)A(V Ry W)
En palabras, dos términos cerrados M y N son similares si y solo si sus

evaluaciones retornan valores extensionalmente similares y el costo de evaluar a
M es mayor que el de N o ambas evaluaciones producen la misma ezcepcion. Sin

113
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embargo, notar que cuando la evaluacién lanza una excepciéon no se comparan
los costos. Esto es una consecuencia directa del uso de la ménada interna de
costos sin modificar el sistema. Al utilizar la moénada interna de costos se
equipan valores con costos, pero las excepciones no son valores, sino que son
elementos que representan el efecto de lanzar dicha excepcion. Exploramos una
alternativa de llevar cuenta del costo de las evaluaciones en la Seccion

De la misma manera, decimos que un A-término M es mejorado por un
A-término N, M =g N, si y solo si para todo contexto C que cierre a M y N,
tenemos a lo sumo uno de los siguientes casos:

= La evaluacion de C[M] converge, y por ende, la evaluacion de C[N] también
pero con menos costo:

Vv € Vo, n € N, H(C[M]]]Noo =u(u(v,n)) =
Jw € Vo, m € Noo, [C[N]]y_. = u(u(w,m)) A (n >0 m)

= La evaluacion de C[M] genera una excepcion e, y por lo tanto, la evaluacion
de C[N] genera la misma excepcion:

Ve € E,[CM]]y = u(r(e)) = [C[N]]y,, = uler(e))

» La evaluacién de C[M] diverge:

[CIM]]y,, = er(L)

oo

9.2. No-Determinismo

El sistema no-deterministico introduce un operador (&) binario cuya evalua-
cion retorna el valor de alguno de sus argumentos. Para interpretar este efecto
utilizamos la ménada de partes donde vamos acumulando los posibles resultados
que puede tomar la evaluacion de un término. Existen al menos dos formas
de definir la aproximaciéon de computaciones no-deterministico que podemos
codificarlas como dos relacionadores diferentes, y utilizando estas dos aproxima-
ciones definir una tercera. Cada uno de estos relacionadores estan inspirados
por las diferentes relaciones sobre powerdomains presentadas por Sgndergaard
y Sestoft (1992).

Un trabajo mas reciente que estudia la nocién de similaridad en lenguajes
con no-determinismo puede ser el de Lassen y Pitcher (1997) donde presen-
tan dos relaciones: may-converge y may-diverge. En otras palabras, definen
dos observaciones sobre la evaluacién no-deterministica de términos. Estas
observaciones siguen un enfoque similar al que seguimos en esta tesis (Lassen
y Pitcher 1997, Definicién 3.1), pero combinan las observaciones de forma tal
que obtienen una definicion méas granular. Pueden obtener definiciones mas gra-
nulares ya que trabajan con una semantica operacional concreta para interpretar
no-determinismo. En este trabajo, nos concentramos en como es observado el
no-determinismo mediante el uso de relacionadores, y por lo tanto, nos basamos
en las observaciones méas basicas realizadas por Sgndergaard y Sestoft, que
se pueden comparar a las utilizadas en la relacion de may-converge (Lassen
y Pitcher [1997)).
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En esta seccion instanciamos la definicion del sistema no-deterministico con
el objetivo de obtener una nocién de simulacién de mejoras y una de mejoras
con efectos sobre tres diferentes relacionadores monadicos para la ménada de
no-determinismo.

Relacion de costos de Hoare

El relacionador de Hoare representa una forma intuitiva de mapear una
relacion de valores a una relaciéon entre conjunto de valores. Sea R C X XY una
relacion, mapeamos la relacion a conjuntos de valores, A C X y B C Y, decimos
que A estd R-relacionado con B, si para cada elemento de A se relaciona con al
menos uno de B. Cuando utilizamos este mapeo de relaciones para comparar
la evaluacion de términos no-deterministico, el relacionador de Hoare nos dice
que un término M esta relacionado con un término N si y solo si todo valor
alcanzable por la evaluacion de M es también alcanzable por la evaluacion de
N.

Definicién 9.2.1 (Relacionador de Hoare (Dal Lago, Gavazzo y Paul Levy
2017)). Sean X,Y dos conjuntos y R una relacion entre ellos. Definimos el
relacionador THR C P(X) x P(Y) donde:

STHRT < Vze S,JyeT,x2 Ry

Agregamos costos como un efecto observable sobre la evaluaciéon de términos y
equipamos el relacionador para poder comparar el costo de los valores. Utilizando
las definiciones de la seccion anterior podemos derivar una nociéon de mejora y de
simulaciéon de mejoras. Obtenemos que una relaciéon entre A-términos cerrados
(Ra, Ry) es una simulacion de mejoras de Hoare si y solo si respeta valores y
ademés para todo M, N términos cerrados tenemos que:

M Ry N = [M]y_T{_Ry [N]y_
Aplicando la definicion del relacionador de costos, tenemos que:
M Ry N = [M]y_ T" Ry [Ny
Ahora, desenvolviendo la definiciéon del relacionador de Hoare tenemos que:
M Ry N = Y(V,m) € [M]y_,3(W,n) € [N]y_,V Ry WAmM > n

En palabras, un término IV es similar a un término M si y solo si siempre
que la evaluaciéon de M termine entonces también lo hace la de N, y ademas,
para cada posible valor V' que pueda tomar la evaluaciéon de M, existe un valor
W resultante de la evaluacién de N, tales que W es similar a V' y el costo n es
menor o igual que m.

La definicién de mejoras de Hoare se obtiene de instanciar la definiciéon de
mejoras con el relacionador de Hoare:

M zru N <= VC € Ctx,C[M,N] € Ao, [C[M]]y_ TH_U [C[N]]y_

En palabras, un término N mejora a un término M si y solo si para todo
contexto C que los cierre, para todo valor V' en la evaluacion de C[M], hay un
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valor W en la evaluacion de C[N], tal que el costo requerido para obtener W
es menor o igual al necesario para obtener V. En este caso solo se comparan
los costos y los efectos generados por la evaluacion de los términos, ya que los
valores resultantes de la evaluacién se comparan por la relacion I que relaciona
todos los valores con todos los valores.

Ejemplo 9.2.1. Sea M £ vPret(I) un término de costo 6 que retorna la
identidad y N £ (v "ret(I)) @ ret(I) un término alcanza la identidad con un
costo 9 o0 2. Definimos la identidad como I & X z . ret(x). La evaluacion del
término M tiene costo 6 ya que consume b ticks y luego retorna un valor, lo cual
adiciona una unidad de costo. Mientras que la evaluacion del término N tiene
dos valores posibles donde a ambas posibilidades se les suma uno por consumir
el operador @, y siguiendo la misma cuenta que en el término M tememos que
una rama consume 8 unidades mientras que la otra solo una. Dado que M y
N son términos cerrados, nos basta con encontrar una simulacion de mejoras
que evidencie la mejora de forma local. Afortunadamente con la relacion de
identidad nos basta. Intuitivamente, el término M evalia siempre a la funcion
identidad con un costo de 6 unidades, mientras que el término N evalia a la
funcion identidad con 9 o 2 unidades de costo. Dado que es posible obtener el
mismo valor utilizando menos de 6 unidades de costo evaluando el término N,
el relacionador de Hoare nos dice que M es mejorado por N.

El relacionador de Hoare considera que un término M es mejorado por un
término N si el mejor caso de N tiene menor costo que el mejor caso de M.

Relacion de costos de Smyth

El relacionador de Smyth, comparado con el relacionador de Hoare, mapea
relaciones pero en el sentido opuesto. Sea R C X X Y, entonces AC X,BCY
estan R-relacionados siempre que todo elemento de B esté relacionado con un
elemento de A.

Definicion 9.2.2 (Relacionador de Smyth (Dal Lago, Gavazzo y Paul Levy
2017)). Sean X,Y dos conjuntos, y R C X XY wuna relacion. Definimos el
relacionador T° R C P(X) x P(Y) de la siguiente forma:

ST°RT < VyeT,3ze S,z Ry

Una relacion de A-términos cerrados (Ra, Ry) es una simulacion de mejoras
de Smyth si y solo si respeta valores y para todos términos cerrados M, N,
tenemos que:
M Ry N = [M]y_TR_Ry [N]y_

Al igual que antes, desenvolvemos la definicion del relacionador, y obtenemos
que:

M Ry N = V(W,n.) € [[N]]NOO,H(V,mC) € [[M]]NOO,WRV VAme >o0 e

Para obtener la definicién de mejoras de Smyth lo que hacemos es instanciar
la definiciéon de mejoras al relacionador de Smyth, de la misma manera que
hicimos con el de Hoare. Dados dos términos cuales quiera M, N, M >ps N si
y solo si:

VC € Cta,C[M],CIN] € Ao, [C[M]]y_ TR_U [C[N]]y_
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En palabras, para cada posible valor alcanzable por la evaluacion de C[N],
hay un valor alcanzable por la evaluacion de C[M] que requiere mas o igual
costo para ser computado.

Se puede ver la dualidad entre las definiciones de mejoras de Smyth y Hoare.
Dados dos términos M, N, comparando las nociones de mejoras M »ps N
y M >=ru N. Por un lado, la mejora de Hoare solo pide que exista un valor
alcanzable en la evaluacién de N que tenga un menor costo. Mientras que por el
otro, la mejora de Smyth se fija que exista un valor alcanzable en la evaluacion
de M que tenga un costo mayor. En otras palabras, la mejora de Hoare busca
mejorar el mejor caso mientras que con la mejora de Smyth se busca mejorar el
peor caso.

Ejemplo 9.2.2. Retomamos el mismo ejemplo con los términos M £ v °ret(I)
y N 2 (V'ret(I)) @ ret(I), con I definiendo la identidad de la misma manera
que en el ejemplo anterior. El término M no es (Smyth) mejorado por el término
N ya que M evalia a la funcion identidad en 6 unidades de costos, mientras
que hay una posible ejecucion en N que puede requerir 9 unidades. Sin embargo,
podemos probar que N =ps M siguiendo el mismo procedimiento que en el
ejemplo anterior.

Intuitivamente, un término M es (Smyth) mejorado por un término N siy
solo si en todo contexto C el peor caso en la evaluacion de C[N] tiene que ser
mejor (o igual) que el peor caso en la evaluacion de C[M]

Relacion de costos de Plotkin

La relaciéon de costos de Plotkin es una conjuncién entre las dos relaciones
antes vistas. En particular, se obtiene una relacién donde un término M es
mejorado por un término N siempre que para todo contexto C:

= para todo valor alcanzable por la evaluacion de C[M] hay un valor en la
evaluacion de C[N] que requiere menos (o igual) costo,

= para todo posible valor en la evaluacién de C[N] hay un valor en la
evaluacion de C[M] que requiere méas (o igual) costo.

Definicion 9.2.3 (Relacionador de Plotkin (Dal Lago, Gavazzo y Paul Levy
2017)). Sean X,Y dos conjuntos y R C X x Y wuna relacion. Definimos el
relacionador de Plotkin, TP R C P(X) x P(Y) de la siguiente forma:

ATPRB < ATYRBAATRB

Una relacion entre A-términos cerrados (Rp, Ry) es una simulacion de
mejoras de Plotkin si y solo si respeta valores y ademds:

(VVm € [[M]]NOQ7E|V71 € [[NHNOO’VW RVNOo Vn)
M Ry N = A
(VVi € [Ny 3V € [M]y_, Vin Ryng, Vi)

Mientras que la nocién de mejoras de Plotkin, para dos términos cuales
quiera M, N, M »=pr N siy solo si, para todo contexto C que cierre a M, N:

(V(Vmacm) € [[M]]N&73(Vn7”c) S [[NHNOO’CW >0 cn)
N
(V(Vi,en) € [NTy s 3(Vinsve) € [IMy_,em o0 €n)
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La relacion de costos de Plotkin es la conjuncion de la de Hoare y Smyth.
En otras palabras, un término N es (Plotkin) mejorado por un término M siy
solo si en cualquier contexto C, el mejor caso de la evaluacion de C[N] es mejor
que el mejor caso de la evaluacion de C[M], mientras que el peor caso posible
de la evaluacion de C[M] es peor que el peor caso de la evaluacion de C[N].

El ejemplo del sistema no-determinista demuestra un caso interesante del
cual podemos extraer diferentes nociones de mejoras utilizando diferentes re-
lacionadores. En este caso se derivaron tres teorias de mejoras con diferentes
relacionadores para un mismo efecto algebraico, el de no determinismo, obte-
niendo diferentes nociones de mejoras. Derivar diferentes nociones dependiendo
el relacionar utilizado nos muestra que la nociéon de mejora depende de la
observaciones realizadas sobre el sistema.

9.3. Probabilistico

Los lenguajes funcionales probabilisticos son un campo activo de investi-
gacion donde se pueden encontrar diferentes maneras de interpretar el efecto
generados por términos probabilisticos (Ramsey y Pfeffer [2002). En esta seccion,
derivamos la nocién de mejora para la moénada de sub-distribuciones utilizada
para interpretar el operador probabilistico introducido en la Seccién Depen-
diendo de como se interpreten el efecto de operadores probabilisticos es posible
que se puedan obtener diferentes nociones de mejoras. En lo que queda de la
seccion derivamos una teoria de mejoras para un lenguaje probabilistico.

A modo de recordatorio, la evaluacion de términos probabilisticos la lle-
vamos a cabo dentro de la ménada de sub-distribuciones. La ménada de sub-
distribuciones de un conjunto X es el conjunto de todas las sub-distribuciones
con conjunto soporte numerable en X. La evaluaciéon de un término es in-
terpretada como la sub-distribucion generada a partir del término donde un
sub-conjunto numerable de términos tiene una probabilidad mayor a 0 de ser el
resultado de la evaluacién, cuya suma es menor o igual a 1. De esta manera
interpretamos que la suma de las probabilidades de los valores del conjunto
soporte es la probabilidad de la evaluacién de converger a un valor.

Agregamos costos al lenguaje aplicando la ménada de costo interno (Defi-
nicion a la moéonada de sub-distribuciones, y como resultado, obtenemos
una nueva moénada capaz de que interpretar los términos probabilisticos pero
con un sentido seméntico ligeramente diferente. Dado un término cerrado M, la
evaluacion de M es interpretada como una sub-distribucion p : Vo X N — [0, 1]
indicando la probabilidad de que un valor v sea el resultado de la evaluacién
con un costo de n como u(v,n).

Una relacion entre A-términos cerrados (Ra, Ry) es una simulacion de
mejoras para el sistema probabilistico si y solo si respeta valores y ademés:

M Ry N = YU € (Vo x Neo), (M, (U)) < ([N]y, (Byn. (U)))

Definimos la aplicaciéon de una sub-distribucién a un conjunto como la suma de
las probabilidades de su conjunto soporte.

Mientras que la relacion de mejoras en el sistema de sub-distribuciones es el
resultado de instanciar la definicién de mejoras al sistema de sub-distribuciones,
es decir, que dado un término M es mejorado por un término N si y solo si
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para cualquier contexto C que los cierre, y conjunto U C (V x N):
[C[M]ly. (U) < [C[N]]y_ Uy, (U))

Donde Uy__ relaciona todo valor equipado con un costo con cualquier otro

valor que tenga un costo menor. En simbolos podemos describirlo como:
Un,, = {(V,ve), Wwe)) | VIV €V, 0 200 we}

Sea U C (Vy x Ny ) un conjunto de valores equipados con sus costos. Cuando
aplicamos una sub-distribucién de probabilidades i obtenida de la evaluacion
de un término M a Un__, p(Un_ (U)), obtenemos la probabilidad de que la
evaluacion de M converja a un valor con un costo menor o igual que al costo
supremo en U. Por ejemplo, si quisiéramos saber cual es la probabilidad de
que la evaluacion de un término converja a un valor con un costo menor a 42,
bastarfa con tomar a U = {(ret(I),42)} con I la funcion identidad.

Un término M es mejorado en el sistema probabilistico por un término
N si y solo si, para todo contexto C que los cierre, si para todo conjunto de
valores V, la probabilidad que la evaluaciéon de C[M], [C[M]]y_, alcance un
valor en V' con costo menor a n es menor o igual que la probabilidad de que
la evaluacion de C[N], [C[N]]y__, converja con costo menor o igual a n. Notar
que al igual que en los casos anteriores los valores alcanzados son ignorados por
el uso de la relacion U, ya que lo que observamos son los efectos, probabilidad
de convergencia, y el costo utilizado por la evaluacion.

9.4. Analisis de Costos Alternativos

El anélisis de costos presentado en la Seccion [8.1] introduce una manera de
interpretar costos en lenguajes con efectos: equipar los resultados de compu-
taciones con su correspondiente costo. Sin embargo, también podriamos estar
interesados en tener en cuenta el costo de los efectos de otra manera, especial-
mente cuando hay resultados de computaciones que pueden no tomar forma de
valores, y por lo tanto, no llevar consigo ninguna informacién de costo.

Un ejemplo claro es el caso del sistema de excepciones donde las excepciones
son interpretadas como valores distinguidos que no llevan ninguna informacion
de costos (son simplemente etiquetas). Por lo tanto, la nocién de mejoras
derivada en la Seccion [81] no compara los costos de las computaciones que
terminan en una excepcion. Esto es causado por el uso de la ménada de costo
interno (Definicion , donde para una moénada T, la ménada de costo
interno equipa a valores con costos dentro de T, Ty, = T o (_ x Ny). Mas
aun, derivamos el anéalisis de costos guiados por un relacionador ménadico
para T donde se comparan valores y costos; sin embargo, si la ménada T
interpreta algunos efectos como elementos sin informaciéon, como es el caso de
la excepciones, entonces va a haber elementos en Tiy_ sin costo asignado.

Ejemplo 9.4.1. Sea E un conjunto no vacio de excepciones y e € E. Podemos
probar que raise, e v'raise. dado que la relacion entre \-términos (1 U
{(raise,, v'raise.)}, 1y) es una simulacidn de mejoras.

El problema se origina por equipar los valores con un costo. Por lo que
planteamos que en vez de llevar una nocién de costo local a cada valor, llevar
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un registro del costo total requerido para evaluar un término. En otras palabras,
cambiar el foco a llevar un contador global de los ticks que se produjeron durante
la evaluacién para eventualmente compararlo al final de la computacion. A
diferencia del enfoque anterior, para obtener una nocién de mejoras, necesitamos
proveer al sistema con una moénada equipada con un relacionador ménadico
que formen un sistema compatible. Comenzamos por definir un funtor que
simplemente agregue un nimero natural al sistema.

Definicién 9.4.1 (Funtor de Costo Externo). Sea T' un endo-funtor. Definimos
el funtor de costo externo como:

Or(X) = (T(X) x Neo)

En el caso que T sea un funtor, el funtor de costo externo también es un
funtor. Pero lamentablemente, no es un transformador de moénadas: dada una
moénada T', Or no es necesariamente una monada. De todas formas, para el caso
de la monada de excepciones, si obtenemos una moénada. Esto es equivalente a
utilizar el transformador ménadico de excepciones en la ménada de costos, no
al revés como hicimos en el Capitulo [§

Definiciéon 9.4.2 (Transformador moénadico de Excepciones). Sea E un con-
junto de simbolos sin interpretar representando excepciones y M una mdnada.
La siguiente construccion es una monada capaz de interpretar excepciones y
posiblemente otros efectos dependiendo de la definicion de M :

EzceptT(X)=M(E+X),

Donde para cada e € E, definimos el operador raise. interpretando de la siguiente
manera:
raise. = n(1;(e))
Finalmente, la funcion lift a continuacion promueve computaciones mona-
dicas de M a computaciones en ExceptT,,:

lift = M ¢,

Podemos entonces utilizar la moénada de costos, D(A) = (A x Ny ) (Dal Lago
y Gavazzo|2019)), para incorporar costos en el sistemas de excepciones, ExceptTy,
de forma tal que podemos interpretar excepciones directamente con raise y el
operador de tick lo interpretamos simplemente como lift add;. Si desenvolvemos
la definicién del transformador ménadico de excepciones vemos que la definicion
es equivalente a la del funtor de costo externo. Para todo conjunto F de
excepciones:

ExceptTp(X) = (X + E)1L x Ny

Por lo tanto, un relacionador valido para dicho sistema es el resultado de la
composicion del relacionador de costos y el relacionador de excepciones:

FEC = FNoo (¢] FE

Finalmente, el par (ExceptTp, I's¢) forma un sistema compatible de excepciones,
y més aun, ya tenemos todos los ingredientes para implementar una funciéon
de evaluacion con costos (Seccion . Esta nueva definicién que obtenemos
de mejoras es mas granular dado que puede diferenciar computaciones que
terminan en la misma excepcién, pero que necesitan diferentes costos.
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Ejemplo 9.4.2 (Ejemplo revisado). Sea E un conjunto no vacio de
excepciones y e € E. Podemos ver que raise. ¥, v raise. simplemente ejecu-
tandolos. Asumamos que raise, =1, v raise., podemos evaluarlos dentro del
contexto trivial:

[raisec] g = lift add; (1(e),0) = (u(e), 1)
mientras que
[v'raise.] p = lift add; [raiseg] . = lift add; (u(e), 1) = (u(e),2)

Finalmente, no existe una relacion R C X XY tal que al mapearla con el
relacionador Tge se cumpla que (1(e),1) Tgc(E) (u(e),2), por definicion de
I'gc y el relacionador de costos.

Pareceria ser que podriamos obtener una monada de costo externo simple-
mente apilando un transformador de moénada, con los efectos esperados, sobre
la moénada de costos. Sin embargo, no es tan claro como obtener un sistema
compatible a partir del transformador de ménadas. El transformador moénadico
de excepciones esté definido simplemente como la composicion de dos funtores,
ExceptT,; = M o IV, y por ende, podemos obtener un sistema compatible por
la composicién de funtores. Sin embargo, la mayoria de los transformadores no
encajan en este patron.

Una caracteristica esencial de los transformadores de ménadas es su habilidad
de mapear computaciones (M. Jaskelioff |2009; M. Jaskelioff y Moggi 2010b)),
y por lo tanto, deberfamos construir el sistema de costos alrededor de la
operacion de mapeo de computaciones lift. En otras palabras, deberiamos
requerir que la operacion sea un operador continuo. Podriamos, entonces, ir un
paso més y construir nuestro sistema comenzando con los dos efectos bésicos:
divergencia y costos, para luego agregar nuevos efectos simplemente apilando
transformadores de monadas. El problema se encuentra cuando tratamos de
definir un relacionador para dicho sistema. Por lo que deberiamos entonces
producir una nueva (en principio) nocion de transformador de relacionadores que
nos permita comparar elementos con efectos, pero no esta claro como forzarlos
a tener en cuenta la restriccién sobre los costos impuesta por el relacionador de
costos. Un candidato podria ser la siguiente definicion.

Definicion 9.4.3 (Transformador de relacionadores moénadicos). Sea M una
monada y T un transformador de mdnadas. Definimos un transformador de
relacionadores monadicos © como un operador que toma un relacionador ména-
dico T' para M, y retorna un relacionador mdnadico para TM, de forma tal que
el operador 1ift mapea valores relacionados en valores con efectos relacionados.
Formalmente, dados dos conjunto X,Y y una relacion R C X XY, tenemos
que:
Va € M(X),be M(Y),aTRb = lift(a) OTR lift(b)

Lamentablemente, esta definicion si bien es prometedora, deberiamos ser
capaces de adicionar una propiedad de forma tal que nos permita comparar
costos. En simbolos, que si tenemos que p O ¢ nos garantice que el costo en
q es menor o igual que el costo en p. Notar que al nivel seméantico estamos
cubiertos: si podemos aproximar términos dentro de la ménada M, podemos
aproximar los mismo términos en la ménada TM dado que el operador lift es
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continuo. El problema esta en que la nocién de costos no es parte de T y por
ende el transformador puede ignorarla totalmente. Por ejemplo, el relacionador
OT", puede olvidar estructura, y asi, relacionar términos ignorando su costo.

Finalmente, otro problema con este enfoque, es que algunas moénadas no
tienen un transformador moénadico asociado. Un ejemplo concreto es el de
la moénada de sub-probabilidades. En cuyo caso se deberian estudiar como
introducir nuevos efectos al sistema.

El caso de estudio de la excepciones es interesante ya que nos presenta con
una limitacion y la necesidad de introducir un costo global de la evaluacion de
términos. Si bien pudimos introducir una nocién de costo externo en el sistema
de excepciones, lamentablemente no queda claro como hacerlo para el caso
general y por lo tanto debemos analizar el caso de cada efecto por separado.



Capitulo 10

Optimizaciones como Mejoras con
Efectos

En este capitulo, revisamos dos ejemplos de optimizaciones como mejoras en
lenguajes con efectos algebraicos. Un ejemplo general donde hipotetizamos sobre
como se observan los efectos en el lenguaje y mostramos que la eliminacién de
c6digo muerto es una optimizacion en la presencia de efectos. Otro ejemplo donde
mostramos que la eliminaciéon de sub-expresiones comunes es una optimizaciéon
bajo el efecto de no-terminacion.

10.1. Eliminacién de Cdédigo Inobservable

El objetivo de este ejemplo es presentar al lector una optimizaciéon general
en presencia de efectos y utilizamos este resultado para mostrar una simple
optimizacion dentro del drea de computaciones probabilisticas. Hasta el momento
que se realizaron los estudios (M. A. Ceresa y M. J. Jaskelioff 2022)), y hasta
donde el autor conoce, representa la primer mejora probada formalmente dentro
del area de computaciones probabilisticas, por lo que, este ejemplo muestra
progreso sobre el estudio de lenguajes probabilisticos.

Definimos la eliminacion de cddigo inobservable como una generalizacion de
eliminacion de codigo muerto en la presencia de efectos algebraicos. La elimina-
cién de codigo muerto buscar eliminar c6digo que no modifica el resultado final
de la computaciéon. En presencia de efectos, podemos estar eliminando cédigo
que genera efectos observables, aunque no modifique el resultado final de la
computaciéon. Un ejemplo sencillo de cdédigo que no influye en la computacion
de un valor, pero que produce un efecto, es un fragmento de cédigo que simple-
mente muestra un mensaje por pantalla. En caso de eliminar dicho fragmento
de codigo, estaria eliminando el efecto de mostrar el mensaje por pantalla, y
por lo tanto, estaria cambiando el comportamiento observable del programa
aunque no su resultado.

A lo largo de la seccion asumimos que tenemos una signatura X y un X-
sistema (7,T"). Dado el sistema (7,I"') tenemos una relaciéon de similaridad
(C) (Dal Lago, Gavazzo y Paul Levy 2017) y una relacién de mejoras derivada

(=) (Seccion [B.1).
Teorema 10.1.1 (Eliminacion de Codigo Inobservable). Sean M, N dos térmi-
nos cerrados tales que let x = M in N T N, entonces let x =M in N = N.
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Demostracion. Sean M, N € Ay, tales que let x = M in N C N. La prueba se
basa en dos hechos: primero, N es cerrado, entonces, la variable x no aparece
libre en N; y segundo, el hecho que N aproxime con efectos a let z = M in N
significa que la evaluacion de M no agrega una diferencia observable en los
efectos generados por la evaluacién de N.

Desde el punto de vista de aproximaciéon de términos tenemos que, por ser
C una relaciéon preadecuada:

[let x = M in N]| TU [N]

Msés atn, dado que la evaluacion es deterministica y que N es un término
cerrado:
[let z = M in N] T'1y, [N]

En otras palabras, el relacionador moénadico I' no puede observar ninguna
diferencia entre la evaluacion de let x = M in N y N, son equivalentes modulo
r.

Mientras que al momento de agregar costos y utilizar la evaluacion instru-
mentada, ademas de evaluar el término, se acumulan los ticks generados por la
evaluacion del término M, antes de continuar con la evaluacion del término V.
En el caso que la evaluacion de M diverja, tenemos que independientemente de
que término sea IV, es una mejora ya que I' es un relacionador inductivo. Dado
que la evaluacion es equivalente en términos semanticos por hipotesis, podemos
restar los ticks generados por la computacion de un valor que no se utiliza, y
asi probar que la eliminacién de c6digo inobservable es una mejora.

Formalmente, dado que los términos M y N son cerrados, podemos construir
una A-relacién que relaciona términos idénticos y ademés let x = M in N con
N, y la relacién identidad para valores, en simbolos:

(AgU{(let z = M in N,N)}, V)

Dicha relacién es una simulacion aplicativa de mejoras. Ademas de la identidad
de términos (que es una simulacion aplicativa de mejoras), tenemos un solo caso
adicional:

[let x = M in NJy_
=(Evaluacion)
VM) >>=n A= [Ny,
=(Monada de Costos)
VM) >>= AM_,ve) = VTN
Iy, 1y, (Aritmética)
My, >=AM_, ) = [Ny,
Iy, 1y, (Hipotesis codigo inobservable )
V[N,

O

Dependiendo de los efectos y las observaciones que se hagan sobre los mismos,
algunos sistemas aceptan como una transformacion vélida la eliminaciéon de
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c6digo muerto, es decir, aquellos sistemas que para todos dos términos cerrados
M,N € Ag,let z = M in N C N. Para aquellos sistemas, por el lema que
acabamos de mostrar, podemos probar que es efectivamente una mejora sujeta
a la definicion derivada por la nocién de equivalencia y el relacionador de costos
internos.

A modo de ejemplo concreto de eliminacion de co6digo inobservable, mostra-
mos que el lenguaje probabilistico equipado con el sistema de sub-distribuciones
para interpretar los efectos acepta dicha optimizacion. Utilizamos la evaluacion
instrumentada (Definicion donde se suma un tick por cada constructor
del lenguaje y el operador binario durante la evaluacién de un término.

Lema 10.1.1. Dados dos términos probabilisticos cerrados M y N, entonces
para toda variable x, let xt = M in N C N.

Demostracion. Sean M y N dos términos cerrados y « una variable. La prueba
consiste en mostrar que el relacionador I'P relaciona las sub-distribuciones
generadas por la evaluacion de los términos let x = M in N y N. En simbolos
podemos evaluar ambos términos para obtener las sub-distribuciones que se
generan y ver que son equivalentes modulo I'P:

[let = M in N]J =
[M] >>= AV +— [N[z :=V]]
[M] >= AV — [N]

AU = Zwey, [M](W) x AV = [N])(W)(U) =
AU = Zwew, [M](W) x [N](U)

Por definicion de la moénada de sub-distribuciones, la evaluacién de un término
en todos los valores posibles es menor o igual que 1, y por lo tanto:

YV € Vo, Bwey, [M](W) x [N](V) <1 x [N](V) < [N](V)
Aplicando la definicién de I'P:
[let x = M in N] TP1y, [N]

Y por lo tanto podemos concluir que let x = M in N C N. O

La transformacion de codigo inobservable es una mejora para el lenguaje
probabilistico, ya que aplica el teorema de eliminacién de co6digo inobservable.
En palabras, lo que estamos mostrando es que eliminar c6digo que no contribuye
a la construccion del resultado, pero que puede introducir mayores posibilidades
de fallar (o divergir), es una optimizacion. Es decir, que eliminar codigo que
mejora la probabilidad de convergencia de la evaluacion y que no modifica
el resultado es una optimizaciéon. Podemos replicar un lema similar para el
lenguaje no-determinista, pero no podriamos hacerlo con otros efectos como
mensajes de salida, donde eliminar operaciones que imprimen mensajes llevarian
a diferentes observaciones sobre el sistema.
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10.2. Eliminaciéon de Sub-expresiones Comunes

La eliminacion de sub-expresiones comunes, CSE de su siglas en inglés EI,
es una transformacion que busca eliminar multiples ocurrencias de una sub-
expresion en un término. Consiste en identificar una sub-expresion comun M,
y utilizar una nueva variables fresca x, de forma tal que podamos guardar
en x el resultado de la evaluacion de M y asi consultarlo siempre que sea
necesario sin tener que re-evaluar la expresion M. La transformacion CSE es
considerada una optimizacién ya que evita tener que evaluar multiples veces
una misma expresion, y por lo tanto, el costo total de la evaluacién se reduce.
Lamentablemente, no siempre es el caso cuando hay efectos computacionales. Por
ejemplo, en la presencia de entrada y salida, al eliminar la miltiple evaluacion
de una sub-expresion que genera un mensaje en pantalla, elimina también que
dicho mensaje aparezca multiples veces.

En esta seccion, primero exploramos como definir la optimizacion CSE
como una mejora trabajando desde la intuicion sin tener en cuenta los efectos,
y segundo, probamos que CSE es una optimizaciéon cuando el tnico efecto
observable es la no-terminacion.

Dada una signatura X, y un sistema compatible con ¥, (T, I'). Enunciamos
intuitivamente CSE de la siguiente forma: para todo contexto C, término cerrado
M, y una variable fresca z, el término v'C[v'M] es mejorado por el término
let x = M in Clret(z)] (Hackett y Hutton 2019). Los ticks que se agregan son
necesarios para pagar por adelantado la transformacion: un tick por guardar el
valor de M en z, let x = M in ..., y un tick adicional por cada vez que se busca
el valor de z. Esta manera de agregar ticks necesarios dependen de la definicion
de la funcién de evaluacion instrumentada de términos con costos. En particular,
en la Definicién la evaluacion de términos ret(z) y let x = M in N
agregan un tick al costo de evaluaciéon de un término, y por eso, agregamos un
tick por cada construccion agregada al término original.

Si bien la transformacién de CSE antes planteada codifica la intuicion detras
de CSE, es muy general para ser una mejora ya que incluye contextos en los
cuales dicha transformacién empeora el término, incrementando el costo total
de la evaluacion. Por ejemplo, si el contexto no requiere la evaluacion de su
agujero, CSE evaluara la expresion prematuramente de forma innecesaria.

Ejemplo 10.2.1. Sean N, M dos términos cerrados y C = N.
El contexto C es un contexto sin agujeros. Si realizamos la transformacion
que describe CSE intuitivamente tendriamos que:

VC[vM])=VvN[VM] =rlet x =M in Nret(z)]
Aplicando la definicion de llenado de agujeros, tenemos que:
VN*=rlet z =M in N

Dicha formula sdlo se cumple si la evaluacion del término N no termina,
pero es falsa en cualquier otro caso.

Una forma de resolver el problema, y asi refinar la definiciéon de CSE como
una mejora, es introducir la nocién de que un contexto utiliza su agujero durante

LCommon Sub-expression Elimination
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la evaluacion. Seguimos la literatura e introducimos el concepto de contextos
de reduccion, o contextos de evaluacion (Felleisen y Hieb (1992). Siguiendo la
funcion de evaluacion podemos definir contextos que usan sus agujeros durante
la evaluacion, y asi definir correctamente CSE como una mejora.

Definicién 10.2.1 (Contextos de Reduccion). Sea X una signatura. Definimos
los contextos de reduccion utilizando la siguiente gramdtica.

Ri=[-]|(let z=RinC)|(Az.R)D|o(Cop,...,Cp_1)

Donde 0 € ¥,n = a(0), y al menos uno de los contextos C; con i <n es de
reduccion, y el contexto D no necesariamente es de reduccion.

Los contextos de reduccién son contextos que usan o requieren que sus aguje-
ros sean llenados para completar su evaluacion, en otras palabras, la evaluacion
de un contexto de reduccion sin llenar sus agujeros quedaria bloqueada. Es facil
ver que el contexto del Ejemplo no es un contexto de reduccién ya que
no tiene ningun agujero en él. Los contextos de reduccién garantizan que la
expresion con la que llenaremos el agujero sera evaluada, exactamente lo que
necesitamos para definir CSE.

Definiciéon 10.2.2 (Eliminacién de Sub-expresiones Comunes). Sea ¥ una
signatura, (T',T) un S-sistema, y R un contexto de reduccion.
Definimos a CSE tal que para todo término cerrado M € Ag y variable fresca
T vale que:
VR[VM] =rlet x = M in Rlret(z)]

La transformacion CSE es una simple optimizacién de compilador en len-
guajes sin efectos, sin embargo, fue probada correcta por primera vez para un
calculo lambda utilizando una estrategia de reduccion call-by-need utilizando
teorias de mejoras (Moran y Sands [1999b)), y desde entonces es el principal
ejemplo de las teorias desarrolladas (Hackett y Hutton [2019; Schmidt-Schauf
y Sabel 2015). Cuando se agregan efectos algebraicos al lenguaje, la transfor-
macién CSE puede no ser correcta, ya que puede cambiar el comportamiento
observable de los programas. Por ejemplo, cambiar el orden de dos llamadas a
una operacion para imprimir un mensaje en pantalla, cambia el orden en que
estos mensajes aparecen en pantalla.

Teniendo una definicién de CSE, presentamos una prueba de CSE cuando
el dnico efecto observable es la no-terminacion, es decir, para el sistema parcial,
siendo éste el caso de estudio del area. Primero mostramos un lema més simple
que conlleva la misma idea y luego lo utilizamos para mostrar que CSE es una
mejora.

Desde ahora hasta el final de la seccion asumiremos que estamos trabajando
con el sistema parcial.

Lema 10.2.1 (CSE Directo). Sea M un término cerrado, C un contexto tal
que C[M] € Ao, y x una variable fresca, tenemos que:

let =M in C[v M] =r, let = M in Clret(z)]

El lema CSE Directo establece que, ya que vamos a evaluar la expresion
M y guardarla en x, podemos utilizar directamente el valor que estd en = y
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asi evitar evaluar M de nuevo. Pero ademas, establece como se tendrian que
reordenar los efectos producidos por la evaluacion de los términos. En otras
palabras, encapsula ademés como se tienen que reestructurar los efectos en el
caso que quisiéramos evitar tener que evaluar la expresion M, asumiendo que ya
hemos computado su valor. Se puede ver que CSE Directo es un caso particular
de CSE donde se utiliza el contexto de reduccion let = [—] in C. La prueba
procede por inducciéon en la estructura del contexto C y se puede encontrar en
el Apéndice [A]

Volviendo a la prueba de CSE, esta consiste en la observaciéon de que la
evaluaciéon de contextos de reduccién llevan a la evaluacion de una expresion
let (donde CSE directo se puede aplicar) o a su agujero (donde la mejora es
evidente). Esta observacion es similar a lo que Moran y Sands (1999b)) llaman
open uniform computation lemma donde los autores muestran que (en su sistema)
la evaluacion de sus contextos lleva a una variable libre, un valor, o un agujero.

El sistema parcial no tiene ninguna operacion, ¥ = (). Esto reduce los
posibles contextos de reduccion, y en particular, no hay contextos de reduccion
de la forma o(...). Eliminar el caso particular del contexto de reduccion, y
reordenar los efectos en la prueba de CSE directo (Apéndice , son los dnicos
momentos donde utilizamos que trabajamos con el sistema parcial.

Lema 10.2.2 (CSE para el sistema parcial). Sea M un término cerrado, R un
contexto de reduccion tal que R[M] € Ao, y © una variable fresca, entonces:

VR[VM] =r, let x = M in Rlret(z)]

Demostracion. La prueba consiste en construir una simulacién aplicativa que
exponga la mejora. Sea M un término cerrado, y R un contexto, tal que
R[M] € Ag. Definimos la siguiente relacion entre A-términos:

Va= Ao
U {(vVR[vM],let z = M in Rlret(z)])
| R es un contexto de reduccion, x es fresca}
U {(let x = M in C[v' M],let = M in Clret(z)])
| C es un contexto, x es fresca}
Vy = 1V0

La relacion V describe la transformacion CSE, y ademés, la transformacion CSE
directo que utilizaremos como lema dentro de la demostracién. Utilizaremos los
principios de coinduccién y analisis por casos para probar que la relacion V es
una simulacién aplicativa, y nos concentramos en probar los casos relacionados
a los de la transformacion de CSE. La transformacion CSE directo es probada
en el apéndice (Apéndice [A)).

La relacion Vy, es la identidad sobre valores cerrados, y por lo tanto, respeta
valores.

Lo que nos queda por probar es que la evaluacién de términos cerrados nos
lleva a valores relacionados. En simbolos, dado R un contexto de reducciéon y x
una variable fresca, nos queda probar que:

[[\/R[\/M]]}Noo Iy, Vy[let =M in R[ret(az)]]]Nw

Procedemos haciendo analisis por casos en la estructura de R. En el caso
de que el contexto de reduccion R es el contexto trivial, R = [—], el resultado
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se obtiene directamente. Ademas ya que estamos en el sistema parcial, el
conjunto de operadores es vacio, por lo que no existen contextos de reduccion
con operadores algebraicos. Como resultado solo tenemos dos casos: el caso que
R sea un let-binding o una aplicacién.

= Kl caso en que el contexto de reduccion sea una expresion let-binding: sea
R =let y =S in C, para algin contexto de reduccion S y contexto (no
necesariamente de reduccion) C.

[v(let y =S in C)[v M]]y_
(Llenado de agujeros, M es cerrado)
[v(let y =S[vM]in C[v M])[y_
(Evaluacion)
P8I My >>=, V - [ My = V)
(Asociatividad de la monada)
2S¢ Ml >>=n.V = [Clv M]ly = V],
(Evaluacion)
VIVSIV My _>>=n,V = [C[vM]ly = V][y_
(Hipotesis coinductiva,  es una variable fresca)
v[let z = M in S[ret(z)]|]y_>>=n..V = [C[v M][y := V]]
(Evaluacion)
V(V[M]y_ >>=n W o [Slret()][z = W]y )
>>=N,,
Vo [Clv My = V],
(Asociatividad de las moénadas)
‘/2[[MHNOO >>=n, W = [S[ret(z)][z := W]y _
>>=N,
V o [Clv My = V],
(Varios pasos en la evaluacion)
[let x = M in let y = S[ret(x)] in C[v' M][y_
(CSE directo, x es fresca)
[let x = M in let y = S[ret(z)] in Clret(z)|]y

oo

T'in

oo

T'in

oo

= El caso en el que el contexto R sea un reduccion aplicacion: R = (A y . S) 'V,
para algun contexto de reduccién S, contexto valor V y variable y.

[V(Ay - S)V)[v My

(Llenado de agujeros, M es un término cerrado)
[v(Ay . Sy M]) (Vv M),

(Evaluacion)

VISV M]ly == V[v M]]];_

(Llenado de agujeros, M es un término cerrado)
V2(Sly = VI)[v Ml

(Evaluacion)

Vv (Sly == V)v My

(Hipotesis coinductiva, x es una variables fresca)
V[let x = M in (S[y := V])[ret(x)]]y_
(Llenado de agujeros, M es un término cerrado)
V' [let x = M in ((S[ret(z)])[y := (V[ret(:r)])])]]Noc

Tin
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(Evaluacion)

VMl >>=n W = [(S[ret(2)])[y := (VIret(z)])])[z := W]y
(Substitucion, x ¢ FV(S,V),x # y)

V[M]y >>=n W e [((Sret(W)])[y := (V[ret(W)])])]
(Tick es una operacion pura mapeada)

[<[M]]NW >>=I>VmW = V[((Sfret(W))y := (VIret(W))])y.,
Evaluacion

[M]y_ >>=n W = [(Ay . S[ret(W)]) (VIret(W)])]y
(Substitucion, = es una variable fresca)

EM]NIOO >>:1\;QOW = [(Ay - S[ret(2)] ) (Viret(z)])) [z := W]y
Evaluacién

[let x = M in (A y . S[ret(z)]) (V[ret(x)])]]Nm

(Llenado de agujeros, x es una variable fresca)

flet = M in (A y . S) V)[ret(z)]]y_

oo

oo

oo

oo

O

De esta manera podemos ver que la teoria de mejoras derivada de la apro-
ximacion de programas con el efecto observable de que la evaluacién es la
no-terminacion nos permite probar que la CSE es una optimizacion.

Introducir efectos en CSE

En la seccién anterior mostramos una prueba de CSE donde el tnico efecto
observable es no-terminacién, posicionando la teoria de mejoras derivada de la
equivalencia al mismo nivel que sus predecesores, pero nos queda una pregunta
en el tintero: ;CSE es una mejora en presencia de otros efectos? En nuestra
teoria, hay dos entidades que participan al momento de comparar dos programas
con efectos: relacionadores y moéonadas. Esto hace que tengamos dos maneras de
probar que una transformaciéon sobre un programa es efectivamente una mejora:

= mapear propiedades de la monada que interpreta los efectos algebraicos
generados por los operadores

= ajustar las observaciones realizadas sobre los efectos generados, estable-
ciendo propiedades sobre los relacionadores.

La transformacion CSE reemplaza multiples evaluaciones de un sub-término
compartido por una sola evaluacion. Al transformar un término siguiendo
CSE, los efectos producidos por la evaluacion de una sub-expresion compartida
pueden ser eliminados o ignorados. Podemos eliminar efectos si la ménada que
interpreta los efectos tiene alguna propiedad (e.g. idempotencia) que asegure
la equivalencia entre términos. Mientras que podemos ignorar efectos si la
observacion realizada por el relacionador simplemente no los distingue, e.g., si
las cadenas de caracteres a mostrar en pantalla son ignorados. En otras palabras,
los efectos pueden ser ignorados si los relacionadores olvidan estructura.
Todavia al momento de realizar la tesis, no hemos encontrado condiciones
necesarias y suficientes para establecer cuando CSE es una mejora en presencia
de efectos, pero sabemos que una nociéon de idempotencia es necesaria. Sea Y. una
signatura y (I, T") un sistema compatible tal que CSE es una mejora. Entonces,
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podemos mostrar que el sistema (I', T') es (observacionalmente) idempotente si
para todo término cerrado M € Ag:

let x =M in v M > let z = M in ret(z) » M

Por lo que podemos concluir que: efectos que no sean observacionalmente
idempotentes no aceptan CSE como una mejora. Ademés, pudimos notar que
una nocién débil de commutatividad es necesaria, pero estos estudios han
quedado inconclusos.

La ménada parcial es conmutativa e idempotente, y por lo tanto, podemos
reordenar o incluso remover multiples evaluaciones del mismo término, pero
lamentablemente, no hay tantas méonadas que tengan ambas propiedades. Sin
embargo, podemos aprender algo de la prueba de CSE utilizada en esta seccion,
necesitamos dichas propiedades en dos lugares particulares de la prueba: en
CSE directo, donde los efectos son reordenados; y en los contextos de reduccion
de operaciones. El resto de la prueba es genérica en los efectos. Esto indica que
puede llegar a ser posible ajustar mas las definiciones de manera tal que sea
posible obtener una nocién aunque sea observacional de cémo reordenar los
efectos generados, y ademaés estudiar como la interpretaciones de los operadores
consumen los efectos ya generados.

En este capitulo vimos dos ejemplos concretos de como utilizar la teoria
de mejoras para mostrar que ciertas transformaciones de programas son op-
timizaciones. En el caso de eliminaciéon de sub-expresiones comunes, primero
definimos la transformacion utilizando contexto de reduccion y luego utiliza-
mos una simulaciéon de mejoras para mostrar que CSE es efectivamente una
mejora. Mientras que en el caso de eliminacién de c6digo inobservable primero
establecimos los requerimientos del sistema y lo probamos de forma general.
Luego mostramos que el sistema probabilistico cumple con el requerimiento, y
por ende, la eliminacién de codigo inobservable es una mejora en dicho sistema.






Capitulo 11

Trabajo Futuro y Conclusiones

Optimizar programas es dificil. Mostrar que al transformar un programa
en otro estamos mejorando una métrica de la ejecuciéon incluye mostrar que
se mantiene el sentido semantico, y més aiin, que se mejora la ejecucion del
programa. En la tesis vimos que hay varias interpretaciones posibles para los
programas, pero no todas permiten introducir de manera natural propiedades
intensivas de la ejecucion de los mismos. Esta separacion entre la interpretacion
de los programas y su evaluaciéon nos lleva a instrumentar la evaluacion de los
mismos para asi tener la informacién relevante al consumo de recursos.

Los lenguajes funcionales presentan una semantica mas clara que los len-
guajes no funcionales. Esto nos permite realizar pruebas de equivalencia de
programas, pero ocultan propiedades de la ejecucion. Esta es la motivacion
principal para el desarrollo de la teorias de mejoras, presentando por primera
vez una teorfa relacional de costos de programas funcionales.

En esta tesis caracterizamos exitosamente teorfas de mejoras para lenguajes
funcionales con efectos algebraicos. Por un lado, agregamos méas expresividad
a los lenguajes funcionales introduciendo efectos algebraicos, un subconjunto
de efectos computacionales. Mientras que por el otro, siguiendo la literatura,
identificamos la definiciéon de mejoras entre programas como un refinamiento de
la equivalencia observacional. El refinamiento de la equivalencia observacional se
logré facilmente mediante el uso de relacionadores en la evaluacion de lenguajes
con efectos algebraicos. Definimos ademas la relacion de simulacién mejoras
simplificando las pruebas para mejoras locales de programas. Derivamos teorias
de mejoras para varios de los efectos algebraicos mas utilizados: no-determinismo,
excepciones, y operadores probabilisticos. Probamos que dos transformaciones
son efectivamente optimizaciones, una general y otra particular, utilizando las
nociones de mejoras derivadas durante la tesis. Identificamos una limitacion del
enfoque en donde se deriva la teoria de mejoras y mostramos cémo evitarlo.
Finalmente, exploramos una posible solucién general de la limitacion.

A continuacion presentamos trabajo futuro y luego concluimos la tesis.

11.1. Trabajo Futuro

La tesis plantea el principio de la investigacion del estudio de analisis de
propiedades intensivas sobre lenguajes funcional con efectos algebraicos abriendo
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mas preguntas que soluciones. En esta seccién simplemente listamos posibles
extensiones o trabajos inconclusos.

Observaciones Estudiar el impacto de las observaciones realizadas sobre las
evaluaciones y como se interpretan los efectos para realizar un analisis mas
profundo sobre las propiedades intensivas de la evaluacién de términos. En otras
palabras, la interaccién entre los relacionadores y las ménadas que interpretan
los efectos, presentan en éste trabajo un rol fundamental para explorar diferentes
formas de obtener teorfas de mejoras. Por ejemplo, en la Seccion [9.4] pudimos
obtener una nocién mas granular de costos modificando como se interpretan y
observan los efectos.

Una linea de investigacion serfa entonces explorar las relaciones entre las
moénadas y sus relacionadores, de manera tal que podamos garantizar propie-
dades sobre el anélisis intensivo de programas. Uno de los trabajos iniciales
sobre la teoria de mejoras proponia utilizar un algebra de ticks (Moran y Sands
1999b), es decir, propiedades sobre el operador tick del lenguaje. En este caso
proponemos ir en el sentido opuesto, ya que sabemos cudles son (algunas de)
las propiedades que esperamos que cumplan los sistemas de mejoras, podemos
intentar caracterizar de forma genérica los sistemas que cumplen con ellas. Por
ejemplo, de la misma manera que utilizamos la nociéon de idempotencia de las
moénadas para probar que es una propiedad necesaria para poder caracterizar
a CSE como una mejora, es posible que haya otras relaciones y propiedades
necesarias para probar optimizaciones conocidas.

Algebra de Ticks Establecer propiedades algebraicas sobre el operador
tick es extremadamente ttil al momento de mostrar mejoras, y ademas, para
definirlas. Al poner al operador tick como bloque fundamental de la teoria
de costos nos permite ademas introducir propiedades sobre él y los diferentes
operadores del lenguaje. De esta manera seria posible obtener una algebra de
tick (Moran y Sands [1999b)), y ademaés, se podria obtener teoremas como el
Teorema de Mejora (Sands[1991)), donde nos facilita ademéas probar propiedades
sobre funciones recursivas.

Mejoras Explorar el uso de las teorias de mejoras derivadas para encontrar
o probar optimizaciones sobre lenguajes funcionales con efectos. Mientras que
en la tesis se desarrolla un cuerpo teérico capaz de probar optimizaciones,
falla al momento de presentar ejemplos y aplicaciones de la misma. Al ser el
area de lenguajes con efectos algebraicos joven, es complicado al momento
de buscar optimizaciones o incluso transformaciones sobre términos de dichos
lenguajes. Diferente es el caso de optimizaciones de compiladores donde ya
los lenguajes suelen tener efectos que inhabilitan ciertas transformaciones, un
ejemplo mencionado durante la tesis es el de mostrar mensajes por pantalla.

Conectando con el punto anterior, incluso serviria mostrar que es posible
obtener mejoras en sistemas donde los efectos estan pero no son utilizados por
el término. Por ejemplo, si bien tenemos la posibilidad de mostrar mensajes por
pantalla, y en general CSE no es valida, un término que no utilice los operadores
que generan ése efecto se podria optimizar beneficiando la evaluacion general
del programa.
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Finalmente, una de las principales motivaciones de la teoria de mejoras
clasica es la posibilidad de trabajar con recursiéon y probar mejoras dentro de
programas recursivos. En esta tesis evitamos trabajar teniendo en cuenta la
posibilidad de tener recursion dentro del lenguaje. Una posible extension al
lenguaje seria agregar un operador de punto fijo y estudiar si es posible caracte-
rizar optimizaciones dentro de funciones recursivas. Un trabajo reciente (Veltri
y Voorneveld [2022)), ademas de mecanizar gran parte de las pruebas, siguen el
enfoque mencionado, aunque no buscan determinar mejoras dentro de funciones
recursivas.

Costo Externo: Transformador de Ménadas En Seccion [9.4] exploramos
levemente como podria derivarse un sistema si consideramos tener un costo
global de la ejecucion, proponiendo un camino que dejamos como trabajo futuro.
En este caso, se podria estudiar como introducir de forma externa a la evaluacion
v a los relacionadores, el concepto de costo. El costo externo se podria ver como
el costo absoluto que realmente toma la operacién, por ejemplo, si bien hay
miultiples posibles caminos en una evaluacién paralela, eventualmente un camino
es el que se toma y se computa. Con lo que podria llevar a analisis de costos
mas granulares, y podriamos incluso pensar que esta es la nocién de costos mas
intuitiva. Finalmente, mientras en este trabajo se utilizaron transformadores de
moénadas, hay otra técnicas que podrian explorarse al momento de componer
efectos (Liith y Ghani [2002).

Técnicas de Bisimulaciéon La idea central de la tesis se basa en refinar
la nocién observacional de aproximaciéon de programas para realizar analisis
intensivo. El uso de contextos y bisimulaciones es un area ya con resultados
que se podrian incorporar dentro de la teoria de mejoras. Un clésico ejemplo
es introducir un lema de contexto, similar a como hicimos en la Seccion [10.2
al introducir contextos de reducciéon, donde se busca reducir los universales
inherentes a las definiciones observacionales. Otras técnicas, como ser up-to
contextos (Pous y Sangiorgi|2019), permitirian simplificar las pruebas y expandir
las herramientas para mostrar mejoras en los diferentes sistemas.

Comparacion de Teorias de Mejoras Nos encontramos con la posibilidad
de obtener diferentes teorias de mejoras, y por ende, con la pregunta si es posible
encontrar un criterio que nos permita decidir una sobre la otra. Un criterio
sencillo seria obtener teorias més granulares, el cual seguimos en el caso del
sistema de excepciones, donde se podria ver que hay una estricta contenciéon
entre las mejoras del sistema de excepciones con costos externos en el sistema
de excepciones con costos internos. Pero no estd muy claro como podriamos
comparar mejoras que utilicen distintos relacionadores, o incluso, por que no,
monadas.

11.2. Conclusiones

Durante la tesis estudiamos el desarrollo de teorias de mejoras desde un
céalculo lambda sin efectos, repasando el trabajo realizado por Sands, pero
utilizando técnicas modernas que nos permitieron luego adaptar el mismo
entorno de trabajo para introducir efectos. Desde la creacion de la teoria de
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mejoras en 1990 se exploraron diferentes aristas y aplicaciones de dicha teoria,
siendo principalmente utilizada para el estudio de optimizaciones en lenguajes
funcionales, mostrando su mayor aplicacién en la demostracion de que CSE es
efectivamente una optimizacion. Con el pasar de los anos, y sin tener un uso
claro, la teoria qued6 en desuso, volviendo a ser sujeto de estudio en los tltimos
anos.

Desde su creacion hasta el dia de hoy el quehacer cientifico de la comunidad
ha cambiado, y el area de estudio de lenguajes de programaciéon ha avanzado
significativamente, trayendo consigo nuevas técnicas, y por sobre todo, un
mayor esfuerzo en el estudio de efectos computacionales, en particular los
efectos algebraicos. En esta tesis lo que buscamos fue unir estos dos caminos,
comenzar a explorar el uso de teorias de mejoras para realizar anéalisis intensivo
sobre programas en lenguajes que acepten efectos.

La tesis comienza desde la exploracion de la teoria de mejoras en lenguajes
sin efectos (Capitulo [5)), afiadiendo efectos algebraicos al lenguaje (Capitulo [6]),
logrando finalmente producir una teoria de mejoras con efectos (Capitulo [8)).
La teorfa la derivamos con el mismo espiritu original de la teoria de mejoras de
Sands, donde se busca hacer un refinamiento sobre la definicion de equivalencia
observacional de programas, en este caso, con efectos (Seccion . Esto era
posible ya que podiamos manipular las observaciones sobre el sistema introdu-
ciendo un nuevo relacionador, el relacionador de costos (Definicién [8.1.3)), y
ademas haciendo uso del transformador ménadico de Writer con el monoide
aditivo de los naturales, definimos una monada capaz que llevar cuenta del costo
necesario para computar los valores (Definicion . Finalmente, revisitamos
los ejemplos de efectos algebraicos desarrollados a lo largo de la tesis para
derivar teorias de mejoras para cada uno de ellos.

Para mostrar la utilidad de la teoria introducimos dos ejemplos. Uno de
caricter general tratando de describir una optimizacién general sobre lengua-
jes con efectos algebraicos, que instanciamos en particular para un lenguaje
con operadores probabilisticos. Mientras que el otro, més concreto, nos per-
mite situarnos al mismo nivel en principio que las demés teorias de mejoras
desarrolladas desde sus comienzos.

Sin embargo, las definiciones derivadas, y los ejemplos mencionados, sirvieron
para introducir nuevos problemas sobre las teorias de mejoras. Primero, y méas
importante, nos encontramos con una forma de obtener varias teorias de mejoras,
dependiendo su definicién en las observaciones realizadas sobre la evaluacién de
términos con operadores que introducen efectos en el lenguaje. Disparando aqui
una pregunta, rememorando el trabajo de Howe (1989)), donde se busca establecer
una conexién entre lo que el lenguaje puede observar sobre los términos, y lo que
podemos explorar nosotros con la metateoria. Las definiciones de aproximacion
observacional dependen directamente de las observaciones que los contextos
puedan hacer. Segundo, al tener varias teorias posibles nos encontramos con la
opcion de elegir, es decir, como podriamos desarrollar un criterio de eleccion de
teorias de mejoras. Tercero, continuando con los criterios, y basandonos en los
ejemplos visto, podria tener sentido establecer propiedades algebraicas generales
a todas las teorias de mejoras. Por ejemplo, que M % v'M independientemente
cual sea el sistema con el que se trabaja. Pero no esta del todo claro, en el caso
de las excepciones, si no importa realmente cuando las computaciones levantan
excepciones, se puede querer optimizar casos utilizando la teoria derivada sin
tener que refinar las observaciones como se hizo en la Seccion [9.4
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Para concluir con la tesis, esta presenta el principio de la aplicaciéon de
teorias de mejoras en lenguajes con efectos. Afortunadamente no es posible dar
por cerrado el tema, la tesis explora diferentes alternativas pero no podemos
concluir con una teoria de mejoras. El estudio de optimizaciones entre programas
es un campo complejo y mas atn al adicionar la posibilidad de tener efectos
algebraicos. Esto lo logramos estableciendo de forma clara las observaciones que
se realizan sobre el sistema, definiendo un relacionador, y como se administra
la acumulacién del costo, de forma interna o externa.
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Apéndice A

Prueba CSE Directo

En este apéndice mostramos una prueba del lema CSE directo utilizado en
la prueba de CSE (Seccion . Dividimos la prueba en dos partes: primero
construimos una simulaciéon que utilizaremos como un lema auxiliar, y luego
definiremos una simulaciéon de mejora que evidencia que CSE Directo es una
mejora. Asumimos que estamos trabajando dentro del sistema parcial donde el
unico efecto observable es la divergencia en la evaluacion de términos.

Llamamos a un contexto cerrado de términos si es un contexto sin variables
libres que al llenar su agujero con un término retorna un término, mientras que
llamamos a un contexto cerrado de valores si es un contexto sin variables libres
que al llenar su agujero con un término nos retorna un valor.

Lema A.1 (CSE Directo). Sea M un término cerrado, C un contexto tal que
C[M] € Ao, y = una variable fresca. Tenemos que:

let =M in C[v M] =r, let = M in Cret(z)]

Demostracion. Dado M un término cerrado, C un contexto cerrado de términos
tal que y = una variable fresca.

Si observamos los términos let © = M in C[v'M] y let © = M in C[ret(z)],
podemos ver que ambos términos evaltian el término M. Por lo que procedemos
por anélisis por casos en el resultado de la evaluacién del término cerrado M.
O bien [M]y_ alcanza un valor con un costo o bien la evaluacién diverge.

= La evaluacién del término M diverge: [M]y_ = ¢-(L1). Ya que ambas
expresiones evaluan la expresion M, y por definicion de la monada de par-
cialidad, tenemos que ambas expresiones evaltan a (). Para evidenciar
que es una mejora en este caso nos basta con definir la siguiente relacion
entre A-términos y valores.

DCSE,| y = Idy,
U{(let z = M in C[v'M],let x = M in C[ret(z)])
| C es cerrado de términos, x es una variable fresca}

DCSE, , & Idy,

La relacion entre A-términos y valores (DCSE, 5, DCSE| ) es una
simulaciéon de mejoras.
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= La evaluacién del término M alcanza un valor V' € V, con un costo m € N:

[[MHNOC = u(V,m).

Definimos un par de relaciones entre A-términos y valores en la cual
se relacionan todos los posibles términos en donde puede aparecer M
con el mismo término pero se utiliza el resultado de la evaluacion de M
directamente.

Ra £ Idp, U{(C[v M],C[ret(V)]) | C es cerrado de términos }
Ry = Idy, U {(V[v' M],V[ret(V)]) | V contexto cerrado de valores}

Nuestra tarea ahora es mostrar que el par de relaciones (R, Ry) forman
una simulacién de mejoras. Concretamente tenemos que mostrar que res-
petan valores y que relacionan términos que evaltian a valores relacionados
respectando la observacion definida por el relacionador I'; .

Sea C un contexto cerrado de términos , veamos que su evaluacion esté
relacionada por I'] Ry:

[Clv M]]y_. T1Ry [Clret(V)]]x_

Ya que la evaluacién es guiada por la sintaxis, procedemos entonces a
mostrar que es una simulacioén aplicativa utilizando el principio coinductivo
y analisis por casos sobre el contexto C. A continuacién mostramos el
caso mas informativo donde C = let x = D in E para contextos D y E.
El resto de los casos se procede de forma similar.

De las hipotesis tenemos que M € Ay y que C es un contexto cerrado de
términos. Por lo que tenemos que D es cerrado de términos y pero que E
no lo es, sino que FV(E[M]) C {z}.

Nuestro objetivo es mostrar que:
[(let z =D in E)[v M][y_ T'in Ry [(let z =D in E)ret(V)]]y_

Por definiciéon de la operacion de llenado de agujero, y dado que M € Ag
y V €V, podemos dar un paso con la evaluacion de los términos:

V[Dlv My >>=n W = [E[v M][z := W]
iy Ry
V[Dlret(V)]]y_ >>=n W = [E[ret(V)][z := W]y

oo

[=S)

Podemos eliminar los ticks al comienzo de ambos términos ya que el ope-
rador de tick es inyectivo. Ademas, por definicion de T-relacionador (Defi-
nicion [7.3.3) podemos dividir la prueba en dos.

e Por un lado [D[v' M][y_ T'in Ry [Dlret(V)]]y_ se sigue del he-
cho que D es un contexto cerrado de términos y de las hipotesis
coinductivas.

e Por el otro lado tenemos que para cuales quiera Wy, Wy € V), tales
que Wy Ry Wi, tenemos que mostrar que:

[Elv M][z == Wolly_ Tn. Ry [Elret(V)][z := Wi]]y_
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En éste caso no podemos aplicar la hipdtesis coinductiva directamente
dado que E puede tener como variable libre a x. Por definicién de Ry
tenemos que si Wy Ry W17 implica dos posibles casos: o bien Wy = Wy
o existe un contexto cerrado de valores V tal que Wy = Vv M] y
Wi = V]ret(V)]. Ambos casos tienen la misma estructura por lo
que mostramos uno de ellos, dejando el otro como ejercicio para
el lector. Sea V un contexto cerrado de valores y Wy, Wi tales que
Wy =V[vM]y Wy =V[ret(V)].

[Elv Mz := Wolly

(Definicion de W)

[Elv' M][z := V[V M]]]y_

(M € Ag y definicion de llenado de agujeros)

[Elz := V][v M]]y_

I'in_Ry (Elz:=V]es cerrado de valores e hipdtesis coinductiva)
[Efz := V][ret(V)]]y,,

(V € Vy y definicion de llenado de agujeros)

[Efret(V)][x := Vret(V)]]]y_,

( definicion de W)

[Efret(V)][z := W]y,

Como resultado tenemos que:

[Dlv My >>=W = [E[v M][z := W]y
Fin Ry
[Dret(V)]ly_ >>=W = [E[ret(V)][z := W]]y

oo

oo

Los demas casos siguen una estructura similar: intercambiando la substi-
tuciéon con el llenado de agujeros utilizando el hecho que M es cerrado y
aplicando la hipétesis coinductiva.

Finalmente mostramos que la relaciéon Ry respeta valores. Sea V un contexto
cerrado de valores tal que V[v M|RyV[ret(V)], y W € Vy, veamos que:

(VIVM]W) Ry (V[ret(V)] W)

Que se desprende del hecho que al ser W € Vy v V es un contexto cerrado
de valores, tenemos que VW es un contexto cerrado de valores. Por hipotesis
coinductiva y definicién de la operacion de llenado de agujeros, tenemos que:

(VW) [V M] R (VW)[ret(V)]

Como consecuencia de la prueba anterior podemos concluir que la relaciéon entre
A-términos y valores cerrados (Ra,Ry) es una simulaciéon de mejoras.

Dando un paso hacia atras, todavia nos queda por probar que CSE directo
es una mejora cuando la evaluacion del término cerrado M alcanza un valor.
Para esto, definimos la siguiente relacion entre términos y valores del lenguaje:

DCSEp £ Ry
U{(let z = M in C[v'M],let x = M in Clret(z)])
| C es cerrado de términos y « es una variable fresca}

DCSEy 2 Ry,
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Para ver por que el par de relaciones recién definidas son una simulacién de
mejoras, nos concentramos en el nuevo caso que agregamos, ya que el resto es
el lema auxiliar ya probado. Sea C un contexto cerrado de términos y x una
variable fresca. Recordemos ademds la hipotesis sobre M:[M]y = u(V,m).
Veamos que:

[let = M in C[v M]]y_ T'in DCSEy [let z = M in Clret(z)]]y_

Aplicando la definicién de la evaluacion, y por transitividad, es equivalente a
mostrar que:

VHC My Tin DCSEy v [Clret(V)]]y

Dado que C[v"M] R C[ret(V)] y por definicién de simulacién de mejoras,
tenemos que:

[Clv My, Tin Ry [Clret(V)]ly.,

Ya que Ry € DCSEy y I' | iy es un relacionador tenemos que:
[Clv My T'in,DCSEy [Clret(V)]]y__

Agregamos los ticks que faltan (v *1) ya que la operacion de tick es monotonica,
probando que (DCSEj, DCSEy) es una simulaciéon de mejoras.

De esta manera, acumulando los resultados, mostramos que CSE Directo
es una mejora proveyendo una simulacién de mejora para cada contexto en el
sistema parcial. O
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