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Prefacio

El norte de este trabajo es el de presentar, motivar y saborear algunas cuestiones in-
teresantes de la f́ısica teórica de altas enerǵıas actual, y mostrar cómo de esta plétora de
desarrollos pueden calcularse resultados válidos, fehacientemente comparables con los que
pueden medirse en algunos experimentos. Lejos está de ser un texto autocontenido. Usted,
lector, si conoce a la autora, sabe la gran incomodidad matemática que ésto le genera. Inco-
modidad sin embargo superada con creces por el entusiasmo y fascinación que lo expuesto
en estas páginas le transmite.

La organización con que nos manejaremos es aproximadamente la siguiente: haremos
una introducción y motivación al estudio de ciertos tipos de plasmas, que hoy en d́ıa se
producen de forma experimental en algunos de los aceleradores de part́ıculas más popu-
lares, como el LHC y RHIC. En los tres caṕıtulos siguientes se exponen a grandes rasgos
los elementos teóricos necesarios para, apenas, empezar a hablar de la correspondencia
AdS/CFT , que también llamaremos Conjetura de Maldacena, dualidad gauge/strings, de-
pendiendo del contexto. En ellos nos focalizaremos en las herramientas que necesitamos
para entender, muy livianamente, la propuesta de cálculo que haremos en el caṕıtulo quin-
to, que nos conducirá a hallar de forma teórica una de las propiedades de transporte de
los plasmas presentados al comienzo. De este resultado, haremos algunas interpretaciones
f́ısicas y concluiremos nuestra discusión con algunas perspectivas al respecto. También in-
cluimos unos pocos apéndices que consideramos útiles para la comprensión de los temas
tratados.

Si bien irremediablemente incompleta, hemos tratado de llevar a cabo esta exposición
de forma constructiva y ordenada, y esperamos sea de un pasar ameno.
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Caṕıtulo 1

Introducción

In the beginning there was nothing, which
exploded.

Terry Pratchett, Lords and Ladies

El descubrimiento en los años 90 de la correspondencia AdS/CFT y sus sucesivas ge-
neralizaciones (hoy denominadas en un todo como dualidad gauge/strings) fomentaron el
estudio de ciertas teoŕıas de campos no abelianas en el régimen de acoplamiento fuerte.
Las herramientas provistas por este enfoque permitieron, en particular, el estudio de las
propiedades de ciertos plasmas que estas teoŕıas describen a temperaturas finitas, como ser
sus coeficientes de transporte (viscosidad de corte y de volumen, conductividad eléctrica,
tasas de fotoemisión, tasas de emisión de leptones y anti-leptones, por nombrar algunos).
Entre estos plasmas de interés se encuentra el plasma de quarks y gluones, o QGP fuer-
temente acoplado. En la materia tal y como la conocemos quarks y gluones se encuentran
confinados en forma de part́ıculas compuestas, tales como protones y neutrones. A tem-
peraturas suficientemente altas se produce su deconfinamiento, transicionando a la fase de
plasma. El Universo temprano habŕıa presentado temperaturas de ∼ 1012 K hasta 10µs
posteriores al Big Bang y, según las predicciones de la cromodinámica cuántica, éstas seŕıan
condiciones suficientes para que alojase a plasmas de quarks y gluones, aunque no aśı a
nucleones compuestos por ellos [1, 2] . Con la posterior expansión y enfriamiento del Uni-
verso, este plasma habŕıa entonces transicionado hacia un estado confinado para formar
materia ordinaria. Aśı, la comprensión de la evolución de nuestro Universo demanda del
entendimiento de la estructura y dinámica del plasma de quarks y gluones. El estudio de
estos plasmas nos permite también investigar a la cromodinámica cuántica en condiciones
extremas.

Gran parte de los esfuerzos realizados en esta dirección han sido resultado de la fe-
nomenoloǵıa de colisiones ultra relativistas de iones pesados. Particularmente, datos ex-
perimentales proporcionados por el Relativistic Heavy Ion Collider (Brookhaven National
Laboratory, EE.UU.) y, más recientemente, el experimento ALICE (A Large Ion Collider
Experiment), en el Large Hadron Collider (CERN, Suiza), han enfatizado la importancia
del desarrollo de técnicas de cálculo teórico que conciernen a la fenomenoloǵıa de estas
colisiones, en las que intervienen iones masivos, como ser núcleos de oro o plomo. Éstos son
acelerados y los cientos de nucleones que los conforman colisionan con enerǵıas de hasta
∼ 1012 eV cada uno, produciendo durante unos 10−22s el buscado plasma de quarks y gluo-
nes. Uno de los resultados experimentales más sorprendentes obtenidos para esta fase de la
materia es el bajo valor del cociente entre viscosidad de corte y entroṕıa espećıfica, η/s. Ésto
constituye una diferencia cuantitativa con los cálculos que pueden realizarse suponiendo al

Lućıa Cabrera
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1.1. PLASMA DE QUARKS Y GLUONES: UNA MIRADA CUALITATIVA

QGP como un fluido débilmente acoplado, hallándose además que los resultados teóricos
para este régimen, y en contraposición con los del régimen fuertemente acoplado estudiado
desde la dualidad gauge/strings, presentan tendencias funcionales totalmente dispares. Los
experimentos, en tanto, avalan el acoplamiento fuerte en el caso del QGP, que presenta
caracteŕısticas de fluido ideal. En luz de ésto se hace evidente la utilidad de las técnicas
provistas por la dualidad gauge/strings, métodos que presentan desde luego limitaciones,
pero cuyos resultados son obtenidos desde primeros principios en teoŕıas de campo no abe-
lianas a temperaturas finitas.

1.1. Plasma de Quarks y Gluones: Una mirada cualitativa

More is different

Phil Anderson

Lo que llamamos materia nuclear se halla, como su nombre lo indica, constituyendo
núcleos atómicos, aśı como también estrellas de neutrones. Los nucleones son formados a
su vez por los ya mencionados quarks, ligados entre śı a través de la interacción fuerte,
mediada por el intercambio de gluones. A diferencia de las part́ıculas mediadoras de la
interacción electromagnética, los fotones, que no poseen carga ni interactúan entre śı, los
gluones presentan la denominada carga de color, el análogo a la carga eléctrica usual, aun-
que con algunas diferencias fundamentales. La presencia de un grupo de gauge no abeliano
implica interacciones muy distintas en las teoŕıas de Yang-Mills en comparación con la elec-
trodinámica cuántica, cuyo grupo de gauge es el U(1), un grupo abeliano. A través de su
carga de color los gluones interactúan tanto entre śı como con los quarks, interacciones éstas
que son descritas por la cromodinámica cuántica (QCD, cuyo grupo de gauge es SU(3), el
grupo de color).

Figura 1.1: Dependencia de la constante de
acoplamiento fuerte αs = g2/4π. Para mayor
enerǵıa (y menor distancia), la intensidad de
la interacción disminuye. Notar la escala lo-
gaŕıtmica en las abscisas.

La interacción fuerte presenta una cua-
lidad muy peculiar: su intensidad disminu-
ye para distancias pequeñas [3, 4], propie-
dad denominada “libertad asintótica”, en
tanto que resulta muy intensa a distancias
del órden del radio de un nucleón (∼ 10−15

m), lo que determina el confinamiento de
quarks y gluones en éstos.

Esta libertad asintótica es precisamen-
te la caracteŕıstica que sugiere que pro-
tones y neutrones pueden calentarse has-
ta formar, a través del debilitamiento de
su interacción fuerte, un plasma de sus
part́ıculas constitutivas fundamentales. Es
razonable suponer entonces que este nue-
vo estado de la materia, con la interacción
entre sus constituyentes severamente debi-
litada, podŕıa comportarse como un gas de
quarks y gluones libres. Esta suposición es, sorprendentemente, errónea, y desmentida por
las abrumadoras evidencias experimentales colectadas en las colisiones de iones pesados
[5, 6, 7, 8, 9, 10].

2
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1.2. COLISIONES DE IONES PESADOS

El comportamiento de fluidos como ĺıquidos o gases se modela a partir de la hidro-
dinámica. El tipo de flujo observado en el QGP puede ser descrito desde este punto de
vista, pero una buena consistencia entre datos experimentales y teoŕıa requiere de una
prácticamente nula razón entre viscosidad de corte (medida de la resistencia de una sus-
tancia a fluir, o de la imposibilidad de sus constituyentes de transportar momento) y su
densidad de entroṕıa [14, 15] . Ésto implica entonces que el QGP presenta las caracteŕısti-
cas de un fluido ideal, de viscosidad extremadamente baja, y capaz de alcanzar equilibrio
térmico muy velozmente gracias al alto grado de interacción entre part́ıculas. El plasma de
quarks y gluones está lejos de ser el ingenuamente concebido gas débilmente interactuante
que sugiere la libertad asintótica. En 1972, Phil Anderson acuñó la trascendental frase more
is different [13] para señalar que volúmenes macroscópicos de materia (en su caso, materia
condensada) son capaces de exhibir comportamientos exóticos, no predecibles a partir de
las interacciones elementales entre sus constituyentes individuales, y que requieren de mar-
cos teóricos propios para ser dilucidadas. El QGP es un claro ejemplo de esta situación.
Una de las herramientas fundamentales para estudiar al QGP son los cálculos numéricos
de teoŕıas de gauge no abelianas en espacio-tiempo discretizado (lattice gauge theory). Es-
te formalismo ab initio se basa en simular la función de partición de la cromodinámica
cuántica en un espacio-tiempo discretizado. Los cálculos de lattice QCD son, sin embargo,
por el momento limitados a propiedades estáticas, excluyendo resultados confiables para
propiedades de transporte. La dualidad de la teoŕıa de cuerdas en el espacio anti-de Sitter
(AdS) y la teoŕıa cuántica de campos conforme (CFT) provee una descripción exacta de
algunos sistemas en régimen de acoplamiento fuerte [16, 17] .
La importancia de la comprensión de este tipo de régimen en acoplamiento y correla-
ción fuertes excede ampliamente al caso del plasma de quarks y gluones. Los sistemas de
electrones fuertemente correlacionados son un ejemplo de acomplamiento fuerte en que la
interacción elemental, si bien débil, se ve amplificada por el gran número de part́ıculas in-
volucradas. Sorprendentemente, también en este área existen ciertas descripciones simples
de estos sistemas altamente complejos logradas a partir de dualidades holográficas[19, 20].

1.2. Colisiones de Iones Pesados

En un experimento de colisiones de iones pesados, núcleos atómicos grandes, como
ser de oro en RHIC o plomo en ALICE, son acelerados hasta alcanzar velocidades ultra
relativistas (∼ 99 % c). Su velocidad otorga a estos núcleos una enerǵıa de centro de masa√
s i muy grande. En estas condiciones es que ocurre la colisión.

El motivo detrás del uso de “iones pesados” se relaciona con lo comentado en la sección
anterior: estos núcleos permiten crear el mayor volumen de materia a alta densidad de
enerǵıa por colisión, de forma tal de generar condiciones favorables para el estudio y discer-
nimiento de fenómenos y propiedades que caractericen a la materia fuertemente acoplada
en cantidades macroscópicas. Las colisiones elementales de alta enerǵıa (electrón-positrón
en dispersión elástica profunda, protón-protón en el proceso de Drell-Yan) por el contrario
generan un sistema final compuesto por hadrones que se interpretan como resultado de
unas pocas fragmentaciones individuales, y no de un volumen macroscópico de materia
interactuante.
En resumen, para entender al plasma de quarks y gluones no podemos acceder a un sistema
del órden de un mol de quarks, pero el uso de iones pesados en estas colisiones nos acerca
tanto como es posible a esta situación. El propósito de construir aceleradores de part́ıculas

iLa cantidad s es una de las variables de Mandelstam. Una pequeña introducción a ellas puede verse en
el apéndice A.

Lućıa Cabrera
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1.2. COLISIONES DE IONES PESADOS

que alcancen enerǵıas de centro de masa cada vez más altas es sencillamente el de producir
materia con mayor densidad de enerǵıa. En el sistema de referencia situado en el centro
de masa de cualquiera de estos núcleos con velocidades ultra relativistas la longitud de los
mismos experimenta una contracción de Lorentz en la dirección de la colisión. Aśı, en lugar
de un núcleo aproximadamente esférico se tiene en cambio un disco de poqúısimo espesor.
El aumento en la enerǵıa de una colisión hace a estos discos aún más delgados. Cuando dos
de ellos son coincidentes, es decir al momento de la colisión, la enerǵıa toda de los iones
incidentes se concentra en un volumen más pequeño cuanto mayor sea

√
s. El alcance de

la mayor densidad de enerǵıa posible es, según se vio, esencial para la creación del QGP.

Figura 1.2: Una colisión head-on entre núcleos de oro en RHIC t́ıpicamente produce va-
rios miles de part́ıculas. Estos eventos se registran en los detectores STAR y PHENIX
como trayectorias de part́ıculas cargadas (mayormente piones) que emergen de colisiones
individuales. Imágenes tomadas de [21].

Figura 1.3: Una de las primeras colisiones
entre núcleos de plomo en el LHC, regis-
trada por ALICE en noviembre de 2010.
Imagen tomada de [22].

La máxima enerǵıa alcanzada en los ex-
perimentos STAR y PHENIX de RHIC, que
comenzara a operar en el año 2000, don-
de los iones pesados son núcleos de oro, es
de
√
s = 200 GeV. Esto implica que ca-

da nucleón individualmente colisiona con una
enerǵıa de centro de masa de 200 GeV. Ca-
da núcleo de oro consta de 197 nucleones,
por lo que la enerǵıa total de la colisión
más energética posible es de alrededor de
40 TeV. Una colisión de este tipo produce
unas 5060 ± 250 part́ıculas cargadas [8, 12].
El conteo de part́ıculas producidas se reali-
za a través de las trayectorias registradas, lo
cual implica que las part́ıculas neutras esca-
pan a este conteo. Por tanto, el número to-
tal de hadrones creados es superior al detec-
tado.

Las colisiones más violentas se suceden cuando dos núcleos chocan “de lleno” (colisión
head-on), ésto es, cuando su parámetro de impacto es mucho menor al radio nuclear. Estos
eventos se denominan colisiones centrales. Por otro lado, las colisiones con parámetro de
impacto mayores se denominan periféricas. Coloquialmente, el tipo de colisión que aqúı des-
cribimos se nombra un mini-bang teniendo en cuenta que se supone la creación de materia
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1.2. COLISIONES DE IONES PESADOS

procede de forma similar a la formación de materia inmediatamente luego del Big Bang.
ALICE, operativo desde 2010 en el LHC, donde las part́ıculas colisionantes son núcleos de
plomo, alcanza una enerǵıa máxima de colisión por nucleón de

√
s = 3,5 TeV. La enerǵıa

total en una colisión es entonces del órden de 725 TeV por núcleo. En este experimento, las
part́ıculas son aceleradas a más de 99,99999 % de la velocidad de la luz, alcanzándose tem-
peraturas de aproximadamente 105 veces la del centro solar. Similarmente a lo que ocurre
en RHIC, el conteo de part́ıculas generadas se realiza contando trayectorias de part́ıculas
cargadas. Se registran unas 3000 de éstas por colisión.

1.2.1. Flujo Eĺıptico

El término “flujo eĺıptico” hace referencia a un conjunto de observables experimentales
en la f́ısica de iones pesados. La viabilidad de estos observables depende de la apropiada
elección de eventos (colisiones), tales que el parámetro de impacto en los mismos se encuen-
tre dentro de cierto rango especificado. Estos eventos son luego empleados para estudiar el
flujo colectivo de la materia creada en la colisión.
Supongamos seleccionar un conjunto de eventos en que el parámetro de impacto es com-
parable al radio de los núcleos involucrados. A velocidades ultra relativistas, los núcleos
experimentan una contracción de Lorentz en la dirección de su velocidad, es decir, la del
haz. Si la colisión no se efectúa de forma totalmente alineada estos núcleos deformados en
discos coincidirán en una región elongada a lo largo de un eje perpendicular al plano de
reacción, esto es, el plano definido por la dirección del haz y la linea imaginaria que une a
los centros de los núcleos en el instante de la colisión.

(a) Espacio de coordenadas. Asimetŕıa inicial. (b) Espacio de momentos. Asimetŕıa final.

Figura 1.4: En colisiones no alineadas de núcleos pesados a enerǵıas muy altas, la región
de forma oval calentada es elongada en la dirección y, perpendicular al plano de reacción
(a). Las interacciones colectivas entre quarks y gluones producen gradientes de presión
que resultan en flujo asimétrico. La distribución angular de los hadrones producidos es
anisotrópica con respecto al plano de reacción, y sus momentos son mayores en dirección
x(b).

Los fragmentos de estos núcleos que no participan en la colisión propiamente dicha
(“nucleones espectadores”) continúan su trayectoria. Si los quarks y gluones que ocupan el
volumen asimétrico inicial en el instante de la colisión interactúan de modo colectivo los
gradientes de presión en la subsecuente expansión darán también lugar a una distribución
anisotrópica de estas part́ıculas. En el estado final, los miles de partones presentes son
resultado de la colisión entre algunos cientos de nucleones ocurrida en la región elongada
que hemos mencionado. Si, por el contrario, proviniesen de colisiones nucleón-nucleón inde-
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1.2. COLISIONES DE IONES PESADOS

pendientes, los hadrones resultantes se encontraŕıan en un estado final que los posicionaŕıa
con una distribución uniforme. Es decir, con ángulo azimutal φ (alrededor de la dirección
del haz, eje z) variando isotrópicamente entre todos sus valores posibles, de 0 a 2π. Esta
situación se descarta en vista de los datos experimentales. Si la colisión genera entonces
part́ıculas interactuantes que alcanzan un cierto grado de equilibrio local produciendo un
fluido, la distribución esperada ya no es uniforme.
Si pensamos en la región elongada en que se produce la coincidencia de los núcleos al co-
lisionar como una gota de fluido ideal, con presión muy baja en su frontera y alta en su
centro, ésta desde luego se expande muy velozmente. Es decir, explota. Como los gradientes
de presión son mayores a lo largo de la dirección x (ver figura 1.4) que a lo largo de y, esta
explosión es azimutalmente asimétrica. En efecto, uno de los primeros y más importantes
resultados provistos por RHIC es que estas asimetŕıas pueden ser muy significativas, y que
la hidrodinámica es capaz de describir las situaciones observadas en colisiones con paráme-
tro de impacto no nulo con un alto grado de fidelidad.

La consistencia entre los datos experimentales y la hidrodinámica de fluidos ideales re-
vela que la viscosidad del plasma generado en colisiones de iones pesados debe ser baja.
Más aún, un fluido de caracteŕısticas cercanas al ĺımite de hidrodinámica ideal, con una
razón η/s pequeña, requiere de un alto grado de interacción entre constituyentes. Un bajo
valor de η/s implica una virtual imposibilidad de transporte de momento, con lo cual no
pueden entonces existir cuasipart́ıculas bien definidas con camino libre medio significativo
en un fluido de viscosidad baja, pues de existir el transporte de momento amortiguaŕıa
el flujo. La inexistencia de part́ıculas de camino libre medio grande implica acoplamiento
fuerte entre constituyentes.

El acoplamiento entre partones debe, además, efectivizarse poco después de la colisión.
Por el contrario, si los partones pudiesen moverse con camino libre medio grande luego de
la colisión, retrasando el alcance de un estado de equilibrio, la región elongada inicial evolu-
cionaŕıa hacia una forma circular, con lo que la asimetŕıa azimutal de momentos producida
por el comportamiento hidrodinámico no podŕıa apreciarse.

Estas observaciones permiten concluir que las colisiones de iones pesados llevadas a
cabo en RHIC o en el LHC producen un fluido fuertemente acoplado en equilibrio térmico
local aproximadamente 10−22s luego de la colisión [18]. Ésto justifica la conclusión de
que la materia presente en el experimento puede ser descrita a través del lenguaje de la
termodinámica y la hidrodinámica.
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Caṕıtulo 2

Ingredientes de N = 4 Super
Yang-Mills

2.1. Teoŕıas de gauge no abelianas

Una teoŕıa en que un campo Aµ(x) se introduce a fin de obtener invariancia con res-
pecto a transformaciones locales se denomina una teoŕıa de gauge. El campo introducido se
nombra un campo de gauge. La electrodinámica cuántica es, en cierto sentido, la teoŕıa de
gauge más simple. En ella, una simetŕıa global se “promueve” a simetŕıa local a través de
la introducción del campo de gauge Aµ(x), que es un campo vectorial con µ = 0, 1, · · · , 3,
los cuales son los ı́ndes del espacio-tiempo en (3 + 1) dimensiones, también conocidos como
ı́ndices de Lorentz. El grupo de simetŕıa de esta teoŕıa, U(1), es un grupo abeliano.

Ahora bien, nos interesaŕıa describir no sólo la interacción electromagnética a través
de campos de gauge, sino también las interacciones débil y fuerte. La primigenia dificultad
para llevar a cabo esta tarea radica en que las simetŕıas locales de estas teoŕıas involucran
grupos de transformaciones más complicados y, además, no abelianos. Estos grupos son
U(1)⊗ SU(2) para la interacción débil, y SU(3) para la fuerte.

2.1.1. Teoŕıas de Yang-Mills

En 1954 Chen-Nin Yang y Robert Mills propusieron generalizar el argumento utilizado
en la formulación de la teoŕıa de electrodinámica cuántica a grupos de transformaciones
más generales, entre ellos grupos no abelianos. Actualmente, una teoŕıa de gauge basada en
el grupo SU(N), y más en general en cualquier grupo de simetŕıa no abeliano, se denomina
una teoŕıa de Yang-Mills. Veremos a continuación, con fines ilustrativos, el tratamiento
correspondiente para una teoŕıa de gauge basada en el grupo SU(2).

Consideremos un doblete de campos de Dirac,

Ψ =

(
ψ1(x)
ψ2(x)

)
. (2.1.1)

En (2.1.1), ψ1(x) y ψ2(x) representan a dos tipos de fermiones, cada uno de ellos con
masa m. El lagrangeano de Dirac es

L = Ψ̄ (iγµ∂µ −m) Ψ (2.1.2)
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2.1. TEORÍAS DE GAUGE NO ABELIANAS

Este lagrangeano es invariante frente a una transformación global del grupo SU(2),

Ψ→ e
i
2
σ .αΨ , (2.1.3)

donde σ = (σx, σy, σz) son las matrices de Pauli. Si nos limitamos a transformaciones
infinitesimales,

Ψ→
(

1 +
i

2
σ .α

)
Ψ (2.1.4)

es sencillo ver que ésta es, a primer órden, una simetŕıa del lagrangeano (2.1.2). A saber,

L = Ψ̄ (iγµ∂µ −m) Ψ→ L = Ψ̄

(
1− i

2
σ .α

)
(iγµ∂µ −m)

(
1 +

i

2
σ .α

)
Ψ

= Ψ̄ (iγµ∂µ −m) Ψ
[
1 +O(α2)

]
. (2.1.5)

Dado que α es un infinitésimo y no posee dependencia en x, el lagrangeano se mantiene
invariante.

Es ahora esta simetŕıa la que promocionaremos para que posea un carácter local. Sea
entonces α una función de las variables de espacio-tiempo englobadas en la etiqueta x. El
término de masa en (2.1.2) se mantendrá invariante naturalmente. Sin embargo, no ocurre
lo mismo con el término diferencial:

∂µΨ→ ∂µΨ +
i

2
[σ .α(x)] ∂µΨ +

i

2
[σ . ∂µα(x)] Ψ , (2.1.6)

de modo que la derivada usual no permanece invariante. Es entonces este el momento en
que debe introducirse un campo de gauge tal que permita eliminar al tercer término de
(2.1.6). Llamaremos a este campo de gauge Wµ(x) =

(
W 1
µ(x),W 2

µ(x),W 3
µ(x)

)
, donde cada

una de sus componentes tiene, a su vez, cuatro componentes que corresponden al sub́ındice
µ. Definimos ahora una derivada covariante

Dµ = ∂µ −
i

2
gσ .Wµ(x) , (2.1.7)

donde g es la constante de acomplamiento de la teoŕıa, análoga a la carga eléctrica de la
electrodinámica cuántica, una teoŕıa de gauge abeliana. Ésta es la cantidad que eventual-
mente determinará la intensidad de la interacción entre el campo de gauge Wµ(x) y Ψ.
Para que esta definición sea de utilidad, DµΨ debe transformar en la misma forma que lo
hace Ψ, es decir

DµΨ→
[
1 +

i

2
σ .α(x)

]
DµΨ . (2.1.8)

De forma expĺıcita, esto es:

DµΨ→
[
1 +

i

2
σ .α(x)

]
DµΨ

= ∂µΨ− i

2
gσ ·Wµ(x)Ψ +

i

2
gσ ·α(x)∂µΨ +

1

4
g [σ ·α(x)] [σ ·Wµ(x)] Ψ

. (2.1.9)

Supongamos ahora que la derivada covariante transforma según

Dµ → ∂µ −
i

2
gσ ·Wµ(x)− i

2
gσ · δWµ(x) , (2.1.10)
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Lućıa Cabrera



2.1. TEORÍAS DE GAUGE NO ABELIANAS

donde δWµ(x) es la variación del campo de gauge con la transformación. Combinando esta
definición con (2.1.4) se obtiene

DµΨ→
(
∂µ −

i

2
gσ ·Wµ(x)− i

2
gσ · δWµ(x)

)(
1 +

i

2
σ .α

)
Ψ

= ∂µΨ +
i

2
σ · [∂µα(x)] Ψ +

i

2
σ ·α(x)∂µΨ− i

2
gσ ·Wµ(x)Ψ

+
1

4
g [σ ·Wµ(x)] [σ ·α(x)] Ψ− i

2
gσ · δWµ(x) ,

(2.1.11)

en donde hemos descartado el término en α·δWµ(x) por ser de segundo órden. Comparando
los términos presentes en (2.1.9) y (2.1.1) vemos que, a fin de satisfacer la invariancia
deseada, será necesario que

σ · δWµ(x) =
1

g
σ · [∂µα(x)] +

i

2
{[σ ·α(x)] [σ ·Wµ(x)]− [σ ·Wµ(x)] [σ ·α(x)]} . (2.1.12)

Haciendo uso de la identidad

(σ · a) (σ · b) = (a · b) + iσ · a× b , (2.1.13)

podemos finalmente concluir que la condición (2.1.1) se reduce a

σ · δWµ(x) =
1

g
σ · [∂µα(x)]− σ · [α(x)×Wµ(x)] . (2.1.14)

Como resultado, para este ejemplo el campo de gauge introducido deberá transformar
según

σ ·Wµ → σ ·Wµ +
1

g
σ · (∂µα)− σ · (α×Wµ) . (2.1.15)

La pregunta natural que surge de este desarrollo es ¿cómo se acopla el campo de gauge
introducido al campo fermiónico Ψ? Este acoplamiento vendrá dado por el término del
lagrangeano de Dirac que involucra a la derivada covariante que definimos en (2.1.1) :

Ψ̄iγµDµΨ = Ψ̄iγµ∂µΨ +
g

2
Ψ̄γµσ ·WµΨ . (2.1.16)

Pensaremos a este caso a partir de analoǵıas con el caso electromagnético, la teoŕıa
obtenida a partir de trabajar al grupo de simetŕıa U(1). En esta teoŕıa, el término de
acoplamiento en el lagrangeano resulta

ψ̄iγµDµψ = ψ̄iγµ∂µψ − eψ̄Aµψ , (2.1.17)

y las excitaciones en el campo de gauge Aµ(x) son las mediadoras de las interacciones en-
tre electrones, a través de la carga e. Aqúı, la regla de Feynman para esta interacción es
que un vértice ψ̄ψAµ contribuye en un factor de −iqγµ. Por analoǵıa, la teoŕıa que hemos
construido para el grupo SU(2) sugiere que la regla de Feynman para un vértice Ψ̄ΨWµ

es la contribución de un factor proporcional a igσγµ. Cuantizada la teoŕıa, las excitacio-
nes en el campo de gauge Wµ mediarán las interacciones entre fermiones. Es decir, habrá
part́ıculas mediadoras no masivas W 1,W 2 y W 3, análogas a fotones, cada una de ellas con
dos polarizaciones posibles. Éstas se acoplarán al isospin del campo Ψ con una intensidad
dada por la constante de acoplamiento g.
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2.2. TEORÍAS DE GAUGE SUPERCONFORMES

¿Qué contribución realiza entonces el campo Wµ(x) al lagrangeano? Nuevamente por
analoǵıa con la teoŕıa electromagnética, lo razonable seŕıa agregar un término de la forma
−1

4 Tr [Gµν ·Gµν ], siendo Gµν un tensor análogo a Fµν . Resulta que la forma del tensor es

Gµν = ∂µWν − ∂νWµ + g (Wµ ×Wν) . (2.1.18)

La expresión final del lagrangeano de una teoŕıa localmente invariante basada en el
grupo SU(2) es

L = Ψ̄ (iγµDµ −m) Ψ− 1

4
Tr [Gµν ·Gµν ] . (2.1.19)

La no linealidad del tensor Gµν da lugar a interacciones directas entre part́ıculas que
surgen como excitaciones del campo Wµ. Este es un claro contraste con el caso del electro-
magnetismo, en que los fotones no poseen carga propia. Esta posibilidad de autointeracción
brinda una explicación a una de las particularidades de mayor interés de las teoŕıas de Yang-
Mills, la libertad asintótica.

El siguiente paso lógico en el estudio de teoŕıas de gauge no abelianas corresponde a
la cuantización de su lagrangeano. Las técnicas para llevar a cabo esta cuantización invo-
lucran integrales de camino, y exceden la introducción conceptual que buscamos hacer en
esta sección.

Una nota sobre supersimetŕıa

Consideremos la posibilidad de que para toda especie de bosón en el Universo exista
una especie de fermión correspondiente, y viceversa, y que la masa sea igual para cada
uno de los elementos de estos pares. Ésto requeriŕıa que un lagrangeano capaz de describir
correctamente una teoŕıa f́ısica exhiba la propiedad denominada supersimetŕıa. Ésto es,
que exista un conjunto de transformaciones que dejen invariante a la acción del sistema,
y que a su vez implique que la variación de un campo bosónico sea proporcional a uno
fermiónico, y rećıprocamente. La motivación para una versión supersimétrica de las teoŕıas
de gauge podŕıa basarse en el hecho de que la invariancia de gauge es consistente con
la supersimetŕıa. En las secciones siguientes aceptaremos ciertas cuestiones que escapan
al alcance de este texto y que versan sobre la construcción de una teoŕıa supersimétrica,
exponiendo sin embargo los componentes de la teoŕıa de gauge supersimétrica que nos
interesa: la teoŕıa de N = 4 Super Yang-Mills.

2.2. Teoŕıas de gauge superconformes

Una transformación conforme es un cambio de coordenadas global xµ → x′µ, es decir
un difeomorfismo, generado por un vector vµ, y tal que

gµν(x)→ Ω2(x)gµν(x) , (2.2.1)

donde gµν(x) es la métrica del espacio y Ω2(x) un factor de escala. Una teoŕıa de campos
conforme (CFT) es una teoŕıa definida en este espacio y que resulta invariante bajo estas
transformaciones. Ésto implica que la f́ısica resulta la misma a toda escala de longitud. Es
decir, las distancias en estas teoŕıas no resultan importantes, aunque śı los ángulos.

En general será necesario requerir a las teoŕıas cuánticas de campos invariancia frente
a traslaciones, aśı como frente a transformaciones de Lorentz, que forman el grupo de
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2.2. TEORÍAS DE GAUGE SUPERCONFORMES

Poincaré. Estos dos tipos de transformación, sumadas a las transformaciones de escala, o
dilataciones, se incluyen en el grupo de simetŕıas conformes. Los vectores vµ que generarán
entonces una transformación conforme son

• vµ = aµ , a = cte. Traslaciones con generador Pµ.

• vµ = wµνxµ , wµν = −wνµ. Transformaciones de Lorentz con generador Lµ.

• vµ = λxµ , λ ∈ R. Dilataciones con generador D.

• vµ = bµx2− 2xµ(b · x) , bµ ∈ R. Transformaciones conformes especiales con generador
Kµ.

De acuerdo con el teorema de Noether, a cada simetŕıa global continua corresponde
una corriente que se conserva. En particular, para las transformaciones conformes, estas
corrientes de conservación pueden escribirse en términos del tensor de enerǵıa-momento
según [23]

Jµ = Tµνv
ν . (2.2.2)

Es posible de esta relación deducir que, pidiendo a una teoŕıa invariancia frente al con-
junto de transformaciones agrupado arriba, se obtiene de forma directa invariancia frente
al grupo conforme [23].

Éste será el caso de la teoŕıa de Yang-Mills que nos interesa en este trabajo, que será
además invariante frente a las transformaciones de supersimetŕıa. Estas transformaciones
vienen dadas por los generadores denominados supercargas, y representados por los espino-
res

Qaα , α = 1, 2 ,

Q̄α̇a = (Qaα)† ,

a = 1, · · · ,N , (2.2.3)

siendo éstos los espinores de Weyl izquierdos y derechos, respectivamente, y N el número
de supersimetŕıas independientes.

El álgebra de supersimetŕıa es invariante ante transformaciones globales de todas las
supercargas Qaα, conformando el grupo SU(N )R. Si agregamos al grupo de Poincaré las
transformaciones de supersimetŕıa se obtiene la denominada álgebra de super-Poincaré, o
también llamada superálgebra de Poincaré. Si, además, se incluyen las transformaciones
conformes, sin embargo, no se obtiene un álgebra cerrada [23]. Resulta entonces necesaria
la inclusión de un nuevo grupo de simetŕıas, las supersimetŕıas conformes. El resultado final
es un álgebra superconforme.

2.2.1. N = 4 Super Yang-Mills

Nos abocaremos en esta sección al estudio de la teoŕıa de gauge supersimétrica de
Yang-Mills con N = 4 supersimetŕıas, y grupo de gauge SU(N), definida en un espacio de
Minkowski de 4 dimensiones. Esta teoŕıa es invariante frente a las transformaciones tratadas
en la sección anterior. Además de ello, agregaremos la restricción de que sea invariante frente
a transformaciones de carga, paridad e inversión temporal (CPT, por sus siglas en inglés).
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El motivo de esta restricción es que la invariancia frente a transformaciones CPT es una
caracteŕıstica de las teoŕıas cuánticas de campos aśı como de la teoŕıa de cuerdas, que
reseñaremos más adelante.
Esta invariancia restringe el espectro de part́ıculas posible, resultando uno simétrico frente
a un cambio de signo en la helicidad. El contenido de campos en esta teoŕıa quedará
determinado por la supersimetŕıa [23]. El espectro correspondiente de campos se presenta
en la tabla 2.1.

Tabla 2.1: Espectro de campos del supermultiplete de gauge para N = 4 SYM.

Helicidad Número de campos

1 1
1/2 4
0 6

-1/2 4
-1 1

Total 16

Este espectro está compuesto entonces por part́ıculas vectoriales de spin 1, fermiones
de Weyl izquierdos spin 1/2 y escalares de spin 0, todas ellas no masivas y en la representa-
ción adjuntai del grupo de gauge SU(N). El conjunto de estos campos puede representarse
como un supermultiplete único de la simetŕıa superconforme, compuesto por un campo de
gauge Aµ, cuatro espinores de Weyl izquierdos λaα (a = 1, · · · , 4 ;α = 1, 2), y seis escalares
reales Φi (i = 1, · · · , 6).

El supermultiplete
(
Aµ, λ

a
α,Φ

i
)

es invariante frente a transformaciones de supersimetŕıa
como las que hemos mencionado. Si restringimos el número de supersimetŕıas independien-
tes a N = 4 obtenemos entonces el grupo superconforme SU(2, 2|4), conformado por:

• Simetŕıa Conforme: generada por las traslaciones Pµ, las transformaciones de Lo-
rentz Lµν , las dilataciones D, y las transformaciones conformes especiales Kµ. Éstas
conforman el grupo SO(2, 4).

• Simetŕıa R: generada por las matrices TA (A = 1, · · · , 15). Forma el grupo SO(6)R ∼
SU(4)R.

• Supersimetŕıa de Poincaré: generada por las supercargas Qaα y sus complejas conju-
gadas Q̄α̇a (a = 1, · · · , 4), es decir un total de 16 supercargas.

• Supersimetŕıa conforme: generada por las supercargas Sαa y sus complejas conjugadas
S̄aα̇ (a = 1, · · · , 4). Es decir, 16 supersimetŕıas conformes.

El lagrangeano de la teoŕıa N = 4 SYM es único y viene dado por [23]:

L = Tr{ − 1

2gYM
FµνF

µν +
θI

8π2
FµνF̃

µν −
∑
a

iλ̄aσ̄µDµλa −
∑
i

(
DµΦi

)2
+ gYM

∑
a,b,i

Cabi λa
[
Φi, λb

]
+ gYM

∑
a,b,i

C̄iabλ̄
a
[
Φi, λ̄b

]
+
g2
YM

2

∑
i,j

[
Φi,Φj

]2} ,
(2.2.4)

iRecordemos que, en la representación adjunta, todos los campos se expresan como Aµ = Abµt
b, siendo

tb los generadores del grupo SU(N), con b = 1, · · · , N2 − 1. En esta representación, los generadores del
álgebra de Lie son las funciones de estructura del álgebra de Lie: (tb)ac = ifabc.
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donde gYM es la constante de acoplamiento de la teoria SYM, θI es el ángulo del ins-
tantón, y las constantes Cabi y C̄iab están relacionadas con las matrices de Clifford-Dirac
para SO(6)R ∼ SU(4)R. La derivada covariante es Dµλ = ∂µλ + i [Aµ, λ], σµ son las ma-
trices de Pauli. El tensor Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + i [Aµ, Aν ], en tanto que F̃µν = 1

2εµνρσF
ρσ.

Este lagrangeano es, por construcción, invariante ante las N = 4 supersimetŕıas cuyas
transformaciones vienen dadas por

δΦi =
[
Qaα,Φ

i
]

= Ciabλαb ,

δλbβ = [Qaα, λbβ] = F+
µν (σµν)αβ δ

a
b +

[
Φi,Φj

]
εαβ (Cij)

a
b ,

δλ̄b
β̇

=
[
Qaα, λ̄

b
β̇

]
= Cabi σ̄

µ

αβ̇
DµΦi ,

δAµ = [Qaα, Aµ] = (σµ)β̇α λ̄
a
β̇
,

(2.2.5)

siendo F+
µν =

(
Fµν + F̃µν

)
/2.

Todos los términos en el lagrangeano (2.2.4) son de dimensión 4, de lo cual surge su
invariancia de escala. En una teoŕıa de campos relativista, la invariancia de escala e inva-
riancia de Poincaré se combinan en una simetŕıa mayor, la simetŕıa conforme, formando
el grupo SO(2, 4). Más aún, la combinación de la N = 4 supersimetŕıa de Poincaré y la
invariancia conforme da lugar a la simetŕıa superconforme, dada por el grupo SU(2, 2|4). La
teoŕıa es además invariante de escala a nivel cuántico, y el grupo superconforme SU(2, 2|4)
es una simetŕıa cuántica.

Por último, cabe destacar que esta teoŕıa tiene dos fases dinámicas. El término potencial
de (2.2.4) está dado por

−g2
YM

∑
i,j

Tr
[
Φi,Φj

]2
. (2.2.6)

El estado fundamental tiene lugar cuando
[
Φi,Φj

]
= 0. Esta ecuación tiene dos tipos

de soluciones:

• La fase conforme, donde
〈
Φi
〉

= 0∀ i = 1, · · · , 6. En este caso todas las simetŕıas de
la teoŕıa se conservan, y sigue sin haber una escala de enerǵıa caracteŕıstica.

• La fase de Coulomb o fase de ruptura espontánea, donde
〈
Φi
〉
6= 0 para al menos un

valor de i. En este caso el valor de expectación del vaćıo no nulo introduce una escala
de enerǵıa, habiendo aśı una ruptura espontánea de la simetŕıa conforme.

Aqúı concluimos este vuelo de pájaro, apenas rasando la superficie de lo que es el
conjunto enorme de teoŕıas de gauge de interés para la f́ısica. Volveremos a tratar a las
teoŕıas de N = 4 Super Yang-Mills en los próximos caṕıtulos, ya en el contexto de la
dualidad AdS/CFT.

Lućıa Cabrera
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Caṕıtulo 3

Teoŕıa de Cuerdas: crash course

The trend of mathematics and physics towards unification
provides the physicist with a powerful new method of research
into the foundations of his subject [...] The method is to begin by
choosing that branch of mathematics which one thinks will form
the basis of the new theory. One should be influenced very much
in this choice by considerations of mathematical beauty.

Paul A. M. Dirac

Durante cierto tiempo, la electricidad y el magnetismo fueron concebidos como fenóme-
nos f́ısicos independientes. Sin embargo, el avance natural de las investigaciones sugirió
las hoy conocidas conexiones entre ellos. En 1865 James Clerk Maxwell logró finalmente
construir un conjunto de ecuaciones consistentes, capaces de describir a los fenómenos elec-
tromagnéticos. Hoy sabemos que las ecuaciones de Maxwell unifican a la electricidad y el
magnetismo en un todo consistente.

Otro importante cambio de paradigma tuvo lugar cuando Albert Einstein introdujera
su teoŕıa de la relatividad especial. La unificación de los conceptos de espacio y tiempo en
un único continuum constituyó un cambio en la forma de pensar al terreno en que se desa-
rrollan los fenómenos f́ısicos en general. La mecánica newtoniana fue entonces reemplazada
por la mecánica relativista, y las caducas ideas de tiempo absoluto fueron abandonadas.
Masa y enerǵıa se tornaron intercambiables.

En este mismo esṕıritu unificador, otro de los logros de la f́ısica teórica fue la unificación
de la teoŕıa especial de la relatividad, la teoŕıa clásica de campos y la mecánica cuántica.
De éstas nace lo que hoy conocemos como teoŕıa cuántica de campos relativista, en gran
medida desarrollada a partir de los años 30.

Hacia finales de la década del 60 el modelo de Glashow-Salam-Weinberg de la interac-
ción electrodébil aglomeró al electromagnetismo y la fuerza débil en un marco de trabajo
unificado. En la electrodinámica cuántica, el fotón resulta ser un cuanto de campo electro-
magnético. La teoŕıa de la interacción débil es también una teoŕıa cuántica de campos. La
teoŕıa unificadora correspondiente es la teoŕıa cuántica electrodébil.

El proceso de cuantización se lleva a cabo también en el caso de la interacción fuerte,
donde la teoŕıa resultante es la ya mencionada cromodinámica cuántica. Los portadores de
la fuerza de color son los gluones que, al igual que los quarks, no pueden ser observados de
forma aislada.

Lućıa Cabrera
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3.1. CUERDAS

La teoŕıa electrodébil, junto a la cromodinámica cuántica, conforman el Modelo Estándar.
Si bien en él existe cierto intercambio entre ambas teoŕıas, ya que algunas part́ıculas experi-
mentan ambos tipos de interacción, no existe una unificación real de la fuerza electrodébil y
fuerza de color. Este modelo, si bien elegante y de cierta robusteza, presenta dos limitaciones
muy significativas: en primer lugar, no incluye a la gravedad. En segundo lugar, śı incluye
unos veinte parámetros adimensionales que no pueden calcularse desde primeros principios.

En general los f́ısicos piensan al Modelo Estándar como tan sólo un paso hacia la for-
mulación de una teoŕıa completa de la f́ısica. Es también la opinión de muchos que, a
muy altas enerǵıas, las fuerzas electrodébil y fuerte pueden unificarse eventualmente en
una Gran Teoŕıa de Unificación (GUT, Grand Unified Theory). Otra posibilidad atractiva
es que el Modelo Estándar pueda ser adaptado para albergar supersimetŕıa. El problema
central para acceder a estas tentadoras unificaciones es que el Modelo Estándar es una
teoŕıa cuántica, en tanto que la relatividad general es una teoŕıa clásica. Dado el amplio
éxito de las teoŕıas cuánticas, en general pensamos que el camino a seguir involucra lograr
transformar a la gravedad también en una teoŕıa cuántica.

La teoŕıa de cuerdas es una buena candidata para la unificación de todas las fuerzas de
la naturaleza. Es una teoŕıa cuántica y, ya que incluye a la gravitación, es una teoŕıa de
gravedad cuántica. ¿En qué nos basamos para hacer esta afirmación? El concepto más fun-
damental de la teoŕıa de cuerdas es que cada part́ıcula se identifica con un modo vibracional
particular de una cuerda microscópica, unidimensional. Uno de los modos vibracionales de
estas cuerdas es el gravitón, el cuanto de campo gravitatorio. Dado que sólo hay un tipo de
cuerda, y todas las part́ıculas emergen como modos vibracionales de ellas, naturalmente el
total de part́ıculas se incorpora en una única teoŕıa. Además, en contraposición con lo que
sucede en el Modelo Estándar, el cual presenta una veintena de parámetros libres, la teoŕıa
de cuerdas cuenta con un único parámetro, la longitud de la cuerda `s.

Sin más preámbulo, hacemos a continuación una exposición de los conceptos de la teoŕıa
de cuerdas necesarios para entender este trabajo.

3.1. Cuerdas

A diferencia de una teoŕıa cuántica de campos relativista, que describe la dinámica de
part́ıculas puntuales, la teoŕıa de cuerdas es una teoŕıa cuántica de objetos unidimensio-
nales interactuantes y relativistas. Se caracteriza por la tensión de la cuerda, Tstr, y por
una constante de acoplamiento adimensional, gs, que controla la intensidad de las interac-
ciones. Es usual escribir a la tensión de la cuerda en términos de una escala de longitud
fundamental, la ya nombrada longitud de la cuerda `s, según

Tstr ≡
1

2πα′
, α′ ≡ `2s . (3.1.1)

Describiremos ahora los pasos conceptuales involucrados en la definición de la teoŕıa
en una formulación de primera cuantización. Es decir, consideraremos la dinámica de una
única cuerda propagante, en un espacio-tiempo fijo. Por el momento, nos restringiremos a
cuerdas cerradas.

La acción para una cuerda relativista deberá ser un funcional su trayectoria. Tal y como
una part́ıcula traza una curva en el espacio-tiempo, el movimiento de una cuerda genera una
superficie. En el caso de la part́ıcula, esta curva se llama su linea de mundo. La superficie
bidimensional dibujada por el movimiento de la cuerda en el espacio-tiempo se denomina
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3.1. CUERDAS

una hoja de mundo. Una cuerda cerrada, como es nuestro caso, generará un tubo, en tanto
que una cuerda abierta producirá una cinta.

Figura 3.1: Hojas de mundo trazadas por
una cuerda abierta (derecha) y una cerra-
da (izquierda).

La hoja de mundo en el caso de una
cuerda cerrada no posee frontera. Postulare-
mos que la acción que gobierna su dinámi-
ca es, sencillamente, el área de esta hoja de
mundo. Esta es una generalización natural
de la acción de una part́ıcula relativista, que
es simplemente el largo de su linea de mun-
do.

Parametrizaremos a la hoja de mundo con
coordenadas localesi σα, con α = 0, 1. Para un
tiempo fijo, σ0 = cte., y la coordenada σ1 para-
metrizará a la longitud de la cuerda. Sean xM

con M = 0, · · · , D−1 las coordenadas espacio-
temporales. La trayectoria de la cuerda se des-
cribe entonces especificando xM como función de σα. En términos de estas funciones, la
métrica bidimensional gαβ inducida en la hoja de mundo de la cuerda tiene componentes

gαβ = ∂αx
M∂βx

NgMN , (3.1.2)

donde gMN es la métrica del espacio-tiempo considerado. Si las coordenadas xM son car-
tesianas en un espacio-tiempo plano, luego tendremos gMN = ηMN = diag(−+ · · ·+). La
acción de la cuerda está entonces dada por

Sstr = −Tstr
∫
d2σ
√
−det gMN . (3.1.3)

Para construir los estados de una cuerda es necesario cuantizar esta acción. La cuan-
tización impone ciertas restricciones o constraints sobre el espacio-tiempo: no todos los
espacio-tiempos que podemos concebir permiten una propagación consistente de la cuerda.
Si comenzamos con un espacio de Minkowski D-dimensional, una teoŕıa de cuerdas bosónica
consistente es posible sólo para D = 26. En el caso de una teoŕıa de cuerdas supersimétrica,
lo será en D = 10.

F́ısicamente, estados distintos en el espectro de la hoja de mundo bidimensional co-
rresponden a diferentes modos vibracionales de la cuerda. Desde el punto de vista del
espacio-tiempo, cada uno de estos modos emerge como una part́ıcula de una dada masa y
spin. El espectro t́ıpicamente contiene un número finito de modos no masivos y un número
infinito de modos masivos, con masas del órden de ms ≡ `−1

s . Una caracteŕıstica crucial
de una teoŕıa de cuerdas cerradas es que uno de estos modos no masivos es una part́ıcula
de spin 2, el gravitón. Es ésta la razón del porqué, en particular, la teoŕıa de cuerdas es
una teoŕıa de gravedad cuántica. El gravitón describe fluctuaciones pequeñas en la métrica
espacio-temporal, lo cual implica que el espacio-tiempo ‘fijo’ que consideramos inicialmente
es, en realidad, dinámico.

Diversas teoŕıas de cuerdas pueden construirse a partir de agregar grados de libertad a
la hoja de mundo de la cuerda. La teoŕıa que será aqúı de interés es una teoŕıa de cuerdas
supersimétrica, la llamada teoŕıa de supercuerdas tipo IIB [27, 28], que puede ser obtenida

iNotar que estos σ nada tienen que ver con las matrices de Pauli, sino que son sólo parámetros.
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al adicionar dos fermiones a la acción (3.1.3). Además del gravitón, el espectro no masivo
del tipo IIB incluye dos escalares, un cierto número de tensores antisimétricos de campo, y
varios supercompañeros fermiónicos, como lo requiere la supersimetŕıa. Uno de los escalares
en particular, el llamado dilatón Φ, veremos, tendrá un importante rol.

Figura 3.2: Interacciones ‘geométricas’ en
teoŕıa de cuerdas: Dos cuerdas cerradas en es-
tados iniciales i y j pueden unirse formando
una única cuerda de estado final k (derecha)
o viceversa (izquierda).

Las interacciones de la teoŕıa pueden
ser introducidas geométricamente postu-
lando que dos cuerdas pueden unirse para
formar una, y que una única cuerda pue-
de dividirse en dos a través de un vértice
de fuerza gs, ver figura 3.2. Observables
f́ısicos como amplitudes de dispersión pue-
den hallarse sumando sobre propagaciones
de la cuerda (incluyendo todas las posibles
uniones y divisiones de las mismas) entre
estados inicial y final. Luego de fijar todas
las simetŕıas de gauge en las hojas de mun-
do, esta suma se reduce a una suma sobre

las topoloǵıas de superficies bidimensionales, con contribuciones de superficies con h agu-
jeros, pesados por un factor de g2h−2

s . Ésto se ilustra en la figura 3.3 para una amplitud de
dispersión dos a dos.

A bajas enerǵıas E � ms, los modos masivos de la cuerda no participan de la dinámica
del sistema, ya que están en una escala de enerǵıa mucho mayor a la accesible. Éstos pueden
descartarse y se obtiene entonces una teoŕıa efectiva de baja enerǵıa para los modos sin
masa. Dado que el espectro no masivo de una teoŕıa de cuerdas cerradas contiene siempre
un gravitón, y a segundo órden de derivadas, la acción efectiva de baja enerǵıa tiene la
forma

S =
1

16πG

∫
dDx
√
−gR+ · · · , (3.1.4)

donde R es el escalar de Ricci para el espacio-tiempo con D dimensiones espaciales y
en donde los puntos suspensivos indican términos adicionales asociados con el resto de
modos no masivos. Para la teoŕıa de supercuerdas tipo IIB, la acción completa de baja
enerǵıa viene dada por la llamada supergravedad tipo IIB [29, 30], que es una generalización
supersimétrica de (3.1.4) con D=10.

Figura 3.3: Suma sobre topoloǵıas que contribuyen a una amplitud de dispersión en un
proceso de scattering dos a dos.

Concluiremos esta sección con dos comentarios importantes. Primero, cabe destacar que
la constante de Newton en diez dimensiones para la teoŕıa de supergravedad tipo IIB puede
ser expresada en términos de la constante de acoplamiento de la cuerda gs y la longitud de
la cuerda `s, según

G =
(2π)7

16π
g2
s`

8
s . (3.1.5)
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(a) Contribución de órden g2s .

(b) Contribución de órden G.

Figura 3.4: Contribución de órden g2
s a

un proceso de scattering de dos cuerdas
cerradas en dos cuerdas cerradas (3.4a).
El ĺımite de bajas enerǵıas de este dia-
grama debe coincidir con el correspon-
diente diagrama de teoŕıa de campos,
que es proporcional a la constante de
Newton G (3.4b).

La dependencia en `s deriva del análisis di-
mensional, ya que en un número de dimensio-
nes D, la constante G queda dimensionada co-
mo [longitud]D−2. En tanto la dependencia para
con gs sigue de considerar una dispersión dos a
dos. El diagrama de dispersión dos a dos de la
figura 3.4a es proporcional a g2

s , ya que es ob-
tenido a partir de unir los dos diagramas que
esquematizamos en la figura 3.3. El correspon-
diente diagrama en la teoŕıa de supergravedad,
en la figura 3.4b, es proporcional a G. El pedir
que ambas amplitudes de dispersión obtengan el
mismo resultado para enerǵıas mucho más bajas
que la escala de enerǵıa de las cuerdas implica
entonces que G ∝ g2

s .

Por otro lado, la constante de acoplamiento
de la cuerda gs no es un parámetro libre, sino
que viene dada por el valor de expectación del
campo del dilatón Φ según gs = eΦ. Como resul-
tado de ello gs podrá variar en el espacio-tiempo.
En estas circunstancias sin embargo podremos
aún hablar de la “constante de acoplamiento de
la cuerda”, en fórmulas como (3.1.5), con lo que
nos referiremos al valor asintótico del dilatón en
el infinito, esto es gs = eΦ∞ .

3.2. D-branas y Teoŕıas de gauge

Perturbativamente, la teoŕıa de cuerdas es, tal y como su nombre lo indica, una teoŕıa
de objetos unidimensionales, cuerdas. No perturbativamente, la teoŕıa contiene además una
variedad de objetos solitónicosii. Las D-branas [31] son una clase particularmente impor-
tante de solitones.

Consideremos una teoŕıa de supercuerdas (por ejemplo, tipo IIB o IIA) en un espacio-
tiempo plano de Minkowski en 10 dimensiones, de coordenadas t ≡ x0 y x1, · · · , x9 las
coordenadas espaciales. Una Dp-brana es entonces un “defecto” donde sucede que las cuer-
das cerradas pueden abrirse, y donde las cuerdas abiertas pueden “apoyar” sus extremos,
y que ocupa un subespacio p-dimensional (ver figura 3.5, donde con x resumimos todas las
direcciones paralelas a la brana, y con y todas las que son perpendiculares a ella). Cuando
una cuerda cerrada se rompe, se convierte en una cuerda abierta. Los extremos de una
cuerda abierta pueden moverse libremente a lo largo de las direcciones de la Dp-brana, sin
poder abandonarla a menos de mover sus extremos en alguna de las direcciones que le son
transversales.

Las D-branas son objetos dinámicos. Una Dp-brana dará lugar a un volumen de mun-
do (p + 1)-dimensional en el espacio-tiempo. Las D0-branas son objetos puntuales, las
D1-branas son unidimensionales, como las cuerdas, las D2-branas serán similares a mem-
branas, etc. Las Dp-branas estables en la teoŕıa de supercuerdas tipo IIA existen sólo para

iiEn f́ısica y matemática, un solitón es un paquete de ondas solitario que se propaga a velocidad constante
en un medio no lineal, sin deformarse.
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p = 0, 2, 4, 6, 8, en tanto que para el tipo IIB la estabilidad se da cuando p = 1, 3, 5, 7 [31].
Ésto puede verse como consecuencia de varias causas en las que no ahondaremos, pero des-
tacamos que, por ejemplo, es en éstos casos que las Dp-branas correspondientes preservan
una fracción de la supersimetŕıa de la teoŕıa subyacente.

Figura 3.5: Apilamien-
to de D-branas.

La introducción de una D-brana ampĺıa las posibilidades de la
teoŕıa que estamos exponiendo, donde sólo hemos tratado cuerdas
cerradas. Su presencia habilita la existencia de cuerdas abiertas,
cuyos extremos satisfacen la condición de borde que les impone
estar sujetas a la D-brana.

Recordemos que en el caso de cuerdas cerradas comenza-
mos nuestro estudio con un espacio-tiempo fijo y descubri-
mos, luego de la cuantización, que el espectro de las cuer-
das cerradas corresponde a fluctuaciones dinámicas del espacio-
tiempo. Una situación análoga se presenta con el estudio de
las cuerdas abiertas en una D-brana. Sea una Dp-brana ex-
tendida en las direcciones xµ = (x0, x1, · · · , xp), con direc-
ciones ortogonales yi = (xp+1, · · · , x9), donde tomamos co-
mo espacio-tiempo de fondo al de Minkowski en 10 dimensio-
nes. Análogamente a lo que sucedió con las cuerdas cerradas,
luego de la cuantización obtendremos un espectro de cuerdas
abiertas, que puede identificarse con fluctuaciones en la Dp-
brana.

Figura 3.6: Cuerdas que se ex-
tienden entre dos branas sepa-
radas en distancia r.

El espectro de la cuerda abierta consiste de un
número finito de modos no masivos, y una cantidad
infinita de modos masivos de masa ms ∼ `−1

s . Pa-
ra una sola Dp-brana, el espectro no masivo con-
siste de un campo de gauge abeliano Aµ(x) con
µ = 0, 1, · · · , p, (9 − p) campos escalares φi(x),
i = 1, · · · , (9 − p), y sus correspondientes com-
pañeros supersimétricos. Como estos campos están de-
finidos en la Dp-brana, dependerán sólo de las coor-
denadas xµ en que se dibuja el volumen de mun-
do, y no aśı en las coordenadas transversales yi. Las
(9 − p) excitaciones escalares φi describen fluctuacio-
nes de la D-brana en las direcciones transversales yi,
incluyendo deformaciones de su forma y movimien-
to.

Una cualidad de las D-branas es la emergencia de una
teoŕıa de gauge no abeliana cuando múltiples D-branas se
“apilan” una sobre otra [32]. Además de los grados de li-
bertad correspondientes a cada D-brana, existirá en estos
casos también la posibilidad de que cuerdas abiertas sitúen
sus extremos en dos D-branas diferentes. Por ejemplo, consideremos dos branas paralelas,
separadas entre śı en una distancia r, como se muestra en la figura 3.6. En esta situación
tenemos cuatro tipos posibles de cuerdas abiertas, dependiendo de en qué brana se apoyan
sus extremos. Las cuerdas que ubican ambos de sus extremos en una misma brana dan
lugar, como comentásemos anteriormente, a dos vectores de gauge no masivos, que nota-
remos (Aµ)1

1 y (Aµ)2
2, donde el ı́ndice superior (inferior) indica a la brana donde la cuerda
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comienza (finaliza). Análogamente, las cuerdas que se extiendan entre las dos branas darán
lugar a campos vectoriales de gauge adicionales (Aµ)1

2 y (Aµ)2
1, que tendrán una masa dada

por la tensión de la cuerda multiplicada por la distancia entre branas, m = r/2πα′. Asi-
mismo, éstos campos se volverán no masivos cuando las branas se encuentren “pegadas”,
es decir, a r = 0. En este caso habrá cuatro campos de gauge vectoriales no masivos (Aµ)ab
con a, b = 1, 2 que además se corresponden exactamente con los campos de gauge del grupo
de gauge no abeliano U(2). De modo similar, hallamos que los (9− p) campos escalares no
masivos se tornan en matrices 2 × 2,

(
φi
)a
b
, que transforman en la representación adjunta

de U(2). En el caso general de N Dp-branas coincidentes, lo que resulta es un multiplete de
campos no abelianos del grupo de gauge U(N), con (9−p) campos escalares en la represen-
tación adjunta de U(N). La dinámica de bajas enerǵıas de estos modos puede determinarse,
como hiciéramos anteriormente, descartando los modos masivos que no son accesibles al
sistema, y resulta ser gobernada por por una teoŕıa de gauge no abeliana [32].

De forma más espećıfica, consideremos un apilamiento de N D3-branas en la teoŕıa
tipo IIB. El espectro no masivo consiste del campo de gauge Aµ, seis campos escalares φi,
i = 1, · · · , 6, y cuatro fermiones de Weyl, todos ellos en la representación adjunta de U(N),
pudiendo ser escritos como matrices N × N . La acción efectiva para estos modos resulta
ser justamente [32] la correspondiente a la teoŕıa N = 4 Super Yang-Mills, con grupo de
gauge U(N), en (3 + 1) dimensiones.

La parte bosónica de su lagrangeano puede ser escrita como

L = − 1

g2
YM

Tr

(
1

4
FµνFµν +

1

2
Dµφ

iDµφi +
[
φi, φj

]2)
, (3.2.1)

con la constante de acoplamiento de Yang-Mills dada por

g2
YM = 4πgs . (3.2.2)

Figura 3.7: Excitaciones del
sistema en forma de cuerdas
abiertas y cerradas.

La expresión (3.2.1) es de hecho la parte bosóni-
ca del lagrangeano renormalizable más general posi-
ble consistente con una supersimetŕıa global N = 4.
Dado su alto número de supersimetŕıas, la teoŕıa tie-
ne varias propiedades interesantes, por ejemplo que la
constante de acoplamiento es independiente de la esca-
la.

El total del sistema contiene además modos corres-
pondientes a cuerdas cerradas (como gravitones), que se
propagan en el interior o bulk del espacio-tiempo 10-
dimensional (ver figura 3.7), y la teoŕıa completa incluye
además interacciones entre cuerdas abiertas y cerradas. La
fuerza de las interacciones entre modos de cuerdas cerra-
das es gobernada por la constante gravitatoria de Newton,
G, por lo que la constante adimensional de acoplamiento
para una enerǵıa E es GE8. Esta cantidad tiende a cero
para bajas enerǵıas, por lo que en este ĺımite las cuer-
das cerradas se tornan no interactuantes. Las interaccio-
nes entre cuerdas cerradas y abiertas son controladas por
el mismo parámetro, ya que la gravedad se acopla universalmente a todas las formas de la
materia. Por tanto, en este ĺımite, cuerdas cerradas se desacoplan de cuerdas abiertas. En
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vistas de ello concluimos entonces que, a bajas enerǵıas, las interacciones se reducen a una
teoŕıa N = 4 SYM con grupo de gauge SU(N) en cuatro dimensiones.

Antes de concluir con esta sección, destacamos que para una única Dp-brana, con Fµν
y ∂µφ

i constantes, todas las correcciones a (3.2.1) (o sus generalizaciones p-dimensionales)
de órden superior en α′ pueden resumirse de manera exacta en la llamada acción de Dirac-
Born-Infeld (DBI)[35]:

SDBI = −TDp
∫
dp+1xe−Φ

√
−det (gµν + 2π`2sFµν) , (3.2.3)

donde

TDp =
1

(2π)p gs`
p+1
s

(3.2.4)

es la tensión de la brana, es decir, su masa por unidad de volumen espacial. Esta es una
acción efectiva de bajas enerǵıas, en el ĺımite de desacoplamiento entre cuerdas abiertas y
cerradas. En ella, Φ es el dilatón que mencionamos anteriormente, y gµν denota a la métrica
sobre la brana. En un espacio plano, la métrica puede escribirse de forma más expĺıcita
como

gµν = ηµν +
(
2π`2s

)2
∂µφ

i∂νφ
i . (3.2.5)

En (3.2.5), el primer término proviene del espacio-tiempo plano a lo largo de las di-
recciones del volumen de mundo de la brana, y el segundo surge de las fluctuaciones en
direcciones ortogonales.

La expansión de la acción (3.2.3) a órden cuadrático en F y ∂φ nos permite recobrar la
versión abeliana del lagrangeano (3.2.1).

3.3. D-branas como una geometŕıa espacio-temporal

Como las D-branas se extienden infinitamente en las direcciones que hemos agrupado
en la etiqueta x, la masa total de la Dp-brana es infinita. Sin embargo, la masa por unidad
de p-volumen, la tensión de la brana, es finita y viene dada en términos de parámetros
fundamentales por la ecuación (3.2.4). La dependencia de la tensión con la longitud de la
cuerda `s deriva del análisis dimensional. La dependencia inversa en la constante de aco-
plamiento gs es un resultado familiar para solitones en el marco de la teoŕıa cuántica de
campos [36, 37], y señala la naturaleza no perturbativa de las D-branas, ya que implica
que éstas se tornan infinitamente masivas, aún por unidad de volumen, y por tanto se
desacoplan del espectro en el ĺımite perturbativo gs → 0. La diferencia crucial es, sin em-
bargo, que la tensión de las D-branas tiene una dependencia en 1/gs, y no en 1/g2 (donde
g podŕıa bien ser gYM ) como es t́ıpico en las teoŕıas de campos de solitones. Veremos que
esta dependencia será de gran importancia en la dualidad de gauge/strings.

Como sabemos, y recalcamos en la sección 3.2, en una teoŕıa de gravedad todas las
formas de materia gravitan. Y las D-branas no son ninguna excepción. Su presencia deforma
el espacio-tiempo que las rodea. La métrica del espacio tiempo que rodea a un apilamiento
de N Dp-branas puede hallarse resolviendo de forma expĺıcita las ecuaciones de movimiento
de supergravedad [38, 39, 40]. Para el caso particular de D3-branas en una teoŕıa de cuerdas
tipo IIB, resulta

ds2 = H(r)−1/2
(
−dt2 + dx̄2

)
+H(r)1/2

(
dr2 + r2dΩ2

5

)
, (3.3.1)
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donde x̄ = (x1, x2, x3), y la métrica dentro del segundo paréntesis es sencillamente la métrica
plana de las direcciones y transversales a la D3-brana escrita en coordenadas esféricas, con
coordenada radial r2 = y2

1 + · · ·+ y2
6. La función H(r) en tanto está dada por

H(r) = 1 +
R4

r4
, (3.3.2)

donde

R4 = 4πgsN`
4
s . (3.3.3)

Dado que las D3-branas se extienden a lo largo de tres direcciones espaciales su efecto
gravitacional es similar al de una part́ıcula puntual con masa M ∝ NTD3, con TD3 la tensión
de las branas, en las seis direcciones transversales. Aśı, la métrica (3.3.1) sólo depende de
las 6 direcciones transversales a través de la coordenada radial r. Para r � R, se tiene que
H ' 1 y la métrica se reduce a la de un espacio plano, con una pequeña corrección del
órden de

R4

r4
∼ Ngs`

4
s

r4
∼ GM

r4
, (3.3.4)

en donde hemos tenido en cuenta las expresiones (3.1.5) y (3.2.4), con p = 3. La corrección
(3.3.4) puede interpretarse como el potencial gravitatorio debido a un objeto de masa M
en seis dimensiones espacialesiii.

El parámetro R puede entonces considerarse como la escala de longitud caracteŕıstica
del rango de los efectos gravitacionales de las N D3-branas. Estos efectos son débiles para
r � R, pero no despreciables para r � R. En este último ĺımite se tiene H ' R4/r4, en
cuyo caso la métrica (3.3.1) se reduce a

ds2 = ds2
AdS5

+R2dΩ2
5 , (3.3.5)

siendo

ds2
AdS5

=
r2

R2

(
−dt2 + dx̄2

)
+
R2

r2
dr2 (3.3.6)

es la métrica de un espacio-tiempo anti-de Sitter 5-dimensionaliv. Aśı, vemos que en la re-
gión en que los efectos gravitatorios no son despreciables, la métrica 10-dimensional inicial
se factoriza como AdS5 × S5.

Llegamos entonces a la conclusión de que la geometŕıa inducida por la presencia de las
D3-branas toma la forma que esquematizamos en la figura 3.8. En la región alejada de las
branas, el espacio-tiempo es plano, un espacio-tiempo de Minkowski en 10 dimensiones.
Por otro lado, cerca de las branas aparece lo que llamamos una garganta que desemboca
en una geometŕıa de la forma AdS5 × S5 en el ĺımite de horizonte cercano. El diámetro de
esta garganta en cada punto es gobernado por el factor de escala de longitud R dado en
(3.3.3).

iiiRecordemos que un objeto masivo de masa M en D dimensiones espaciales genera un potencial gravi-
tatorio de la forma GM/rD−2 a una distancia r de su posición.

ivEscrito en términos de r = R2/z, ver Apéndice B.
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Figura 3.8: Excitaciones del sistema en la descripción de cuerdas cerradas.
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Caṕıtulo 4

Correspondencia AdS/CFT

Tenemos, los que vivimos,
una vida que es vivida
y otra vida que es pensada.
Y la única que tenemos
es la vida dividida
entre la verdadera y la errada.

Fernando Pessoa

En este caṕıtulo discurriremos sobre la ya tan mencionada correspondencia AdS/CFT ,
la sorprendente equivalencia entre una teoŕıa de gauge supersimétrica del grupo SU(N) y
una teoŕıa que surge en el ĺımite de bajas enerǵıas de la teoŕıa de supercuerdas tipo IIB en
un conjunto de N D3-branas coincidentes en el ĺımite de horizonte cercano [16].

Si bien las teoŕıas de gauge surgen naturalmente como un ĺımite de baja enerǵıa de una
teoŕıa de cuerdas abiertas, la correspondencia en cuestión involucra una teoŕıa de cuerdas
cerradas. Más aún, estas cuerdas cerradas no “viven” en un espacio de Minkowski plano,
donde śı lo hacen las teoŕıas de gauge, sino que el espacio de Minkowski vendrá a ser una
especie de frontera de aquél en que se alojen las teoŕıas de cuerdas cerradas. La correspon-
dencia es a veces llamada una dualidad ya que la misma f́ısica puede ser descrita a través de
dos sistemas aparentemente muy dispares, la teoŕıa de cuerdas cerradas y la teoŕıa de gauge.

La correspondencia es a veces también nombrada una dualidad holográfica, debido a
que el espacio-tiempo AdS5, con cinco dimensiones, tiene como frontera al espacio-tiempo
de Minkowski en cuatro dimensiones, en analoǵıa a la información tridimensional que se
guarda en figuras planas como son los hologramas que todos conocemos.

Cuando hablamos de equivalencia o correspondencia, nos referimos a que existe un ma-
peo uno a uno, es decir, inyectivo, entre los estados y los campos de la teoŕıa de cuerdas y
los operadores de la teoŕıa conforme, aśı como también entre las funciones de correlación
de ambas.

No dejaremos además de mencionar aqúı que la correspondencia no se encuentra a la
fecha formalmente demostrada en un marco matemático riguroso. Sin embargo, śı su validez
se ha verificado a lo largo de los años desde que fuera propuesta, y no hay por el momento
buenos motivos para argüir en pos de su invalidez. Su demostración es un problema abierto.

Antes de pasar de lleno a su estudio, queremos dejar en claro que, ya que la teoŕıa de
cuerdas en estudio es una teoŕıa de gravedad cuántica, y que la gravedad clásica de Einstein
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surge como su ĺımite a bajas enerǵıas, en las siguientes páginas nos referiremos de forma
indistinta a la supergravedad como teoŕıa, y a la teoŕıa de cuerdas.

4.1. Una primera mirada a la Conjetura de Maldacena

En el caṕıtulo anterior nos introdujimos a dos descripciones diferentes de las D3-branas:
en la sección 3.2, a la que nos referiremos como la descripción de cuerdas abiertas, las D-
branas corresponden a un hiperplano en un espacio-tiempo plano. En ella las excitaciones
de las D-branas son cuerdas abiertas, sujetas a las branas, y las cuerdas cerradas se propa-
gan fuera de las mismas (como esquematizamos en la figura 3.7).
Por otro lado, en la sección 3.3, que llamaremos la descripción de cuerdas cerradas, las D-
branas dan lugar a una geometŕıa espacio-temporal en donde únicamente hay propagación
de cuerdas cerradas, como dibujamos en la figura 3.8. Esta descripción carece enteramente
de cuerda abierta alguna. En este caso, el ĺımite de baja enerǵıa incluye tan sólo excitacio-
nes de enerǵıa arbitrariamente pequeña con respecto a un observador situado en la región
asintóticamente plana, cuyo ĺımite es un espacio de Minkowski. Los grados de libertad en
este ĺımite y en la garganta no serán los mismos. Por un lado, en el espacio plano, los únicos
modos que sobreviven son los correspondientes al supermultiplete no masivo de gravedad
10-dimensional. Más aún, a bajas enerǵıas estos modos se desacoplan, pues sus interacciones
son proporcionales a GE8. Por otro lado, en la región en que se ubica la garganta, sobre-
viven todos los modos masivos de excitación de las cuerdas. Esto se debe a que un modo
cualquiera ubicado en la garganta debe “vencer” el potencial gravitatorio a fin de alcanzar
la región asintóticamente plana. Como consecuencia, una cuerda cerrada de enerǵıa propia
arbitrariamente alta en la garganta puede ser observada como una de enerǵıa arbitraria-
mente baja por un observador desde el ĺımite plano. A medida que nos enfocamos en modos
menos y menos energéticos, éstos se encontrarán más y más profundamente ubicados en la
garganta, por lo que se desacoplan de los que ocupan la región asintóticamente plana. Con-
cluimos de ello que, en la descripción de las branas de cuerdas cerradas, el sector del sistema
que admite interacciones a bajas enerǵıas se reduce a uno de cuerdas cerradas en AdS5×S5.

A modo de resumen, diremos que las dos descripciones de N D3-branas y sus ĺımites
de bajas enerǵıas que hemos visto hasta aqúı son:

• Un hiperplano en un espacio-tiempo plano con cuerdas abiertas de extremos fijos a
él. El ĺımite de baja enerǵıa es descrito por una teoŕıa N = 4 SYM (3.2.1), con grupo
de gauge SU(N).

• Una geometŕıa de espacio-tiempo curvo (3.3.1) en el que sólo hay propagación de
cuerdas cerradas. El ĺımite de baja enerǵıa es descrito por la teoŕıa de cuerdas tipo
IIB en AdS5 × S5.

He aqúı entonces lo que motiva la original conjetura de Maldacena. Es natural suponer
que estas dos descripciones que hemos discutido son equivalentes. En particular, poniendo
en correspondencia sus ĺımites de baja enerǵıa, se conjetura que

{
Teoŕıa N = 4 SU(N) SYM} ≡ {Teoŕıa de cuerdas tipo IIB enAdS5 × S5

}
. (4.1.1)

De las ecuaciones (3.2.2) y (3.3.3) que presentamos en el caṕıtulo anterior podemos
deducir cómo se relacionan los parámetros de ambas teoŕıas, a saber:

gs =
g2
YM

4π
∧ R

`s
=
(
g2
YMN

) 1
4 . (4.1.2)
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Podemos también, a partir de (3.1.5), escribir lo anterior en términos de la constante
de Newton 10-dimensional,

G

R8
=

π4

2N2
∧ R

`s
=
(
g2
YMN

) 1
4 . (4.1.3)

En particular, la expresión (4.1.2) implica que el criterio que mencionamos anteriormen-
te sobre los reǵımenes pertinentes al parámetro gsN pueden traducirse entonces a criterios
sobre la constante de acoplamiento de ’t Hooft de la teoŕıa de gauge, λ = g2

YMN . Por lo
tanto la cuestión de cuál descripción de las D-branas nos interesa dependerá ahora de si la
teoŕıa de gauge que queremos tratar es débil o fuertemente acoplada.

La discusión que hasta aqúı realizamos relaciona a la teoŕıa de cuerdas con una teoŕıa
N = 4 SYM a temperatura cero. Desde el lado de supergravedad, esto corresponde a la
denominada solución extremal. Copiamos aqúı por conveniencia la métrica resultante, y la
componente AdS5 en la misma:

ds2 = H(r)−1/2
(
−dt2 + dx̄2

)
+H(r)1/2

(
dr2 + r2dΩ2

5

)
, (4.1.4)

ds2
AdS5

=
r2

R2

(
−dt2 + dx̄2

)
+
R2

r2
dr2 , (4.1.5)

en las que, como vimos, H(r) = 1 + R4

r . Este resultado puede sin embargo generalizarse
sin mayores complicaciones para una temperatura finita T excitando los grados de libertad
de las D3-branas, lo cual corresponde [40, 42, 43] a la denominada solución no extremal.
Resulta que el único efecto de esta variación es el de modificar la parte de la métrica
correspondiente al espacio AdS5 según

ds2
AdS5T 6=0

=
r2

R2

(
−f(r)dt2 + dx̄2

)
+
R2

r2
f(r)−1dr2 , (4.1.6)

donde la función que transforma a la métrica está dada por

f(r) = 1− r4
0

r4
. (4.1.7)

Con este cambio, la métrica completa que constituye la solución no extremal será

ds2 = H(r)−1/2
(
−f(r)dt2 + dx̄2

)
+H(r)1/2

(
f(r)−1dr2 + r2dΩ2

5

)
, (4.1.8)

y representa a una denominada brana negra en un espacio tiempo AdS, con un horizonte
situado en r = r0, y que se extiende en tres direcciones espaciales. El radio del horizonte
r0 está relacionado con la temperatura de la teoŕıa N = 4 SYM según

r0 ∝ T , (4.1.9)

sobre la cual hablaremos más en detalle en la sección siguiente. Aśı, concluimos que la teoŕıa
N = 4 SYM a temperatura finita es descrita por la teoŕıa de cuerdas en una geometŕıa
AdS de 3-branas negras.

4.2. Dualidad gauge/gravedad

Como hemos ya mencionado, la teoŕıa N = 4 SYM es invariante de escala, caracterizada
por dos parámetros: la constante de acoplamiento de Yang-Mills, gYM , y el número de
colores N . La teoŕıa correspondiente al lado derecho de (4.1.1) es una gravedad cuántica en
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un espacio-tiempo maximalmente simétrico, caracterizado por la constante de Newton G,
la escala de la cuerda `s y el radio de curvatura R. Las relaciones entre estos parámetros
vienen dadas por (4.1.3) y (4.1.2). Dado que G ∼ `8p, estas relaciones implican

`8p
R8
∝ 1

N2
∧ `2s

R2
∝ 1√

λ
, (4.2.1)

donde, como mencionamos anteriormente, λ = g2
YMN es la constante de ’t Hooft. La teoŕıa

de cuerdas tipo IIB completa en el espacio-tiempo AdS5 × S5 es compleja, por lo que no
nos extenderemos aqúı en su tratamiento. Sin embargo, mencionaremos que en el ĺımite

`8p
R8
� 1 ∧ `2s

R2
� 1 , (4.2.2)

la teoŕıa se simplifica drásticamente, pudiendo ser aproximada por una de supergravedad
clásica de tipo IIB. Una consecuencia inmediata de las relaciones (4.2.1) es que el ĺımite
(4.2.2) corresponde al caso

N � λ� 1 . (4.2.3)

Con este ĺımite en mente, la expresión de correspondencia (4.1.1) implica que el ĺımi-
te de acoplamiento fuerte de la teoŕıa de SYM puede ser descrito usando sencillamente
supergravedad clásica.

4.3. Generalización a temperatura finita

Como vimos en la sección 4.1, la equivalencia planteada en la relación (4.1.1) se puede
generalizar para temperaturas finitas reemplazando la métrica puramente AdS5 (4.1.6) por
la que corresponde a una 3-brana negra en AdS5, (4.1.6). Ésta última tiene un horizonte
en r = r0, y las regiones por fuera de éste corresponden a r ∈ (r0,∞). Esta generalización
podŕıa directamente deducirse de (4.1.1), dado que la brana negra de métrica (4.1.6) es la
única que, desde el punto de vista de gravedad, satisface:

i. Es asintóticamente AdS5.

ii. Es invariante traslacional a lo largo de todas las direcciones de la frontera, e invariante
rotacional en todas las direcciones espaciales de la frontera.

iii. Tiene una temperatura, y satisface las leyes de la termodinámica.

Es entonces natural identificar la temperatura y otras propiedades termodinámicas de
(4.1.6) con las de la teoŕıa N = 4 SYM para temperatura finita.

La temperatura de Hawkingi de una brana negra se calcula a través del método usual
[44], pidiendo que la continuación Eucĺıdea de la métrica (4.1.6) obtenida luego de efectuar
la transformación t→ −itE ,

ds2
E =

r2

R2

(
f(r)dt2E + dx̄2

)
− R2

r2
f(r)−1dr2 , (4.3.1)

iEste método puede consultarse en el Apéndice C, donde además calculamos expresamente la tempera-
tura de la ecuación (4.3.2)
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Lućıa Cabrera
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sea regular en r = r0. Ésto requiere que tE sea identificado periódicamente con un peŕıodo
β dado por

β =
1

T
= π

R2

r0
. (4.3.2)

La temperatura T se identifica con la temperatura de la teoŕıa SYM en la frontera ya que
tE se corresponde exactamente con la coordenada de tiempo Eucĺıdea de la teoŕıa de borde.
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Caṕıtulo 5

Viscosidad de corte de un plasma
fuertemente acoplado de N = 4
SYM

Presentamos aqúı el problema central que este texto busca resolver, sobre el cual tra-
bajaremos en el caṕıtulo siguiente. En primer lugar, usando los resultados presentados
anteriormente de la dualidad AdS/CFT , relacionaremos la viscosidad de corte η de un
plasma en la teoŕıa N = 4 SYM con la probabilidad de absorción de un gravitón de baja
enerǵıa que cae perpendicularmente a un apilamiento de N D3-branas negras cuasiextre-
males (0 . T ) .

5.1. Viscosidad

Consideremos un plasma apenas fuera del equilibrio, de modo tal que exista equilibrio
térmico local pero permitiendo a su vez que la velocidad media y temperatura vaŕıen
lentamente. Se define para todo punto el marco de referencia local como aquél en que la
componente T0i de su tensor de enerǵıa-momento se anula. La forma general de este tensor,
en este marco de referencia, está dada por la relación constitutiva [45]

Tij = δijp− η
(
∂iuj + ∂jui −

2

3
δij∂kuk

)
− ζδij∂kuk (5.1.1)

donde ui es la velocidad de flujo, p es la presión, y η y ζ son las viscosidades de corte y de
volumen.

Todos los coeficientes de transporte pueden expresarse a través de las relaciones de Kubo
como las funciones de correlación de las correspondientes corrientes de Noether [46]. Para
la viscosidad de corte, el correlador correspondiente es el del tensor de enerǵıa-momento,

η = ĺım
ω→0

1

2ω

∫
dt dx̄eiωt〈[Txy(t, x̄), Txy(0, 0̄)]〉

= ĺım
ω→0

1

2ωi
[GA(ω)−GR(ω)] ,

(5.1.2)

en donde el valor medio es tomado en el equilibrio térmico, y GA y GR son las funciones
de Green avanzada y retardada, respectivamente, del tensor Txy. A través de la expresión
(5.1.2), en principio, puede calcularse la viscosidad de corte para teoŕıas débilmente aco-
pladas.
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Para teoŕıas de gauge en acoplamiento débil, g2N � 1, donde g es la constante de
interacción de la teoŕıa (que, para nosotros, será siempre g ≡ gYM ), la viscosidad de corte
presenta el comportamiento paramétrico

η = C
N2T 3

(g2N)2 log (1/g2N)
. (5.1.3)

Es decir, aqúı η es proporcional al producto de la densidad de enerǵıa ε ∼ N2T 4 por el

tiempo libre medio τ ∼
[(
g2N

)2
log
(
1/g2N

)
T
]−1

.

5.2. La relación con la sección eficaz de absorción de un gra-
vitón

La clave para hacer esta correspondencia consiste en tener presente que la ecuación
(5.1.2) escrita en términos de la función de correlación de Txy se sabe proporcional a la
sección eficaz de absorción de gravitones por D3-branas [47, 48].

Según vimos anteriormente, si consideramos un apilamiento de N D3-branas en la teoŕıa
de cuerdas tipo IIB, su ĺımite de bajas enerǵıas es la teoŕıa N = 4 Super Yang-Mills. Por
otro lado, si N es grande, la configuración de D3-branas tiene una tensión alta, lo que
curvará el espacio-tiempo. En el ĺımite de acoplamiento fuerte, con constante de ’t Hooft
g2
YMN � 1, la geometŕıa de las D3-branas tiene una curvatura pequeña y puede ser des-

crita desde la supergravedad.

Si enviamos un gravitón al apilamiento de D3-branas, existirá una cierta probabilidad
de que sea absorbido. Desde la teoŕıa de gravedad, la sección eficaz de absorción puede
calcularse resolviendo la ecuación de onda en la métrica de fondo. Desde el punto de vista de
la teoŕıa de gauge, la tasa de absorción del gravitón mide la parte imaginaria del correlador
para el tensor enerǵıa-momento, ya que los gravitones polarizados paralelamente a la brana
se acoplan al tensor enerǵıa-momento de los grados de libertad accesibles en ella.
La relación entre la sección eficaz de absorción σ(ω) de un gravitón de enerǵıa ω, polarizado
paralelo a las D3-branas (por ejemplo, a lo largo de las direcciones x e y), y que se aproxima
con una trayectoria ortogonal a ellas, se relaciona con el correlador del tensor enerǵıa-
momento según [47, 48]

σ(ω) =
κ2

ω

∫
dt dx̄eiωt〈[Txy(t, x̄), Txy(0, 0̄)]〉 , (5.2.1)

donde κ =
√

8πG es la constante de Newton en diez dimensiones. Esta relación ha sido
expĺıcitamente verificada para temperatura cero, es decir, el caso extremal. Ahora bien, a
nosotros nos interesará el caso de temperatura finita, según discutimos en la sección 4.3.
A temperaturas no nulas, la ecuación (5.2.1) relaciona a la sección eficaz de absorción del
gravitón por una D3-brana negra cuasiextremal, con temperatura de Hawking T , con un
correlador en la teoŕıa de SYM [49].

Si otorgamos a la ecuación (5.2.1) un carácter predictivo, tomando el ĺımite ω → 0
podemos relacionar una sección eficaz σ(ω = 0) con la viscosidad de corte de un plasma de
la teoŕıa de SYM, en virtud de comparar y reordenar las ecuaciones (5.1.2) y (5.2.1):

η =
1

2κ2
σ(0) . (5.2.2)

Esta ecuación implica directamente que para 3-branas negras cuasiextremales la sección
eficaz de absorción del gravitón no debe anularse en el ĺımite de ω → 0. Calculando entonces
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el valor de σ(ω) para ω = 0 estamos en condiciones de acceder al valor de la viscosidad de
corte de un plasma caliente en la teoŕıa correspondiente de SYM. El problema entonces de
calcular esta viscosidad se reduce a un problema de gravedad clásica.

La métrica de una 3-brana negra no extremal, según lo visto en el caṕıtulo 4, es de
la forma (4.1.8), y para nosotros el ĺımite relevante será el cuasiextremal, r0 � R. Vimos,
además, que la temperatura de Hawking de la métrica está dada por (4.3.2). La relación
entre R y N , además, es dada por (3.3.3). Con estas relaciones en mente, nos enfocaremos
en el próximo caṕıtulo en resolver la ecuación de onda para un campo escalar mı́nimamente
acoplado, la componente escalar de un tensor hxy correspondiente a un gravitón polarizado
paralelamente a las branas coincidentes. Este campo escalar surge de analizar a hxy a
partir de las ecuaciones de Einstein, las que para este tipo de polarización se reducen a una
ecuación de Klein-Gordon [54], que es satisfecha un por campo escalar:

∂µ
(√
−ggµν∂νφ

)
= 0 , (5.2.3)

donde gµν es la métrica ambiente, g su determinantei, y φ desde luego el campo escalar.

iNo debemos confundir a esta g con las constantes de acoplamiento a lo largo de este trabajo.
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Caṕıtulo 6

Resultados y Discusión

It is good to have an end to journey toward; but
it is the journey that matters, in the end.

Ursula K. Le Guin, The Left Hand of Darkness

Nos enfocaremos en esta sección en calcular, a través de todas las herramientas que ex-
pusimos hasta aqúı, un resultado valioso desde la correspondencia AdS/CFT , la viscosidad
de corte η que introdujimos en el caṕıtulo anterior.

6.1. Soluciones efectivas por región

Recordemos que cerramos el caṕıtulo 5 planteándonos resolver la ecuación de onda
(5.2.3) de un escalar φ (el gravitón) mı́nimamente acoplado en una métrica de fondo,
que es la correspondiente a una 3-brana negra cuasiextremal. La solución general de esta
ecuación de onda es [53]

φ′′ +
5r4 − r4

0

r
(
r4 − r4

0

)φ′ + ω2 r
4
(
r4 +R4

)(
r4 − r4

0

)2 φ = 0 . (6.1.1)

La estrategia a emplear para resolver esta expresión para la función de onda φ(r) consiste
en analizar las ecuaciones diferenciales efectivas y sus soluciones en tres regiones:

i. Justo por fuera del horizonte de eventos, donde r & r0 pero (r − r0)� r0.

ii. La región intermedia, donde r0 < r � ω−1.

iii. En el infinito, donde r0 � R� r.

Estas soluciones deberán ser consistentes entre śı y solaparse cuando se produzca una
superposición de sus zonas de validez. El caso de interés corresponde al ĺımite en que la
frecuencia ω → 0, por lo que en toda instancia suponemos ω � T .
A continuación estudiaremos entonces la forma a que se reduce la ecuación (6.1.1) en cada
región y las soluciones admisibles.
Consideremos la zona más próxima al horizonte de eventos, r & r0 y (r − r0) � r0. Los
coeficientes, dependientes de r, de los términos segundo y tercero de (6.1.1) admiten, por
ser r muy próximo a r0, descomposiciones en series de Taylor:

5r4 − r4
0

r
(
r4 − r4

0

) =
1

(r − r0)
+

5

2r0
− 5(r − r0)

4r2
0

+ ... (6.1.2)
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ω2 r
4
(
r4 +R4

)(
r4 − r4

0

)2 = ω2

[
r4

0 +R4

16r2
0 (r − r0)2 +

5r4
0 +R4

16r3
0 (r − r0)

+ ...

]
. (6.1.3)

Reemplazando entonces los coeficientes de la ecuación (6.1.1) por sus aproximaciones a
primer órden se tiene:

φ′′ +
5r4 − r4

0

r
(
r4 − r4

0

) φ′ + ω2 r
4
(
r4 +R4

)(
r4 − r4

0

)2 φ

' φ′′ + φ′

(r − r0)
+ ω2

(
r4

0 +R4
)

16r2
0 (r − r0)2 φ

= φ′′ +
φ′

(r − r0)
+ ω2

(
r2

0 + R4

r20

)
16 (r − r0)2 φ

= 0 (6.1.4)

donde en el tercer término de la última linea sencillamente hemos sacado factor común r2
0

tanto en el numerador como en el denominador, cancelándolos.
Ahora bien, por tratarse del caso cuasiextremal (r0 � R), la siguiente aproximación resulta
válida:

r2
0 +

(
R2

r0

)2

'
(
R2

r0

)2

(6.1.5)

y, empleándola, la ecuación de onda se reduce a

φ′′ +
φ′

(r − r0)
+ ω2

(
R2/r0

)2
16 (r − r0)2 φ = 0 . (6.1.6)

La temperatura de Hawking para la métrica de una 3-brana negra, como es nuestro
caso, se expresa según vimos T = r0

πR2 , por lo que la expresión (6.1.6) se reescribe

φ′′ +
φ′

(r − r0)
+ ω2 (πT )−2

16 (r − r0)2 φ = 0 . (6.1.7)

Definiendoi ahora λ = ω
πT � 1, puesto que ω � T , se obtiene finalmente la ecuación de

onda en esta región según

φ′′
I +

φ′
I

(r − r0)
+
λ2

16

φI

(r − r0)2
= 0 . (6.1.8)

Las soluciones de esta ecuación diferencial son de la forma

φI(r) = C
(1)
I cos

(
λ

4
log (r0 − r)

)
+ C

(2)
I sin

(
λ

4
log (r0 − r)

)
. (6.1.9)

O bien, en términos de funciones exponenciales complejas

φI(r) =
C

(1)
I

2

(
ei
λ
4

log(r0−r) + e−i
λ
4

log(r0−r)
)

+
C

(2)
I

2i

(
ei
λ
4

log(r0−r) − e−i
λ
4

log(r0−r)
)

(6.1.10)

iNotar que este λ no es aqúı más que una constante, y nada tiene que ver con la constante de acoplamiento
de ’t Hooft.
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con constantes indeterminadas C
(1)
I y C

(2)
I . Las condiciones de contorno del problema son

aquellas correspondientes al caso de un agujero negro clásico. Esto implica que la función
de onda del gravitón no debe tener componente de onda saliente alguna. Es decir, los térmi-
nos que en (6.1.10) representan este tipo de comportamiento, las funciones exponenciales

complejas de exponente no negativo, deben anularse. Ésto sucederá sólo si
C

(2)
I
2i =

−C(1)
I

2 .
Por tanto se tiene

C
(2)
I = −iC(1)

I . (6.1.11)

La función φI(r) será entonces

φI(r) =
C

(1)
I

2

(
ei
λ
4

log(r0−r) + e−i
λ
4

log(r0−r)
)
−
C

(1)
I

2

(
ei
λ
4

log(r0−r) − e−i
λ
4

log(r0−r)
)

= C
(1)
I elog(r0−r)

−iλ
4

= C
(1)
I (r0 − r)

−iλ
4 . (6.1.12)

Esta expresión puede simplificarse más todav́ıa, según

φI(r) = C
(1)
I (r0 − r))

−iλ
4

= C
(1)
I

[
(−r)

(
1− r0

r

)]−iλ
4

=
[
C

(1)
I (−r)

−iλ
4

] [(
1− r0

r

)]−iλ
4

= A(r)
(

1− r0

r

)−iλ
4
, (6.1.13)

donde hemos definido A(r) = C
(1)
I (−r)

−iλ
4 . Si λ es muy pequeño luego A(r) ' A, una

constante. Entonces, y dado que λ = ω
πT � 1, la ecuación (6.1.8) admite la solución

efectiva

φI(r) = A

(
1 −

r0

r

)−iλ
4

(6.1.14)

que será la función de onda del gravitón de frecuencia ω en la región más próxima al hori-
zonte de eventos.

La siguiente región de interés se ubica fuera del horizonte de eventos, r0 < r, excluyendo
el caso en que r se aproxima a r0 exponencialmente, y donde además r � ω−1. Veremos
a continuación que en este caso el tercer término de la ecuación (6.1.1) resulta despreciable.

El coeficiente de la función φ en (6.1.1) puede ser reescrito según

ω2r4
(
r4 +R4

)(
r4 − r4

0

)2 =

[
ω2r8(

r4 − r4
0

)2 +
ω2r4R4(
r4 − r4

0

)2
]
. (6.1.15)

El primer término de la derecha de (6.1.15) puede, en sucesivos pasos, ser llevado a la
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forma

ω2r8(
r4 − r4

0

)2 =
ω2r8[(

r2 − r2
0

) (
r2 + r2

0

)]2
' ω2r8[(

r2 − r2
0

)
(2r2)

]2
=

ω2r8

4r4
(
r2 − r2

0

)2
=

ω2r4

4
(
r2 − r2

0

)2 (6.1.16)

donde en la segunda linea nos hemos valido de las condiciones de la región II, donde r0 . r y
por tanto la cantidad

(
r2 + r2

0

)
se reemplaza por 2r2. La expresión obtenida puede acotarse

superiormente según

ω2r4

4
(
r2 − r2

0

)2 < ω2r4(
r2 − r2

0

)2 . (6.1.17)

Trabajando entonces sobre esta cota, se tiene

ω2r4(
r2 − r2

0

)2 =
ω2r4

[(r − r0) (r + r0)]2

' ω2r4

[(r − r0) (2r)]2

=
ω2r4

4r2 (r − r0)2

=
ω2r2

4 (r − r0)2
(6.1.18)

donde nuevamente se emplea la aproximación r ' r0 en la segunda igualdad. Por tratarse
de cantidades positivas, la expresión final de (6.1.18) satisface

ω2r2

4 (r − r0)2 <
ω2r2

(r − r0)2 (6.1.19)

Más aún, en la región en estudio la distancia r es tal que r � ω−1. Luego ωr � 1 y

ω2r2

(r − r0)2 �
1

(r − r0)2 . (6.1.20)

Teniendo en cuenta que (6.1.20) es cota superior de (6.1.16) finalmente se tiene

ω2r8(
r4 − r4

0

)2 � 1

(r − r0)2 . (6.1.21)

Analizaremos entonces a continuación el segundo término de (6.1.15) de modo similar.
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Reescribiéndolo, y haciendo uso de la misma aproximación sobre r que en el caso anterior

ω2r4R4(
r4 − r4

0

)2 =
ω2r4R4[(

r2 − r2
0

) (
r2 + r2

0

)]2
' ω2r4R4[(

r2 − r2
0

)
(2r2)

]2
=

ω2r4R4

4r4
(
r2 − r2

0

)2
=

ω2R4

4
(
r2 − r2

0

)2
. (6.1.22)

Evidentemente esta cantidad verifica

ω2R4

4
(
r2 − r2

0

)2 < ω2R4(
r2 − r2

0

)2 . (6.1.23)

Según se mencionó previamente, en todo momento se supone ω � T = r0
πR2 . En vistas

de ello, se tiene que ω2 � r20
R4 y por tanto

ω2R4(
r2 − r2

0

)2 � r2
0

R4

R4(
r2 − r2

0

)2
=

r2
0(

r2 − r2
0

)2
=

r2
0

[(r − r0) (r + r0)]2

' r2
0

4r2
0 (r − r0)2

=
1

4 (r − r0)2
(6.1.24)

donde, en el último renglón, nuevamente hemos considerado r ' r0. La cantidad obtenida
en (6.1.24) es menor a (r − r0)−2. Por tanto la combinación de (6.1.22) y (6.1.24) resulta
en la desigualdad

ω2r4R4(
r4 − r4

0

)2 � 1

(r − r0)2 . (6.1.25)

La suma de las desigualdades (6.1.21) y (6.1.25) provee una cota superior para el coefi-
ciente de la función φ en (6.1.1)

ω2r4
(
r4 +R4

)(
r4 − r4

0

)2 =

[
ω2r8(

r4 − r4
0

)2 +
ω2r4R4(
r4 − r4

0

)2
]
� 2

(r − r0)2 . (6.1.26)

Ahora bien, ¿por qué (6.1.26) implica que el término en φ pueda despreciarse? La
respuesta a esta pregunta surge al estudiar el coeficiente que acompaña a φ′, en el segundo
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término de (6.1.1)

5r4 − r4
0

r
(
r4 − r4

0

) =
4r4 +

(
r4 − r4

0

)
r
(
r4 − r4

0

)
=

4r4

r (r − r0) (r + r0)
(
r2 + r2

0

) +

(
r4 − r4

0

)
r
(
r4 − r4

0

)
=

4r4

r (r − r0) (2r) (2r2)
+

1

r
(
r4 − r4

0

)
=

1

r − r0
+

1

r
. (6.1.27)

Fuera de la zona más próxima al horizonte de eventos es válido suponer que (r−r0) > 1,
con lo que (r − r0)−1 � 2 (r − r0)−2. Resulta entonces para la ecuación (6.1.26)

2

(r − r0)2 �
1

r − r0
+

1

r
' 5r4 − r4

0

r
(
r4 − r4

0

) . (6.1.28)

Finalmente, en vistas de (6.1.26) y (6.1.28) resulta que

ω2r4
(
r4 +R4

)(
r4 − r4

0

)2 � 2

(r − r0)2 �
5r4 − r4

0

r
(
r4 − r4

0

) . (6.1.29)

Por lo tanto en esta región el tercer término de la ecuación de onda (6.1.1) puede
desestimarse, y la ecuación diferencial efectiva es, para r0 < r � ω−1,

φ′′
II +

5r4 − r40
r
(
r4 − r40

)φ′
II = 0 (6.1.30)

y las soluciones de la misma toman la forma

φII(r) = C
(1)
II

[
log
(
r4 − r4

0

)
4r4

0

− log(r)

r4
0

]
+ C

(2)
II . (6.1.31)

La función solución de la ecuación de onda efectiva de la región II, (6.1.31), debe no
sólo tener sentido f́ısico sino también ser compatible con las soluciones de las regiones
cercana al horizonte de eventos (r ≈ r0) y de r arbitrariamente grande (r → ∞). Los
términos dependientes de r en (6.1.31) divergen tanto para r = r0 como para r →∞. Esta

divergencia se salva fijando C
(1)
II = 0, con lo que (6.1.30) tendrá una solución trivial

φII(r) = C
(2)
II . (6.1.32)

A su vez, esta constante deberá empalmar suavemente con la función φI(r) en el ĺımite
de validez de esta última, el comienzo de la región II, r0 < r � ω−1.

Una gráfica de las partes real e imaginaria de φI(r)
A = (1− r0/r)

−iλ
4 para λ � 1 y r > r0

evidencia el comportamiento asintótico de ambas. Por un lado, se observa para la parte
real

Re

{(
1− r0

r

)−iλ
4

}
→ 1 si r0 � r , λ� 1 . (6.1.33)

Este comportamiento se ilustra en la figura 6.1a.
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(a) Parte real. (b) Parte imaginaria.

Figura 6.1: Gráficas correspondientes a las partes real e imaginaria de una función de forma

general (1− r/r0)
−iλ
4 , con λ� 1. A modo de ejemplo, se ilustra la forma de estas funciones

para r0 = 1 y λ = 0,001.
Nota: La variación de la parte real con respecto a la coordenada radial es tan pronunciada que el software
graficador no resuelve cifras significativas más allá de la unidad.

Por otro lado, el comportamiento asintótico de la parte imaginaria, bosquejado en la
figura 6.1b, muestra la tendencia de ésta a cero:

Im

{(
1− r0

r

)−iλ
4

}
−→ 0 si r0 � r , λ� 1 . (6.1.34)

Por lo tanto en el ĺımite de validez de la función de onda φI(r) y comienzo de la región
dominada por φII(r) se tiene

φII(r) = A
(

1− r0

r

)−iλ
4 → A si r0 � r , λ� 1 (6.1.35)

y la unión de ambas soluciones se consigue sencillamente fijando C
(2)
II = A, resultando

φII(r) = A . (6.1.36)

Finalmente, en la región más externa, región III, la condición caracteŕıstica es r � R�
r0. En primer lugar, para el coeficiente de φ′ en (6.1.1) se tiene

5r4 − r4
0

r
(
r4 − r4

0

) ' 5

r
(6.1.37)

ya que la cantidad r4
0 resulta nimia en comparación con 5r4 o r4 pues r � r0. Por otro

lado, el coeficiente del término tercero, que acompaña a φ:

ω2 r
4
(
r4 +R4

)(
r4 − r4

0

)2 ' ω2 (6.1.38)

donde hemos tenido en cuenta que r � R � r0. La ecuación diferencial efectiva en la
región III es

φ′′
III +

5

r
φ′
III + ω2φIII = 0 . (6.1.39)

La función φIII(r) se escribirá entonces en términos de funciones de Bessel:

φIII(r) =
C

(1)
IIIJ2(ωr)

(ωr)2
+
C

(2)
IIIY2(ωr)

(ωr)2
(6.1.40)
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donde J2 representa a la función de Bessel de primera especie y órden 2, en tanto que Y2 es
la función de Bessel de segunda especie y órden 2. Los rangos de validez de φII(r) y φIII(r)
se verán solapados cuando tanto las restricciones de la región II (r0 < r � ω−1) como
las de III (r � R) sean satisfechas. Aśı, φIII(r) debe reducirse a la forma de φII(r) = A
cuando r � ω−1, o ωr � 1. Se vuelve necesario entonces estudiar los comportamientos
ĺımites de las funciones involucradas en (6.1.40):

ĺım
(ωr)→0

J2(ωr)

(ωr)2
=

1

8

ĺım
(ωr)→0

Y2(ωr)

(ωr)2
=∞ .

El coeficiente del término divergente debe fijarse idénticamente nulo para mantener el
sentido f́ısico de la función de onda, C2

III = 0. Por otro lado, el remanente finito junto al
coeficiente C1

III deberán verificar:

ĺım
(ωr)→0

φIII(r) = φII(r)

es decir

C1
III

8
= A ,

de donde es directo que C1
III = 8A y por tanto

φIII(r) = 8A
J2(ωr)

(ωr)2
. (6.1.41)

La interpretación f́ısica de la función de onda (6.1.41) se hace más evidente al reescribirla
en términos de funciones de Hankel:

H(1)
α := Jα + iYα

H(2)
α := Jα − iYα

denominadas funciones de Hankel de primer y segunda especie, respectivamente. La función
de onda es entonces:

φIII(r) = 4A

(
H

(1)
2 (ωr)

(ωr)2
+
H

(2)
2 (ωr)

(ωr)2

)
. (6.1.42)

A primer órden y considerando grandes distancias, es decir r →∞ y con ello ωr →∞,
las series de los términos involucrados en (6.1.42) se reducen a

H
(1)
2 (ωr)

(ωr)2
' eiωr O

(
1

ωr

) 5
2

(6.1.43)

H
(2)
2 (ωr)

(ωr)2
' e−iωr O

(
1

ωr

) 5
2

. (6.1.44)

Por tanto, en el ĺımite de r → ∞ la función de onda puede descomponerse en una
componente entrante (∼ eiωr) y una saliente (∼ e−iωr).

42
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6.2. PROBABILIDAD DE ABSORCIÓN Y SECCIÓN EFICAZ DE ABSORCIÓN

6.2. Probabilidad de absorción y sección eficaz de absorción

Consideremos de forma general la propagación de un campo escalar no masivo, como
el de interés, en una geometŕıa de forma genérica

ds2 = γµν(r)dxµdxν + f̃(r)dr2 + r2h(r)dΩn+1 (6.2.1)

donde γµν(r) con µ, ν = 0, 1, ..., p es una métrica de signatura Lorentziana en un espacio
(p+ 1)-dimensional cuyos coeficientes dependen exclusivamente de la coordenada radial r.
La geometŕıa se supone asintóticamente plana:

γµν(r)→ ηµν

f̃(r), h(r)→ 1

cuando r →∞. El problema de absorción/dispersión se simplifica introduciendo la función
auxiliar definida según:

U(r) :=
[
γ γtt

(
r2h(r)

)n+1
] 1

2
(6.2.2)

donde γ representa al determinante de la métrica, γ = det(γµν(r)).
Según [55], el flujo de un campo escalar φω está dado por:

F =
1

2i

U(r)√
−γttf̃(r)

(
φ∗ω
dφω
dr
− c.c.

)
(6.2.3)

o, lo que es lo mismo,

F =
U(r)√
−γttf̃(r)

Im

{(
φ∗ω
dφω
dr

)}
(6.2.4)

y la probabilidad de absorción del mismo es la razón entre el flujo en r = r0, Fr0 , y el flujo
entrante en el infinito, F∞:

P =
Fr0
F∞

(6.2.5)

La geometŕıa en estudio corresponde a una 3-brana negra no extremal, según ya vimos,
de métrica:

ds2 = H(r)−
1
2
[
−f(r)dt2 + dx̄2

]
+H

1
2 (r)

[
f−1(r)dr2 + r2dΩ2

5

]
(6.2.6)

con H(r) = 1 + R4

r4
y f(r) = 1 − r40

r4
. Comparando (6.2.6) con (6.2.1) pueden hacerse las

siguientes asociaciones:

f̃(r) = H−
1
2 (r)f(r)−1 (6.2.7)

h(r) = H
1
2 (r) . (6.2.8)

Es posible entonces escribir la forma expĺıcita de la función U(r) para el caso de interés:

U(r) =
[
γγtt

(
r2h(r)

)n+1
] 1

2

=
[
γγ−1

tt

(
r2h(r)

)5)
] 1

2
(6.2.9)
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6.2. PROBABILIDAD DE ABSORCIÓN Y SECCIÓN EFICAZ DE ABSORCIÓN

donde hemos hecho uso de la propiedad γtt = (γtt)
−1, y reemplazado n = 4 como número

de dimensiones del problema.

Sustituyendo ahora los coeficientes de la métrica pertinente, (6.2.7) y (6.2.8), se obtiene:

U(r) =

[
−γH

1
2 (r)f(r)−1

(
r2H

1
2 (r)

)5
] 1

2

. (6.2.10)

El valor de γ, determinante de la métrica, es el resultado de efectuar el producto de sus
elementos diagonales. Este resultado es γ = −H(r)−

4
2 f(r). Reemplazando esta cantidad en

la expresión (6.2.10) finalmente se obtiene para la función auxiliar U(r):

U(r) = r5H(r)
1
2 . (6.2.11)

La raiz cuadrada presente en el denominador de (6.2.4) también debe ser reescrita acorde
a las cantidades correspondientes a la geometŕıa en tratamiento. Nuevamente, valiéndonos
de la propiedad γtt = (γtt)

−1 y de (6.2.7), se obtiene:√
−γttf̃(r) = H(r)

1
2 f(r)−1 . (6.2.12)

El cociente entre (6.2.11) y (6.2.12) resulta ser:

U(r)√
−γttf̃(r)

=
r5H(r)

1
2

H(r)
1
2 f(r)−1

= r5f(r) (6.2.13)

Para llevar ahora a (6.2.4) a una forma expĺıcita resta entonces calcular el producto
φ∗ω

dφω
dr y tomar su parte imaginaria. La función de onda involucrada en el flujo en el hori-

zonte de eventos, Fr0 , es φI(r), dada por (6.1.14).
Teniendo en cuenta la propiedad:

(ab)∗ = a∗b∗ ∀ a, b ∈ C

la función compleja conjugada de φI(r) es:

φ∗I(r) =

[
A
(

1− r0

r

)− iλ
4

]∗
= A∗

(
1− r0

r

) iλ
4
.

(6.2.14)

Por otro lado, derivando a φI(r) respecto de la coordenada radial:

dφI(r)

dr
= A

(
−iλ

4

)(r0

r2

)(
1− r0

r

)− iλ
4
−1

. (6.2.15)

El producto de (6.2.14) y (6.2.15) resulta entonces una cantidad puramente imaginaria:

φ∗I(r)
dφI(r)

dr
= |A|2

(
−iλ

4

)(r0

r2

)(
1− r0

r

)−1
. (6.2.16)
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El flujo en el horizonte de eventos puede ahora ser calculado directamente, haciendo uso
de (6.2.13), en donde además reemplazaremos a f(r) por su forma expĺıcita, y de (6.2.16):

Fr0 = −r5

(
1− r4

0

r4

)
|A|2λ

4

r0

r2

(
1− r0

r

)−1

= −|A|
2λ

4
r0 r

3

(
r

r − r0

)[(
r2 − r2

0

) (
r2 + r2

0

)
r4

]

= −|A|
2λ

4
r0

(r − r0) (r + r0)
(
r2 + r2

0

)
(r − r0)

= −|A|
2λ

4
r0 (r + r0)

(
r2 + r2

0

)
.

(6.2.17)

Imponiendo la condición de contorno que caracteriza a la frontera del agujero negro,
r = r0, este flujo se reduce a:

Fr0 = −|A|2λr4
0 (6.2.18)

y cabe destacar que el signo negativo de esta cantidad se corresponde con el carácter de
centro de absorción del agujero negro.

El flujo en el infinito F∞ debe calcularse haciendo uso de la función de onda de la región
III, φIII(r). Consideremos a esta función escrita según la expresión (6.1.42):

φIII(r) = 4A

(
H

(1)
2 (ωr)

(ωr)2
+
H

(2)
2 (ωr)

(ωr)2

)
.

Teniendo en cuenta el comportamiento de estas funciones de Hankel a grandes distan-
cias, reflejado en las expresiones (6.1.43) y (6.1.44), se observa entonces que el segundo
término se anula para r → ∞. Dado que este es el ĺımite con que hemos de trabajar para
el cálculo de F∞, la forma de φIII(r) se reduce a:

φIII(r →∞) = φ∞(r) =
4A

(ωr)2
H

(1)
2 (ωr)

=
4A

(ωr)2
(J2(ωr) + i Y2(ωr)) . (6.2.19)

Descomponiendo a la constante A en sus partes real e imaginaria, A = AR + iAI, y
teniendo en cuenta que las funciones de Bessel poseen parte imaginaria nula, la función
φ∞(r) queda reescrita de forma expĺıcita:

φ∞(r) =
4

(ωr)2
[(ARJ2 −AIY2) + i (ARY2 +AIJ2)] (6.2.20)

en donde hemos omitido, para simplificar la notación, la dependencia en ωr de J2 e Y2. Su
función compleja conjugada entonces es:

φ∗∞(r) =
4

(ωr)2
[(ARJ2 −AIY2)− i (ARY2 +AIJ2)] . (6.2.21)
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En tanto, la derivada de la función de onda de la región III respecto a la coordenada
radial:

dφ∞(r)

dr
=− 8

ω2r3
[(ARJ2 −AIY2)− i (ARY2 +AIJ2)]

+
4

(ωr)2

[(
AR

dJ2

dr
−AI

dY2

dr

)
+ i

(
AR

dY2

dr
+AI

dJ2

dr

)]
. (6.2.22)

Haciendo uso de la siguiente igualdad de operadores diferenciales:

d

dr
=
d(ωr)

dr

d

d(ωr)
= ω

d

d(ωr)

la expresión para dφ∞(r)
dr puede reescribirse de forma más conveniente, obteniéndose:

dφ∞(r)

dr
=− 8

ω2r3
[(ARJ2 −AIY2)− i (ARY2 +AIJ2)]

+
4

ωr2

[(
AR

dJ2

d(ωr)
−AI

dY2

d(ωr)

)
+ i

(
AR

dY2

d(ωr)
+AI

dJ2

d(ωr)

)]
. (6.2.23)

La parte imaginaria del producto entre (6.2.21) y (6.2.23) se obtiene empleando la
propiedad:

Im{ab} = Im{a}Re{b}+ Im{b}Re{a} ∀ a, b ∈ C .

Con ello presente, se tiene:

Im

{
φ∗∞(r)

dφ∞(r)

dr

}
=− 4

(ωr)2
(ARY2 +AIJ2)

×
[
− 8

ω2r3
(ARJ2 −AIY2) +

4

ωr2

(
AR

dJ2

d(ωr)
−AI

dY2

d(ωr)

)]
+

4

(ωr)2
(ARJ2 −AIY2)

×
[
− 8

ω2r3
(ARY2 +AIJ2) +

4

ωr2

(
AR

dY2

d(ωr)
+AI

dJ2

d(ωr)

)]
.

(6.2.24)

Del trabajo algebraico sobre (6.2.24) resulta:

Im

{
φ∗∞(r)

dφ∞(r)

dr

}
=

16|A|2

ω3r4

(
J2

dY2

d(ωr)
− Y2

dJ2

d(ωr)

)
. (6.2.25)

Ahora bien, no debe perderse de vista que tanto J2 como Y2 y sus respectivas derivadas
son funciones de Bessel evaluadas en ωr. Estas funciones satisfacen de manera general:

Ji(x)
dYi(x)

dx
− Yi

dJi(x)

dx
=

2

πx
∀ i ∈ N .

Observando entonces la expresión (6.2.25) e identificando x = ωr, ésta se reduce a:

Im

{
φ∗∞(r)

dφ∞(r)

dr

}
=

32|A|2

πω4r5
. (6.2.26)
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Es directo ahora el cálculo del flujo en el infinito:

F∞ =
32|A|2

πω4
f(r) . (6.2.27)

En el ĺımite r → ∞, se tiene f(r) =
(
1− r0

r

)
→ 1. Aplicando esta condición de borde,

el flujo finalmente resulta:

F∞ =
32|A|2

πω4
. (6.2.28)

La razón entre (6.2.18) y (6.2.28) es la probabilidad de absorción del gravitón por la
3-brana negra buscada:

P =
Fr0
F∞

= −πω
4

32
λr4

0 . (6.2.29)

Reemplazando en ella el valor λ = ω/πT , y empleando la fórmula para la temperatura
de Hawking, T = r0/πR

2, finalmente la forma de P se reduce a:

P = − π

32
r3

0ω
5R2 . (6.2.30)

La sección eficaz de absorción por unidad de ángulo sólido se relaciona a la probabilidad
de absorción [55] según

σ =
(2π)n+1

ωn+1Ωn+1
P (6.2.31)

donde el volumen de la (n+ 1)-esfera de radio unidad es

Ωn+1 =
2π

n
2

+1

Γ
(
n
2 + 1

) (6.2.32)

siendo Γ(n) = (n − 1)! para n ∈ N. Tomando el número de dimensiones pertinente, la
sección eficaz de absorción para el gravitón es entonces

σ =
32π2

ω5
P (6.2.33)

donde insertando (6.2.30) finalmente se obtiene

σ = π3r30R
2 . (6.2.34)

En secciones subsiguientes se analizará la relación de esta cantidad con la que representa
al área del horizonte de eventos del agujero negro.

6.3. Viscosidad de corte

Estamos entonces en condiciones de afirmar que, para el ĺımite ω →∞, se tiene σ(ω =
0) = π3r3

0R
2. Esta última expresión se relaciona con la viscosidad de corte de un plasma

SYM según (5.2.2)

η =
1

2κ2
σ(0)

La viscosidad de corte se reescribe entonces utilizando (6.2.34) y (4.3.2)

η =
π

8
N2T 3 . (6.3.1)
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Es esencial destacar que este resultado, un valor constante, es el adoptado por la visco-
sidad de corte cuando la constante de acoplamiento de ’t Hooft tiende a infinito. Conocida
la relación entre viscosidad de corte, densidad de enerǵıa y tiempo de relajación, η ∼ ετ , y
siendo que ε ∼ N2T 4, este comportamiento puede interpretarse como indicador de que el
tiempo τ resulta del órden de T−1, aún en este ĺımite de acoplamiento fuerte.

De la expresión válida para η en el caso de acoplamiento débil (g2N � 1), (5.1.3):

η = C
N2T 3

(g2N)2 log
(

1
g2N

)
y de la correspondiente al ĺımite de acoplamiento fuerte (g2N � 1), (6.3.1):

η =
π

8
N2T 3

puede conjeturarse que, dada una constante de ’t Hooft finita, la viscosidad de corte res-
ponde a una relación de tipo

η = f(g2N)N2T 3

con una función subyacente f(x) tal que f(x) ∼ x−2 log−1(1/x) para x � 1 y f(x) = π/8
cuando x � 1, siendo además ésta posiblemente una función monótona decreciente, cuya
aśıntota en el valor π/8, es alcanzada en el ĺımite infinito de la variable independiente.

6.4. Densidad de entroṕıa

La entroṕıa de una brana negra es proporcional al área de su horizonte de eventos,

S =
V8

4G
(6.4.1)

siendo V8 la mencionada área, y G la constante de gravitación de Newton 10-dimensional.
Este área debe calcularse considerando la métrica inducida en el horizonte de eventos del
agujero negro. En particular, en este horizonte, r = r0. Por tanto, la forma de f(r) = 1− r40

r4

se reduce a

r = r0 ⇒ f(r0) = 0 (6.4.2)

mientras que, siendo R� r0, H(r) = 1 + R4

r4
se modifica según

r = r0 ⇒ H(r0) ' R4

r4
0

. (6.4.3)

De modo similar, al tomar la variable r un valor fijo,

r = r0 ⇒ dr0 = 0 . (6.4.4)

Estos cambios se introducen en la métrica de la 3-brana negra cuasi extremal (6.2.6),
obteniéndose aśı la denominada métrica inducida:

ds2|r=r0 =
r2

0

R2
dx̄2 +R2dΩ2

5 . (6.4.5)

A través del determinante de esta última, γi, se calcula la superficie del agujero negro:

V8 =

∫
√
γid

8x . (6.4.6)
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Lućıa Cabrera
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El valor de este determinante es sencillamente γi = r6
0/R

6. En tanto, el diferencial d8x
puede descomponerse en un diferencial de volumen tridimensional usual, d3x ≡ dx̄, y un
diferencial de área de la 5-esfera Ω5, d5x ≡ dA5. Este último puede reescribirse en términos
del diferencial de ángulo sólido dA5 = R5dΩ5. Se tiene entonces

V8 =

∫
r3

0

R3
R5dΩ5dx̄

=

∫
r3

0R
2dΩ5dx̄

= r3
0R

2Ω5V3 (6.4.7)

siendo V3 un volumen tridimensional usual y Ω5 el volumen de una 5-esfera unitaria que,
según (6.2.32) es en este caso igual a π3. Aśı, la entroṕıa del agujero negro puede expresarse

S =
V8

4G
=
π3r3

0R
2V3

4G
. (6.4.8)

De particular interés es la entroṕıa espećıfica,

s =
S

V3
=
π3r3

0R
2

4G
. (6.4.9)

Considerando a la viscosidad de corte escrita con dependencia expĺıcita de la sección
eficaz de absorción σ(0),

η =
1

2κ2
π3r3

0R
2 (6.4.10)

resulta evidente la proporcionalidad entre (6.4.9) y (6.4.10). La razón entre ambas canti-
dades,

η

s
=

1

4π
(6.4.11)

El desarrollo del cálculo que desemboca en la relación (6.4.11) se ha realizado aqúı en
unidades naturales (~ = c = kB = 1). Un sencillo análisis dimensional nos permite restaurar
las unidades propicias para entender a esta cantidad. Por un lado, la viscosidad de corte:

[η] =
M

LT

posee dimensiones de masa sobre distancia y tiempo. Por otro, la entroṕıa espećıfica tendrá
dimensiones de entroṕıa, [S] = [kB], donde kB, la constante de Boltzmann, representa a la
unidad de ésta, sobre dimensiones de volumen, [V ] = L3,

[s] =
[kB]

L3
.

De este análisis resulta que [η
s

]
=

ML2

T [kB]
.

Ahora bien, ML2/T son unidades de acción. En unidades naturales la constante de
Planck ~ asume el rol de cuanto de acción, con lo cual puede reescribirse lo anterior según[η

s

]
=

[~]

[kB]
.
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Aśı, restaurando las unidades de acción y entroṕıa en el cociente adimensional (6.4.11):

η

s
=

~
4πkB

. (6.4.12)

6.5. Discusión

El resultado (6.4.12) se verifica para toda teoŕıa de gauge no abeliana en el ĺımite
N →∞, a temperatura finita y potencial qúımico nulo, siempre que éstas tengan un dual
gravitatorio derivado de la teoŕıa de cuerdas, y sugiere que (6.4.12) establece una cota
inferior de la razón η/s

η

s
>

~
4πkB

. (6.5.1)

En particular, se encuentra que toda teoŕıa de Yang-Mills con dual gravitatorio en diez
dimensiones satura la desigualdad.

Desde el punto de vista teórico, la relación anterior puede justificarse a partir del princi-
pio de incertidumbre de Heisenberg. La viscosidad de un plasma es proporcional al producto
entre su densidad de enerǵıa ε y el tiempo libre medio asociado a una cuasipart́ıcula, τmft,

η ∼ ετmft . (6.5.2)

Por otro lado, su densidad de entroṕıa es proporcional al número n de cuasipart́ıculas,

s ∼ nkB . (6.5.3)

El principio de incertidumbre establece que el producto entre la enerǵıa de una cuasi-
part́ıcula y la escala de tiempo caracteŕıstica del sistema ha de ser mayor a la constante de
Planck,

ε

n
τmft > ~ . (6.5.4)

Es evidente entonces de (6.5.2) y (6.5.3) que la relación que nos compete verifica, al
menos:

η

s
>

~
kB

. (6.5.5)

Las teoŕıas de constante de acoplamiento pequeñas, en vista de (6.5.4), superan am-
pliamente el valor de esta cota, ya que sus tiempos libres medios son grandes. Para teoŕıas
N = 4 SYM en régimen de acoplamiento débil η/s toma la forma [56, 57]:

η

s
=

A

(g2N)2 log

(
B√
g2N

) (6.5.6)

donde A = 6,174 y B = 2,36. Opuesto a lo que sucede para g2N → ∞, el resultado de
este régimen presenta una fuerte dependencia de la constante de acoplamiento de ’t Hooft,
con una tendencia divergente para g2N → 0. Este comportamiento refleja la estructura
del plasma de quark y gluones: un gas de cuasipart́ıculas “diluido”. Esta dilución implica
un camino libre medio grande (y un τmft también grande). A medida que la constante de
acoplamiento tiende a cero, el camino libre medio diverge y, en respuesta, también lo hace
(6.5.6).
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6.5. DISCUSIÓN

El cálculo de η/s para teoŕıas N = 4 SYM de constante de acoplamiento g2N finita
[58, 59, 60, 61] respalda también al rol de (6.4.12) como cota inferior de la cantidad. A
saber, para estos casos, se tiene:

η

s
=

~
4πkB

(
1 +

135ζ(3)

8 (g2N)
3
2

+ ...

)
(6.5.7)

donde ζ(3) ≈ 1,2020569 es la función Zeta de Riemann evaluada en tres, también conocida
como constante de Apéry. Aśı, la corrección a (6.4.12) es positiva.

Figura 6.2: Dependencia funcional de la razón η/s con la constante de acoplamiento de ’t
Hooft g2N . La razón diverge para el ĺımite g2N → 0, en tanto que alcanza la cota inferior
calculada cuando g2N →∞.

Es razonable suponer, en vistas de (6.4.12), (6.5.6) y (6.5.7), que la dependencia general
de η/s con la constante de acoplamiento g2N reviste una relación monótona. La función
presentaŕıa un crecimiento asintótico y divergente para g2N → 0, decreciendo hasta alcan-
zar su mı́nimo, ~

4πkB
, en g2N →∞. La figura 6.2 es una representación de la dependencia

funcional de η/s con g2N , donde la linea de puntos graficada es tan sólo una función inter-
polante.

Cabe además destacar la implicancia de las aparentemente inocuas constantes A y B,
presentes en (6.5.6): estas pueden variar significativamente entre diferentes teoŕıas dentro
del régimen de acoplamiento débil, dependiendo del número de cuasipart́ıculas involucra-
das. Es únicamente para el caso fuertemente acoplado que emerge naturalmente un ĺımite
universal al que se atienen todas las teoŕıas SYM con dual gravitatorio derivado de las
teoŕıas de cuerdas tipo IIA y IIB. En particular, puede verse que un plasma fuertemente
acoplado, en el marco de una teoŕıa de gauge, no presenta cuasipart́ıculas, lo que parece
nuevamente ser un aval del resultado (6.5.1) .
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6.5. DISCUSIÓN

Figura 6.3: La razón entre viscosidad de corte y entroṕıa espećıfica para algunas sustancias
comunes: helio, nitrógeno y agua. La razón η/s es siempre apreciablemente superior al valor
de la cota conjeturada en (6.5.5), representada por la linea horizontal etiquetada “Viscosity
bound” en el gráfico. Imagen tomada de [54].

Aśı desde la teoŕıa, dado que en todo régimen de acoplamiento la cota inferior se man-
tiene como tal, resulta natural suponer su validez ya con un carácter universal. En la figura
6.3 se muestran algunos ejemplos de sustancias corrientes que superan ampliamente el valor
mı́nimo conjeturado aqúı. Es importante notar que (6.5.1) no involucra a la velocidad de
la luz c. Esto avala la universalidad del resultado, posicionándolo como no trivial aún para
sistemas no relativistas.

Para el caso de modelos duales holográficos no ya derivados de la teoŕıa de cuerdas sino
de otras teoŕıas de gravedad y supergravedad, existen ejemplos de cálculos de η/s en que
las correcciones al valor (6.4.12) son negativas, violando la cota inferior propuesta. Un caso
es el de ciertas teoŕıas de campo conformes, cuyo dual gravitatorio es la gravedad de Gauss-
Bonnet [62]. En este caso particular, sin embargo, puede verse que un valor de la razón η/s
tan bajo deriva en ciertas inconsistencias en la misma teoŕıa de campo conforme, como en
violaciones de microcausalidad, lo cual en definitiva termina por respaldar nuevamente la
universalidad de (6.5.1).
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Caṕıtulo 7

Conclusiones globales

Begin thus from the first act, and proceed; and,
in conclusion, at the ill which thou hast done, be
troubled, and rejoice for the good.

Pitágoras

Llegamos aśı a las últimas páginas de este trabajo en que hemos pretendido presen-
tar la potencia de las descripciones holográficas en f́ısica a través del ejemplo de la razón
entre viscosidad de corte y entroṕıa espećıfica para un plasma de la teoŕıa N = 4 Super
Yang-Mills fuertemente acoplado, a través de las cuales obtuvimos el importante resulta-
do η/s = ~/4πkB. Una razón para el enfoque en esta teoŕıa es pedagógico: N = 4 SYM
es quizá la teoŕıa más sencilla y mejor comprendida en el contexto de la dualidad gau-
ge/strings. Actualmente se conocen muchos ejemplos de duales más sofisticados desde la
teoŕıa de cuerdas para teoŕıas de campos no supersimétricas, no conformes, que exhiben
confinamiento, transiciones de fase térmicas, etc. Sin embargo, muchas de estas cualidades
particulares pierden importancia en la fase deconfinada. Aśı, el propósito inicial de este
texto, el de estudiar un plasma de quarks y gluones de QCD, sigue encontrando una res-
puesta satisfactoria en N = 4 Super Yang-Mills, la cual no sólo aporta simplicidad sino
que no provoca una pérdida de generalidad, al menos cualitativamente.

Debemos destacar, además, que bajo ningún punto de vista buscamos reducir la feno-
menoloǵıa de las colisiones de iones pesados a la dualidad gauge/strings, y que la utilidad
de ésta última no debe meramente medirse a través de la consistencia de sus predicciones
para con las mediciones experimentales. Más bien, su utilidad radica en la posibilidad de
adquirir un mejor entendimiento de los problemas que con ella se tratan, y que no pueden
abordarse con las herramientas que sus teoŕıas espećıficas proveen en el marco del actual
estado del arte. Es útil entonces encontrar teoŕıas cercanamente relacionadas dentro de las
cuales estos problemas puedan tratarse con las herramientas que śı están a nuestro alcance.
Como mencionamos en la introducción de este texto, no se tiene acceso por el momento a
cálculos controlados en el régimen de acoplamiento fuerte en QCD. En tanto, a través de
la dualidad de gauge/strings, es y ha sido posible formular, aśı como resolver, estos mismos
problemas para una amplia clase de teoŕıas de campos no abelianas. Entre éstas, el caso de
N = 4 SYM en el ĺımite de N →∞ provee el modelo más simple de un plasma fuertemente
acoplado producido en colisiones de iones pesados.

A la fecha las aplicaciones numerosas y exitosas de la dualidad gauge/strings para la
resolución de problemas de la f́ısica de colisiones de iones pesados la posiciona como una
herramienta útil y novel. Más aún, no carece de ciertas indicaciones de que, en realidad,
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nos provee con algo más que ésto: en la resolución de estos problemas, ciertas regularidades
no previstas surgen en la forma de propiedades universales, con lo que nos referimos a pro-
piedades que son comunes a todas las teoŕıas en régimen fuertemente acoplado con duales
gravitatorios en el ĺımite de N muy grande. Estas incluyen, entre otras, a la calculada aqúı,
η/s.

El descubrimiento de estas propiedades universales, genéricas, es de gran importancia,
ya que nos acercan a una comprensión más profunda de la cromodinámica cuántica. El
hecho de que algunas de ellas sean válidas en una clase de plasmas de teoŕıas de gauge tan
amplia, con diferentes números de dimensiones, contenido de campos, con o sin potencial
qúımico, etc., nos conduce a sospechar que algunas de estas propiedades podŕıan efectiva-
mente ser universales para todos los plasmas en una clase de teoŕıas que eventualmente
incluye a QCD, exista o no de ella un dual en la teoŕıa de cuerdas.

El dominio de aplicabilidad de esta conjeturada universalidad es actualmente descono-
cido y puramente especulativo. Con ello nos referimos a que no sabemos exactamente a
qué teoŕıas puede aplicarse, y que tampoco podemos a priori hacer predicciones sobre qué
observables y qué fenómenos resultan universales.

En resumen, si bien es claro que se ha de mantener una mirada cŕıtica al buscar extraer
significados f́ısicos de cálculos realizados a partir de la dualidad gauge/strings, es también
claro que en los últimos años ésta ha permitido muchos cambios de paradigma y propor-
cionado resultados relevantes en la fenomenoloǵıa de colisiones de iones pesados, además
de generar nuevas lineas de investigación en diversas subáreas de la f́ısica.
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Apéndice A

Variables de Mandelstam

Las denominadas variables de Mandelstam son cantidades numéricas usadas para co-
dificar la enerǵıa, momento y ángulos en un proceso de dispersión de part́ıculas. Su gran
ventaja es ser invariantes de Lorentz, y se emplean para estudiar procesos de dispersión o
scattering de dos part́ıculas en dos part́ıculas.

Se definen según:


s = (p1 + p2)2 = (p3 + p4)2

t = (p1 − p3)2 = (p4 − p2)2

u = (p1 − p4)2 = (p3 − p2)2

(A.0.1)

donde p1 y p2 son los cuadrimomentos de las part́ıculas iniciales, y p3 y p4 de las part́ıculas
resultantes del proceso de dispersión.

Figura A.0.1: Diagrama de
Feynman para una interacción
en el canal s.

Las cantidades s, t, u también se denominan ca-
nal s, canal t y canal u. Estos “canales” re-
presentan diferentes diagramas de Feynman corres-
pondientes a distintos procesos de scattering en
que la interacción involucra el intercambio de una
part́ıcula intermedia cuyo cuadrimomento al cua-
drado es igual a s, t o u, según correspon-
da.

El canal s corresponde a un proceso en que dos
part́ıculas 1 y 2 se unen en otra part́ıcula intermedia
que posteriormente se divide en las part́ıculas finales 3
y 4.

A.1. Enerǵıa de centro de masa

Consideremos el caso de dos part́ıculas que se aproximan viajando con igual enerǵıa y
momento, pero en direcciones opuestas. Es decir, dirigiéndose a una colisión de lleno. Los
cuadrimomentos de estas part́ıculas serán, considerando unidades naturales, p1 = (E, p̄) y
p2 = (E,−p̄). Para esta situación, que es a grandes rasgos la que se sucede en la colisión
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A.1. ENERGÍA DE CENTRO DE MASA

de nucleones pertenecientes a iones pesados en RHIC o LHC, la variable s queda dada por

s = (p1 + p2)2

= ((E, p̄) + (E,−p̄))2

= ((2E, 0̄))2

= 4E2 . (A.1.1)

Evidentemente, s es el cuadrado de la enerǵıa total de la colisión tal y como seŕıa
medida por un observador que se sitúa fijo en el centro de masa mutuo de las part́ıculas
colisionantes. Aśı, la enerǵıa de centro de masa es:

√
s = 2E . (A.1.2)
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Apéndice B

¿AdS? El espacio anti-de Sitter

Si suponemos que una teoŕıa de campos d-dimensional puede ser descrita por una teoŕıa
de cuerdas, o gravedad, (d+ 1)-dimensional, podemos intentar derivar algunas propiedades
el espacio-tiempo en (d + 1) dimensiones involucrado. La métrica más general en (d + 1)
dimensiones consistente con la simetŕıa d-dimensional de Poincaré puede ser escrita como

ds2 = Ω2(z)
(
−dt2 + dx̄2 + dz2

)
, (B.0.1)

siendo x̄ =
(
x1, · · · , x(d−1)

)
y donde z es la dimensión espacial extra. Para que existan

simetŕıas translacionales en las direcciones t y x̄, el factor Ω puede sólo depender de la
coordenada adicional z.

Si consideramos teoŕıas de campos conformes (CFT) podemos determinar la forma
de Ω(z) a través de las restricciones de simetŕıa. Una teoŕıa con invariancia conforme es
invariante bajo una transformación de escala

(t, x̄)→ C(t, x̄) , (B.0.2)

con C una constante. Para que una teoŕıa de gravedad correspondiente a la métrica (B.0.1)
sea capaz de describir una teoŕıa de campos como la que estamos proponiendo, (B.0.1) de-
berá respetar la simetŕıa frente a la transformación (B.0.2), con el escalamiento simultáneo
de la coordenada extra, según z → Cz. Para que ambas sean válidas, el factor Ω(z) deberá
transformar según

Ω(z)→ C−1Ω(z) . (B.0.3)

Esta condición determina de manera uńıvoca que

Ω(z) =
R

z
, (B.0.4)

donde R es una constante. La métrica (B.0.1) puede ahora reescribirse según

ds2 =
R2

z2

(
−dt2 + dx̄2 + dz2

)
, (B.0.5)

que es precisamente la métrica de un espacio-tiempo (d + 1)-dimensional anti-de Sitter,
AdSd+1. Este último es un espacio-tiempo máximamente simétrico, con radio de curvatura
R, y curvatura negativa y constante, proporcional a 1/R [41].
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Apéndice C

Temperatura de Hawking en una
métrica general de una brana
negra

Calcularemos aqúı la temperatura de Hawking para una clase general de métricas de
branas negras de la forma

ds2 = g(r)
[
−f(r)dt2 + dx̄2

]
+

1

h(r)
dr2 , (C.0.1)

donde suponemos que las funciones f(r) y h(r) tienen polos de primer órden en el horizonte
r = r0, en tanto que g(r) no se anula alĺı. Acorde al procedimiento estándar para este cálculo
[44], pedimos que la continuación Eucĺıdea de la métrica (C.0.1),

ds2 = g(r)
[
f(r)dt2E + dx̄2

]
+

1

h(r)
dr2 , (C.0.2)

obtenida a través del reemplazo t → −itE , sea regular en el horizonte. Si realizamos una
expansión alrededor de r = r0, obtendremos

ds2 ≈ ρ2dθ2 + dρ2 + g(r0)dx̄2 , (C.0.3)

en donde hemos introducido nuevas variables, definidas según

ρ = 2

√
r − r0

h′(r0)

θ =
tE
2

√
g(r0)f ′(r0)h′(r0) .

(C.0.4)

Los dos primeros términos de (C.0.2) describen un plano en coordenadas polares, por
lo que a fin de evitar una singularidad en ρ = 0 pediremos que θ tenga peŕıodo 2π. De las
ecuaciones (C.0.4) vemos entonces que el peŕıodo β = 1/T del tiempo Eucĺıdeo deberá ser

β =
1

T
=

4π√
g(r0)f ′(r0)h′(r0)

. (C.0.5)
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C.1. TEMPERATURA DE UNA 3-BRANA NEGRA NO EXTREMAL

C.1. Temperatura de una 3-brana negra no extremal

La parte de la métrica correspondiente al espacio AdS de las 3-branas negras que
consideramos en este trabajo viene dada por la expresión (4.1.6), que copiamos aqúı por
conveniencia:

ds2
AdS5T 6=0

=
r2

R2

(
−f(r)dt2 + dx̄2

)
+
R2

r2
f(r)−1dr2 , (C.1.1)

con

f(r) = 1− r4
0

r4
. (C.1.2)

Identificando las cantidades que aparecen en (C.1.1) con las de la forma general (C.0.1),
vemos que

g(r) =
r2

R2

f(r) =

(
1− r4

0

r4

)
h(r) =

r2f(r)

R2
=

r2

R2

(
1− r4

0

r4

)
.

(C.1.3)

En vista de la expresión (C.0.5), vemos que la temperatura de Hawking expresamente
escrita es

T =

√
g(r0)f ′(r0)h′(r0)

4π
. (C.1.4)

Reemplazando ahora las cantidades equivalentes para la métrica que nos concierne, es
sencillo ver que resulta

T =
r0

πR2
. (C.1.5)
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