Mi.yA'i'ln

INICIATIVA LATINOAMERICANA DE LUBROS DE TEXTO ABIERTOS

Calculo Diferencial
e Integral

» G

A

Autora: Marta Susana Bonacina
Colaboradores: ) . TOMO I
Claudia Teti Valeria Philippe

Alejandra Haidar Franco Lisandrini
Santiago Andrés Bortolato Marisa Quiroga




Autora: Marta S. Bonacina
Colaboradores: Claudia M. Teti, Alejandra P. Haidar, Santiago A. Bortolato

Colaboradores 2° Edicion: Claudia M. Teti, Alejandra P. Haidar, Santiago A. Bortolato Valeria Philippe,
Franco Lisandrini, Marisa Quiroga.




Calculo Diferencial e Integral

la ed. - Iniciativa Latinoamericana de Libros de Texto Abiertos (LATIn), 2014. 492 pag.

Primera Edicion: Marzo 2014
Iniciativa Latinoamericana de Libros de Texto Abiertos (LATIn)
http://www.proyectolatin.org/

Tercera Edicion: Marzo 2020

(N0l

Los textos de este libro se distribuyen bajo una licencia Reconocimiento-Compartirlgual
3.0 Unported (CC BY-SA 3.0) http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.es
ES

Esta licencia permite:
Compartir: copiar y redistribuir el material en cualquier medio o formato.
Adaptar: remezclar, transformar y crear a partir del material para cualquier finalidad.

Siempre que se cumplan las siguientes condiciones:

Reconocimiento. Debe reconocer adecuadamente la autoria, proporcionar un
enlace a la licencia e indicar si se han realizado cambios. Puede hacerlo de
cualquier manera razonable, pero no de una manera que sugiera que tiene el
apoyo del licenciador o lo recibe por el uso que hace.

Compartirlgual — Si remezcla, transforma o crea a partir del material,

debera difundir sus contribuciones bajo la_misma licencia 1 original.

Las figuras e ilustraciones que aparecen en el libro son de autoria de los
respectivos autores. De aquellas figuras o ilustraciones que no son realizadas por los
autores, se coloca la referencia respectiva.

M i.oﬁ'iel n

Este texto forma parte de la Iniciativa Latinoamericana de Libros de Texto abiertos (LATIn),
proyecto financiado por la Union Europea en el marco de su Programa ALFA
[IIEuropeAid.

El Proyecto LATIn estd conformado por: Escuela Superior Politécnica del Litoral,
Ecuador (ESPOL); Universidad Auténoma de Aguascalientes (UAA), Universidad
Catolica de San Pablo, Pert (UCSP); Universidade Presbiteriana Mackenzie,
Brasil(UPM); Universidad de la Republica, Uruguay (UdelaR); Universidad Nacional de
Rosario, Argentina(UR); Universidad Central de Venezuela, Venezuela (UCV), Universidad
Austral de Chile, Chile (UACH), Universidad del Cauca, Colombia (UNICAUCA),
Katholieke Universiteit Leuven, Bélgica (KUL), Universidad de Alcaa, Espafia (UAH),
Université Paul Sabatier, Francia (UPS).



indice general: Tomo |

1.2

1.2.1
1.2.2
1.2.3
1.3

1.3.1
1.32
133
1.3.4

14

1.4.1
142
143

1.4.4

1.5

1.5.1
1.5.2
1.53
1.54
1.5.5
1.5.6
1.5.7
1.5.8

1.5.9

Prolog0 cocovviiiiiinniiiiinnniiiiinniiccsesnsiossnnnssccsonnse

Funciones .......cooeeiiiiiiiniiiiiinnniieiiniceiennnnccnnns
Definiciones, notacion y ejemplos

Dominio natural ............oooiiiiiiii i
Distintas formas de informar una funcion ...........................
Distintas formas de visualizar una funcién ..........................
EJeICICION - vttt
Conjuntos asociados a una funcion

Dominio natural ............oooiiiiiiii i
Conjunto IMagen .........c.oviiiiiiiiiiiiiii i
Graficode una funcidn ..............cooiiiiiiiiiii
Criterios graficos en el analisis de funciones

Decomo leerun grafico .........coooviiiiiiiiiiiiiiiii,
Prueba de la recta vertical ...
De cémo determinar dominio € imagen ................c.eovenen...
Propiedades de simetria y monotonia en el grafico de una
FUNCION .o
Simetrias - Funcidon par e impar ...........c.cooeieiiiiiiiiiiiiiiiean
Funciénes monotonas (creciente, decreciente) ...............ccoeeuennne.
Operaciones con funciones

Operaciones algebraicas con funciones ...................oevvvnnnn.
Composicion de funciones ...........ooeevevveiiieiiieiieenneeannnnn
Funcion inversa ..........o.oviiiiiiiiiiii i
Suryectividad, inyectividad, biyectividad ..................c.o
Operaciones graficas con funciones .................cceeeevvinnnnn..
Tabla de Transformacion de Funciones ...............cccooeviiiiiiiiin...
Funciones reales a variable real

POtenCias ........oouiniieii i
Raices (funcién inversa de la potencia) .............ccovvveniinnn.n..
Cuadratica (pardbola) ...........cccooiiiiiiiiiiiiiiiiie,
Homografica (hipérbola) ..o,
Exponencial ...... ..o
Logaritmo (inversa exponencial) ..............ccoovvvviiiiinnnnn...
TIIZONOMELIICAS .. vttt ettt ettt ettt et ee e enaeeeeaas
Funcion periodica ......o.vvvviiiriiiii i
Funcion acotada ........ ..o
TrigonOmMELricas MVETSAS ......euueneenteieaneaeeaneaniaeeaneanans

11
16
22
23
24
25
25
29
29
31
31
31
32
32



1.6
1.7

2.2

2.3

23.1
232
233

24
2.5
2.6
2.7
2.7.1
2.7.2

2.8
2.8.1

2.8.2

2.9

Al
A2
A3
A3

B1
B2

C1

C2

C3

Modelos matematicos — Ajuste de curvas
Actividades

Limite y continuidad .......ccceeviiiinniiiiiinnniiiiinnnnn
Limite de una funcién en un punto

Definicion coloquial ..........cooiiiiiiiiiiii i
Entorno ...
Definiciones formales .............coooiiiiiiiiiiiiiiii
Teoremas de Hmite ...........oooviiiiiiiiiii e
Continuidad una funcion

Tabla de Funciones Continuas ...............ccoevvviiieineennnnnn..
Limites, otros casos

Limites laterales ..........coooviiiiiiiiiiiiiii e
Propiedades: teoremas de conservacion del signo, de encaje .....
Limite del cociente, diStiNtOS CASOS ....vvvviviieiiiiiiiieeeennnnns
Indeterminacion 0/0 ..........cooiniiiiiiiiiii e
(07 T IS | . 4 SRR
Limites para x> x,

Limites para x > o

Casos generales de indeterminacion

Propiedades de las funciones continuas. Discontinuidades
Discontinuidad en un punto .............cceoeiiiiiiiiiiiiiiiiinia.
Propiedades funciones continuas ...............cceevviniiiiniinnn...
Supremo, infimo, Maximo, MINIMO ..........cevvvvrieniiriinenieinaneannne
Teorema de Weiertrass, de Bolzano ............ccoovvviiiiiiiiiiininnnn..
Teorema del valor intermedio ............covveiiiiiiiiiiiiine e,
Teorema de escritura fuera del limite ...............cocoeiiiiiiiiiinninnn,
Infinitésimos e Infinitos

INfiNItéSIMOS ...uoiei i
Comparacion de infinitésimos ...........covvevuiiiiiiiiiiiiiiieaene,
INFINIEOS .ot
Comparacion de infinitos .........oevvivriiriitiitei i,
Actividades

Apéndice A: numeros reales, conjuntos ...............

Conjunto de ntimeros reales. Propiedades ..........................
Larectareal ......coovviiiniiiiii e
Valor absoluto .........ccoiiiiiiiii e
Distancia entre puntos de larecta ...............ooeeiiiiiiiinn..
EJerCICIONS .ot

Apéndice B: el plano coordenado .............c.cc.....
Plano coordenado . Coordenadas cartesianas ......................
Distancia entre puntos del plano ................c.coiiiiiiinn.
EJETCICION . .tutttitit e

Apéndice C: funciones trigonométricas ...............
Angulos dirigidOS .........oieee e
Medida de angulos : sistema radian ...............coeeiiiiiiiiiiiiiiannnn
Funciones trigonomeétricas ...........covvvvviiieiiiiiiiieineennennnn.

Variacion del seno y coseno en los distintos cuadrantes .................
Identidades trigonometricas ........oo.vveeveiiiiiiiiiiieeie i,



C4

Cs

3.2
3.3

3.4
3.5
3.6

3.7
3.8

3.9
3.10
3.11

4.1

4.2
4.3

PItagoriCa ...vvieii i e
Formulas de adicion ............cooooiiiiiiiiiiiiii
Calculo de funciones trigonometricas ...........co.eveeeevuennnnn.
Uso calculadora ........o.oiiii e
Coordenadas polares ..........c.o.vvuiiiiiiiiiiiiiiieieeaean,
Actividades ....oo.inii

Derivada ....cooiiiiiinniiiiiiiiiiiiinnniiiicssesnnnnsscccnns
Notaciones, definiciones y ejemplos

Incremento de una funcidn ...
Razén de cambio ..........oooviiiiiiiii
Derivada ..o
Calculo por definicion - Regla de la Potencia ......................
Funcion derivada

Propiedades de la derivada

Teoremas del Calculo diferencial- (Reglas de Derivacion)
Reglas de Derivacion generalizadas para las funciones
compuestas

Derivadas sucesivas

Derivadas laterales - Ejemplos — Puntos “angulosos”

Recta tangente

Recta tangente y Derivada

Pendiente de la recta tangente para una funcién derivable en x,
Relacion ente derivabilidad recta tangente ........................
Punto anguloSo .......oooviiiiiii
Derivacion grafica

Interpretacion fisica de la derivada: la velocidad

Apéndice
Célculo de derivadas de funciones elementales por definicion ...

Demostracion de los teoremas relativos a las reglas de
derIVACION ..ottt

Tabla de derivadas de las funciones elementales ................
Actividades

Problemas de Aplicacion

Trabajo Practico

Aplicaciones de la Derivada ..........cccceevnviinnnnnen.

Valores extremos de una funcion

Extremos relativos y absolutos de una funcion

Relacion entre extremos relativos y derivada

Teoremas del Valor Medio del Calculo Diferencial
Teoremade Rolle ...
Teorema de Lagrange o del “Valor Medio” ........................
Teorema de Cauchy ..........coooiiiiiiiiiiiiiii,
Formas Indeterminadas y Regla de L’ Hopital
Aplicaciones de la derivada para el estudio de funciones
Crecimiento y decrecimiento de una funcion y derivada .........

201
201
201
204
207
208
211
212
214
218

220
220
223
226
226
227
229
232
233

240
240

241

245
246
259
267

269
269
270
271
271
272
273
275
276
280



4.4

I
4.5

4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12

Punto Critico — Definicion y ejemplos ............ccevvviiiniinni.
Punto de Inflexién — Definicion y ejemplos .......................
Teo: criterio de la ler derivada para la determinacion de
0343 1S) 10T 1
Teo: criterio de la 2da derivada para la determinacion de
5343 1S) 1T PP
Criterio de la derivada enésima para la determinacion de
0343 1S) 1T PP
Calculo de extremos absolutos

Concavidad y convexidad. Ptos. de inflexion a tangente oblicua...

Teo: criterio de la 2da derivada para la determinacion de

conCavIdad. .....ooiiiiiit

Teo: criterio de la 2da derivada para la deteccioén de puntos
INFIEXION ...
Aplicaciones a la “aproximacion” de funciones
Aproximacion del incremento de la variable dependiente

(Ay)

Diferencial de una funcion- Definicion

Interpretacion geométrica del Diferencial de una funcion
La derivada como razon de cambio

Errores - Uso del diferencial en la acotacion de errores
Aproximacion lineal

Aproximacion por polinomios: polinomios de Taylor
Formula de Taylor con Resto y

Forma de Lagrange del resto o error

4.13
4.14

5
5.1
5.2
5.3
5.4
5.5
5.6
5.7
5.8
5.9
5.10
5.11
5.12

6.1
6.2
6.3
6.3.1
6.3.2
6.4

Actividades
Problemas de Aplicacion

VeCtOres .ovvvvvrriiinnnnnnnnnnnneeeenncssscsecsscssscncnnnes
Definicion

Operaciones

Espacios Vectoriales - Bases
Componentes de un vector
Proyeccion de un vector sobre otro
Operaciones por componentes
Producto Escalar

Producto Vectorial

Producto Mixto

Actividades

Problemas

Proyecto

@10 o7 T
Curvas planas

Curvas en el espacio

La recta

Larectaenel plano ...........oooiiiiiiiiiiiiiie
Larectaen el eSpacio ........cvvviiiiiiiiiiiiii i
Actividades

290

291
292

293

295

295
300

300
300
303
304
305
307
310

314
317
328

336
337
338
342
346
349
354
356
358
362
364
372
377

380
381
391
392
392
404
408



6.4.1
6.4.2

7.1
7.1.1
7.1.2
7.1.3
7.1.4
7.2
7.3
7.4
7.5

7.5.1
7.5.2

8.1
8.2
8.2.1
8.3
8.3.1
8.4
8.4.1

SUPErfiCies ..oovvvrriiiiiiinriieiiinnicssesnnrcssennneccsnnes
El plano

Interseccion de planos .........ccoeviiiiiiiiiiii i
Interseccidn de recta y plano ..........oovvviiiiiiiiiiiiiiiii,
Interseccion de tres planos ............ooiiiiiiiiiiii i
DT 7231 0 -
Superficie Cilindrica

Superficie de Revolucion

Curvas en el espacio

Actividades

El plano y larecta en el espacio ..........c.cooeviiiiiiiiiniiia...
Apéndice D : sistema de ecuaciones ...........ccceeeennneen.
Apéndice E : sistema axiomaticos ......ccceeeviiiinnieinnnns

Funciones Vectoriales ......c.cccovvviiiiiiinnnniiiiiccnnnn.
Limite y continuidad de funciones vectoriales

Derivada de una funcion vectorial

Vector velocidad y vector aceleracion ...............ccoeeeeivinnnn..
Curvas y movimiento en el espacio

Propiedades de la derivacion ..o,
Actividades

Problemas Adicionales ...............oooiiiiiiiii i

Bibliografia .......ccoiviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie,



La docencia en la universidad publica durante mas de 40 afios, el estudio a lo largo
de todos estos afios de la problematica del alumno que ingresa, me ha permitido conocer
las necesidades tanto de aquellos que llegan temerosos y con pocos conocimientos
de matematica como de aquellos otros que lo hacen con una solida educacion y
sumamente motivados. Este libro ha sido escrito tratando de contemplar las
dificultades con que tradicionalmente tropiezan ambos grupos, aunque estas sean
de distinta indole y naturaleza.

El criterio adoptado para la seleccion, organizacion y desarrollo de los contenidos es
original y estd sustentado tanto en los distintos proyectos de investigacion en
Educacion Matematica que hace afios venimos desarrollando con el grupo de
investigadores que hoy me acompafia como, y particularmente, en un comprometido
gjercicio de la docencia. Esto ultimo permitio la “bajada al aula” de los materiales
didacticos producto o resultado de la investigacion, la corroboracion de su efectividad
o, en su defecto, su correccion hasta lograrlo. Asi, este libro es la recopilacion, revisada
y corregida una y otra vez, de los apuntes de catedra y guia de trabajos practicos
oportunamente elaborados para el dictado de las asignaturas a cargo.

El libro es esencialmente un libro de Calculo para funciones de una variable; en
particular Calculo Diferencial (Capitulos 3 y 4) y Calculo Integral (Capitulos 9 y 10).
En los primeros capitulos (1 y 2) se desarrollan los dos conceptos fundamentales del
Calculo: funciéon y limite.

El problema de hallar la funcion (f') que describe un proceso conociendo la velocidad
(f ) 6 la aceleracion (f ©7) a la que se desarrolla el mismo, es un problema frecuente
tanto en investigacion como en el ejercicio de la profesion. Mdas general aun, lo que
se conoce o puede llegar a conocer es la relacion entre £y una o mas de sus derivadas.

Es decir, lo que se conoce o puede conocer es la Ecuacion Diferencial que modeliza
el proceso en estudio. Dada entonces la importancia de estas ecuaciones en la
modelizacion de procesos o fendmenos de distintas naturaleza, estimamos conveniente
incluir un ultimo capitulo, el de Ecuaciones Diferenciales (Capitulo 11). Este permite
trabajar ampliamente todos los conceptos desarrollados previamente, mostrar la
utilidad de los mismos en la resolucion de problemas y, particularmente, mostrar que
la herramienta a usar (derivada o integral) depende de la naturaleza del problema
(de alli entonces la importancia de poder detectar el “tipo” de problema a resolver,
cuestion en la que se pone especial énfasis a lo largo de los distintos capitulos).

Se ha tratado de exponer las ideas y técnicas matematicas de la manera mas clara
posible, de relacionarlas con otras 4reas del conocimiento. Se han obviado muchas
demostraciones a los fines de brindar mayor espacio y atenciéon a la génesis,
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explicacion y empleo de los diversos conceptos que se presentan, de ilustrar
el papel que juegan en la matematica el escribir, verbalizar, investigar, conjeturar,
en definitiva, el pensar criticamente. Se abunda en ejemplos, los cuales tienen por
intencion preparar para la comprension de un concepto, brindar modelos para
la resolucion de problemas y, casi primordialmente, animar a los estudiantes a
participar activamente de su propio aprendizaje.

Convencida de la importancia de la ejercitacion en el aprendizaje de cualquier
parte de la matematica he incluido también una variada y abundante propuesta
de ejercicios al final de cada capitulo. Estos ejercicios cubren diferentes aspectos
y grados de dificultad. Entre los distintos aspectos: ejecucion directa de
operaciones, tedrico-practicos, tedricos y de aplicacion.

Este libro surge ante la necesidad de brindar un material que cubra los
requerimientos basicos del Calculo para nuestros estudiantes, aqui y ahora. Para
su elaboracion he adoptado un enfoque que podriamos sefalar como a medio
camino entre el tradicional y el reformista. Tradicional, en cuanto reconoce la
importancia de la teoria, los enunciados precisos, las demostraciones rigurosas
y el desarrollo de destrezas en el manejo de herramientas bésicas de la
Matematica. Reformista en cuanto a que el énfasis estd puesto en los conceptos
y las aplicaciones mas que en las técnicas formales. Finalmente el objetivo tltimo
es el de presentar un texto de matematica genuina, el cual permita comprender la
diferencia que hay entre familiaridad y entendimiento, entre demostracion
logica y manipulacion rutinaria, entre actitud mental critica y la crédula habitual,
entre el conocimiento cientifico y la simple opinidon o conjetura; en el que se
perciba el peso, importancia e incidencia del conocimiento vulgar en la génesis
y desarrollo del conocimiento. Contemplar este objetivo no ha sido simple, sin
dudas es mas facil (y posible) omitir cualquier referencia a estas cuestiones
que hacer un tratamiento explicito de las mismas, pero de todas manera he
aceptado el desafio en el convencimiento de que este es el camino por el que
debemos transitar en la busqueda de una mejor calidad de la ensefanza.

Marta Bonacina



1— Funciones

El Calculo es una rama de la Matematica cuyas ideas datan de la época de Arquimedes
(287-212 a.C.), cuyo origen puede establecerse en culturas tan diversas como la de
Grecia, Egipto, Babilonia, India, China y Japon y cuya consolidacion como disciplina se
produce a partir de los estudios realizados en el siglo XVII por Isaac Newton (1642-1727)
y Gottfried Leibniz (1646-1716). Muchos de los descubrimientos cientificos que han
permitido el avance de nuestra civilizacion durante los tres ultimos siglos hubieran sido
imposibles si no se hubiera conocido el Célculo.

Gran parte del Célculo implica el empleo de ntimeros reales o de variables para describir
cantidades cambiantes; pero, fundamentalmente, implica el uso de funciones a los efectos
de describir la relacion entre tales variables, proceder al analisis de problemas que las
involucran. El estudio y resolucion de estos problemas resulta fundamental en un mundo
de cambios constantes, pleno de cuerpos en movimiento y con fenémenos de flujo y reflujo;
de alli que el Calculo, como cuerpo de técnicas de computos y conceptos esenciales, siga
teniendo vigencia, siga sirviendo como el principal lenguaje cuantitativo de la ciencia y la
tecnologia.

En esta seccion nos dedicamos entonces a analizar en profundidad el concepto de funcion,
a establecer la notacion y terminologia con la que vamos a trabajar a lo largo del curso.

1.1 Definiciones y Notaciones

Definiciéon de funcién:

Dados dos conjuntos, Ay B; una funcién de A en B, es una regla o ley
que a cada elemento de A asigna un Unico elemento de B.

Elementos que Condiciones a
SIMBOLO - la caracterizan ¢ cumplir por la ley - REPRESENTACION
Para nombrar una - ¢ dosconjuntos:  asignar a - f:A->B
funcion usamos A ; B cada elementode A X — Yy
- una letra.(f,g,h...) : o oun
: Por costumbre (ysise e unaregla o ley : Unico elementodeB AR 20
: se puede) , usamos: - de asignacion O ANNX ;) oy ,)
f : ; - A B

Convencion de Nombres y Simbolos:

" f: A — B;se lee:f aplica A en B.
= al conjunto de partida ( A), lo llamamos: DOMINIO
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® al conjunto de llegada ( B), lo llamamos: CODOMINIO

® alos elementos del dominio o del codominio los llamamos: VARIABLES.
A las variables las representamos con letras minusculas: x, y, z, t, u, ....

® si y representa el valor obtenido de aplicar f a un x de A entonces, a

lo llamamos

> imagen de.x por f pars enatizar a
y funcion aplicada (f)y,
lo indicamos la variable elegida (x ).
y = f(x)

@ f (X) seusa también para dar la ley de la funcién: e f(x)=2x
indica que f actua
(@) laley de f se puede dara través de indicar “duplicando”
como se procede para obtener la imagen de x el valor de x .

por f, para un x genérico del dominio

A={a, b}; B={l, 2}

indicando la imagen de x por f para cada uno— |® ffA>B
de los elementos del dominio. Sf(a)=2
f(b) =1

Observaciones y Ejemplos

Las funciones aparecen cada vez que tenemos una cantidad que depende de otra. Asi, al
abrir una canilla para llenar un tanque, todos sabemos que el volumen de agua acumulado
depende del tiempo, lo que probablemente no todos sabemos es que alli existe, cuanto
menos, una funcion.

En general, cualquier relacion causa-efecto presupone la existencia de funcion. Mas atin,
el origen del concepto se encuentra en la necesidad de reproducir fenémenos de
dependencia entre magnitudes fisicas y/o conexiones entre hechos del mundo de lo
concreto y real.

EJEMPLO 1

Experimentalmente se observa que la variacion de longitud que presenta un resorte
cuando se le aplica una fuerza es directamente proporcional a la magnitud de la fuerza: a
mayor fuerza, mayor compresion del resorte. (dentro de los limites elasticos del resorte).

En la descripcion de este fendomeno detectamos:

- la existencia de dos magnitudes (fuerza y longitud )
- que existe una relacion de dependencia entre ellas;
“la variacion de longitud d, depende de la fuerza F”
- que la relacion de dependencia define funcion; pues :
““a cada fuerza corresponde una unica variacion de longitud “

- que, aunque no se explicite, hay dos conjuntos en juego:

* el de todos los valores numéricos posibles para F.

* el de todos los valores numéricos posibles para d

F>d

- que las mediciones hechas muestran un patrén de comportamiento el cual permite

“d y F son directamente proporcionales ”
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Notas:
1) Observar que hasta aqui y en relacion con la dependencia estudiada sélo se determina

constante de proporcionalidad del proceso. Si podemos hallar este valor tendremos una
formula para el fendmeno investigado (i.e, F=0.1d ), hecho este que permitira predecir
resultados, estudiar otras propiedades del resorte, etc; sin necesidad de hacer la
experiencia cada vez. Son estas tltimas cuestiones, la determinacidn de expresiones que

halladas, las que competen a la matematica y, por ende, las que vamos a tratar.
2) Cabe aclarar que el ejemplo tratado es una ley de la fisica conocida como ‘ley de
Hooke".

EJEMPLO 2

En una experiencia realizada en un laboratorio se registra, cada 5 minutos, la
temperatura de una solucion en la que se ha desencadenado cierta reaccion quimica.
Los respectivos registros se disponen en una tabla.

t (min. ) 0 5 10 15 20 25 30
T (°K) 314.94 |319.54 |325.85 |332.20 |338.45 |344.55 |350.90

En este caso detectamos:
v' laexistencia de dos magnitudes variables (tiempo y temperatura ) ;
v’ la existencia de una conexion o relacion entre ellas:
‘acada tiempo se asocia, a través de la tabla, un valor de temperatura’.
v' que la relacion reune todos los requisitos para ser funcidn pues:
-existe un conjunto de valores posibles parat; o sea, un conjunto de partida o

-existe una regla de correspondencia, la tabla de valores, através de la cual
“a cada tiempo (t) corresponde una #nica temperatura (t)’

@Con el tiempo el concepto de funcién evoluciona y se usa tanto para representar
relaciones de dependencia, del tipo causa-efecto, pertenecientes al mundo de lo concreto
y real como para expresar relaciones de dependencia pertenecientes al mundo de lo
abstracto o ideal.

EJEMPLO 3

Ecuacidén en
forma explicita

————
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P esta ecuacién propone también una relacion entre dos variables
abstractas; pero aqui no resulta tan claro si la misma cumple con 14

e
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o
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(o
S
o
w1
o
o
a
[72}

g

te)
=
[
=
)
o,
<)
—_—
)
w2
S
=
o
o
=
[9)
\

_____

Luego, considerando como dominio y codominio el conjunto R,
podemos concluir que esta ecuacion ‘esconde” una funcion.
En tal caso decimos que:

P Cabe preguntarnos: z-2t* =0, ; define a t como funcién de z?

Al respecto observamos que de esta ecuacion no podemos despejar t de modo que a
cada valor de z corresponda un Unico valor de t; luego, z-2t> =0 no define a t
como funcion de z.

Conclusién: que una ecuacion defina funcion depende del sentido que establezcamos
para la dependencia entre las variables; o sea, para poder decidir el caracter de la
relacion debemos establecer primero, y claramente, que variable deseamos
“despejar” en” funcion” de la otra.

En este texto, tal cuestion la resolvemos a través de enunciar el problema como sigue:
> analizar si z-2 =0 define funcion con formula z= ftt)
(0, <> analizarsi z-2 =0 define funciéon con formula ¢ = f{z))

EJEMPLO 4

En la tabla siguiente se presenta el resultado de asignar, al azar, un numero a cada digito:
[estamos ante una funcién?. Un simple analisis indica que si, ya que a_cada._digito

1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |0 T > DOMINIO
4 |2 12 16 |3 |5 |1 |1 |2 |8 T COPOMIN©

(*) En este caso observamos que aun cuando la relaciéon de dependencia no es del tipo
causa-efecto, ni se puede traducir o dar la misma a través de una férmula, estamos

casos como estos en la categoria de funcion.

@ Vemos entonces que:

» en la actualidad el concepto de funcidon es muy amplio y abarca mas casos de los que
probablemente nos imaginamos hasta ahora; que tal hecho hace de las funciones una
herramienta fundamental a los efectos de cuantificar relaciones de dependencia entre
magnitudes y convierte su conocimiento en imprescindible a la hora de confeccionar
‘modelos matematicos” de fenomenos del mundo real.

» Los procesos o fendmenos que ocurren en el mundo real no son estaticos, si algo los
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caracteriza es el movimiento, el cambio. El Célculo (rama de la matematica que se
ocupa entre otras cosas del estudio de funciones) es esencialmente dindmico, siendo
su problema central la busqueda de aproximaciones. De aqui su utilidad para
describir procesos cambiantes y la explicacion de porqué, a muchos de los que
comienzan su estudio, les resulta bastante diferente de la matematica con la que han
trabajado hasta ahora (estaticay exacta ).

» Dado el caracter de este curso, el cual tiene como objetivo final el desarrollo y
potenciacion de las capacidades requeridas para construir y/o resolver modelos
matematicos, el concepto de FUNCION se abordara desde esta perspectiva. No
obstante ello cabe aclarar que el desarrollo de las capacidades mencionadas, el logro
del conocimiento operativo, requiere del dominio de una amplia gama de técnicas y
rutinas algebraicas y analiticas de alli que una parte muy importante del curso estara
también destinada a tal efecto.

RESUMIENDQO: estamos ante una funcion cada vez que:

(I) podamos identificar dos conjuntos, uno de partida y otro de llegada.
[DOMINIO y CODOMINIO]

(II') podamos reconocer la existencia de una regla 0 ley que asigne
a todo elemento del dominio un (y solo un), elemento del codomino.

Si revisamos los ejemplos vistos hasta ahora distinguimos distintas formas de dar la ley de la
funcion . En lo que sigue profundizamos y completamos esta cuestion.

o Las distintas formas de dar la ley de la funcion.

EJEMPLO 5

f:N — R ® LEY (de asignacion): f(n)=4n (*)
n —— 4n D) | "conjunto de partida” (DOMINIO) =N
® "conjunto de llegada" (CODOMINIO) = R
fes funcion < 1] : ° ( )

(*) laley esta dada a través de la imagen de f para cada elemento del dominio.

EJEMPLO 6
Enun libro leemos: <> el perimetro p de un cuadrado de lado les; p=4.1.

@® Esta conocida férmula puede ser abordada desde dos perspectivas distintas:

v/ desde la Geometria: donde se reconoce como una ecuacion, 0 sea como expresion que

v’ desde el Calculo : donde se reconoce como una relacion_de dependencia, o sea
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Concluimos entonces que la forma de interpretar y trabajar una férmula depende del contexto en
el que se esté operando: asi, y desde la 6ptica del célculo matematico, la expresién leida en el
libro la registramos como ‘relacién entre dos variables”. Luego, y dado que a cada valor de |
positivo corresponde uno y solo un valor de p, reconocemos que esta relacion puede incluso
definir funcién.

Problema: p =4. 1, ;define funcién ? .
mlEY:  f()=4.1 (%

p=4. 1= p = f(1)con f(1)=4.1 = | = DOMINIO 2
® CODOMINIO

?

( ?) EI conjunto de partida y el de llegada no estan indicados; luego, ¢ tenemos funcion?:

La ley se ‘aplica” y “produce’ numeros positivos.

Luego, p=4.1 define funcion:

f:R" — R

" LEY:p= 4.1()
I — 5 p=4.l —>

=" DOMINIO = R*
+
f es funcion <:|ﬂ| " CODOMINIO = R

(*) la ley esta dada por una férmula (de la geometria). Este caso es similar al anterior ya
que en definitiva lo que se da es la imagen de f para cada elemento del dominio. (aunque
escrita de otra forma).

OBSERVACIONES:

@ En los ejemplos 5 y 6 hemos elegido la letra f para representar la funcién, pero
como ya dijimos podriamos haber elegido cualquier otra letra, particularmente si la
funcién no tiene ningun significado en especial como es el caso del ejemplo 5.

En el caso que la funcion tenga una interpretacion concreta resulta 1til elegir una letra
que represente aquello de lo que trata la funcion. Asi, en el caso del ejemplo 6 la
funcién ‘produce’ perimetros; luego conviene y es costumbre identificarla con la letra
‘p’. Asi, para esta funcion , resulta mas grafico escribir: p=p() con p()=4.1

@ en el ejemplo 6 vemos que existe funcion aun cuando dominio y codominio no
estén explicitados. En tal caso asumimos que estos conjuntos quedan "naturalmente
determinados” por la ley de correspondencia y les damos el nombre de dominio y
codominio natural.

____________________________________________________________________________________________________________________________

DOMINIO NATURAL (Dn): mayorcoenjunto donde la ley de asignacion tiene sentido;
puede ser aplicada.
CODOMINIO NATURAL (Cn): cualquier conjunto que contiene todas las imagenes . |

La determinacion de estos conjuntos resulta de suma importancia para el estudio de funciones. El
codominio no ofrece dificultades ya que tomando el mayor conjunto posible nos asegurarnos que
el mismo contiene a todas las imagenes. No sucede lo mismo con el dominio, en relacion a la
determinacion del mismo existen distintas cuestiones a evaluar. Estas son:
v las restricciones de orden algebraico propias de la formula o expresion matematica
que expresa la ley de correspondencia.
v’ las limitaciones debidas a las variables que intervienen , particularmente en el caso



17

que las mismas representen medidas, magnitudes fisicas, econdomicas u otras.
v las limitaciones propias de la cuestion que la funcion modeliza.

@Concluimos entonces que cada vez que detectemos una relacion de dependencia en que la
correspondencia sea univoca, estamos.ante. una..funcién; atn cuando dominio y codominio no
estén explicitamente indicados. En tal caso, y a los efectos de representar la funcion,
procederemos a elegir una letra para simbolizarla y otras dos para indicar los elementos del
dominio y del codominio respectivamente. Si la funcion ng tiene una interpretacion concreta,

elemento genérico del dominio lo indicamos con X" y del codominio con 'y’

@ Cuando hablamos de ‘relacion de dependencia” resulta natural pensar en una relacion del
tipo causa-efecto y en la mayoria de las funciones de uso cotidiano esto es realmente asi. Pero,

como ya se observo, la concepcion moderna de la palabra funcion es mucho mas amplia. Como se
desprende de la definicion, solo se pide que cada elemento del dominio tenga "asociado” un unico
del codominio, pudiendo esta asociacion estar establecida en forma arbitraria. Asi, por ejemplo,
si a cada alumno le asigno un niimero al azar, se tiene una funcién cuya ley no obedece a ninguna
relacion causa-efecto. En cambio si le asigno su nota en el parcial, jjsi que se tiene relacion
causa-efecto !!.

@ Los ejemplos analizados ponen en evidencia el hecho de que las variables no desempefian el
mismo rol, que este difiere en forma muy importante de una a otra. Asi:

variable independiente (v.i) ——> la del dominio
variable dependiente (v.d) —— la del codominio.

EJEMPLO 7: procedemos a analizar las siguientes expresiones coloquiales a los
efectos de decidir si las mismas “definen funcion” :

(1) "el volumen de una esfera de metal (I1) "el volumen de una esfera de metal
varia con el radio de la misma" varia con la temperatura de la misma"

(*) detectamos una relacion de dependencia | (*) detectamos una relacion de dependencia
en que la correspondencia es univoca en que la correspondencia es univoca

___________________ H______________________________________H_________________________
FUNCION FUNCION
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(,Coémo expresamos estas funciones en "lenguaje matematico"?

(I) "el volumen de una esfera de metal (IT') "el volumen de una esfera de metal
varia con el radio de la misma" varia con la temperatura de la misma"

|| 1ro) reconocemos variables y elegimos letras apropiadas para identificarlas:

(I) (radio)=r ; (volumen)=V (1) (temperatura)=t; (volumen)=V

|| 2do) establecemos el ‘orden” de dependencia:

(T) elvolumen depende del radio (II') el volumen depende. de la temperatura
el volumen es funcion del radio. el volumen es funcién de la temperatura
V=f(r) V=7£(t)

|| 3ro) explicitamos (de ser posible) la regla de correspondencia e indicamos Dn y Cn

(I) V=f(r)con f(r)=4l3nr3 (I1) V=f(t) con f(t)= ?
D,=R"
Cn = R+

(*) en este caso, acudiendo al auxiliode la |(*) en este caso desconocemos una formula
geometria, podemos explicitar la dependencia| que relacione las variables; luego, no podemos
detectada a través de una formula. formalizar” la dependencia Volumen- temperatura.

"""""" Ello no quita que exista funcion; mas adn, plantea
un problema: hallar la férmula.

NOTA: el objetivo ultimo de la matematica es expresar la relacion detectada entre dos
variables a través de una o mas formulas. Hasta tanto esto no se logre se admiten otras
formas de expresar la ley de la funcion; o sea, la correspondencia entre las
variables.

Asi, en el caso (II') se puede acudir auna TABLA DE VALORES.

Para construir la misma se determinan en forma  experimental los volumenes

correspondientes a distintas temperaturas y los valores obtenidos se disponen en forma
de TABLA .

t (°C) 10 15 20 25 30 35 40 45

V (cm?) 1 Vo Vs V4 Vs Ve Vi Vg

Luegoen (ID):| g | Fy. TABLA de VALORES
B DOMINIO = {10, 15, 20, 25, 30, 35, 40,45}
B CODOMINIO =R" (volamenes)

EJEMPLO 8: procedemos a analizar el siguiente comentario a los efectos de detectar
si el mismo encierra alguna “funcion”.
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Juan, que es duefio de un negocio, comenta a su vecino que dado el aumento del
costo de vida va a tener que aumentar en un 20% los precios de la mercaderia que
vende. Agrega que la tarea va a ser facil ya que en la actualidad los precios son
todos valores enteros entre 5y 15, excepto 10, ya que los articulos de $ 10 los
vendio a todos.

1ro) reconocemos variables y elegimos letras apropiadas para identificarlas

¢aumento de precios?: de un precio viejo, pv, hay que pasar a un precio nuevo, pn.

2do) establecemos el ‘orden” de dependencia:

sin dudas, "el precio nuevo depende del precio viejo".
"el precio nuevo es funcion del precio viejo".

pn = f(pv)

3ro) explicitamos la ley de correspondencia e indicamos Dny Cn

> al precio viejo (pv) sumarle el 20% del mismo <
Dn={5; 6; 7; 8 9; 11; 12; 13;14;15} ; Cn=R"

Luego, en este caso tenemos: ; . .
B LEY : “al precio viejo sumar el 20% del mismo “

B DOMINIO = {5,6,7,8,9,11,12,13, 14, 15}
B CODOMINIO = R" (precios)

Como ya dijéramos, el objetivo ultimo del trabajo es el de encontrar (de ser posible) una
formula para la ley de la funcion. O sea que el proceso anterior admite otro paso:

4to) de ser posible, buscamos una férmula para la ley de la funcién

_pn =f(pv) con f(pv)=pv+20% pv
Y

pn=pv+ 0.2 pv pn=1.2 pv .|

EJEMPLO 9

En una experiencia realizada en un laboratorio, se registra en la pantalla de un monitor,

cada 5 minutos, la temperatura (1) de una solucion en la que se ha desencadenado cierta
reaccion quimica. Se obtiene asi el grafico adjunto.
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60
58— | | - - ’ | .
- En este grafico:
(] (detectamos funcion?
40 !
' - Si,

138 . 3 . . . . pues para cada valor de “t”
S A 1 del dominio el grafico
204 proporciona

uno y sélo un valorde “T”
10
- Luego, T=f(t).
b 5 18 15 20 25 38 3t
i@ | ! l | . ! [

= LEY: EL GRAFICO
T=f(t) = DOMINIO = D, ={0, 5, 10, 15,20,25,30 }
= CODOMINIO =C, =R"

(*) El registro de datos en forma grafica resulta de suma utilidad a la horad

gistro obtenido y con la ayuda del célculo matemético podemos obtener
una formula que exprese la relaciéon temperatura-tiempo; mdas aun, segun lac
urva con la que nos propongamos aproximar los puntos (recta, pardbola,e
tc), podemos obtener distintas formulas y luego, entre ellas, seleccionarl
a que mejor aproxima. Por ejemplo, las siguientes ecuaciones resultan dea
proximar los puntos obtenidos, (I) con una recta; (II) con una parédbola

13,6 + 1.24 t

(1) Modelo lineal 2> 1
15,3 + 0.7 t + 0.018 t°

( 11') Modelo cuadratico 2> 1

T TO

(1) (IT)
68 ! ! 68

4R | ! 4 10
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(*) ¢ Qué modelo “ajusta mejor” los datos ?

(*) Se utilizdé una de las curvas de ajuste para predecir la temperatura de la solucion a
los 40". El resultado obtenido fue, 72,1°C. ;Qué modelo se us6?

EJEMPLO 10

La Fisica es la ciencia que se ocupa de mostrar que establecido un sistema de referencia,
la altura y en cada instante t de un cuerpo arrojado hacia arriba, se puede calcular segun
la siguiente ecuacién:
Yo = altura inicial
y=y, +v, t+ |at? Vv, = velocidad inicial

", ”n

a= aceleracion de la gravedad

@ Desde la 6ptica del calculo matematico esta ecuacién define funciéon ya que a
cada valor de ¢ asocia un numero y sélo uno, y (altura del cuerpo respecto al
punto de referencia en ese instante). O sea:

y=f(t) con f(t)=yo+ v, t+ | at?

Analizamos un caso particular: A

~
4

Si yo=0; vp=5 y a=-2
la ecuacion que describe el desplazamiento
de un cuerpo arrojado desde el piso, resulta:
y=5t-t y
Si sabemos que cuando el cuerpo toca el piso

nuevamente, cesa todo movimiento:
;podemos decir f(t) = 5t-t* es la funcion

que describe el desplazamiento ?

i -

@ Como vemos, nuevamente dominioy codominio no estan dados en forma explicita;
Efectivamente, para tener rigurosamente definida la funcién debemos indicar cual es el
dominio y codominio de la misma, particularmente su dominio natural; o sea, el conjunto donde
“naturalmente” tiene sentido la ley que la define.

Ante este problema, real y concreto, ademéas de analizar la existencia de restricciones de orden
algebraico (que en este caso no las hay), debemos analizar especialmente las limitaciones
debidas al caracter concreto de las variables. O sea, decidir donde la ecuacién representa a

- Un primer y rapido analisis indica que la respuesta a tal cuestion es NO.
En primera instancia porque t, por representar tiempo, debe ser positivo (t > 0 ); ademas, porque
existen valores de t que aun siendo positivos tienen imagenes negativas (t=6 2 y=-6); y esto,

- ¢Donde la representa ?. En este punto del analisis resulta conveniente volver a leer el
problema, ver si no existe algin dato que paso6 desapercibido y puede servir en este momento.
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Esto, traducido a nuestras variables, significa que a partir de ese momento, y = 0;
lo cual, aplicado a nuestro problema, significa que es a partir de alli que la ecuacion fisica no

- ¢ Cudl es finalmente el dominio natural de f?: D, f=[0,5].
- ¢Porqué? : porque el cuerpo toca el suelo nuevamente cuando t=15.

- ¢, Existird alguna funcion que describa el desplazamiento de este cuerpo, para todo t ?.
Si, tal funcion existe; lo que no existe es la posibilidad de describir dicho desplazamiento
a través de una Unica ecuacion.

Efectivamente, cuando la funciéon describe mAs de una situacion o fendmeno (en este caso,

cuerpo en movimiento y cuerpo en reposo), no podemos dar la ley de la misma a través de una
sola ecuacion o formula. Asi, cuando el cuerpo estd en movimiento, la altura del mismo respecto
del piso se expresa a través de la correspondiente formula fisica, mientras que para expresar que el
cuerpo esta en reposo debemos acudir a otra formula: y = 0. Este hecho, que la ley de la funcion

esté constituida por mas de una formula, lo indicamos de la siguiente manera:

5t-t2 ; 0<t<5

S(t) =
0 ; t>5

@ Las funciones definidas por varias leyes, como la del ejemplo, reciben el nombre de
funciones seccionalmente definidas..

RESUMEN

" DISTINTAS FORMAS DE 'INFORMAR’ UNA FUNCION.

I- ALGEBRAICAMENTE - conuna (ej. 5), dos (¢j. 10) 6 mas formulas.
II- NUMERICAMENTE - con una TABLA de VALORES (¢j.2: t=f(t))
III- GRAFICAMENTE - conuna grafica (ej.9: t=f(t))

IV- VERBALMENTE —> con una descripcion en palabras (ej.8 )

@ Obviamente existen funciones que pueden ser representadas de las cuatro maneras. En tal
caso resulta util pasar de una forma a la otra ya que cada forma de representar una funcién
destaca aspectos que las otras no hacen. Asi, combinando las distintas formas vamos a tener
mucho mas informacién sobre la funcion que con solo una de sus representaciones.

@ En general, ciertas funciones se describen en forma mas conveniente con un método que con
otro. Asi, la forma mas natural de dar el volumen de una esfera en funcién del radio es a
través de la formula , aunque también se lo pueda dar con una tabla de valores o un grafico.

@ La funciéon T = f(t) , funcion que describe la temperatura de una solucion en funcion del
tiempo, la hemos presentado de distintas maneras: como tabla de valores (ej. 2; pag 13), como
grafica (ej. 9; pag.20) y hasta como expresion algebraica (modelo lineal y modelo cuadratico,
pag. 20). En este problema, tipicamente experimental, es importante sefialar varias cosas:

- que “sin la tabla de valores” ninguna de las otras expresiones hubiera sido
posible. O sea, que es la forma esencial de dar estas funciones (experimentales).

- que es imposible dar una férmula algebraica con la cual obtener exactamente los
valores de la tabla o grafico. Qué lo que podemos obtener son formulas que
aproximan (mejor o peor) dichos valores. Asi en el ejemplo se obtienen dos
formulas, una lineal y otra cuadratica. Estas funciones, obtenidas con métodos que
veremos mas adelante, son modelos matematicos que permiten calcular. la
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temperatura de la solucion en cualquier instante 't” , mas alla de los efectivamente
registrados. Estos modelos son funciones que dan una aproximacion del hecho
real. De alli que pueda existir mas de un modelo para un mismo hecho. Uno de los
problemas fundamentales del Célculo es no solo hallar modelos matematicos sino,

- Muchas veces tales modelos no se pueden hallar. Esta cuestion también se resuelve,
ya que si bien los conceptos basicos del calculo generalmente se deducen a partir de
funciones dadas por una formula (funciones continuas), luego se los reformula de
modo tal que se los puede aplicar directamente a tablas de valores (funciones
discretas).

* DISTINTAS FORMAS DE "VISUALIZAR" UNA FUNCION :

1-  Como APLICACION: f:A->B

2-  Con "DIAGRAMAS DE VENN":

3- Con DIAGRAMAS DE CORRESPONDENCIA:

Si los conjuntos A y B son conjuntos numéricos, pueden ser representados sobre
rectas graduadas y paralelas entre si. Esta forma de representar una funcion
resulta conveniente cuando la misma se refiere a "desplazamientos"; por ejemplo,
espacio recorrido por un movil (e), en funcion del tiempo, (t).

(B) 1 >(Km) _e=f(1) s

0 e=10 | Del diagrama leemos que, :

I - a las dos horas el mévil recorri6 10 km;§

} osea, f(2)=10 !

(A) — f >(hs)
0 t=2

4- Con "GRAFICOS CARTESIANOS", como en el ejemplo 9, pag.20 .

5- Con "DIAGRAMAS DE MAQUINA"

Estos ultimos han adquirido auge ultimamente en funcién de que se los puede
asimilar a una calculadora 6 computadora.

Si una funcion estd definida por una ecuacion, el uso de tales diagramas suele ser
muy grafico y ayudar a la comprension de mas de un concepto relacionado con
funciones.

En este tipo de diagramas, la funcion se piensa como una maquina procesadora, es
decir, como una maquina que acepta X'S como insumos, los procesa seglin su
mecanismo interno (regla de la funcién), y produce f (x's) como salida. Asi, el
dominio se puede imaginar como el conjunto de todas las entradas posibles, el
codominio como el conjunto de todas las salidas posibles, la  variable
independiente x como un hueco a llenar al interior de la maquina y, la regla o
ley de la funcioén, como el proceso al que va a ser sometida esta variable cuando se
rellenen con ella los huecos disponibles.
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EJEMPLO: f (x) = x® -4x +1
S eeyiouodi e e e ~Q
Y T NI
___________________ '
TECLADO CALCULADORA VISOR

Asi, para evaluar f(-2), basta rellenar cada hueco con [-2]

ACTIVIDADES
Las cuestiones o expresiones que se proponen a continuacion  pueden o no
comprender 6 esconder una funcion. En el caso que asi fuera identificar Dn, Cn

y ley de asignacion.

1-

El otro dia muchos alumnos saltaban de alegria frente al transparente de la
catedra donde estaban publicadas las notas del parcial. Sucede que las mismas,
que en un principio eran valores enteros entre 0 y 100, se habian reconvertido
de modo que el rango de variacion ahora estaba entre 0y 10, jpero
conservando el hecho de que fueran valores enteros! La parte decimal, de
haberla, se habia redondeado al entero mas proéximo por defecto, si era menor a
0.50 y al mas proximo poOr exceso en caso contrario. jj Qué alivio para
algunos!!

En un manual leemos el siguiente ejercicio: asociar a cada nimero de los
conjuntos indicados a continuaciéon, la suma de los digitos que lo forman (si tal
suma diera un nimero de dos digitos, volver a sumar).

(2a) A={xeN/10<x<18} (2b)B={xe N/10<x<27}

Sea f: Z = N

x > y=f(x) con: 3a) f(x)= Vx ; 3b) f(x)=x+5; 3c) f(x)=x.
La familia Benvenutti tiene una pileta de 3 m. de largo por 5 de ancho y 1.50
m de altura, la cual llenan a distintas alturas segun los invitados del fin de
semana.

Cansados de estimar "a 0j0” la cantidad de cloro a echar en cada caso, deciden
pintar una regla sobre la pared interior de la pileta y buscar una expresion que
les permita calcular el volumen de agua segun el caso. Como discuten acerca
de como hacer esto, y no se ponen de acuerdo, deciden hacerlo cada uno a su
manera. Asi, el Sr. Benvenutti pinta su regla en la pared norte y escribe "su
formula” al lado de la misma: V= 15. (1.50 — x), orgulloso se da vuelta para
cargar a su Sra (que esta haciendo lo propio en la pared sur) pero,..., cuando
ve la regla y la formula que ella pint6, V =15. x, se le congela la sonrisa y,
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para zafar, dice: bueno, pero las dos estdn bien. La Sra. da media vuelta y se
retira sonriendo.

5- En un manual de matemética leemos:

- Asignar a cada digito no nulo los multiplos del mismo que estén comprendidos
entre 5 y 25 incluidos estos.

- Asignar a cada numero entero entre 5 y 25 el menor divisor del mismo distinto
de 1.

6- Un movil se desplaza a una velocidad constante de 100 Km/h durante 5 hs.
Sabiendo que, "si un mévil se mueve a velocidad uniforme entonces la distancia
recorrida (d) es directamente proporcional al tiempo transcurrido (t )", se desea
hallar una expresion para calcular la distancia recorrida por este mévil en
cada instante t.

7- Se esta inflando un globo esférico con cierto gas. Se sabe que la presion del
gas en el globo fue de 20 I/cm” cuando el mismo alcanz6 los 9 cm de radio. Se
desea hallar un expresion para calcular la presion para distintos radios
sabiendo que, a temperatura constante, presion y volumen son ‘inversamente
proporcionales’

8- Juan, a través de un aparato que detecta posicion de particulas, durante 5
minutos y cada 1/2 minuto, registra el desplazamiento de la particula que esta
estudiando. Obtiene el siguiente registro, se convence de que la particula se
esta desacelerando y se va a dormir tranquilo.

t 0 0.5 |1.0 |15 |20 |25 |3.0 [3.5 [4.0 |45 |50
X 3 4 5 6 6.5 |7 7.2 |74 |76 |7.65 |7.68

9.- La suma de numeros reales: ses funcion ?

1.2 Conjuntos Asociados a una Funcion:
Dominio, Conjunto Imagen y Grdfico de una Funcion.

1.2.1 Consideraciones acerca del dominio natural para f: A > B

En el parrafo 1, definimos funcién, los elementos que comprende este concepto, entre
ellos: Dominio (A) y Codominio (B). Definimos luego Dominio y Codominio Natural
(Dn y Cn) e indicamos que la determinacion del Dn requeria de varias consideraciones.
(observacion pag. 16). En este parrafo ampliamos este ultimo punto.
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B Decterminacion del dominio natural en funciones que tienen la misma férmula :

o 100 100 ! 100
Funcmn:(l)y—x_o‘z :(II) w‘u—o.zi (HI)P_V—o.Z
---------------------------------
Variables | v.i. > X ' v.i.>u i V.i. DV (volumen)
E v.d 2y i v.d > W ' v.d 2P (presion)
- restricciones propias de la férmula:i X # 0.2 U =0.2 i V #0.2
- restricciones debidas a la variables!  ninguna ' ninguna . V>0 ; P>0 ?
- restricciones propias del modelo: | ninguna . ninguna i V>0.2
Dominio Natural \Dn=R-{0.2} | Dn=R-{0.2} i Dn=(0.2; + )

Observaciones y Conclusiones:

v" afunciones con formulas iguales pueden corresponder dominios iguales o distintos.
v’ si las variables son abstractas, a férmulas iguales corresponden dominios iguales, no
importa las letras con que se identifique a las variables. En la determinacion del dominio
solo se deben tener en cuenta las restricciones de orden algebraico de la formula.

v’ si las variables son concretas, a formulas iguales pueden corresponder dominios
distintos. En estos casos, en la determinacion del dominio a mas de las restricciones de
orden algebraico también se debe considerar el sentido de las variables .

ven (I)y (1II)los dominios son iguales (mas alla de que se hayan usado distintas letras
para la formula, ya que en ambos casos estas representan variables abstractas).

v en (1) y (II) los dominios son distintos, y en este caso si tiene importancia que las
letras sean distintas porque el cambio tiene ahora una intencion, la de indicar que se
modifica el caracter de las variables, que de abstractas pasan a ser concretas. ( X,y son
abstractas mientras que V, P son concretas).

v'en la determinacién del dominio no influye el tipo de letra usado para representar las
variables sino, y esencialmente, el caracter de las variables que tales letras representan.

@ En los parrafos siguientes vamos a estudiar propiedades de las funciones tales como
monotonia, simetrias, inyectividad, etc, propiedades estas que luego usamos para
clasificarlas. Vamos a ver también como muchas de estas propiedades dependen en forma
muy importante del dominio de la funcién; como pueden incluso cambiar si para una
misma ley consideramos distintos dominios. A este respecto es intuitivamente aceptable
que para que dos funciones sean iguales no basta con que tengan leyes iguales, que el
domino de las mismas también debe ser considerado en la comparaciéon.  Precisamos
entonces el concepto de Igualdad de Funciones.

DEFINICION:
Igualdad " . . . Ly . .
de dos funciones son iguales si y solo si tienen la misma ley, el mismo
Funciones dominio y el mismo codominio"

Asi en los ejemplo vistos, (I)y (1II') representan funciones iguales mientras que (1)
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Ejemplo 1:

Analizar si las funciones costo (¢) y perimetro (p) indicadas a continuacion son iguales:

D c¢=c(n) con c(n)=costo de 'n” lapices de costo unitario $4.
(II) p=p(L) con p(L)= perimetro de un cuadrado de lado L.

Solucion:

A los efectos de realizar el andlisis pedido procedemos a determinar ley y dominio
natural de cada una de las funciones dadas. Como la ley estd dada en forma verbal
primero tratamos de expresarla a través de una féormula (esto facilita la comparacion) y
luego, para establecer el dominio natural, tenemos en cuanta que en ambos casos se trata
de variables concretas. Como codominio tomamos siempre los reales (R)

(I) c=c(n) con ¢(n)=4n y Dnc=N [n:cantidad de lapices ]
(IT) p=p(L) con p(Ly=4L y Dnp =1D1 [ L: longitud del lado del cuadrado ]

0

La ley es la misma pero los dominios son distintos.
Rta: las funciones costo y perimetro dadas no son iguales, ellas difieren en su dominio.

1.2.2 Consideraciones acerca del Codominio y Conjunto Imagen para f: A > B

A 1]
) B

Definimos el codominio de f, como el conjunto que contiene a todos los y tal que y = f (X)
para algin X del dominio de f. De la definicion resulta evidente que hallado un
codominio, cualquier otro conjunto que lo contenga también puede ser tomado como
codominio, ya que este también contendra a todas los y tal quey =f (x). O sea,

B codominio de f,
Bc B’ B’ también puede tomarse como codominio.

Asi, y en general, a la hora de decidir acerca del codominio de una funcién tenemos
muchos conjuntos entre los cuales optar; luego, para garantizar y simplificar la eleccion
(y de ser posible) tomamos el mayor de todos ellos.

Por ejemplo para las funciones ‘costo” y ‘perimetro” del ejemplo 1, un codominio posible
es R™ (tanto costo como perimetro se informan con niimeros positivos).

R" c R; por lo tanto R contiene todas las imagenes y puede también tomarse como
codominio. Como R es el ‘mayor’, tomamos Codominio ¢ = Codominio p =R.

@ Recordemos que atn cuando las funciones tienen la misma ley (multiplicar por 4
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lav.i.) y el mismo codominio (R), como Dnc =N y Dnp =R", entonces ¢ # p. Luego,y
segun vimos, deben tener alguna propiedad distinta. Investigamos esto.

(*) c: N> R/c=4n: un diagrama de correspondencia puede ayudarnos en este caso:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 N [LAPICES]

C [$]

Del grafico vemos que hay numeros reales que no son “costo” (imagen) de ninguna
cantidad de lapices de $4. Por ejemplo, no existe ninguna cantidad que cueste $10.
' Vemos que: “C° es un costo posible si y sdlo "¢’ es multiplo de 4.

iEsto indica que como codominio de esta funcién podemos tomar conjuntos "'masc
'hicos’ que R, como por ejemplo, R"; N 6 C = {ceR/c es multiplo de 4}
1

1 Sabemos que no cualquier numero real es 'perimetro’” (imagen) de un cuadrado de
!lado L. Por ejemplo: no existe L tal que el perimetro del cuadrado sea, ~-2.
Vemos que: “p° es un perimetro posible si y sdlo "p” es un nimero real positivo;

1
1
1
1
|
o
equivalentemente, que la funcién perimetro llega y cubre totalmente al conjunto R".
Esto nos dice que existe s6lo un codominio ‘més chico’ que Ry que este es R"; que |
]
]
1
1

' cualquier otro conjunto "“menor’ (por ej: N) no contendria todas las imagenes.

Conclusiones:
v dado que para el codominio solo pedimos que contenga todas las imagenes, a la hora
de decidir el mismo, generalmente hay varios conjuntos entre los cuales optar. En tal caso,
y si no existen restricciones, conviene tomar el ‘'mds grande” .
v’ si bien a partir del mas grande podemos ‘achicar” el codominio, hay un limite para
ello; es decir, hay un conjunto que es el ‘'menor codominio” posible. Este codominio
‘minimo” es aquél que contiene a todas las imagenes de la funcion, y solo a ellas.
v para las funciones costo y perimetro, los ‘codominios minimos” son:

- Codominio 'minimo' para ‘costo’ = {c¢/c miultiplo de 4}

- Codominio 'minimo' para ‘perimetro” = R,
o sea, son distintos . (encontramos una propiedad en la que difieren) .
v vemos asi que el ‘codominio minimo”~ de una funcién, depende de la funcion (ley y
dominio ). Es por lo tanto un valor que la caracteriza, una propiedad a estudiar.
v’ existen muchos problemas cuya resolucion requiere tomar el ‘codominio minimo’, de
alli la importancia de este conjunto en la teoria de funciones. Luego, presentamos una
definicion equivalente del mismo (la mas usual) e indicamos otros nombres con los que
ordinariamente se lo llama, estos son: conjunto imagen, rango 0 recorrido.
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DEFINICION:
) Dada f: A = B llamamos conjunto imagen al conjunto de todas las
Conjunto | | i 40enes de x por f. Lo indicamos: Im f .
Imagen Imf ={yeB/ y=f(x) para algun x € A}

Segun lo visto para las funciones ‘costo” y ‘perimetro” del ejemplo 1; tenemos:

Imc={c/c esmultiplode4 } = {4;8;12;16;........... }
Imp=R" =(0;+»0)

NOTA: en general a leyes distintas corresponden conjuntos imagen distintos; lo que
remarcamos aqui es que las imagenes pueden ser distintas ( Im ¢ # Im p) aln cuando las
funciones tengan la misma ley; que cuando decimos que dos conjuntos son distintos
estamos sefalando no solo que estos difieren en la cantidad de elementos, sino también en
cuanto a la calidad de los mismos; asi, Im C es un conjunto discreto mientras que Imp
es un conjunto continuo.

(c) (p)

B ley: n—c=4n B ley:L—p=4L
B Dominio = N << *~T® Dominio = R’
B Codominio =R JL B Codominio = R
B Imc={4;8;12;16,...} B /mp=(0;+x0)

Hc;«tp

Ejercicio:

Dada f (x)=2x-2 hallar Imf para cada uno de los dominios que se indica:
a) Di={0,1,2,3,4,5}
b) Dr=[0;5]

Solucion:
a) en este caso el dominio es discreto; luego la imagen también lo es.
Podemos dar el conjunto imagen por enumeracion:
Im f = {£(0); f(1); £(2); £(3); £(4); £(5) } = {-2:0:;2;4:6;8}

b) en este caso el dominio es continuo; luego la imagen también lo es. No podemos

que debe cumplir un nimero para pertenecer a ¢él:
Im f= {yeR/ y=2x-2 paraalgin xe[0,5]} = { yeR/ -2<y<8}=[-2; 8]
1.2.3 Grafico de una funcion.

Vimos que una forma de dar una funcion era a través de su grafica. En este parrafo
puntualizamos y ampliamos este concepto para una f definida de A en B.
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DEFINICION:
Llamamos gréfica de f al conjunto de todos los pares ordenados
grafica cuya primer componente es un elemento x del dominio y, su segunda
de f componente, la imagen de x por f; la indicamos:

graf f = {(x,y) I xeA, y=f(x) } = { (x;f (x)) /x e A}

Observacion:

Si Ay B son conjuntos de nimeros reales podemos introducir un sistema de coordenadas
en el plano y, dada la identificacion entre pares ordenados de nimeros reales y puntos del
plano, representar graficamente al conjunto graf f.

A esta representacion la seguimos llamando grafica de f.  Por uso y costumbre
convenimos en representar al primer elemento del par sobre el eje horizontal y al
segundo sobre el eje vertical; asi :

eje horizontal <> variable independiente <> dominio
eje vertical <> variable dependiente <> imagen

Ejemplo 2: a) obtener grafc para la funcion costo, ¢=4n, del ejercicio 1.
b) obtener graf p para la funcion perimetro, p =4L, del ejercicio 1.

a) graf c={(nm4n)/ ne N}= b) graf p={(L;4L)/ L e (0; +x)}
={(1;4), (28), (3;12), (4;16), ...}
L ‘p y
16 16
12 12
8 8
4 4
N / L
0 |1 ]2 [3 |4 [5 |6 0 11 12 13 (4 [5 6

Observaciones:

v' dominio e imagen de la funcibn costo son conjuntos discretos 'y,
consecuentemente, su grafico es también un conjunto discreto.

v dominio e imagen de la funcién perimetro son conjuntos continuos; luego, su
grafico resulta un "continuo" de puntos.

v’ la grafica de una funcién da idea del comportamiento global de la funcién ya que
permite visualizar la misma en forma integra, conocer su historia_de vida.

Luego, resulta un elemento muy util a los fines de estudiar propiedades y rasgos
caracteristicos de cada funcion.
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1.3 Criterios Graficos en el Analisis de Funciones

En este parrafo discutimos bajo que condiciones una curva en el plano resulta el grafico de
una funcion y, en tal caso, como se determinan Dn y Cn.

1.3.1 De como "leer" el grafico de una funcion.

Ya C

® Si P pertenece a la grafica de la funcion f
entonces si su abscisa es a,

(a,b) su ordenada es f(a).

L3
[f(a)]= b
P(a;b) e graf. f & a e Dnf y b =1(a)

f(a) (**)

® dominio <> eje horizontal = a € eje x

a X

" imagen <> eje vertical = b e ejey

Conclusion:

Para leer la imagen de "a’ desde el grafico, podemos:
» partir de "a’ y ‘subir ~ (6 bajar) hasta la grafica (si no la encontramos = Af(a)).
» al llegar a P, punto de la grafica, doblar en angulo recto y avanzar hacia el ‘eje y’,
» llegado al eje y, leer alli el valor alcanzado. Este valor es f(a).

Observacion:

Si s6lo queremos el ‘valor de f (a)” podemos obtener el mismo directamente del
grafico con solo determinar la altura de "a” hasta la grafica. (*¥)

Pero, cuidado, que si lo que queremos es graficar f(a), debemos ir hasta el ejey.

1.3.2 De como detectar si una curva plana es el grafico de una funcion

El grafico de una funcion real a variable real siempre es una curva plana.

Pero: ¢serdtoda curva plana el grafico de una funcion? .

Investigamos esta cuestion a través de analizar las curvas que se dan a continuacion.

En ellas indicamos la 6 las ordenadas ( Yy ) de los puntos sobre la curva que corresponden
a las abscisas indicadas en cada caso:

/.

EN I IR EN
—
\

b4
3
]
2
1
0

-
N

e

!
\

]
N
AN

-
| ' | \
B W N |=
-
N
w
IN
anm EEEEEEEEEEEDN
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x |-2 [-1 J0 [1 |2 x |3 ]2 ]0 [2 |3
y |2 |-1 [0 |1 |5 vi 10 |2 [3 [2 |0
V2 3 -2

\“% Al definir el concepto de funcion dijimos que los distintos elementos constituyentes de
la misma debian cumplir ‘condiciones’; entre ellas, que la ley debia asignar a cada
elemento del dominio un Gnico del codomino.

En las curvas propuestas: ;jsucede esto? ; ;a cada X corresponde un unico y ? Facilmente
observamos que en la primera curva esto es asi mientras que en la segunda no.
Concluimos entonces que la primer curva es el grafico de una funciéon mientras que la
segunda no lo es.

(Qué diferencia sustancial observamos entre ambas curvas?: que si consideramos rectas
perpendiculares al eje x, en el primer caso estas cortan a la curva en un Unico punto,
mientras que en el segundo caso esto no es siempre asi; existen tramos de la curva donde
larecta corta la curva en mas de un punto (en el ejemplo, en dos)

® Prueba de la recta vertical , el analisis hecho permite concluir que:

Una curva plana C es el grafico de una funcién de x si y sélo si
ninguna recta vertical corta a la curva en mas de un punto .

1.3.3 Determinacion de Dn f e Im f en una curva C tal que C =graf f

10
9
—
: |
7 I
6 / " Sea C =z graf f; luego:
Imagen 5 /
. / ® Dn = "proyeccién’ de C sobre eje x.
Dn = [1,5]
3
\2 C ®" Im f = ‘proyeccion’ de C sobre eje y.
Imf= [2,9]
5 |4 [3 |2 100 [1 ]2 ]3[4 5 |

Dominio

1.3.4 Propiedades de simetria y monotonia en el grafico de una funcion

Uno de los objetivos esenciales del Calculo 6 Analisis Matematico es el de detectar
propiedades o comportamientos de las funciones que permitan luego distinguirlas una de
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otras, reconocer la oportunidad de uso de cada una de ellas o descubrirlas entre la marafia
de datos de un problema Asi por ejemplo, interesard saber si una funcion presenta
simetrias, si es asintotica a algun valor, si crece o decrece, si tiene ‘cumbres” o ‘valles’.
En lo que sigue vemos como la grafica de la funcion puede ser de gran ayuda en la
determinacion de cuestiones tales como las mencionadas.

» SIMETRIAS:

(I) Sea la funcién f la funcidn cuya gréafica se indica a continuacion:

A
/ » ¢ Qué vemos?:

/ N » que la parte del grafico que corresponde

\ alos x<0 se refleja, através del ejey,
/ AN sobre la parte que corresponde a los x >0
3 // 0 3 Porej: f(-3)=1(3)=-2

\.
v

/ P N » Decimos que fes simétrica respecto del
/ " "N eje Y. (eje de simetria)

» A la funcién que es simétrica respecto
del ejey, la llamamos funcidn par .

DEFINICION
funcion Una funcién f se dice que es una funcién par si y solo si
par f(-x) =f(x); V x € Dy

(I'T) Seala funcion f la funcion cuya grafica se indica a continuacion:

l » ¢ Qué vemos?:
3 » que la parte del gréafico correspondiente
7 alos x <0 se puede obtener girando
. 180° alrededor del origen, la parte que
~ '/ corresponde a los x >0.
2 | Ot 12 > Porej: f(-2)=-3=-1(2)
yalil
» Decimos que f es simétrica respecto
; |-3 del origen.
» A la funcién que es simétrica respecto

del origen la llamamos funcién impar

DEFINICION

funcién Una funcion f se dice que es una funcion impar si y sélo si
impar f(-x) =-f(x); VxeDg
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Observaciones:

v" Una funcién podra ser par (o impar) si y sélo si su dominio es simétrico respecto del
origen, ya que en ambos casos se debe comparar f(-x) versus f(x).

v" Una funcion podra ser impar si y sélo si f(0) = 0.

v’ La propiedad de ser par o impar esta ligada a la simetria de la grafica, si la grafica de
una funcion no presenta simetria alguna, dicha funcion no es par ni impar.

= MONOTONIA:
Al observar el grafico de una funcion puede ser que el mismo se eleve desde abajo e

izquierda ( /) 6 bien, caiga desde arriba e izquierda ( N ).
En el primer caso decimos que la funcion ‘crece”, en el segundo que ‘decrece”

y A y A .\
o/ R
VX ')(
f crece f decrece
DEFINICION
funcién Decimos que f es una funcién creciente en D, siy solo si:
creciente VXxi,X2 €D, si x; <xz entonces f(xq) < f(x2)
Y YA
f(x2)4
! F(x1)=f(x2)
f(x1)
* . »X B X
X1 X2 X1 X2
funcion creciente (estricta) funcion creciente
DEFINICION
funcion Decimos que f es una funcién decreciente en D, siy solosi:
decreciente VXi,%X €D, si xy <x2 entonces f(xq) > f(x2)
4 ﬂxy
f(x1), ~
f(x2)1 f(x1)=f(x2) H \
v X - X
X1 X2 X1 X2

funcion decreciente (estricta) funcion decreciente
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Observaciones:

v si V x; <x, resulta f(x;)< f(x,) entonces decimos que la funcion es
estrictamente_creciente en D.

v si V x| <x, resulta f(x;)>f(x,) entonces decimos que la funcion es
estrictamente_decreciente en D.

v Cuando s6lo queremos indicar que la funcidn tiene un comportamiento definido en D;
o sea que en todo su dominio no cambia el sentido en que se desarrolla (siempre
crece 6 siempre decrece), decimos que la funcion es mondétona en D.

v La monotonia es una propiedad que depende del dominio.

v" Existen funciones que no son mondtonas en su dominio.

® Una reflexion sobre dominio y codominio en los diagramas de mdaquina

“®” Dn; indica los valores que la maquina acepta procesar ( insumos ¢ input)

“®” Imf; indica los valores que la maquina produce (productos 6 output )
Ejemplo 1: Sea f(x)= Jx

input<>Dn output—>Im f

& : x es admitido como input < x € Dn =R’

Nota: si consideramos la tecla F de la calculadora, observamos que la misma
procede como el diagrama anterior. Efectivamente, introducido un x € R, si x > 0
entonces la calculadora lo acepta y procesa (en el visor leemos: Jx ); pero, si x <0,
en el visor leemos - E- (error) ; o sea, tal x no es aceptado como insumo, la
calculadora no lo procesa.

De aqui la asimilacién que hacemos entre este tipo de diagrama y la calculadora.

Ejemplo 2:

(I) Sea c=c(n) con c(n) = costo de n lapices de $4 c/u. ; Dy =N.
(IT) Sea p=p(L) con p(L)= perimetro de un cuadrado de lado L.; D,,=R"

En ambos casos, el diagrama de méaquina es esencialmente el siguiente:

Copal e | s

input output

& Entonces, (ambas funciones tienen el mismo diagrama?.

Como ya vimos, costo y perimetro son funciones distintas; luego, sus diagramas también
deben serlo. Pero, ;qué los distingue?: los valores que aceptan como insumo.

Asi; ¢ procesa s0lo nimeros naturales y p solo reales positivos. Esto indica que para
evaluar un diagrama de maquina (6 funcidén) debemos ir mas alld de lo simplemente

& Asi como estos diagramas de ‘costo’ y ‘perimetro’ no son asimilables entre si,
en este caso, tampoco se los puede asimilar a una calculadora.
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¢Por que?: porque la multiplicacion es una operacion que no tiene ninguna restriccion de
orden algebraico luego, y en consecuencia, la calculadora (como maquina de multiplicar)
acepta cualquier niimero real como entrada. Es decir, la Gnica razén por la cual una
calculadora discrimina un valor a los efectos de operar con €1, es si existen restricciones
de tipo algebraico, ya que asi estda programada. Por lo tanto, cada vez que las
restricciones de una formula no sean de tipo algebraico, tendremos que el
correspondiente diagrama de maquina y la calculadora no seran objetos asimilables
entre si ya que aceptan distinto tipo de insumo.

Cuidado, esto no quiere decir que no podamos usar la calculadora con este tipo de
funcion sino que para trabajar con ella debemos extremar las precauciones, pues si no
estamos alerta, no nos avisa del error.

Esta digresion tiene por objeto sefialar la necesidad de hacer un uso “inteligente” de
los auxiliares de calculo , ya sean  calculadoras, calculadoras graficadoras o
computadoras. Estos instrumentos no pueden tomar decisiones de ‘sentido comun’. La
“decision final’, el ‘control” sigue a cargo del hombre.

1.4 Operaciones con Funciones

Dadas dos funciones, se puede operar con ellas y obtener una nueva funcion. En este
parrafo analizamos cuales son las operaciones que se pueden hacer entre funciones, como
se definen y cuales son las restricciones para que se puedan efectuar.

Ejemplo:

Sean Sg (sumar 8); M (multiplicar por 2) y S (sumar); tres funciones cuyos
diagramas indicamos a continuacion:

o+l ]
[]+s [].2 5

Ss / S8 (x)=x+ 8 M2 /M2 (x) = 2.X S (sumadora)

Disponemos estas tres ‘maquinas’ segun el arreglo que mostramos a continuacién y
analizamos que pasa cuando procesamos un cierto valor, x, en este dispositivo.

Ss Sg (x) S
[..] +8 x+8 |
Qi—l _4L(>[x+ 8]+ [2.x]
= [.].2 2.x {T S (x)
M, M2 (x)

Vemos que al pasar Sg (x) y M, (x) por S obtenemos S(x) =3.x+ 8.
Vemos también que esta ley no es la de Sg ni la de M, y concluimos en consecuencia
que, de la suma de dos funciones resulta una nueva funcion (S).

" A S lallamamos funcion suma y la indicamos: S=Sg+ M,
® Es fécil ver que si en vez de sumar Sg y M; las restamos (multiplicamos ¢ dividimos)
también obtenemos nuevas funciones, todas distintas entre si.
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En lo que sigue procedemos a investigar esta cuestion a través de realizar operaciones de
distinta naturaleza sobre un conjunto basico de funciones a las que llamamos funciones
elementales o tipo”. Esto permitira ir generando nuevas funciones cuyas propiedades y
comportamiento iremos estudiando a medida que aparezcan.

1.4.1 Operaciones algebraicas

DEFINICION:

Al operar algebraicamente con dos funciones fy g obtenemos las siguientes funciones:
" FUNCION SUMA S : S=f+g ;ley 2> S(x) =1(x) + g(x)
" FUNCION RESTA R: R=f-g ;ley > R(x)=f(x)-g(x)
" FUNCION PRODUCTO P: P=f.g ;ley > P(x)=1f(x).g(x)
" FUNCION COCIENTE C: C=flg ;ley > C(x)=1(x)/g(x)

(*) Para las tres primeras: D, = D Dy y, para el cociente, Dy = Df N [ Dg - {x / g(x)=0} ]

@® Las "operaciones algebraicas" no son las inicas operaciones posibles entre funciones.
Para ver esto consideramos nuevamente las funciones Sg y M, y analizamos cual es
el resultado de "acoplar’ una a continuacion de la otra; o sea, qué obtenemos si al
resultado de pasar x por Sg lo pasamos luego por M, .

(== [.]2

Ss Sg (x) M; M(Ss (x))
Podemos probar facilmente que "2 x+16" no es suma (ni resta, producto 6 cociente) de Sg
y M;; o sea, que no es el resultado de una operacion algebraica entre estas funciones.

Conclusion: el resultado de “acoplar” funciones, o sea, de disponerlas de tal forma que
una de ellas tenga como ‘entrada’ las “salidas” de la otra, es una ‘nueva funcion’.
Luego, ‘acoplar’ funciones es otra forma de operar con funciones. Como esta forma de
operar en muy usual se conviene en darle un nombre y un simbolo para reconocerla.

1.4.2 Composicion de Funciones.

Sean f y g dos funciones acopladas como sigue:

< - *E\ g[f(x)]“

DEFINICION:
Dadas fy g, llamamos funcién compuesta 6 composicion de
9°f. . gy f alafuncidon que indicamos gof y definimos como sigue:
composicion »  Ley (gof): gof (x) = g(f(x))
de D (gof) = D
funciones » (gof) = Dn
»  C(gof) = Cqg
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Ejemplo 1: para Sg y M, vimos que acopladas de modo que M; sigaa Sg resulta:
M;(Ss (x)) =2.x+16. Luego:
»ley (M2 08Ss): My 0Ss (x)=2.x+16.
» Dn(M; 0Sg)=R
»Cn(M;0Ss)=R

Problema: (dominio natural y codominio), facilmente apreciamos que las salidas de esta
maquina de componer son elementos del codominio de g (la ultima que se aplica). Luego,
no existe problema en que adoptemos este conjunto como codominio natural para la
composicion. Lo que no resulta tan claro es cuales son las entradas aceptables; es decir,
cual es, en general, el dominio natural de la composicion. Si, como en el caso del
ejemplo, es el de la primera funcién que se aplica.

Investigamos esta cuestion a través de considerar otros ejemplos.

Ejemplo 2: Seanf y g las funciones que se indican a continuacion:

W ¢, El dominio de la funcion compuesta gof
sera igual al dominiodef (R) ?.

- f: R > R / f(x) =x5
- g:R" O R / gx)=vx

-4 no puede entrar en g, la raiz
cuadrada no procesa nimeros negativos

Conclusion: existen nimeros que si bien son entradas vélidas para f, no lo son para gof;
o sea, el dominio natural de gof no siempre es igual al de f. Resulta claro entonces que
estar en el dominio de f no es condicion suficiente para estar en el de gof; pero cuidado,
pues Si es una condicion necesaria.

Luego para determinar el dominio natural de la funcién compuesta gof', debemos :
» hallar la ley de gof .
Dominio | » hallar el dominio natural de esta ley ( x’s para los cuales dicha
de gof ley puede ser calculada), al cual llamamos Diey
» hallar el dominio natural de la primer funcion que se aplica: Dprimera -
» finalmente: Dyor= Diey M Dprimera
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Ejemplo 3: hallar gof y fog para las funciones f y g del ejemplo 2.
Solucion:

» 9of () =9(f() = g(x-5) = vx =3 » fog(x) = f(g(x)) =f (Vx)= VX —5

» Diey= [5, +0) » Diey= [0, +0)

» Df =R » Dg = [0,+x)

» Dgot= [5 +0) "R =[5, +) » Drog= [0,+0) N[0, +0)=[0,+xo)

Observacion: gof # fog ; o sea, la composicion no es conmutativa.
Ejemplo 4:

Si Ms3(x)=3.x ; D3(x)=x/3 ; S2(x)=x+2; Ss(x)=x+8 ; Rg(x)=x-8 ; hallarla
ley de las siguientes composiciones:

a) M3 o Ss c) S8 05y e) Rs o Ss
b) S8 o M3 d) M3 o [S8 0S2] f) D3 o M3

Solucién:

a) M30Ss (x) = M3(Ss (x)) = M3 (x+ 8)=3(x+8) =3 x +24

b) SsoM3 (x) = Ss (M3(x))= Ss(3.x)= 3x+8

c) Sso0S; (x) = Ss (S2(x)) = Ss (x+2) = (x+2)+ 8§ =x +10

d) M30[Ss 0S2] (x) = M3 (Ss 0S2 (x))= M3(Ss(S2 (x))= M3(Ss (x+2)) =
=Ms ((x+2) + 8) = M3 (x +10) =3 (x+10) = 3x+30

e) RsoSs (x)= Rs(Ss(x)) = Rs (x+ 8)= (x+8)-8 =x

f) DsoMs (x)= D3(Ms3(x))= D3 (3.x) =(3.x)/3 =x

Observaciones:

1) se pueden componer mas de dos funciones ( (d) ) ya que no existe limite para el nimero de
funciones a componer. Por ejemplo, si son tres funciones ( f, gy h ), laley de

"h compuesta con g, compuesta con f" resulta: ho g o f (x) = h (g(f(x)) .
2) la composicion no es conmutativa; en general el resultado depende del orden en que se

componen las funciones. ( M3 0 Sg # Ss0 M3)
3) en (¢)y (f) observamos un fenémeno particular, que tanto R8 0S8 como D3 oM3,
aplicadas a x dan como resultado x. Que para que ello pase, la segunda funcién aplicada debe
'deshacer’ lo hecho por la primera; la segunda, ser ‘la inversa” de la primera

funcién |Alafuncion que lleva cada elemento en si mismo se le da el nombre de funcién
identidad |identidad y se la indica con el simbolo id ; o sea: id (x) =x

4) luego, RsoSs=id y DsoM;=id

Ejemplo 5: Hallar una funcion g que haga cierta las siguientes igualdades:

a)goDs=id; b) goRs=id; c¢)go[S7oM4]=id
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Solucién: observamos que g, la funcion que debemos hallar, debe ser tal que deshaga lo
hecho por la o las funciones aplicadas antes que ella. Este problema, en este caso, se
puede resolver mentalmente. En (a) por ejemplo es facil ver que lo inverso de dividir por
4 es, multiplicar por 4; luego: § =Ma4. Lo resolvemos analiticamente para justificar esto.

a) goDs4 (x) =g (D4 (x)) =g (x/4) =x & gxX)=4x [ g=Ms]

b) goR7 (x) =g (R7(x)) =0 (x-7) =x & gxX)=x+7 [ 2 g=S7 ]

c)go[S7oM4](x) =g (S7(Ma(x))=09((4x)+7)=x < g(x)=(x-7)/4
[ g = DsoR7 ]

% Corroboramos que en cada caso, la funcion g, la que permite volver al punto de partida,
es efectivamente la que invierte la operacion original. Asi; si dividimos, para volver,
debemos multiplicar; si restamos, sumar; o, si hacemos operaciones combinadas como en
(¢), realizar las operaciones inversas, en orden inverso. (si multiplicamos por 4 y luego
sumamos 7, para deshacer esto debemos restar 7 y luego dividir por 4)

(Serd esto siempre posible?; o sea, para cualquier funcion que se tenga, /serd siempre
posible encontrar otra que deshaga lo que esta hace 9, equivalentemente, que invierta la
correspondencia que ella determina?. En lo que sigue tratamos esto.

1.4.3 Funcion Inversa

En este parrafo analizamos otra operacion a la que podemos someter a las funciones:
aquella que a partir de una funciéon permite obtener otra con una propiedad muy especial:
la de invertir la correspondencia determinada por la original; o sea, una funciéon que:
conocida la imagen de un punto a través de una funcion dada, permita hallar el punto .

Ejemplo 1:

Supongamos que un quimico, a partir de introducir un soluto en un solvente se dedica a
registrar la concentracion de la solucion resultante, a intervalos de 30 minutos y durante
tres horas. Tal registro se presenta en la tabla 1. Esta claro que en tal caso el quimico esta
considerando la concentracion (C) en funcion del tiempo (t); o sea, C =1 (t) y que la
funcién f estd dada por la tabla 1.

tabla 1 Tt (min.) [0 30 [60 [90 120 [150 [180
C=1t) [C(mgn) |0 68 159 [258 [345 [409 [450

Supongamos que luego de realizado el registro, otro dia, el quimico se interesa por saber
cuanto tiempo fue necesario para alcanzar cierta concentraciéon. O sea que, dada una
concentracion, quiere determinar el tiempo requerido para alcanzarla.

Evidentemente para conocer esto (y para ciertos valores de concentracion) le basta con
“invertir” la lectura en la tabla 1. En tal caso, esta obteniendo t como funcién de C; o sea,
t = g(C) con g dada por la tabla 2. Asi, la funcion que invierte la correspondencia original
existe y estd dada por la tabla 2.

tabla 2 G (mg/l) [0 68 159 [258 |345 |409 [450
t=9 (C) [t (min.) |0 30 60 90 120 [150 [180
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Ejemplo 2:
Siendo R = {r/r rectangulo de lados b y h, con b,h € R" }, definimos:

f:R> R

r > a=f(r)con f(r)=dreader

En este caso: ;existe g, funcidon que invierta la correspondencia determinada por f ?.
Equivalentemente:

[existe g tal que a cada a positivo asigne un rectangulo en ‘R, sélo uno y de area a ?.

En este caso vemos que no existe tal funcion. ;Porqué?: porque dado a podemos
determinar infinitos rectangulos con este area y entonces: ;cudl de ellos tomamos?; ;cual
deellos asignamos a a ?. Porejemplosi a=16 tenemos :

rn<[h=1;b=16]
r2<—>[h=2;b=8 ]
a=16 rs<>[h=4;b=4 ] g(@)=¢rs?; ¢? ¢n?
s <>[h=5;b=32]
rs <> [h=m;b=16/m7]

Ejemplo 3:
Siendo R2 = {r/r rectangulo de lados by h,con h=2,b € R" }, definimos:
f:R2> R

r > a=1(r) con f(r)=4areader

En este caso: ;existe g, funcion que invierta la correspondencia determinada por f?.
Equivalentemente:

(existe g tal que a cada a positivo asigne un rectangulo de R2, s6lo uno y de area a ?.

En este caso vemos que si existe tal funcion. ;Porqué?: porque dado a hallamos un unico
rectangulo cuya area sea a y esté en R2 ; luego, podemos "volver’.

Por ejemplo si @ =16 tenemos :

rM<[h=1;b=16]
rr<>[h=2;b=8 ]eR2
a=16 rn<[h=4;b=4 ] g@)=r
r, <[h=5;b=32]
rs <>[h=m;b=16/7]

Asi, y en general, para g tenemos que:

g: R" > R2
a = r=g(a) con g(a)=rectangulo de N> cuya 4rea es a.



42

® La ley de g admite (como cualquier funcion) varias formas de ser expresada. De todas
ellas buscamos aquella que resulte la mas general posible (en el sentido de que sirva para
este ejemplo y para cualquier otro de la misma naturaleza), la que 'explicite', 'haga visible'
la propiedad fundamental que caracteriza a la funcion g: la de invertir la correspondencia
determinada por f. Asi, y bajo estas condiciones tenemos que:

lo podemos g(a) =r & f(r) =4a.

g(a) = r [rectangulo cuya area es a]
&>

escribir como

g: R"> R £
a~> r/g@=re f(r)=a. ‘
g
Los ejemplos analizados justifican la siguiente:
DEFINICION:
funcién Dada f:A-> B, si existe una funcion g:B->A que invierte la

inversa correspondencia determinada por f, a g la llamamos funcion inversa de f .

Osea: ginversade f <, pominio g = Codominio f
» Codominio g = Dominio
»lLeydeg: g(y)=x< f(Xx)=y

formula. Obviamente, si tal fuera el caso, buscamos la formula.
Ejemplo 4: M3: ;admite inversa?

M3: R 2 R g:R > R
X 2 y=3x y 2 g(y)=x © M3(x)=y
g(y)=x < 3.x=y
eW=x © x=y/3,

g(y) =y/3

Respuesta: existe g inversa de M3 (multiplicar por 3), y g= D3 (dividir por 3)

Cuestiones relativas a la funcion inversa

® Definida la funcidn inversa surge la siguiente inquietud:
[siempre existird?; ;cualquiera sea la funcion de partida?. La respuesta a estas
preguntas es NO. En el ejemplo 2 tenemos una funcién que no admite inversa.

® La existencia de funcion inversa esta sujeta a ciertas restricciones sobre f, la funcion
original. Estas restricciones estan relacionadas con las condiciones que debe cumplir una
correspondencia entre conjuntos para ser funcion.
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® Dada f: A-> B, basicamente son dos los problemas que se pueden presentar para la
existencia de g, inversade f; osea, de g: B> A talque g(y)=x< f(X)=y.

A

B

Problema 1: que existan elementos de B
(codominio f ), que no sean imagen por f
de ningun elemento de A. Si estos puntos

™ 1= f(a) existen, g (funcién que ‘vuelve’), no se

»e 2= f(b) puede definir en todo B .

En el ejemplo, el elemento 3 del conjunto B
no puede volver a A (no provino de A);
luego, no se puede definir g(3) .
Conclusion: no existe funcion inversa.

Problema 2: que existan elementos en B,
imagen por f de mas de un elemento de A.

Si estos puntos existen, g (funcién que
‘vuelve”) no se puede definir en ellos.

En el ejemplo, el elemento 2 del conjunto B
puede volver tanto a b como a c; o sea, le
corresponden dos valores en A. Luego, esta
correspondencia no puede ser funcion.
Conclusion: no existe funcion inversa.

® /Qué particularidad de f origina el Problema 1? : que Imf # Cr.
® ;Qué particularidad de f origina el Problema 2?: que distintos elementos del dominio,
tienen imdgenes iguales .

Para identificar las funciones que tienen el Problema 1 y/6 el Problema 2 definimos tres
nuevos conceptos: suryectividad ; inyectividad y biyectiivdad

DEFINICION

funcidén
suryectiva

f es suryectiva < Im f = Cs. (Imagen igual a Codominio )

- Enel Problema 1,

- En el Problema 2,

DEFINICION

f noessuryectiva: Im f= {1,2,4} = C¢= {1, 2, 3,4}

fes suryectiva: Imf={1,2,3}=Cy=1{1,2,3}

funcion
inyectiva

f es inyectiva < VabeD;; a#b = f(a)= f(b)

- Enel Problema 1,

- En el Problema 2,

f esinyectiva: f(a) # f(b); f(a) # f(c) ; f(b) = f(c)

f noesinyectiva: bzxc y f(b)=1f(c)=3
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DEFINICION

funcion
biyectiva f es biyectiva < es inyectiva y suryectiva

Conclusiones:

1) el codominio de una funcién juega un rol importante en cuanto a la existencia de
funcion inversa. El Problema 1 muestra que si C¢ # Im f entonces f no admite funcion
inversa. Dicho de otra forma, usando las nuevas definiciones:

f no suryectiva = { no admite inversa

Luego, la suryectividad es condicion necesaria (CN) para la existencia de inversa.
Por otro lado, en el Problema 2, fes suryectiva y sin embargo tampoco admite inversa. O
sea, la suryectividad no es condicion suficiente (CS) para la existencia de inversa.

2) la calidad de las imagenes de una funcion también juega un rol importante en cuanto a
la existencia de funcion inversa. El problema 2 muestra que si elementos distintos del
dominio de f tienen imégenes iguales entonces no existe funcion inversa. De otra forma:

f no inyectiva = f no admite inversa

Luego, la inyectividad es condicion necesaria (CN) para la existencia de inversa.
Por otro lado, en el Problema 1, fes inyectiva y sin embargo no admite inversa. O sea, la
inyectividad no es condicion suficiente (CS) para la existencia de inversa.

RESUMEN:

(I) no toda funcién admite inversa.
(I)  1a SURYECTIVIDAD es CN para la existencia de inversa; pero no es CS
(IIT)  1aINYECTIVIDAD es CN para la existencia de inversa; pero no es CS.

= ;Existe alguna condicion suficiente (CS) para la existencia de funcion inversa?.

Es facil verificar que si se cumplen las dos condiciones necesarias (suryectividad e
inyectividad) entonces existe funcion inversa. O sea, que la biyectividad es una condicion
necesaria y suficiente para la existencia de inversa:

f admite inversa < f es biyectiva

® La funcion inversa de f se acostumbra a indicar con el simbolo f .

En principio, y hasta tanto no se domine la nocion de funcion inversa, no vamos a usar
esta notacion ya que la misma puede confundirse con la de funcidn reciproca de f (1/f) y,
sin dudas, inversa y reciproca son funciones muy distintas una de otra.

Asi; laley de f ! inversa de fes: f'(y)=x & f(x)=y : mientras que,

laley de 1/ f, lareciprocade f, es: (%) (x)= %x))
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= Sigeslainversadef, entonces f eslainversa de g.
O sea; lainversa, de lainversadef, esf> (f ) =f

= Sea f:A2>B ; g2B2>A
X 2 y= f(x) y 2 x/gly)=x < f(x)=y Y
Entonces: g

O sea: gof(x) = x; VxeA = gof=ida

gof(x) = g(f(x)) = g(y) = x A B
fog(y) = f(g(y)) = f(x) =y

fog(y) =y ; VyeB = fog=idg

(*) La primera ecuacion dice que si partimos de x, aplicamos f y luego g (inversa de f)
entonces volvemos a x .De este modo queda claro que la inversa de f deshace lo que f
hace. La segunda ecuacion dice que f deshace lo que g hace. Por ello es que estas
ecuaciones se llaman ecuaciones de cancelacion.

® Otra condicion necesaria y suficiente para que g sea la inversa de f es que la
composicion de ambas de por resultado la identidad: gof = fog = id (cn 4 ¢ B)

®  Proceso para determinar g, funcion inversa de una funcion biyectiva {

»
»
»
»
»

»

Explicitamos claramente dominio, codominio, variables y ley de f.

Verificamos que f sea biyectiva.

Establecemos claramente dominio y codomino de g inversa de f.

Si la ley de f estd dada por una férmula, intentamos expresar g por una formula.
Para ello, a partir de la ecuaciéon y = f(x) debemos llegar a la ecuacion x = g(y);
proceso este que sera factible toda vez que podamos despejar x en términos de y.
De ser necesario, intercambiamos X cony para expresar g como funcion de x.

Ejemplo: hallar la funcién inversade f si =S50 M2

»

»

» f:R>R / y=1(x) con f(x)=S50M2 (x)=2x+5
» fesbiyectiva - fadmite funcion inversa "g"
» g:R>R
» Leyg(xdef): gy)=x & f(x) =y
gy)=x & 2x+t5=y :L
_Ey=x & x=(y-572

~—

Ley g (x formula.) g(y)=(y-5)2

Si intercambiamos x cony 2> y=g(x) con g(x)=(x-5)/2

Finalmente: g=D20RS5, es la funcion inversa de f.
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Observacion: ;despejar?, ;qué operacion es esta?

v Conocer el concepto de funcion inversa nos permite comprender que hacemos, en
esencia, cuando despejamos una incognita en una ecuacion; que, despejar x de la
ecuacion y = f (x), no es otra cosa que aplicar a ambos miembros de la ecuacion la
funciéon inversade f.

Efectivamente, si a y=f()
aplicamos ' ' (y)=f" (f(x))
obtenemos: fly)=f'of (x)
0 sea: £ (y)= id (x) =x x=f" W

v En el ejemplo, para f = S50M2 encontramos que su inversa es g = D20oR5. O sea,
corroboramos lo que ya habiamos descubierto para la composicion de funciones, que la
inversa de la compuesta es la compuesta de las inversas, en el orden inverso.

(ke myT=plo k71

A la vez, concluimos que despejar x de y = f (x) en el caso que f es una funcion
compuesta, f=k o h, no es otra cosa que aplicar, paso a paso, y en orden inverso, las
funciones inversas de cada una de las que forman la composicion.

1.4.4 OQOperaciones graficas con funciones

En los parrafos anteriores vimos distintos tipos de operaciones con funciones dadas:
operaciones algebraicas, de composicion y de busqueda de inversa. En este parrafo
vemos otra forma de generar funciones a partir de una dada: a través de operaciones
graficas (traslaciones, deformaciones, reflexiones, etc)  Asi, dada la funcion y =f(x), su
grafico C puede ser trasladado, deformado o reflejado respecto de un eje; operaciones
todas estas que en forma genérica reciben el nombre de transformaciones.

Este conjunto de acciones permite un abordaje distinto de las funciones; facilita, a partir
de entender las mismas como curvas completas asociadas a una funcion prototipo, el
estudio de los aspectos globales que las caracterizan y/o distinguen.

Efectivamente, al efectuar una transformacion sobre C obtenemos una nueva curva, C¥;
por ende, una nueva funcion, g tal que graf g=C* . La expresion analitica de esta nueva
funcion es de la forma g(x)=A.f(ax+b)+B; con f la funcion original (la prototipo) y a,
b, A, B constantes cuyo valor depende de la transformacion aplicada; constantes que en
general llamamos parametros.

Tales parametros resultan asi el nexo entre la funcion original y su transformada, entre
sus correspondientes formas analiticas y graficas. Luego, para estudiar las operaciones
graficas sobre curvas, su efecto sobre la funcion correspondiente, basta con estimar el
efecto de la variacion de parametros en la forma analitica y=A.f(ax+b)+B.

En lo que sigue, a partir de f(x)=x+1 con Df=[2,4] realizamos una serie de operaciones
graficas y establecemos las expresiones analiticas que les corresponden.
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6 N — — : g > traslacion
h - traslacion

k = contraccion

s = reflexion s/ eje y

r = reflexion s/ eje x.

i

4 3 -2 41 a9 gx)=1f(x)-4
! -4 J ! | ] ! h (x) = f (x-3)
- | | | | | k (x) = f (2.x)

-3 s(x)=f(-x)
-4 \ . | . | r (x)=-1(x)

Conclusiones:

1) las traslaciones parecen estar asociadas a la suma (6 resta) de un parametro a
la funcidon o a la variable, segun la direccién y sentido de la traslacion.
2) la contraccion resultaria como consecuencia de multiplicar la variable por un
nimero positivo mayor que 1.
3) las reflexiones parecen resultar de multiplicar por -1 la variable ¢ la funcion,
segun sea el eje respecto al cual se producen.
Estos hechos para ser enunciados como reglas deben ser demostrados:

Demostramos una de ellas el resto queda como ejercicio:
“si el graf g resulta de trasladar k unidades hacia abajo el graf f, entonces

g(x)=f(x) —k”.

Dados Q € graf g y P € graf f , ambos con la misma abscisa, entonces

la ordenada de Q es menor que lade P y la distancia entre ellos es igual a k.
- P e graff > P (x, f(x))
- Qe grafg > Q(x,8(x)/ g(x) <f(x)

d(QP)= (x— 02 +(f()-g() = |f®)-gx)| —4LPEE L 1fx) g(x) =k

g(x) < f(x) > | f(x) ~g(x)| = f(x) ~g(x)
- luego, | f(x) g =k > fF)—gx) = k> gx) = f(x)-k
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® [asiguiente TABLA resume las transformaciones fundamentales.

TRANSFORMACION DE FUNCIONES

Transformacion a realizar sobre el grafico de f

Def. de g para obtener el grafico de g.

((|ex)=1(x) +K | . subir k unidades

g(x) =f(x)-k |.... bajar k unidades

traslaciones .<

g(x)=f(x+h) |.... trasladar h unidades a izquierda

|g(x)=f(x-h) |... trasladar h unidades a derecha

(le®=cf® |.. alargar verticalmente en un factor ¢’

J g(x) =(1/¢) f(x) |.... comprimir verticalmente en un factor ‘¢’

alargamientos

g(x)= f(c.x) |.... comprimir horizontalmente en un factor ¢’

S g(x)=f((1/c) X) |.... alargar horizontalmente en un factor ¢’

reflexiones g(x) = - f(x) .... reflejar respecto del eje x

< g(x) = f(-x) .... reflejar respecto del eje y

.. reflejar respecto del eje x la parte del
graf f que esta por debajo del eje x.

g =1{Xx) |

Las constantes k,h y ¢ cumplen: k>0; h>0; c>1

e Las funciones, segun su estructura algebraica se clasifican en:

polinémicas; racionales (cociente de polinomios); algebraicas ( + ; producto; cociente
y/6 raiz de polinomios) y trascendentes (aquellas que no son algebraicas, que trascienden
los métodos del algebra, como por ejemplo: trigonométricas , exponenciales, logaritmos ).

® En los parrafos que siguen vamos a estudiar estas funciones pero siempre a partir de
aquellas que llamamos prototipos; o sea, a partir de aquellas que siendo elementales
tienen todos los rasgos que caracterizan a un determinado tipo o clase de funcion.

1.5 Funciones Reales a Variable Real

En esta seccion comenzamos el estudio de funciones cuyo dominio y codominio son
siempre conjuntos de niimeros reales.

Analizamos en profundidad la definicion, propiedades y caracteristicas esenciales de

funciones a las que llamamos prototipo; las cuales constituyen la base para el
desarrollo del CALCULO 6 ANALISIS MATEMATICO.

Tales funciones son: lineal, potencia, raiz, cuadratica (como caso particular de

polinomio), homografica, exponencial, logaritmo, trigonométricas, inversa de las
trigonométricas e hiperbdlicas.

(Como trabajamos en esta seccion?

= consideramos la memoria ( M ) como un ente real donde iremos guardando
funciones a medida que las estudiemos.
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= En el inicio reconocemos solo cuatro funciones en la memoria :
Sumar k (Sk), Restar k (Rk), Multiplicar por k (MK) y Dividir por k (Dk).

= Dada una funcion f, si estaen Mg, decimos que f es conocida (*)

=Si f noestd en Mg, decimos que f es una funciéon desconocida (*)

= operamos (*) con funcmnes de la memoria y generamos nuevas funciones; estas
seran conocidas O desconocidas.

= generada una funcion ‘desconocida’, la estudiamos y la guardamos en la
memoria. A partir del momento en que la guardamos en Mg la funcion

pasa a la categoria de conocida .

precisamos (*) conocida > estaen ME > ej: Sy (sumar4)
términos (*) desconocida = no esta en ME-> ej: logaritmo.
(*) operar > por operar con funciones entendemos :
~SUMAR FUNCIONES > [f+g] / [f+gl(x )—f(x) +g(x)
LRESTAR FUNCIONES > [f-g]/ [f-gl(x) = f (x) - g(X)

LMULTIPLICAR FUNCIONES = [f.g] / [f.gl(x) = f (x) . g(x)
_DIVIDIR FUNCIONES > [figl / [f/gl(x) = f (x) / g(X)

LCOMPONER FUNCIONES = [fog]/ [fogl(X)=f(g(x))
'BUSCAR INVERSA DEf > g/ g, f=id.

® Vemos como funciona este proceso: tomamos dos funciones de ME, S; y Se ,
operamos con ellas y clasificamos el resultado en funcion conocida 6 desconocida :

1) [Ss 0 Se](X) = S4(Se(x)) =S4 (x+6) = (x+6) +4=x+10=849 > conocida
2) [S4+Se](x) = S4(x)+Se (X)= (x+4)+(x+6) = 2x+ 10  (polinomio)=> desconocida
3) [S4. Sel(X)= Su(X) . Se (X)= (x+4).(x+6) = x> + 10x +24 (polinomio)> desconocida

x+4

(racional)=> desconocida
x+6

4) [Ss I'S61(x) = Sa(x) I Ss(x) =

® Las tres ultimas funciones no estan en Mg ; ademas, cada una de ellas presenta un
tipo distinto al de las otras; o sea, alguna caracterlstlca que la distingue del resto e indica
que no estan en la misma clase. Son por lo tanto aquellas que llamamos funciones
prototipo o funciones tipo. Empezamos a estudiarlas a partir del ejemplo (2).

ME Sk~ funcién definidaen R /
® Sk ; Rk My ; Sk(x) = x + k

D

____________ S tSe ____
] 1
- —|
|
.- +
xeR™ N\ —— . e @T* 2 x+10 H
_____________________ 4 L] '

funcion tipo: f(x)=ax + b

Obtenemos un polinomio de grado 1 (o menor) al que llamamos, funcion lineal.
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1.5.1 Funcion Lineal: fx)=ax+b; a,beR

Llamamos funcion lineal a todo polinomio de grado menor o iguala 1; f(X) =ax+Db
Los coeficientes a y b, son los pardmetros que caracterizan a esta funcion:

a= coeficiente de la v.i. ;

b = término independiente.

" D,=R; C,=R; graff= recta

= :vale la reciproca?; o sea: ;toda recta del plano es la gréfica de una funcion lineal ?.
Analizamos las siguientes rectas y las sometemos a la prueba de la recta vertical para
decidir si definen o no, funcion

y b ¥ y
S SN NSO N . ;]
B r r
A c Q x . .
X; X
M SI an SI (1) NO

Conclusion: r es el grafico de una funcidbn <> rno es paralela al eje y
Problema: si r es grafico de una funcion f, ¢ es f una funcion lineal ?

Proposicion: Toda recta no paralela al eje y es grafico de una funcion lineal.

Sean A ; B puntos fijos y P(x,y) un punto movil en la recta r del grafico (I)
Sea f tal que graff=r.

Buscamos la ley de f: del gréafico (I) vemos que los triangulos ABC y APQ son
semejantes; luego

BC| BC|PQPQ -
IBCIBCIPQFPS  y1 _ Y =>y=[ Y1 ]x+[ yl]
b

a

Conclusién: y =ax+b = y=f(x) con f(x)=ax+b =f funcion lineal

Observaciones: ABC

® Para graficar rectas recordamos que “dos puntos determinan una recta’.
® El grafico de una funcion lineal es una recta siy soélo si el dominio es R.



Dada f(x) =2 x -2, graficamos esta funcion para distintos dominios.

51

(HDs=R (II) D¢= [2;+x) {d1I) D¢= [0; 2]
X y punto X y punto X y punto
0 [-2|(0;-2>rnejey 2 | 2]|Q(22 0 (-2 |P(0;-2)
1 | 0 | (1;0)>rnejex 3 | 4 (3; 4) 2 | 2 1Q(22

graficode f = recta

grafico de f = semirrecta

grafico de f = segmento

e y y‘
y / 5 5
5 /
2 / 4 4
I I 1of 3 Q
/ 2 b 2 Pl
2 /r - 1 /
11 Y
9,12345 . 01 [2[3 [4 |5 C1 o 2 3 |4 | x
/ -1
/ 'ZP
/

= Si

f es una funcién seccionalmente definida, si las leyes que la forman son leyes
correspondientes a funciones lineales, entonces el grafico de f es una consecucion de
segmentos, puntos y/o semirrectas.

X+ 3 ; si 0<x<2 [segmento ]
f(x)= 5 ;si x=2 [ punto aislado ]
2x-2 ; si x>2 [ semirrecta |

X y punto

0 3 |(0;3) > extremo del segmento (incluido)
2 1 [ 2. 1) ~>extremo del segmento (no incluido)
2 5

(2;5)> punto aislado (incluido)
(2. 2)> origen semirrecta (no incluido)

Nota: si el dominio es un intervalo abierto en alguno de
sus extremos, el punto que corresponde a ese extremo
no pertenece al grafico de la funcién. De todas maneras
obtenemos sus coordenadas para que nos guie en el
trazado de los correspondientes segmentos o
semirrectas.

= N W & O,

= Casos especiales: son casos relativos a valores particulares de los parametros:

f(x)y=ax+b: (I) a=1y b=0 > f(x)=x; funcionidentidad > f=id

r)y a=o -> f(x) =b; funcion constante
(I) id(x)=x an f(x)=3

YA / YA

5 5

4 4

3 3

2 r 2

1/ 1
A TEEFFETIX N S G I
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® funcion valor absoluto: f(x) =| x| ; este es un caso particular de funcion
seccionalmente definida, ya que por definicion de valor absoluto tenemos :

y“
. . AN ° /
X ; si x>0 [semirrectaen R ] N 4
f(x) = N 3
-X ; si x<0 [semirrectaen R ] 2
1
SF2F1l0 1 2 B K

= Analisis de los Coeficientes en f(x)=ax+b

» (1) Estudio del termino independiente. b

» ¢coordenadas del punto Py=rMejey?
y A /'r

/ Py(x;y) > (xeDs¢ x =0
/ [y=f(x)] T y =1(0) =tJ

» luego: Py (0; b)

® » conclusion: b es la ordenada del punto de
b interseccion de la recta con el ejey.
/] » b: ordenada al origen

\4

T x

® propiedad del término independiente: indica si r pasa por el origen O.
A

y‘ y = x |+ |B
//
/bf/y = X » b=0 = r pasa por el origen
X .
vy » b-0 = r no pasa por el origen
/| /o

» (I1) Estudio del coeficiente de x : a

y A
r ra » Dadas:
r) f(x)=x > a=1
/ r;) f(x)=2x > a=2
rq
» qué varia de una recta a
/ - otra? :
0] N

® propiedad del coeficiente de x : dada f(x)=a.x +b tenemos entonces que a,
coeficiente de x, estd relacionado con la inclinacion de larecta r= graf f.

La pregunta que surge inmediatamente es COMO estan relacionados coeficiente e

inclinacion. Para investigar esto necesitamos precisar que entendemos por inclinacion.
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DEFINICION:

+ Dada unarecta r no paralela al eje x, lamamos inclinacion, al
angulo o formado por la recta y el eje x. (¥)
¢ Si r es paralela al eje x, entonces a =0

inclinacién

(*) La recta determina cuatro d&ngulos con el eje x; luego, es necesario convenir cual de
ellos reconocemos como angulo formado por la recta con el eje x; asi, este es,
“el &ngulo generado en sentido antihorario, con lado inicial enelejex y finalenr
y tal que el lado inicial esté orientado en el sentido creciente del eje x “.

y Y y

7N : N,
Y |~

® El coeficiente a es un nimero y la inclinacion un angulo luego, no pueden ser iguales
La relacion entre estos objetos matemadticos la podemos investigar del grafico de f; pero,
en tal caso debemos considerar la graduacion de los ejes coordenados; en particular, si
ambos ejes estdn o0 no graduados con la misma escala.

(1) ejes coordenados graduados con la misma escala.

y 4 Dada r, tal que r: y=ax, tenemos:
y
» P y1)er = yi=ax; = a=>1
R N Xy
Y1
» tga= J1
A .
\ Conclusién: si los ejes coordenados estan
o \ graduados con la misma escala entonces,
X4 X a=tga

Nota: es importante destacar que si los ejes no estan graduados con la misma escala,
entonces a # tg d.

A

y
r a=20
40 r) y=20x->
2o oc=45°2tg o=1
‘\
0 o | J_L
bz 3 X a=tga

(2) ejes coordenados graduados con escalas distintas: ; a ?



54

A los fines de ver como relacionar en este caso coeficiente e inclinacion procedemos a
analizar r: y=ax+b

y?t

Si sobre el eje x pasamos de Xxia Xz;

o sea, recorremos una distancia igual
a X»-x4¢; entonces sobre la recta

V7] pasamos de P, a P, y, respecto de P4,
' nos elevamos una distancia igual a
i Y2 -Y1.
Luego:
P, . g
P oclecepec@ i
\7 AX para un recorrido de X, - X,
tenemos una elevacion de y, —y;,
e ® > .
X4 X, X (*) tradicionalmente la letra A se usa para

indicar variaciones 6 incrementos; asi:
X2—Xq1 = AX

y2—y1 = Ay

® Importante: si sobre una recta no vertical fijamos Py y variamos P»; los triangulos determinados en

S L . , . A
cada caso por AX, Ay y P; P, son triangulos semejantes. Resulta asi que el cociente de los catetos é da

siempre lo mismo 6, dicho de otra manera, la razén del cambio en Yy al cambio en X permanece

constante.

Luego, esta razon ¢ cociente, al permanecer constante, proporciona otro valor que podemos
relacionar con la inclinacién de la recta ya que el mismo informa acerca de cuanto varia ‘y’ por cada

cambio unitario en ‘x’;

unidad.

equivalentemente, cuanto se “eleva’ la recta cuando‘x’ se incrementa en una

En razén de ello a este valor le damos un nombre, lo llamamos pendiente de la recta.

DEFINICION:
llamamos pendiente de la recta no vertical que pasa por
Pendiente los puntos P4(x1,y1) Y P2(x2,y2) al numero m tal
de la recta _ Ay _ ya—y1 _ [elevacion’]
Ax  x, —x,; [recorrido’]
Proposicion

Dada la funcion lineal f, el coeficiente de x es igual a la pendiente de la recta grafica de f.

Demostracion: dada f(x) =a x + b, consideramos dos puntos del graf f=r .

»Po er

=

Y2

axo+b

»Pi er = Y1 axs+b

y2-y1 = (a xp+b)—(a x1+b)

Luego, Yo -y1 = a (Xo—X;) = a= Y2~ Yi
Xz =%

Conclusion: a=m, pendiente de la recta.
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Observaciones:

1) a=m trabajemos con ejes graduados iguales ¢ distintos.

2) Cuando P; y P; estan en otra posicion relativa, el vocablo “elevacion” no es el mas
apropiado; sin embargo, lo conservamos para expresar (yz - yi).

y . Ay ya—yi _ [‘elevacion’]
Q Ax  x, —x; [recorrido’]
AN
Y2 P1 Observacion:
\\ P puesto que % = %, para el célculo de la
y1 2 2 1 1 2

pendiente no importa el “orden” de los puntos.

3) Unarecta que no es paralela a ningun eje coordenado puede ‘elevarse” desde
abajo ¢ izquierda (r;) 0, “caer’ desde arriba e izquierda (r3).

y
Luego :

A \
rq . .
® r, es estrictamente creciente
® r; es estrictamente decreciente
» ra , . N
¢,cOmMo se relaciona esto con m’?:
> " m > 0 - f estrictamente creciente (ry)
/ X

y

" m <0 - f estric. decreciente (r;) [X]

r
: " m=0 > f funcion constante (r>)

X> Proposicion f(x)=mx+h; m<0 = festrictamente decreciente

Demostracion: e .
Repasamos la definicion:

f estrictamente decreciente <
V X1 ,X2 ; X1 < X2 = f(x4) > f(xz2)

» m<0 = festrictamente decreciente >->

Vi—Y2 ~ge-eeeeeeeeeees = L

» m<0 = 7o

» luego: X1 <Xz = X1—X2 <0 v:> y1—Y¥2>0 = f(xq)-f(x2)>0 = f(xq) > f(x2)
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RESUMEN: funcion lineal

f(xX)=mx+ h = » graf f =recta (noparalelagjey )

[ordenada al origen » h=0 - larecta pasa por el origen.

h =0 - la recta no pasa por el origen

m>0 ; larecta, recorrida en el sentido
creciente de las x, se “eleva”

—|pengdient > m<0 ; la recta, recorrida en el sentido
creciente de las x, “cae” .
r== i - ------
LAy «» cambioeny | | m=0; larecta, recorrida en el sentido
! Lpor cada cambio ! creciente de las x, no se eleva ni
| unitario en X ! cae ( funcién constante).

® Estudiada la funcidn lineal, la incorporamos a la memoria y a partir de eata accion, pasa
a ser una funcion conocida y podemos operar con ella; buscar nuevas funciones.

I
M

0 Sk;Rk; Dk; Mg
0o LINEALES

\—/—— f > ¢ tiene inversa?

® Operamos en MF y buscamos la inversa de la funcion lineal.

Recordamos que para buscar inversas debemos realizar una serie de pasos, entre ellos,
determinar si la funcién es biyectiva (suryectiva e inyectiva).

Tomando como dominio natural y codominio el conjunto R, es facil verificar que el
conjunto imagen también es R, Im f=R ; o sea, que f es suryectiva.

Para demostrar que es inyectiva basta probar la siguiente proposicion que queda como
ejercicio:

Proposicion si una funcién es monotona en D entonces es inyectiva en D.

» f:R=>R I:::Blcf =R=Im f
L

» f(x)=mx+h

»  m=0; ® f monotona estricta

|
= existe g, inversadef

» g R>R _ ,
g T ¢ conocida 6 desconocida?

» g(x)=4¢....7




Ejemplo: buscamos g inversa de f(x)=2x+1

» f:R>R/ y=f(x) con f(x)=2x+1

» g:R 2R
» ley g:
gly) =x < f(x)=y (*)

g(y) =x < 2x+1=y

g(y)=x < 2x=y-1 R;
y—1 D,
Y Z <
gly)= %2y-"

gly)=x < x=
N\

» ley g: g(x)="2x-"%

o

1 / 2 i.

/ |
4 :’

f N~ !

\"/ g :

P \\ = i‘

(4 > = !

-1 P 1 7 x !
/¥ ’

2

L |

~y |
7/ o
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Observaciones: para hallar inversa,

1ro damos la ley de g, inversa de f,
"por definicion’.(*)

Luego, tratamos de hallar (si existe) una
formula parala ley de g.

Si existe, ésta se obtiene de despejar x
en la ecuacion f(x)=y.

Recordamos que despejar equivale a
aplicar las funciones inversas de las que
forman la ley original, en el orden
inverso.

Finalmente, para expresar g como
funcién de x, intercambiamos x e y en
la ecuacion obtenida parag.
Intercambiadas x e y, graficamos gen
el mismo sistema que f usando la
propiedad de que ambas graficas son

(*) Cabe preguntarnos si siempre podremos despejar x, cualquiera sea la funcion lineal de partida.
La respuesta a esta pregunta es SI, pues conocemos las funciones inversas de aquellas que
constituyen la funcion lineal ; estasson: Sk; Rx; Dk 6 M.

Como las inversas de estas funciones son del mismo tipo: Sk; Rk; Dk 6 Mg ; concluimos que:
“la inversa de una lineal es una lineal ”

(*) Concluimos también que a través del proceso de buscar inversa no generamos un nuevo tipo de

funcion, pues no salimos de las lineales. Intentamos con otra operacidn, por ejemplo, el producto

MEl

0 LINEALES i f(x) =mx :

+ f > funcién lineal en R tal que:

¢, qué resulta del producto de estas funciones ?
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Para investigar esta cuestion, damos funciones de M|, por ejemplo
h(x)=2.x; k(x)=3xy I(x)=4.x
las multiplicamos y clasificamos el resultado en conocido 6 desconocido :
1) [h.k](x) = h(x).kx)=(2x).3x)= 6.x
2) [h. k. 1] (x) = h(x).k(x).1(x) = (2.X).(3.X).(4.X) = 24.x°

Observamos que las funciones asi obtenidas son desconocidas, no estan en ME]; pero
también vemos que todas ellas tienen el mismo tipo: f(x)=a.x".

Las funciones que tienen esta formula las llamamos POTENCIAS.
Ellas constituyen un nuevo tipo de funcion; luego, las analizamos e incorporamos a M|

1.5.2 Potencia: f(x)=axn ; a€R-{0}; neN

Las propiedades que caracterizan a las POTENCIAS dependen de la paridad del exponente
n. Luego, para estudiarlas, consideramos:
Casol: n par

Caso Il : nimpar.
En ambos casos el estudio lo hacemos a través de analizar exhaustivamente el caso mas
elemental para ese tipo de funcion. Las propiedades o conclusiones extraidas para este
caso las extendemos luego al resto de las funciones de la clase.

CasoL: n par - caso elemental: n=2 > f(x) =ax’

Si f(x) =a.x® entonces D; =Ry graf f= PARABOLA (¥)

(*) En Geometria Analitica se
6 | estudian las curvas a partir de ciertas
propiedades geométricas que las
caracterizan; asi , al estudiar
aquellas en las que se distingue un
punto (foco) y una recta (directriz)
tal que:

“todos los puntos de la curva
equidistan del punto F (el foco) y
de la recta d (ladirectriz) " ;
se halla la ecuacion canodnica de este
tipo de curvas y se les da el nombre
de PARABOLAS.

Si F(0,p) y 0: y=-p entonces la
ecuacion de la parabola es:

1
-3 - 2 2
=0.125 x = —X".

® Las pardbolas son muy utiles

en las aplicaciones de la matematica al mundo fisico. Asi por ejemplo puede mostrarse
que si se dispara un proyectil y se supone que sélo actua la fuerza de la gravedad, la
trayectoria del proyectil es parabolica. Dado las propiedades de estas curvas las mismas se
usan tanto para el disefio de espejos o lentes para telescopios o microscopios como para el
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disefio de antenas satelitales, y estas son unas pocas de las multiples aplicaciones que
presentan estas curvas.

En lo que sigue estudiamos las parabolas desde la perspectiva del Analisis Matematico; es
decir observamos estas curvas como graficas de la funcion, f(x) =a X .

Desde esta perspectiva vemos que son curvas simétricas respecto del eje y; que sobre el
eje de simetria presentan un punto que se destaca respecto de los otros. Efectivamente,
observamos un punto, V, a partir del cual se desarrolla la parabola ya sea, abriéndose
hacia arriba (a>0) 6 hacia abajo (a<0).

Alpunto V lo llamamos Vértice de la parabola.

En el siguiente cuadro resumimos las propiedades de las potencias de grado 2.

f(x) = a.x?

a>0 a<o0
=7 =3
3 3
¢ PARABOLA, ramas T ¢ PARABOLA, ramas |
¢ Imf=Ro" ¢ Imf=Ro
¢ funcién par ¢ funcién par
¢ noinyectiva ¢ noinyectiva
¢ definida no negativa ¢ definida no positiva
¢ eje de simetria: ejey ¢ eje de simetria: ejey
¢+ punto destacado; vértice: ¢+ punto destacado; vértice:
V(0,0) V(0,0)

Caso IL: n impar > caso elemental: n=3 > f(x) =ax’

Si f(x) =ax’ entonces D;=R y graff=(¥)
(*) en este caso no tenemos el auxilio de la Geometria Analitica, ;cOmo procedemos?.
> acudimos a una tabla de valores

» hallamos puntos de la grafica hasta que aparece cierta configuracion.
» unimos los puntos segun lo sugiere la configuracion.

» Obtenemos la curva.
» Le damos un nombre; en este caso: PARABOLA CUBICA.
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® Realizamos este proceso con f(x)=x" (a=1)

x y=x®
-3 -27
-2.75 -20.7968
-2.5 -15.625
-2.25 -11.3906

-2 -8
-1.7 -5.35937
-1.5 -3.375
-1.25 '~1.95312

-1 -1
-8.75 -08.421875
-8.5 -0.125
-8.25 -0.815625

] ]

Observacion:

x y=x°
] ]
0.25 0.815625
8.5 0.125
8.75 0.421875
1 1
1.25 1.95312
1.5 3.375
1.75 5.35937
2 8
2.25 11.3966
2.5 15.625
2.75 20.7968
3 27

4 -3

-2

IR URIR Y 2 4

[)f =R

Imf=R

funcion impar
inyectiva

estrict. creciente

centro de
simetria: origen

Los casos elementales analizados (n =2 'y n =3) presentan las propiedades que
caracterizan a las potencias en general y seglin el exponente sea par o impar. O sea, para n
genérico, a.x" serd del tipo axt 6 ax®, segin N sea para O impar.
El coeficiente a afecta la abertura de las ramas y los cuadrantes donde estas se encuentran
mientras el exponente n afecta la rapidez con que crecen o decrecen para valores muy

grandes de x's.

RESUMEN: potencias

f(x)=a.x"

a<0

v

n par n impar
(tipo paréabola) (tipo parabola clibica)
A : Z A .
Ej: y=3.x Ej: y=2.x
a>0
A 4
Ej: y= -2.x Ej: y= -x’

v
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M
¢ LINEALES

+ POTENCIAS

inversa de f: ;existe?, ;es ‘conocida’?

1.5.3 Funciones Inversas de las Potencias: Raices

Las propiedades de las potencias dependen de la paridad del exponente “n”; luego, las de
sus inversas, si existen, también dependen de dicha paridad.

Caso Il : n impar

» f:R>R I!::%-cf=R=Imf
» f(x) =ax"
» nimpar; :‘:y‘>- f monétona estricta

» g:R2>R = existe g ,inversadef
» g(x)=¢? | He conocida 6 desconocida ?

Ejemplo:
Buscamos g inversa de f(x) = x’, segin el proceso ya explicitado para la funcion lineal.

» f: R >R/ y=f(x) con f(x)=x?

» g¢ R 2R

» ley g:
gly)=x < f(x)=y
gy) =x < x3=y®?
gly)=x <& x=

1
'Recordamos que:

1

Eo existe una formula para g si y sélo si podemos despejar x en la ecuacion f(x)=y.

‘e despejar equivale a aplicar la inversa de la o las funciones que constituyen f.

¢ Luego, para la funcion potencia, ; podemos despejar x ?:

E No, pues la funcion que necesitamos para realizar este proceso (la inversa de f) es,
'justamente, la funcion que estamos buscando,  hasta esta instancia, una funcién
idesconocida. (no tenemos en M una funcién que deshaga lo que hace x° )
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Conclusion

Comprobamos entonces que no existe una formula para g y, consecuentemente, que

hemos encontrado un nuevo tipo de funcion.

Ideamos un nombre y un simbolo para indicar este tipo de funcion;

las llamamos, raices y simbolizamos, g= " (raiz enésima).

Analizamos sus propiedades y la incorporamos a Mg].

¢+ RAiZ CUBICA = i/;

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 8

* Dominio ¥+ =R
" Imagen I« =R
" |ey 3\/;, por definicién:
Iy=xo X =y

® Para graficar en un sistema x-y

cambiamos el nombre de las
variables

X2y
y 2> Xx

%/7)(=y o yP=x

" Obtenemos la grafica de g por

reflexiéon de la grafica de f respecto
ay=x.
funcion impar

estrictamente creciente
centro de simetria: origen

.
-2.5 ¢ inyectiva
¢
3 h .
Casol: n par
» f:R>R R=Imf

» f(x)=a.x"

» n par;

—

F i

= f simétrica respecto del

origen

E—[? +f no inyectiva i

= no existe inversa de f

mantenemos la ley de f y restringimos dominio y codominio de modo que la

nueva funcion resulte biyectiva entonces, la funcion restringida, admite inversa.

(Como debemos restringir?:

- f suryectiva = basta tomar el codominio igual a la imagen;

tenemos dos formas de restringir el dominio de modo que la
., . . .o + -

funcidn sea inyectiva : podemos tomar como dominio los Rp™ 6 Rop".

- f inyectiva >
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y:

x2; D=R; C=R

suryectiva

C=Im x’

X

+
y:)(2 ; D= Ro ; C=R0

+

F:

Ley G (inversa de F), por definicién:

la llamamos,

Ry* — R,"/y=F(x) con F(x) = x*

G(y)=x < F(x)=y
F'(y)=x < x®=y A xe R;*

raiz cuadrada

la simbolizamos: \/;

Raiz

Jy=x & x’=y AxeRs

cuadrada =

4.5

4 .y:xz

3.5 .

o
a

i .
-

85 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
-8.5

H: Ry — Ry*/ y=F(x) con F(x) = x?

H: R0__) R0+ 0 :

Ley K (inversa de H), por deﬁnicio'n:é
K(y)=x << H(x)=y
K(y)=x <> x?=y A xe Ry

la llamamos, menos raiz cuadrada

la simbolizamos: - \/;

-\/;:x < x®=y A Xe Ry

® para graficar la funcion x? y su inversa,
raiz cuadrada, en un mismo sistema x-y
cambiamos el nombre de las variables

XDy

y 2X

'\/§=y oy2=xryeRy”

®  obtenemos la grafica de \/; por reflexion
de la grafica de F respecto de la recta y=x.

Raiz cuadrada :

® no es par, ni impar

® inyectiva

® estrictamente creciente
® simetrias: no tiene

® signo: definido no negativo.
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RESUMEN: raiz enésima

g(x)= I{/; n par n impar
A
(*) npar D=R; Im=R
Dg =Ry
Im g= Ro" -

raiz positiva: 4\/ X

(*) n par 1 >

Dg = R0+

Img=R, >

raiz negativa: - 4\/; Ejemplo: 5\'/;
I [
B | f > potencia/

M

¢ LINEALES | |\ | | Ve !

¢ POTENCIALES |

+ RAICES ¢ suma de potencias?, ¢,conocida o desconocida ?
p(x)=a, X" +an X"+ . +a; x+a,
La suma de una o mas potencias da por resultado la funcién que conocemos con el nombre
de polinomio. En este punto no tenemos todavia los conocimientos matematicos

necesarios para analizar polinomios en general, pero si para hacerlo en un caso en
particular: polinomio de 2do grado 6 funcién cuadratica.

1.5.4 Funcion Cuadratica: C(x)=a x> +bx+ec ,a;b;ceR;a=0.

Un método ttil para estudiar una funcion es aquél que consiste en explorar la existencia de
este vinculo existe, a partir de ello deducimos luego grafica y propiedades basicas
de la funcion desconocida.
Dada g, funcion desconocida: ;cémo procedemos para aplicar este método ?:

Iro) Seleccionamos una funcién prototipo f, conocida y conveniente al caso en
estudio.(*)

2do) Exploramos si la funcion g estda vinculada a f a través de alguna operacion
grafica; o sea, si g(x)=A.f(ax+Db)+ B, para algin valor de los parametros a.b, A
y B. (*%)

3ro) Si tal es el caso, esto indica que g es el resultado de aplicar a f una o mas
transformaciones (traslacion, alargamiento, reflexion, etc.), las que como sabemos no
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modifican en forma esencial la grafica ni las propiedades de f. Luego, g pertenece a
la clase de funciones determinada por f.
(*) ¢, Qué funcion tipo 6 prototipo elegimos como punto de partida ?

La funcién tipo de partida resulta muchas veces sugerida por la misma funcion a
investigar; asi normalmente tomamos f como el caso mas elemental posible relativo
a la funcion incégnita g.

(**) (Como organizamos la exploracion ?,  partimos del caso general o de casos
particulares ?

Aqui conviene organizar la exploracion a partir de casos particulares, lo mas
sencillo posibles.

Acorde a este método procedemos al estudio de C(x)=a xX*+bx+c.

1ro) C es un polinomio de grado dos; luego, y a los fines de comenzar el estudio comparativo,
buscamos el polinomio mas elemental posible entre todos ellos y lo tomamos como

funcién prototipo: C(x) = a X’ +bx+e¢ o oo f(x) = X ( prototipe

Asi, tomamos f(x)=x2 como funcion tipo la cual, ademas de ser el caso més elemental
posible para un polinomio de grado dos, es una funcioén conocida (potencia).

2do -3ro) consideramos casos particulares de funciones cuadraticas y, a partir de ellos,
obtenemos la conclusion para el caso general.

Ejemplo 1:  p(x) = x* + 1

p(x) = X2 +1 L= b op(x)+1 (%)

(*) Sumo 1 a la funcién f ; luego:
graf p= graf f subido 1 unidad.
graf p = “parabola” subida 1 unidad

* eje simetria: ejey
* vértice: V* (0,1)
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Ejemplo 2: q(x) =x2—2x + 1

L NOTA 1: en este caso la relacion entre q y f no es evidente.
» Trabajamos algebraicamente la funcién q hasta descubrir su
; relacion con f; para ello, factoreamos.
q(x) = (x-1)?
° NOTA 2: escrita de esta forma, vemos que q es una
_i composicion de funciones; ; de qué funciones?
\
R f

q(x)=foR1(x)
Conclusion: q(x)= f(x-1) (¥)

(*) resto 1 a la v.i.; luego:

graf q= graff trasladado 1 unidad a
derecha

graf q = “parabola’ trasladada1 u. a
derecha

*eje de simetria: x =1
xvértice: V*(1,0)

Ejemplo 3: C(x)=x* —2x + 3 0—»5 NOTA : trabajamos algebraicamente la funcién C .
5 ! En este caso: completamos cuadrados.
Cx)=[x—-2x+11]-1+3
C(x)=(x-1)*+2 7

,_________
X
v
X
1
-
i
v
X
1
-
e
v
\Z
X
-_—
e
+
N

C(x) ='S, o foR 1 (x)

Conclusion: C(x)=f(x-1) +2 (*)

(*) resto1ala v.i.; sumo 2 a la funcion

resultado.

graf C = graff trasladado: 1% y 2¢

graf C = "parabola’ trasladada: 1% y 2 d
* eje de simetria: x =1
* vértice: V**(1,2)
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CONCLUSIONES:

® Los ejemplos vistos permiten suponer que cualquiera sea la forma de la funcién
resultado de trasladar a otra region del plano la pardbola correspondiente a una potencia
dada, que el vértice resulta de "completar cuadrados” en la funcidn original.
® Si trabajamos algebraicamente la expresion general, C(x)= ax” +bx+ ¢, demostramos
como resultado del trabajo algebraico obtenemos que la vinculacion entre Cy f se da
través de una expresion de la forma: C(x) =a. f(x + h) + k, y esto (s/ TABLA pag. 48),
indica que la cuadratica C se puede interpretar como el resultado de operaciones graficas
realizadas sobre la potencia f(x) = ax”, donde:

- h, indicael corrimiento en sentido horizontal.

-k, indicael corrimiento en sentido vertical.

- a, indica la abertura de las ramas de la parabola y hacia adonde apuntan.

C(x) = ax’+ bx +¢ conple tando cuadrados  C(x) = a (x-h)* + k

‘ graf C = parabola lh| unidades < ¢ & ‘
|
k| unidades d 6 @

® Elementos geométricos que caracterizan la parabola:
- ejedesimetria: x=h

- vértice : V*(h, k) " a>0-> U, parabola ¢

- abertura de las ramas -> signo del coeficiente a > .
" a<0-> M, parabola P

® Grafica ‘por corrimientos” de una funcion cuadratica, C(x) = ax’+ bx +c.

1°) reconocemos el tipo de funcién, su grafica - cuadratica, parabola , ramas.

2°) elegimos la funcién prototipo > f(x) =a x*

3°) completamos cuadrado para obtener el nuevo vértice: C(x) = a (x—h)> + k

4°) trasladamos al punto V*(h,k) la parabola correspondiente a f(x)=a x>. (Para
un mejor grafico podemos calcular otros puntos ademas del vértice).
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Ejemplo4: C(x)=2x* -4x-6

1°)C(x)= 2x%— 4x-6 |
1
:' a=2>0 > ramas 9

2°) f(x)=2x" (prototipo) " b#0; c#0 > pardbola trasladada’.

3% C(x)=2x* —4x-6=2[*-2x-3]= 2[(x* —2x+ 1)- 1-3]= 2(x-17 -8
C(x)= f(x-1)-8

'y v -
- 2 s
4°) graf C = graf f trasladado a V*(1; - 8). 1 . r
ks A
Para graficar con mayor precision calculamos x1 x2
otros puntos de la grafica, pero no puntos p— \‘&jj 3 p!
cualesquiera sino aquellos que sobresalen (*):
los correspondientes a la interseccién de la -t
parabola con cada uno de los ejes x-y . —2
PTOS SOBRES.| X y=C(x) | P(x; C(x)) -3
P, (0;C(0)| 0 -6 (0;-6) —
(-1;0) -
Px (x;0) [x/Cx=0| O [ (3;0) J 6
V*(h; k) 1 -8 (1;-8) K
-8
u
eje simetria: x =1 -9

(*) en la parabola distinguimos cuatro puntos “sobresalientes”: V, Py, Py, P, ;0 sea, vértice e
interseccion con los ejes coordenados respectivamente. También distinguimos una recta que

“sobresale”: el eje de simetria; luego, una vez reconocida la funcion y la orientacion de las ramas,
podemos graficar la parabola con sélo determinar estos elementos sobresalientes”. Tenemos asi

otro método para graficar una cuadratica.

" Procesos para graficar funciones (en general) .

Método 1: por corrimientos.
1°) reconocer la clase a la que pertenece la funcidn en estudio.
2°) elegir una funcién prototipo dentro de esta clase.
3°) trabajar algebraicamente la funcion dada hasta poner en evidencia la relacion entre
ella y la prototipo; o sea, hasta detectar las operaciones gréaficas que permiten "pasar’
de la prototipo a la dada.
4°) operar sobre la funcién prototipo acorde a lo detectado en(3°).

Método 2: por elementos sobresalientes.
1°) reconocer el tipo de funcion y sus elementos sobresalientes.
2°) calcular y graficar los elementos sobresalientes.
3°) unir con un trazo continuo los puntos sobresalientes obtenidos en el 2° paso,
teniendo en cuenta la identificacion hecha en el ler. paso y los otros elementos
sobresalientes (si existen)
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Ejemplo 5: C(x) =2 x* —8 x + 6. Graficamos C, por elementos sobresalientes

1°) reconocemos tipo de curva y elementos sobresalientes

® cuadratica > pardbola

" a=2 > ramasA ; b=0;¢c=0 > trasladada

" Puntos de interseccion con los ejes = parabola M eje y; parabola N eje x
()

" eje de simetria > X =h  (¥%)

(*) pardbola M eje x =Px(x,0) = buscamos los x’s tal que C(x)=0.

—b+A
2a

Pregunta: el valor de A, ;qué informacién da acerca de la interseccion buscada ?

Cx=0 < ax’*+bxtc=0 < xi,= con A =b? —4ac

(**) Xgey=h > ;h?

El eje de simetria es paralelo al eje y; luego, toda recta perpendicular al eje y corta a la
parabola en dos, uno o ningin punto. Si la corta, los puntos de corte equidistan del eje
de simetria.

Ental caso, el x@e) €S el punto medioentre X; y Xz.

Conclusion 1: h = X1itX2

X;+X, _ —D -b

Conclusion 2:  para todo A, — luego, vale también, h =—
2a 2a

***) (V2. V(x,y) vértice de la parabola = V esta sobre el eje de simetria = Xy =h
= X +X2

Conclusion: Xy 5

yv = C(xv )

2°) calculamos los puntos sobresalientes

PTOS SOBRES. X y=C(x) [P(x;C(x))

Py (0;y) 0 C(0)=6 [(0;6)
Px1 ( x4,0) X1 =1 C(1)=0 (1;0)

Px2 (X2,0) | xz= C(3)=0 ((3;0)
Vixe sy [x=18 W=C2) |[(2;-2) p e
2 -1
-2
3°) graficamos la parabola. v Fs

OBSERVACION: para obtener los puntos de interseccion de la curva con el eje x tenemos que
resolver una ecuacion. Asi, en este caso, la cantidad de puntos de interseccion depende del
numero y tipo de raices de una ecuaciéon de 2do grado.

-bx+A
ax? +bx+c=0 < X1,2=b2—‘/_ con A =b% —4dac
a
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Analizamos algunos ejemplos a los efectos de concluir de qué depende la interseccion buscada:

C(x)=2x2-8x+6 (e.5)

p(x) = C(x) +2

q(x) = C(x) + 4

v l12

Uz -2)

v
\v 12
11

\
\ /
\

\/

S ® 2
—

- N W s A

12
i1

i@

vu(2.2)>

= ON W s g

o

-1 bad

-2
=3

2
-

5 : |

-3 I

C(x)=2x"—8x+6
A=(-82-426=16
X1=1; X=3

p(x)= 2X -8x+8
A=(8°-428=0
X1=Xp=2

A0=2x —8x+10
A=(-8°-4210=-16
X1 Y Xz Nros complejos

A>0 = M :dos puntos

A=0 = M :unpunto

A <0 = M : noexiste

Conclusioén: la interseccion de la parabola con el eje x depende del signo de A , discriminante
de la resolvente de la ecuacion de 2do grado.

RESUMEN:

a<o0

A>0

\
—

>

I

o
(_

> C(x) > 0; vx.

/,\ V C(x) <0; vx.

A<O0

C(x) >0; vx.

> | C(x)< 0; vx.
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_:—'

M
¢ LINEALES y CUADRATICAS
¢ POTENCIALES —

RAICES

v ,
¢ operamos en ME] > OPERACIONES GRAFICAS

El proceso hecho con la funcion cuadratica se puede hacer con cualquier otra funcion. Es decir, a través de
‘operaciones graficas” podemos relacionar una funcién ‘desconocida” con una de la Memoria y, a partir de
alli, establecer la ‘clase” ala que pertenece la funcion ‘desconocida’.

Ejemplo 6: p(x) - (X-2)3+ 3 . funcion de referencia en Mg . f (x) —y3

oEeraciones t—ixrestar 2 ala vi. > 2F,

i*sumar 3 a f >3, i

— >« graf p = graf f trasladado 2% y 3¢

D, =R

Co=Imp=R
p > estrictamente creciente
p = biyectiva
p > tiene una raiz real en x*

|| p > admite inversa ‘g’.

Ejemplo 7: hallar g inversa de p(x) = (x-2)3+ 3.

:R> R/ y=p(x) con = (x-2)3+3
> P y=p(x) P(x)= (x-2) RECORDAR: para hallar inversa:

» gR=>R ¢ Damosla ley de g inversa de p, "por
» leyg: definicion” (*).
ay)=x < px)=y (%) ¢ Tratamos de hallar (si existe) una
formula parala ley deg.
aly)=x & (x2)+3=y

¢ Siexiste una formula para g ésta se

gy)=x & (x-2)*=y-3 Ra

gly)=x & (x2)=3y-3 £’

gly)=x &< x=3/y-3+2 S2

Y
gly) =3 y-3+2

obtiene de despejar x en p(x)=Yy;
y, despejar = aplicar inversas.

¢ En este caso, las inversas de las

funciones que componen ‘p° son
conocidas ; luego, podemos hallar una
formula para g
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/

MEl

¢ LINEALES y CUADRATICAS
¢+ POTENCIALES

+ RAICES [ O PO

________________

f = lineal

¢ operamos - 4 cociente de polinomios? - funcién racional (desconocida)

En este punto no tenemos todavia conocimientos suficientes para analizar funciones racionales en general
Si podemos hacerlo para un caso particular: el cociente de dos lineales.

ax+b o opciones { c=0; d=#0; h(x)= E.X+B—>Iineal
=g > d” d
CX+ Lc #0—— funcioén racional — homogréafia

Observamos asi que el cociente de dos lineales puede dar otra lineal (c=0) o una racional propiamente dicha
(c#0). Estaultima es una funcidon que no tenemos en la memoria; luego, es una funcioén desconocida y,
por ende, tenemos que estudiarla.

1.5.5 Funcion Homografica: h(x) = % ; a,b,c,deR ; ¢#0
cX +

Seglin lo establecido en la pag. 64 para conocer la funcion homografica procedemos a
explorar a través de operaciones graficas la relacion entre dicha funciéon y una funcién
prototipo f conveniente al efecto. Vimos también que f generalmente es el caso mas
elemental posible para la funcidn en cuestion; en este caso, el cociente entre una constante
y la identidad.

ax+b a=0;b=l;c=1;d=0

f(x) = 1 (= reciproca)

h p—tl
) cx +d X

v

La funcion reciproca no estd en ME]; o sea, estambién una funcion desconocida.
Luego, comenzamos por estudiar esta funcion.

Caso elemental: f(x) _1
X

® Dominio de f: al estudiar una funcién desconocida lo primero que debemos determinar
es su dominio. En este caso f es el cociente de dos funciones; luego, el dominio resulta
de la interseccion de los dominios de las funciones que forman el cociente, menos los
puntos en que se anula la funcién del denominador. Asi, Df=P- {0}.
® Grafica de f: en este caso para obtener la grafica de la funcidon no tenemos otra opcion
que acudir al proceso mas elemental que disponemos al efecto; o sea, a la tabla de valores.
Asi:
-calculamos y completamos una tabla de valores hasta que aparece cierta
configuracion

-unimos los puntos segin lo sugiere la configuracion y obtenemos la curva.
-le damos un nombre a la curva; en este caso: HIPERBOLA.
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Nota: cuando para graficar debemos acudir a una tabla de valores resulta util detectar
propiedades de la funcion, pues muchas veces las mismas proporcionan datos utiles

para la construccion de la tabla.

En este caso por ejemplo la funcion es impar; luego, su grafica debe ser simétrica respecto

del origen.

Esto implica que podemos construir la tabla s6lo para x > 0, graficar la curva
correspondiente a los puntos asi obtenidos y luego, por simetria, completar la grafica

para los x<0.
Procedemos a graficar f acorde a esta ultima observacion.

Nota: observamos que la hipérbola tiene una propiedad que hasta
ahora no se habia presentado en las otras curvas estudiadas:

““sus ramas se acercan tanto como quiera a los ejes coordenados,
sin cortarlos nunca”.

Los ejes coordenados son asintotas de la curva.

| v HIPERBOLA
X y =~
X
a.2 5
a.25 4
8.3 3.33 3
A.35 2_85
a.4 2.5 2
a.45 2.22
1
@.5
a.5
a.vs 1.3 : 3
i i
1. a.8
- B.66
- a.sv?
2 @.5
2. a.44
R .4 * Df=R'{0}
- 836 . Imf.=R.-{O}
¢ funcion impar
3 8.33 ¢ inyectiva
¢ centrode

simetria: origen O

¢ lacurva presenta:
ii ASINTOTAS !!

an: y=0 (ejex)

ay: x=0 (ejey)
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DEFINICION

Una recta r se dice que es una asintota de una curva C si dado un
punto P sobre C, la distancia entre Py P’ (proyeccion de P sobre r),
se hace cada vez mas chica a medida que P se mueve sobre la curva

en algun sentido; es decir, d(P,P’)> 0 cuando P se desplaza sobre
C.

asintota
de una curva

¢ Larecta res una asintota
para la curva C.

¢ Enelcasode la
homografica las asintotas

son
e rectas horizontales (y = k)
0
> X rectas verticales (x=h).

Estudiada la funcién reciproca, f(x) = 1/x , hipérbola con ramas en ler y 3er cuadrante,
nos apoyamos en esta funcion a los efectos de concluir para las funciones homograficas
en general.

Asi, en lo que sigue exploramos a través de operaciones graficas y distintos ejemplos la
relacion entre homograficas cualesquiera y la funcidn reciproca f.

% Kk
x0T h(x)=;

Ejemplol: a=d=0 > h(x)= bX

C
En este caso, h(x)=k. f(x); luego y segun la tabla de transformacion de funciones

de la pag. 48 la grafica de h serd una hipérbola alargada, comprimida o reflejada
respecto del eje x segun sea el valor y signo de la constante k.

v Iy /vll
E\‘ f’/ ;il

1 /[&

k=1
ga -1 1 2 3 4 5 B R
=1
k-1
-2
h--v

I
[

4
k-8

.’
_6 ? !
\\ “\ L"’ li rJ
141 ]

k > 0 > HIPERBOLAS k <0 > HIPERBOLAS
ramas: IC y IIIC ramas: IIC y IVC

!
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Ei 02 hix) = 2.x +1
jemplo 2. (X) R NOTA: en este caso la relaciéon entre h y f no es
! » evidente. Luego, trabajamos algebraicamente Ila
I funcion h hasta descubrirla; paraello, dividimos .
1 =
h(x)£2 + = —T®=/X S hi)=f(x)+2
X

Ejemplo 3:

(*) Sumo 2 a la funcion f; luego:

graf h=graf f, 2.
graf h = "hipérbola” subida 2 unidades
* Dh = R — {0}
*ay: x=0 (ejey )
*an: y=2 (ejex,29)
* 07(0,2) = centro de simetria

(**) Para graficar la hipérbola trasladada basta con
trasladar las asintotas y el centro de simetria, tomar
estos elementos como sistema coordenado auxiliar x’-y’,
y graficar alli la hipérbola tipo correspondiente a f .

Ve 1
NOTA: en este caso la relacién entre h y fno es
evidente. Si se observa facilmente que h es una

1
composicion de funciones > ;de qué funciones? !

R3 f
X |—><:|| [...]-3||::>I—> (x-3) |—>|—> %_3

h(x)=foR3(x) y
Conclusion: h(x)= f(x-3)
(*) resto 3 a la v.i.; luego: Pl y1/(x-3)
grafh= graff ; 3 & o 0
graf h = “hipérbola’ trasladada 3 & et !3 ah:x
* Dh=R - {3}
*ay: x=3 (ejey,3F )
* ap: y=0 (ejex) :
* 07(3,0 ) > centro de simetria .
tav:y
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____________________________________________

1 1
Ejemplo 4: h(X) - u ! NOTA : trabajamos algebraicamente la funcién h. !
) I x—3 : En este caso acudimos al: algoritmo de la divisién.!
1 :l (x-2) =c(x-3) +r _con c = cociente; r = resto. :
h(x)= 1+ SRS T T S S S e ‘
X — D e PP

h(x) = S; o foR3(x)
Conclusion: h(x)=f(x-3) +1

(*) resto 3 ala v.i.; sumo 1 alafuncién

resultado.

graf h= graff trasladado: 3% y 1 d
graf h = "hipérbola’ trasladada: 3% y 1 d
* Dh=R - {3}
* ay: x=3 (ejey, 3F )
*ap: y=1 (ejex,19)

Observaciones:
Los ejemplos vistos van poniendo en evidencia algunos hechos :

® [a asintota horizontal es la recta y=k, donde k indica lo que que trasladamos la
hipérbola en forma vertical. (¢ 6 F)

® La asintota vertical es la recta x=h, donde h indica lo que que trasladamos la hipérbola
en forma horizontal (¥ 6 =)

® La asintota vertical pasa por el punto que excluimos del dominio de la funcién. (este

hecho proporciona un método muy simple para determinar donde se halla esta asintota, el
de buscar el punto donde se anula el denominador) .

(® Lo observado hasta ahora nos animaria a conjeturar que el grafico de una homografica
es siempre una hipérbola. Ahora bien, ;nos animamos a dar por valida esta conjetura sin
mas ?, ;alcanzan los ejemplos vistos para concluir acerca de la verdad de tal supuesto?.
Un buen matematico sabe que no, que no hay ninguna cantidad de ejemplos que alcance
para demostrar la validez de una conjetura, que las demostraciones matematicas se basan
en el método deductivo; sabe también que basta un contracjemplo para demostrar que un
supuesto es falso.

Entonces.., {como procedemos para concluir en este caso?

Tenemos distintos caminos para asegurarnos de la validez de los resultados obtenidos,
uno de ellos, trabajar en forma genérica. En lo que sigue, optamos por este método.



Ejemplo 5: h(x) = ax +b
7] cx+d PSS TTTTTTSssssoooooooooooosoosooooooooo-
; > Trabajamos algebraicamente la funcién h
r ' acudiendo al: algoritmo de la division.
h(x) = k+ cx+d L(ax+b)=k (c.x+d)+r_con_k=cociente; r=resto

® La expresion obtenida indica que la graf h es una hipérbola < r#0 ;o0 sea,
si el resto de dividir numerador por denominador no es cero.

® (r=07?. Investigamos en que caso se da esta situacion y concluimos que:

r=0 < a=kc ; b=kd o ﬂ_g 6 ad-b.c=0.

(Qué sucede en tal caso?, vemos un ejemplo:
2x—6 a b

h(x) =25 [2=2
(x) x-3" lc d

];Dh —R-{3}

_ 2(x-3)
hx) ===z 2
x*3

Luego, comparando h con la funciéon g tal que, g(x)=2 V x € R, tenemos:

77

Vx#3 =2 hx)=gkx) Y
x=3 2> h(@3) #g3) pues h(3): 2

Conclusion: h coincide con una funcion constante
excepto enun punto. E

Luego, su gréfica coincide con la de la recta y =2 0 3,
excepto en un punto, por ello decimos que la

misma es una 'recta perforada’ (o agujereada).

RESUMEN: homogridfica

ax+b
cx+d
" Dy=R-{-dc}

" hx)-= ; C#O0

graf h 2 depende de la existencia o no de proporcionalidad entre los coeficientes.

(1) a =% = graf h = recta perforada
c

P
d

(1I)

<HE]

= graf h = hipérbola trasladada (*)

(*)en este caso la hipérbola es el resultado de operaciones graficas efectuadas sobre f(X) = a/x ; asi y segln la

TABLA de la pag. 48, h resulta vinculada a f a través de la siguiente expresion h(x) = a. f(x +d/c) +k,

donde:
- d/c, indicael corrimiento en sentido horizontal.
-k, indicael corrimiento en sentido vertical.
- a(=r/c), indica la abertura de las ramas de la hipérbola y el cuadrante donde estan.
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h(X) _ a.x +b dividiendo N h(X) - k +

I cx+d

graf h = hipérbola

(*) Elementos geométricos que caracterizan la hipérbola:

S
cx+d

x+d/c

I

corrimiento: ¥ ¢ &,

corrimiento : @ 0 @

* asintota vertical 2> a,: x =-dlc (F 06 ®).
* asintota horizontal = ap: y =Kk (d 6 ¢)

* centro de simetria > O’ (-d/c, k)

* ramas > |w 350 > Iy HIC

"a<0 > IyIVC

Ejemplo 6: h(x) = X ‘j ; D= R-{4}
.

1°) reconocemos el tipo de funcién ->

e c=0 > homografica;

3/1# (-5)/ (-4) = HIPERBOLA

b0y d=0 -

trasladada

nuevo sistema 2> ejex=a, ; ejey =ay

2°) efectuamos el cociente:

h(x) = 3.x =5 dividiendo

! x—4

‘ graf h = hipérbola

N
7

3°) elegimos la funcidn tipo de referencia :
4 0(4:;3); a,: x=4; ap:y=3
5°) trasladamos f(x)=7/x al sistema x’-y” formado por las asintotas y O’.

( para graficar con mayor precision buscamos otros puntos sobresalientes tales como
la interseccion de la curva con cada uno de los ejes coordenados = Px y Py)

PTOS.SOBRES.| X y=hx) | P(x;y)

P, ( 0; h(0)) (] 5/4 (0; 5/4)
Px (x;0) [x/h(x)=0 0 (5/3; 0)

o(F;d)| 4 3 |@4;:3)

(*) elementos sobresalientes de la hipérbola:
tres puntos :
- Py, P, ,interseccion con los ejes .
- O, centro de simetria.
dos rectas: las asintotas.

h(x) =3 +

b e

7
—4

f(x)=7/x > ramas [ y lIIC

y

18

ssaccssnssans

Py

y={3x-5)/(x-4)

sssssssssssnnss sy

sesens

L LR

sssssssnnse sssssssnnne

10 “ah: y=3

ssses

S 6 7 8 9 10

-i.-.-...-a-..da-vv-

L LT
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Estos elementos permiten ubicar facilmente la hipérbola una vez reconocida (paso 1°); o sea,
permiten que para graficar la curva usemos el otro método, el del grafico por “‘elementos
sobresalientes™ .

Ejemplo 7:  h(x) = 6-;‘:2 : Dy=R-{2)

2

Graficamos h, por elementos sobresalientes:

1°) reconocemos el tipo de funcién y sus elementos sobresalientes

e c=0 > homogrifica;

e 6/2= (-8)/ (-4) - hipérbola

ebx0y d=0 - trasladada -

e nuevo sistema > ejey=a, > x=2 (x)
ejex ' =a, 2> y= Kk (x)
O (h;k)>0(2; k)

() Como ya observaramos la asintota vertical pasa por el punto que no pertenece al

dominio de h .
(=% ) Para poder graficar la hipérbola por elementos sobresalientes se hace necesario

hallar una forma de detectar directamente de la ley el punto por donde pasa la asintota
horizontal ; o sea, una forma de reconocer k sin tener que realizar la division.

e Con este objeto recordamos y analizamos la definicion de asintota.
AY

C\\‘ » La rectay=k es asintota de C si y solo

P(x, h(x)) sid(P; P) > 0 a medida que x se hace
d{ H cada vez mads grande. O sea;si para X muy
y=k b 10— ___ ogrande
P’(x, k)
x>>> X

e Luego; para detectar la asintota horizontal, o sea el valor de k, basta con identificar el
numero al cual se aproxima h(x) para valores de x muy grandes.

e ;/Es posible identificar tal nimero? Si, si trabajamos algebraicamente la funciéon y la
escribimos de otra forma podemos entonces reconocer este valor.

x ‘grande’
b =0
at H
. X
h(x) = ax+b + m.a.m. por.x h(x) = ~ 2
cx+d d c
et H
X ~0

x ‘grande’
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Conclusion :  para x’s muy grandes, h(x) ~ 2 ; luego este es el valor buscado.
C

Por lo tanto kZ% y la asintota horizontal es, yZ% ; 0 sea, anse obtiene de hacer

el cociente entre los coeficientes de la variable independiente.

2°) calculamos los elementos sobresaliente 8
? :
_ 6x—-8 :
de h(x) = P 6 :
5 :
PTOS SOBRES. | X y=hx | P(x;y) 4
coctereteselBotecafonetocetecatecntenc]
Py, (0; h(0)) 0 2 (0;2) |[T T :
Py :
P, (x;0) 4/3 0 (4/3; 0) j\ 3
P>
. . . B -2 -1 14 32 4 5 6 ?
o(F;d)| 2 3 (2;3) 4 43
PRI
ejey’=a, > x=2 -3
ejex'=a, > y=3 —4 $ =

3°) graficamos la hipérbola con esos datos

| e

ME i h > homogrifica / !

) ! c20

¢ LINEALES y CUADRATICAS L h(x) = x:g c#0 :

1 cxX :

¢ POTENCIALES [ttt ettt
+ RAICES \_/_’

+ HOMOGRAFICAS B

Operamos: ; existe inversa de homogréfica?, ¢si?, ¢ conocida 6 desconocida?

® Scaf(x)=1/xcon f:R-{0} > R—{0} entonces f es biyectiva y existe g, inversa de f.
leyg: fog=id = fogx)=x =fEx)=x = 1/gx)=x = gx)=1/x = g=f

(*) En este ejemplo vemos otra forma de hallar la funcion inversa: trabajar con la propiedad de
que la composicion de una funcion y su inversa es la “identidad’

(*) Comprobamos ademas que la inversa de la reciproca es : jj la reciproca !!.

(*) Si observamos la grafica de la reciproca vemos que esta, ademas de ser simétrica respecto
del origen también lo es respecto de la recta y=x. Esto ya era un indicio de que la funcién
y su inversa debian coincidir.
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® h(xx)= g.x—g; h: R-{1} = R-{3}; biyectiva = 3 g=inversade h
X —
g(y)=x & h®) =y (leypor def)
Dg =R-3} 6x -2
) ) =y (dividimos)
Im g= R-{1} X
> 4
leyg: g(y)=x > (x? 3+ -y (R3)
2x -2
=y -3 (reciproca)
En este caso conocemos las§ 2x -2
inversas de cada una de las 2x -2 1
funciones que definen "h’, lueg0§ 4 B y -3 (M4)
podemos despejar 'x” de h(x) =y;:
obtener una férmula para g.

4
2X-2 = —— D2
X 3 (D2)

2
1-—=— (st
X v 3 (Sp

Conclusion: g(y) = 2 3 +1 - homografica = jconocida!!

Si deseamos graficarla en el mismo sistema que h, intercambiamos el nombre de las
variables y aplicamos cualquiera de los métodos vistos para graficar homograficas:

2
Xx—3

X2y y =
y2> X

+1 - hipérbola desplazada (3= y 1)

M SNUFS Tancién potencial ||
+ LINEALES y CUADRATICAS f(x)= X" ; neN > [potencia
¢ POTENCIALES | | || o
+ RAICES

| —

¢+ HOMOGRAFICAS POTENCIA: @ P = exponente | acR; beR
\/  base

La funcion potencia tiene la base variable y el exponente fijo (ej: x° ); ahora nos
preguntamos, ;qué sucede si consideramos la base fija y el exponente variable,
[obtenemos una funcion?. Si asi fuera: ;conocida o desconocida? En lo que sigue
analizamos: f(x)=a".

e DadoxeR; x o2 _a* Luego la correspondecia puede definir funcion.
® a", ; existe paratodo x, cualquiera sea la base ? .
e Vemos dos ejemplos: 4% y (4)*
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X # (-4)*

0 47=1 (4P=1

1 41" =4 (-4)' = -

2 42=16 (-4)2=16

3 43=64 (-43=-64

- o Car=-7 () (- a2 V-4

-2 42 =1/16 (-4)2=1/16

72 412 =4 = 2 V=4 no tiene solucion en R (¥) Jod =4 J=1=2i
Vs 41V2=1, (4)"2no tiene solucion en R (*)
xeR 4*e R* (-4)puede o no ser un nro real (-4)"/2 €C, nros. complejos

CONCLUSION: f(x)=a" es funcion real a variable real < a>0

OBSERVACION 1:si a>0 entonces a*>0 VxeR= Imf=R"

OBSERVACION 2: para x's crecientes; f (x) =4 crece.

OBSERVACION 3: como cualquiera sea la base,Im f= R+y f es monotona,
entonces No puede ser una funcion tipo potencia.  Luego, estamos ante una funcion
desconocida; por lo que le damos un nombre, funcién exponencial, la estudiamos y
luego la incorporamos a M.

OBSERVACION 4: en la pagina 48 clasificamos a las funciones en dos grandes grupos:
algebraicas y trascendentes. Alli dijimos que la exponencial es una funcion trascendente.
En esta instancia cabe preguntarnos porqué es trascendente y no algebraica si, segin
vemos de la tabla para calcular potencias tenemos que hacer productos y/6 raices. Para
contestar esta pregunta repasamos el significado de a*:

® x=n; nentero positivo, entonces: a" = A.Qecccceeenees a

n factores

" Nros. RACIONALES
® x=-n; nentero positivo, entonces: a™™ =1/a"

® Xx= p/q1 Pyq enteros Yy q>0, entonces: a plq = W

® x = nro. irracional, por ejemplo: 7T, V2; entonces, ¢coémo calculamos a™ a‘ﬁ?



83

Nota: para trabajar en Calculo es necesario tener definida la exponencial para todo niimero real, racional 6

. . . . ’, . , X . re .
irracional. Si trabajamos s6lo con racionales, la grafica de a~ resulta una curva creciente infinitamente
perforada” (infinitos puntos no tendrian imgen). ;Coémo definimos la exponencial para los irracionales?

V2

Consideremos el caso de a

acudimos

aproximacion.

lista de desigualdades:

1 <J2 <2
14 <J2 <15
141 <J2 < 142
1414 <J2 < 1415

4 <4V2 <16

6.96440< 4 V2 <8

7.06162 < 4 2 <7.16020

7.10089 < 4 \/;< 7.11074

7.10286 < 4 2 <7.10384

El valor que asignemos a aV? debe ser tal
que ‘rellene” el hueco que se observa en la
grafica para x = V2. Para realizar esta tarea
a un nuevo proceso:

el de

Para ello tenemos en cuenta que la expresion
decimal infinita V2= 1.414214.... indica que

V2 es el nimero real que satisface la siguiente

& los valores que

acotan v/2 son
racionales; por lo
tanto, para ellos,
la exponencial
estd definida

Si a=4; 42
satisface las
siguientes
desigualdades,
obtenidas de
calcular 4* para
el listado
anterior.

CONCLUSION : definimos 4¥2 como el nimero que satisface la lista de desigualdades que resulta de

aplicar 4* a la lista de desigualdades que satisface V2. Este ntimero existe y es irracional.

Los nimeros de la ultima lista proporcionan aproximaciones de 42,

42 £7.10286 (con tres decimales exactos) ; 42 £7.10299 (con cinco decimales exactos).

Finalmente, para todo x, nimero irracional, a* se define en forma similar al ejemplo v,

de este modo, la funcidon exponencial queda definida para todo nimero real .

1.5.6 Funcion Exponencial:

f(x)=a" ; con a>0, a=1,

Df =R

NOTA1l: 1¥=1,V xeP. Luego, para a=1; f(x)=1 V xeP (ffuncién lineal,

ya conocida), por ello excluimos el caso de la base igual a 1.

NOTA2: a*eP VxeP < a>0, porellopedimos base positiva y no nula.

NOTA3: si a>0 entonces V xeP, a* >0

NOTA 4: el comportamiento tendencial de la funcion depende de la base; asi,

-si O<a<l;
- si a>1;

X; <x, = a*'>a*? . Luego, f es decreciente.
X1 <x, = a*!'<a*?. Luego, f es creciente.
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a* (0<a<1)

1% (a=1)

a* (a>1)

&y

Imf=R*

estric. decreciente

signo definido positivo
asintota horizontal: eje x.

Imf={1}
constante
sg definido positivo

Imf=R*

estric. creciente

sg definido positivo
asintota horizontal: eje x

Incorporamos la funcién exponencial a nuestra memoria.

MEl

¢ LINEALES y CUADRATICAS
¢+ POTENCIALES

+ RAICES

+ HOMOGRAFICAS

| ecns

1 | - funcién exponencial /

fix=a”; a>0;a=1; Df;=R

| ——

;inversa?
/ f biyectiva
e f:R>R* U
x> y=a" .
existe g,
e a>0; azx1 ]
inversa de f

1.5.7 Inversa de Exponencial

» f:R->R*/ y=f(x) con f(x)=a"

» g: R*2>R, ginversade f.
» ley g (por definiciéon)
g(y)=x & fx)=y

g(y)=x & a'=y §?

gy)=x & x=..

______________

! conocidas.

1

! .
! r .

' través de funciones i
! ]
! i

______________




85

Comprobamos entonces que no existe una férmula para g vy, consecuentemente, que

hemos encontrado un nuevo tipo de funcién. Ideamos
indicar este tipo de funcion; la llamamos: LOGARITMO.

CONCLUSION:

un nombre y un simbolo para

e g esunanueva funcion [ M. o
e NOMBRE: logaritmo en base a o

o

SIMBOLO: log , [e]

Dom. log , [¢] =R"
Im log , [¢]=R
ley: log.y=x < a*=y

Restricciones: a>0 ; a=#1

logaXx ( O<a<1) a=1 logax (a>1)
I';O A 8 .-
'I ? .-ax
Ca [
aX 5
4
Q% —_—— == : y
. .}_/ log & x
o - OX'“.--z-x_:zzdss:ne
"2
. L3
| -4
=6 | -5
X : 0<x<1 1 x>1 X crece no existe X iO<x<1 1 x>1 X crece
[y T y>0 0 y<0 "y decrece || inversa [y T'y<0 0 y>0 'y crece |
1 1

e Dloga, [] =R*
® Imlog,[¢]=R

e estrictamente decreciente
e asintota vertical: eje y

e definida positiva en (0,1)
e definida negativa en (1,)
® 10g,1=0; logza=1

R e e e Tl Tt L]

[N

Dloga. [] = R*
Imlog, [¢] =R

estrictamente creciente
asintota vertical: eje y

definida negativa en (0,1)
definida positiva en (1, «)
loga1=0; logaza=1

| BASE FUNCION INVERSA NOMBRE
Casos ' a=10 f (x) =10 g(x) = log x log decimal
particulares:i a=e f(x)=e" g(x) =Inx log natural
; formula de
cambio de base:
2.5 ln X
I
2 log 5 x = 1ogp X
15 log X Iogb a
' : e In x
) : : > 1 =
8.5 V/ § 0gx In 10
-1 2 e3 4 5 6 ? 8 9 18 11 12 logx =0,434 .1In x
» Inx = log x
.5 log e
2 3 In x = 2,302 log x
2.5
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—

ME
¢ LINEALES y CUADRATICAS
¢+ POTENCIALE

g -> funcién logaritmo /

+

+ RAICES g(x)=logax; a>0;a=#1, Dg=R
+ HOMOGRAFICAS
+ EXPONENCIALES
+ LOGARITMOS
¢ sinversa?
e o:R* >R
X 2 y=loggx
e a>0; a=1 g biyectiva = existe inversade g

Observacion: por definicion de logaritmo: Inx=y < e'=x .

Resulta claro entonces que la funcion que “deshace” lo que hace el logaritmo (o sea su
“inversa”) es, la exponencial. Esto vale en general; o sea que si g es la inversa de f,
entonces f es la inversa de g.

Recordando que la composicion de una funcidn y su inversa da como resultado la funcion
identidad, tenemos asi dos importantes resultados:

» In(e')=x; VxeR

elnx

» =x 3 Vx>0

1.5.8 Funciones Trigonométricas

En el Apéndice C comentamos algo acerca del origen de las funciones trigonométricas, de
su relacion historica con las ‘razones trigonométricas’. Asi mismo damos alli las
definiciones que finalmente y a través de un largo proceso (en el que varia la nocién de
angulo) se establecen para estas funciones (aquellas en las que el dominio de aplicaciéon no
se encunetra restringido a angulos agudos sino que comprende cualquier tipo de angulo,
ya sea, agudo, obtuso, de mas de una vuelta, positivo o negativo).

DEFINICION

funciones Dado un angulo o enposicion estandary P(x,y) un punto cualquiera del
trigonométricas| | 12do final del angulo, si la distancia de P al origen la indicamos con r
(radio vector), definimos las funciones trigonométricas basicas como sigue

Y a
> sen o= Y
r
X
» cos a=
r
» tga = Y
X >
X O X
En particular, para r=1, tenemos : > sen oo =y (ordenadadeP)

» cos o = x (abscisade P)
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Cofunciones: llamamos asi a las reciprocas de las funciones trigonométricas basicas.
Les damos un nombre a cada una de ellas. Tenemos asi:

-reciproca del seno - cosec o= r/y
-reciproca del coseno > sec o = r/x
- reciproca de la tangente 2> ctga= x/y

@Nos abocamos al estudio de las trigonométricas basicas ya que, conocidas la
propiedades de estas, las de sus recipocas se deducen automaticamente. Por ejemplo,
conocido el signo del seno y coseno, se tiene el signo de todas las demads funciones.

@ En general el seno o coseno de un angulo es un numero irracional. Facilmente
podemos apreciar también que estas funcioneslaro no resultan de un ntimero finito de
operaciones algebraicas sobre la variable. Luego son funciones trascendentes.

Dos angulos se dicen congruentes cuando difieren un nimero entero de giros.
dangulos | Asi o y B soncongruentes si B=a+ k giros, con keZ.

congruentes Luego, sus medidas difieren en 2kn (B =a + 2kn ) y el lado final de

[3 coincide con el de a.

v Asi, para las funciones de angulos congruentes,
(x.y) tenemos:

- cosPB=cosa=x Dcos(a+2km)=cos o
\—/ , > - senB=seno =y >sen(a+t2km)= sena

funciones Son funciones cuyos valores se repiten ‘ciclicamente” o ‘peridodicamente” ;
periddicas o sea aquellas que, cubierto un ‘ciclo’, comienzan luego a tomar los
mismos valores y asi continuan indefinidamente. Las funciones seno y

coseno (y en consecuencia todas las demas) son funciones periddicas ya
que luego de una vuelta (360° ) sus valores comienzan a repetirse
indefinidamente: cos (a0 + 360°) = cos a; sen (o +360° )=sen a

DEFINICION:

funcion f periédica con periodononulo T < f(x+T)=f(x) V x € Dy
periddica

Observaciones :
» si T es periodo entonces kT (k € Z) también lo es.
Por ejemplo: f(x+2T)=f((x+T)+T)=f(x+T) =1 (x)
» Al menor de los periodos se lo llama periodo de f.

Ejercicio: demostrar que el periodo del seno y coseno es 27w, que el de la tangente es .
O sea; demostrar que:
sen(at+2m)=sen ao; cos(at+t2m)=cosa; tg(at+tm)=tg a
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» Aplicando identidades trigonométricas tenemos que cos o = sen (o +7/2); luego si
conocemos la grafica del seno, por ‘transformaciones” tenemos la del coseno.
» La grafica del seno la obtenemos apoyandonos en la circunferencia trigonométrica.

» GRAFICA de la FUNCION SENO (sinusoide)

N\
188°  225¢  29g°  83150° _/J x

380 9@°  68° 368°

-

> GRAFICA de la FUNCION COSENO

1 cosa = sen(o +7/2)

Luego la grafica
del coseno es la

v del seno
—g9go° 982 1809 270° desplazada m/2
unidades a
izquierda

+1

» SENO y COSENO

/IS TN ST/
VRNV ANV VAN

~——periodo —>

® Imseno = |[-1; 1]

® Im coseno= [-1; 1]

Del grafico observamos que seno y coseno son funciones acotadas; es decir sus valores
permanecen entre dos valore fijos: =1y 1.

DEFINICION
funci e f acotada superiormenteenD < JceR/ f(x) <c, VxeD
uncion
acotada e f acotada inferiormenteenD << 31 deR/ f(x) >d, VxeD

e f acotada enD < J¢,deR/ d<f(x)<c, VxeD
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> GRAFICA de la FUNCION TANGENTE : tgo= seno =y .= ordenadaP

® P (cosa,sena)

L4 Los triangulos OQP y OMT son
triangulos semejantes; luego:

coSs o X abscisa P

® (. circunferencia de radio 1

IMT|=_|RP| — |MT|=sena —

|OM| |OR|

final

1 cos o

[MT| = tga
e T(,tga)— la’'tga’ eslaordenada
del punto T, punto donde el lado

del angulo corta a la recta r L eje x.
® NOTA: si a=90° entonces el lado

final y r no se cortan — po existe tg

Propiedades de la tg:

Dominio tg = { xeR/ x # (2k+1).n/2 con keZ }
Imagen tg =R

Periodo: p=m

Asintotas verticales: a, : x = (2k+1).n/2 ; keZ
Funcion impar.
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OBSERVACIONES:

»

»

Las funciones periodicas son el medio para estudiar gran cantidad de fendmenos naturales.

Dado que la condicion de perioricidad es muy "amplia” existe una gran variedad de funciones
periddicas. Sin embargo, un célebre matematico, Joseph Fourier, demostro (j oh sorpresas de
la matematica!) que en general toda funcidén periddica puede ser aproximada por suma de
funciones periddicas de sé6lo dos tipos, ;Cuales son estas funciones?, pues nada mas ni nada

menos que, |seno y coseno !

Dada esta particularidad (la descubierta por Fourier), las funciones trigonométricas
desempefian en la teoria de funciones avanzadas un papel tan importante como el que juegan
el ‘ejex” y el ‘eje y' en la descripcion de puntos del plano.

Como ejemplo de lo dicho vemos que los sonidos producidos por intrumentos musicales o la voz

humana pueden ser modelizados por funciones trigonométricas. Asi, el grafico adjunto aproxima

una “onda sonora”, la correspondiente al sonido producido por un violin. O sea, tenemos una

grafica de “sonido contra tiempo”. Graficamente vemos que estamos ante una funcidn periddica.

(Cual es el periodo de esta funcion? ;Y su ley?

/

/ I / /

Pues, sorprendentemente, la ley de esta funcion es una suma de senos y cosenos.

Asi:

»

»

y=151'SEN(t)-67-COS(t)+24-SEN(2:t)+55-COS(2:t)+27-SEN(3-t) + 5-COS (3't)
El ejemplo anterior obliga a realizar ciertas reflexiones sobre el dominio de la funcion seno
(6 coseno). En el grafico, en el eje de las abscisas se representa tiempo, magnitud que se
mide con numeros reales. Por otro lado, las funciones trigonométricas las hemos definido
para angulos; o sea, la pregunta aqui es: jtiene sentido aplicar funciones trigonométricas a
numeros reales?. Justamente para resolver este problema es que, para medir angulos, se
inventa el sistema circular 6 radian. Este sistema (adimensional) establece una
correspondencia uno a uno entre angulos medidos en grados y numeros reales (a través de la
correspondencia basica 360° <> 2m). De esta manera si usamos el sistema radian las
funciones trigonométricas resultan aplicadas a nlimeros reales y, entonces, el angulo (que en
tal caso es igual a la longitud del arco subtendido) puede representar tiempo;

particularmente, el tiempo que tarda una particular en recorrer ese arco. No seria correcto,
por ejemplo, hablar de 30° de tiempo, si se puede hablar de 7/6 segundos.

En funcién de todos los considerandos hechos y para abarcar todos lo casos posibles, a partir
de ahora trabajaremos siempre con los angulos medidos en radianes; es decir, con nimeros
reales. O sea que; dominio natural de la funcién senoy coseno: R




91

1.5.9 Funciones Trigonométricas Inversas

FUNCION Biyec.| INVERSA
° Seno; D=R ; C=Im (seno) NO ® 1o existe
® Seno; D-=[-n2;w2]; C=[-1;1] SI |e existe g inversadef

f: [-n/2;w/2] 2 [-1; 1]
X 2y

arc sen

\

sen x

g [-1;1] 2 [-n/2; /2]
y > X
® ley:
gly)=x<senx=y A xe[-n/2; n/2]
(g(12)=x < senx =12 = x=1/6)

® no se puede obtener una formula
para g; tenemos una nueva funcion

® Nombre: ARCO SENO 6 sen™
Dominio = [-1; 1]
Imagen = [-1/2; /2]
Ley:

arc sen y= X < senx =y A X [-n/2; 7/2]

® Cambiamos el nombre a las
variables
arcsen X =y < seny =X A ye[-n/2; /2]

® Graficamos.

f:[0;n] > [-1; 1]
9

X

Coseno; D=R ; C=Im (coseno) NO | e no existe
NG
. . -1 . . . . .
° Coseno; D=[0;7m]; C=[-1;1] SI e existe g inversa de f

g [-1;1]12[0; ]
y 2 X

g= ARCO COSENO 6 cos™'
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® 1o se puede obtener una férmula para g; estamos ante una nueva funcion.
- Dominio = [-1; 1]
- Imagen =[0; 7]
Ley: arccos y=x< cosx=y A X €[ 0; 7]

Ejercicio: hallar una region donde la funcion tangente sea biyectiva y definir la inversa
de la tangente: arcotg 6 tg™*

Ejemplo: Sabiendo que sen o = - '%; hallar “cos o
Acudimos a la calculadora y ala inversa del seno para obtener “o ™.

o5 D€ -6 ED | 0866025403
It Yoo K *

. Busca el angulo i
icuyo seno es -0.5 y! cos o = 0.866025403

pertenece al

[-7/2; ©/2]

Ejemplo: Sabiendo que sena=-'% y n<o<3/2x, hallar “cos a” .

Si para resolver este problema acudimos a la calculadora y procedemos a trabajar con ella ‘en
forma mecanica’, lo mas probable es que lleguemos al mismo resultado que en el ejemplo
anterior, (incorrecto ya que para o € IIIC, cos a< 0). Si tuviéramos el habito de reflexionar
sobre los resultados, esto no seria problema ya que nos dariamos cuenta del error, pero, esto, en

general no es asi. Lo mas frecuente es informar el resultado, apenas obtenido, sin reflexionar
sobre las caracteristicas del mismo, si las cumple o no.

(Como debemos proceder para obtener la respuesta correcta?:

- primero, tener claro que la calculadora procede internamente acorde a un programa, asi, al
apretar las teclas ‘inv sen’, ella busca el angulo del 16 IV cuadrante cuyo seno sea -5 ; o sea,
no puede buscar , por si, el angulo del III C cuyo seno sea - %. ; no se la programo para esto.

0.5 HETD 5 -n/6 2 cos EEm 0.866025403
' |

\J

aeclvC NO:si a €llC> cosa<0

- luego, debemos planificar una pequefia estrategia para encontrar el angulo deseado. Para ello
acudimos a nuestros conocimientos tedricos, hacemos un grafico muy simple para orientarnos y
concluimos :

- sen a=sen(-g/6)=-"%.

- del grafico: o es tal que o - ©/6=m.

- Luego: a=n+n/6=%ﬂ (o sea, 210°).

- cos a= cosgn = - 0.866025403

v
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1.6  Modelos Matematicos. Ajuste de Curvas

® Un modelo matemético es una descripcion matematica (a menudo por medio de una funcion o
de una ecuacion) de un fenémeno del mundo real. La finalidad del modelo es comprender el
fenomeno y, en lo posible, usarlo para hacer predicciones a futuro acerca de los hechos que el
mismo comprende. Es importante tener en cuenta que un modelo matematico nunca va a resultar
una representacion exacta del fendmeno que modeliza; que es una idealizacion del mismo.
Generalmente, para que el modelo sea matematicamente resoluble los datos de la realidad se
someten a ciertas simplificaciones. Es importante tener en cuenta esto, particularmente para saber
hasta que punto o instancia el modelo es 1til; cuales son sus limitaciones.

En el parrafo 1 hemos visto algunos ejemplos sencillos de 'modelizacién’. Si repasamos estos
ejemplos vemos que siempre y como primer paso procedemos a identificar las variables que
intervienen en el problema, el caracter de las mismas (dependiente o independiente). Luego,
acudiendo a nuestros conocimientos de la situacion en si misma y a nuestros conocimiento
matematicos tratamos de hallar una ecuacion que relacione las variables. Si esto se logra el tipo
de funcidon que ligue las variables nos dard mucha y muy rica informacion acerca del tipo de
dependencia entre ellas.

® No siempre tendremos una ley (fisica u otra) que permita llegar a la formulacién del modelo a
través de una sucesion de pasos algebraicos; o sea, no siempre resultara posible obtener
"directamente” 1la expresion algebraica de la funcién modeladora. Se acude entonces al modelo
empirico, modelo esencialmente sustentado en datos que se reunen a través de una o mas
observaciones o repeticiones experimentales del fendmeno en estudio.
En este caso, una vez reunidos los datos se analizan los mismos en busqueda de un patrén de
comportamiento. Para ello resulta importante la forma disponer los datos, ya que existen
disposiciones que facilitan la blisqueda al poner al descubierto propiedades de la funcion
modeladora o hacerlas mas facilmente apreciables.

» En una primera instancia se procede entonces a la tabulacion de los datos; o sea, a la

» Side la "tabla de valores” podemos pasar a la representacion grafica, las probabilidades de
hallar patrones de comportamiento crecen en forma importante ya que gran cantidad de
propiedades pueden ser leidas directamente de un grafico. Ademas, en muchos casos la
misma grafica ‘sugiere” la ecuacion adecuada; mas atn, existen métodos perfectamente
probados que, para cierto tipo de curvas, permiten obtener la ecuacion que mejor la “ajusta’ ;
o sea la que mejor captura la tendencia basica de los puntos datos.

» Si de la representacion grafica podemos obtener la representacion algebraica estamos sin

dudas en condiciones optimas de estudiar el fendomeno, incluso estaremos también en
condiciones de hacer interpolaciones y/o extrapolaciones .

® En la siguiente figura se ilustra el proceso del modelado matematico.

» Variables (dependiente e independiente)
(1) identificar » Relacion entre las variables.

» ’tipo” de modelo matematico que mejor
parece ‘ajustase’ al problema

PROBLEMA del
MUNDO REAL

/F( 4) confrontar

» Verificar

5) corregir y/o

(2) Ajustar pardimetros
(obtener el modelo)

P e m - —————— 1

» Extrapolar (predecir) ! 2!l . Sistema de

| ecuaciones

» Comprender, interpretar i :]l;:n:ci{);n i
el fenémeno. 1 - Renad !

» Interpolar « | MODELO MATEMATICO [ - Ecuacién .
(3)resolver | diferencial |
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(1) Identificar el tipo de modelo: uno de los pasos mas dificiles en el proceso de modelizacion,
el que en general mas requiere del trabajo interdisciplinario.

En este paso, a los efectos de establecer alguna hipotesis acerca del tipo de relacion que liga las

variables normalmente debemos acudir tanto a conocimientos matematicos, como a conocimientos

y habilidades de orden mas general. Ademas, y como ya dijimos, el analisis de los datos del

problema puede hacerse de distintas maneras, unas mas convenientes que otras, segun los datos;

luego, en esta instancia también debemos decidir esta cuestion.

(2) Ajustar parametros: en este caso la representacion grafica puede resultar de gran utilidad,
"sugerir’ cual puede ser la féormula adecuada para la funcion que se busca.

Los siguientes ejemplos son graficos obtenidos a partir del registro de 'datos” (observados o
experimentales) y las funciones que les pueden corresponder:

| | . 58 =
= -7 | (*) modelo .
46 - " ! lineal 40 . (*) modelo
- = exponencial
e 1 = T - - 1 — + 38 -
- y=mx+h - y= C.e®X
e | Ay * -] (*) modelo
‘i@ { { ! m= — 18 e potencial
AX =" a
_ y=Cx
= eals 4 1.!s 2 2 g els 1 1ls 2 2.5 3 3.5
Analisis

Normalmente, al observar un fenémeno, resulta facil ver si el mismo responde a un proceso de
‘crecimiento” 6 ‘decrecimiento” (por lo menos en un intervalo de tiempo). Luego, y en tal caso,
una de las cuestiones mas importantes a determinar es la “velocidad” a la que el proceso se
desarrolla; particularmente, si esta es constante o no.

Esta cuestion, matemdticamente, se resuelve a través del estudio de la razon de cambio ( A_y ).
X

Aqui se pueden presentar dos situaciones:

A e . "o
(n) A—y: k = f esunafunciéon lineal con pendiente 'k”; osea: f(x)=kx + h
X
Ay S .
II) — #cte = f, funcidon 'no’ lineal. —4 (*) En este caso procedemos a buscar f a través de

Ax proponer una funcion y analizar luego si la misma se

‘ajusta’ ono a la grafica .

(*) (Como elegimos la funcion de “ajuste” ?: normalmente para elegir la funcion de "ajuste’
basta con acudir a las funciones tipo que hemos estudiado en este capitulo (exponenciales,
potenciales, reciprocas, ..). Vemos aqui dos casos:

Si sospechamos que la funciéon que mejor ajusta es una exponencial o una potencial:

I4

X~ proponemos: Y = C.e™* 6 y=C.x ¢ (segun corresponda).

Q

rectificamos(*) la curva a los efectos de determinar los parametros C y o
reemplazamos los parametros hallados en la funcion propuesta y la graficamos;
confrontamos ambos graficos (experimental y analitico) y decidimos.

Q

4

(*) La forma de ‘rectificar la curva’ depende del tipo de funcion; pues:

a) ‘unafuncion es exponencial si y solosi el grafico de Iny versus x, es una recta ".
b) ‘una funcién es potencial si y sélo si el grafico de Iny versusInx, es una recta .



hacemos Y=Iny

Ax

_ AY=Y2 _Yl :lny2 _lnyl

X =X X; =X

InC=h (ordenadaalorigeny = C=e¢" (h se lee del grifico x-Y)

Iny=Y
> Y=InC+a.X
Inx=X T om

_AY _ Y, -Y1 Iy, -Iny,
AX X5-X; Inxsy—Inx|

InC=h (ordenadaalorigeny = C=e¢" (h se lee del grifico x-Y)

a) y=Ceex _tpliamos W, jhy_jnC+ax
O = (pendiente) = o
b) y=Cx* aplicamos _In - ) y=InC+a lnx
Luego: o =m (pendiente) = o
EJEMPLO 1:
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La Ley de Hooke dice que la fuerza F necesaria para estirar (comprimir) un resorte es proporcional

a la variacion de longitud (d) que experimenta el resorte; o sea:

F= k d, donde k es la medida

de la resistencia del resorte a la deformacion (constante eléstica). Esta constante es propia del
resorte y su determinacion se puede hacer en forma experimental. Para ello dado un resorte se
registran en una tabla los estiramientos d (en cm.) sufridos por el mismo cuando se le aplican

distintas fuerzas F (en kilogramos fuerza).

» F |20 40

60

80 100

d 1.4 2.5

4.0

53 6.6

L5

e 100

1z

=4 = ] 68 1898

12

® [os puntos datos parecen estar
sobre una recta; luego, lo natural es
proponer un modelo lineal. (funcién
lineal).

alineados; luego, debemos buscar la
recta que mejor los "ajuste” Existen
varios métodos para determinar tal
recta.

® Un método: tomar la recta que
pase por el primer y ultimo punto
dato.

F=0.065 d + 0.1

® (Observamos que si bien la recta
hallada ajusta bastante bien los datos,
esta no describe una relaciéon de
directa proporcionalidad como
requiere la Ley de Hooke (t.i.#0).
Luego intentamos ajustar nuevamente
recordando que el origen también es un
punto dato (trivial): o sea, tomamos el
origen como primer punto

® Asi tenemos: F=0.066d

® Asi tenemos:

® [Estarecta, ademas de contemplar
la directa proporcionalidad, también
ajusta muy bien, practicamente se
superpone con la otra; luego, la
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NOTA: Otro método para determinar la recta que mejor ajusta es un procedimiento conocido con el
nombre de regresion lineal. Este método proporciona la recta para la cual la distancia entre cada punto
experimental y el correspondiente de la recta de ajuste seria minima; o sea, la recta para la cual se
minimiza el error. La recta asi obtenida se llama recta de regresion.

El método para hallar los coeficientes de esta recta se llama método de minimos cuadrados e involucra
complicadas formulas para la pendiente y la ordenada al origen las cuales se obtienen con la ayuda del
Célculo para Dos Variables. Existen numerosos dispositivos que poseen paquetes estadisticos que calculan
los coeficientes y dan la recta de regresion.

EJEMPLO 2:

Un detector registra el movimiento oscilatorio de un peso suspendido de un resorte. Tal registro,
que se hace en forma grafica, muestra el desplazamiento (x) del peso respecto a la posicion de
equilibrio segln el tiempo (t) transcurrido desde que comienza a oscilar. El desplazamiento se
mide en centimetros y el tiempo en segundos.

® Del grafico deducimos sin ninguna dificultad

[sat i Y g% que la funcion que ajuste los puntos dato tiene que
Xy . = . iy . ser periodica, luego, un seno 6 coseno. Ademas,
= - - que esta subida uno. Luego la ley de la funcion
% o s - s seria de la forma: x = A sen (wt)+1
*10.7% . .
N O .y ® Leemos amplitud y periodo del gréfico:
lo.s Amplitud: 0.35

Periodo: 05 = w=2n/0.5=4n

® Finalmente: x=0.35sen (4 nt) + 1, seria
un modelo matematico adecuado a este caso.

EJEMPLO 3:
Estudiando el crecimiento de un potrillo que al comienzo de las observaciones pesaba 50 kg. un
bidlogo observa que al cabo de un mes el animal pesa 60 kg.; es decir, que su peso ha aumentado
un 20% respecto al de partida. Un mes mas tarde vuelve a observar lo mismo, ya que ahora pesa
72 kg, Si el proceso siguiese de esta manera, o sea aumentando cada mes un 20 % respecto del
peso del mes anterior; jes posible deducir una ley que lo modele?
» Comenzamos por identificar variables y darles nombre. Asi el peso del potrillo es la variable
dependiente y, el tiempo, la independiente:
P, =peso inicial (50 kg),
P, =peso al cabo del primer mes (60 kg),
P, =peso al cabo del segundo mes (72 kg),....cccccvveueeneen.
» Tratamos de hallar cierta regularidad o comportamiento cuantificable; para ello reescribimos

de comportamiento.

Pi= Pyt 20% Py = Po(1+ 22 )

100
P,=P1+20%P = P1(1+£ ) = P0(1+£).(1+ & ) =P (1+£ )
100 100 100 100
P;= P+ 20 % P, = =P, (1+£ )
100
20 .n
Py= Pui+ 20 % Pny = = Py (1+— )
100

» Conclusion : Pn = Py (1.2)" (n:enésimo mes) > modelo exponencial
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»

Confrontamos el modelo exponencial obtenido con lo que pasa en la realidad:

1608

1400

1200

1060

608

14 16 18

20

EJEMPLO 4:

Para determinar la vida media del paladio 100 ,

1°) el crecimiento de un animal no esa “a saltos”
sino en forma continua, por lo que, en lugar de la
expresion obtenida resulta mas razonable escribir
el peso del animal enel tiempo “t”:

P=50.(1.2) ' ; con t real positivo 6 cero.

2°) que el peso del animal aumente en un 20 %
cada mes puede ser una aproximacion razonable a
lo real durante los primeros meses. Obviamente
deja de tener sentido transcurridos estos. (si no fuera
asi a los 3 afios (36 meses) pesaria mas de 35000
Kg.y, (alguna vez vieron caballo semejante? ).
Aqui tenemos dos opciones: buscar el dominio
natural de la funcion (o sea, establecer claramente
el intervalo de tiempo para el cual la formula hallada
tiene validez) o, directamente buscar otra ley,
valida alin para cuando el animal alcanza su peso
adulto.

"0p | se registran datos acerca de su

descomposicion en el tiempo. La muestra observada tiene un peso inicial de 2 gramos.
Latabla siguiente contiene los valores medidos a intervalos de cuatro dias.

»

»

T

0

4

8 12 16

m

2.000

1.000

0.500 0.250 0.125

Graficamos los puntos experimentales a los efectos de deducir el tipo de curva.

2

18 12 14 i6 i8 28

AS

® [ os puntos datos parecen estar sobre una exponencial con base menor que uno,
luego resulta natural pensar que los mismos responden a un modelo exponencial.

® Podemos proceder como en el ejemplo anterior o aplicar lo visto en pag. 95.
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Vemos aqui que es lo que se obtiene en cada caso:

® Jler método: reconocemos que, cada 4
dias, lamasa se reduce a la mitad. Asi,
como en el ejemplo anterior, planteamos:

=02 my=2

1
t=4 > my= 2. Mo

1 11
t=8 2> mg=—my=— — m, = Lm0

2 22 22
t=12 2 mp=— mg=....... = LIl’lo

53
t=4n > m- . - L mo
zn

1 /4

t=> m= 7 Mo=2.2

® 2do método : proponemos, con
coeficientes indeterminados, la funcion tipo a
la cual creemos que responden los puntos
datos. Procedemos a ‘rectificar” la curva
segun lo indicado en pag. 95.

® Proponemos: m=Ce *!

® (Calculamos M =Inm, para cada

‘m’ de la tabla.

®  Graficamos los nuevos puntos (t; M); y

verificamos si los mismos se disponen o no,

segun una recta.

® Silo hacen, a partir de alli obtenemos los

coeficientes intederminados, C y a

® Vemos en detalle este proceso, el
método del cambio de escala (*)

(*) Calculamos M=Inm, paracada uno de los datos de la tabla y graficamos M versus t.

» t 0 4 8 12 16
m 2.000 1.000 0.500 0.250 0.125
M=In m | 0.693 0 -0.693 -1.386 -2.079

Graficamos M versus t; vemos que los puntos se disponen efectivamente sobre una recta.

Calculamos la ecuacion de la recta y obtenemos

y=0.693147 - 0.173286- t

1
N
<
<
-
X
”*‘;
N
<
<
<
<
" - ‘ S + ' " " " "
2 2 a4~ 6 L] i8 12 14 16
\\
<
a.5 NS
<
“u
<
N
<
- ~e
<
<
<
N
1.5 .
N
<
N
~
N

_9 \\

) -

<
N
<
2.5

CONCLUSIONES:
| ® o= pendiente = - 0.173286
" " e InC=h (ord. origen) = 0.693147
— (= o 23147 _y
® luego: m=2.¢ 7"

e Observacion: en general,
métodos
fueran funciones distintas.

-0.173 t
(Y

- 2do método: m=2.

> ler método: m_2.2Y=2¢

las funciones obtenidas

— 2.e(—t/4).ln2 e 0173 t

= 2.

con distintos métodos son
distintas. En este caso resulta interesante observar que las foérmulas obtenida con ambos
corresponde a una misma funcidn, aun cuando por su escritura pareciera que
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EJEMPLO 5:

En la siguiente tabla se muestra la distancia (d ) de los planetas al Sol ( tomando como unidad la
distancia de la tierra al sol) y sus periodos T (tiempo de revolucion alrededor del sol en afios
terrestres).

» Planeta | Venus Tierra Marte Jupiter Saturno
d 0.723 1.000 1.523 5.203 9.541
T 0.615 1.000 1.881 11.861 29.457

Graficamos los puntos datos para descubrir el comportamiento tendencial de los mismos; o sea,
que relacion existe entre d y T .

130
® Si bien los puntos parecen disponerse segun
27 una exponencial, si se procede como el caso
anterior y se grafica InT versus d se observa
que no ‘rectifican’. Luego, una exponencial no
|01 es un buen modelo para este problema.

24

® Sise grafica InT versus Ind si se

18 se observa que los puntos ‘rectifican’.
15 Luego, proponemos: T=Cd*
19 ° Calculamos InT y Ind, para cada

9 T’y 'd” de la tabla.

®  Graficamos los nuevos puntos (Ind ; In T);

-6 y verificamos que los mismos se disponen

3 segun una recta. Hallamos la ecuacion de esta

| recta.

® obtenemos los coeficientes intederminados:

i 2 3 4 5 6 7?7 8
C=1ya=32

9 16 1

Observacion:

La tercera ley de Kepler del movimiento planetario afirma:

‘el cuadrado del periodo de revolucion de un planeta es proporcional al cubo de su distancia
al sol’

El modelo hallado: ;cumple esto?
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1.7 Actividades

1.- Indicar cudl de las siguientes tablas define una funciéon de A= {1,2,3} en B=N.
Si define funcion indicar dominio, codominio e imagen de la misma .
Sino lo hace, analizar si modificando algin dato la nueva tabla define funcion.

TABLA 1 ; ; é :13 5

TABLA 2 ; 1 22 g

TABLA 3 ? ; 5 2

TABLA 4 ? ; g i g
TABLA 5 ; 1 ? s g

TABLA 6 ; g ; g :1)’ 5

2.- Dados los siguientes conjuntos A ={libros de una biblioteca } ; B=N , se pide:
- dar, verbalmente, tres funcionesde A en B.
- dar, como quiera 6 pueda, una funcion de B en A.
- decidir si la siguiente expresion describe una funcionde A en B.
“a cada libro se le asigna los divisores del nimero de su ultima hoja”.

3.- Sea f una funcién cuyo dominio son los cinco primeros nimeros naturales y su ley es
f(x) =2 x - 4. llustrar f mediante una tabla de valores, un grafico y un diagrama de
correspondencia.

4.- Sea p:X—>X ,con X={1,2,34,5} y la ley de p indicada por la tabla:

X 1 2 3 4 5
TABLA
p(x) 2 3 4 5 1
(p se llama permutacion y como su nombre lo indica, permuta el orden en un conjunto de nimeros. )
Se pide:
- dar la ley de f porunatabla si f(x)= p(p(x)); Vx e X. (f aplica p, dos veces)
- idem,si fxX)=p(p(p(x)); VxeX (f aplica p, tres veces)

- ¢cuantas veces debe f aplicar p, para que la funcion resultante sea la identidad?

5.- La TABLA adjunta define y = f(x).

X Vo V2 |1 2 3 4 -1/4 |-172 |-1 |2 |-3  |-4
f(x) | |4 2 1 o |13 |Va -4 -2 -1 |-172 |-1/3 |-1/4
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(a) realizar el grafico de esta funcion.

(b) Si h(x) = x.f(x). Ilustrar h mediante una tabla de valores.

(c) Obtener una formula para la ley de f. Discutir si esta féormula define la misma funcién
que la tabla.

6.- El grafico adjunto es el grafico de la funcion signo "SG".

(a) Darla LEY de la funcion "SG" a través y A
de una (o mas) formulas.

(b) Calcular
SG(3.5) ; SG(In0.1); SG(3.1416-n);
SG(a*+1) ; SG(-a*-1) ; SG(In 1);

SG(3.1415-1t); SG(|3.1415-= |). 0
[ ] »>
(c) Indicar V 6 F. Justificar la repuesta. X
SG (a.b )= SG(a) . SG(b) 1

SG (at+b ) =SG(a) + SG(b)
SG(2a)= 2SG (a)
SG(-a)= -SG (a).

7.- ( Quéfuncidn tiene por grafica la parte de la circunferencia que esta por encima del ejex ?; ; y la
que esta en el primer cuadrante?.

8.- En cada uno de los siguientes casos dar una formula para la funcién descripta e indicar el dominio
natural de la misma:

a)
b)
¢)
d)

Un rectangulo tiene un area de 10 m?. Expresar el perimetro en funcion de la longitud de uno de
sus lados.

Un cajon rectangular abierto con un volumen de 2 m?, tiene base cuadrada. Expresar el 4rea
superficial del cajon como funcién de la longitud del lado de la base.

Los lados iguales de un triangulo isosceles tienen 2m. de longitud. Expresar el area del triangulo
en funcion de la longitud de la base.

Un rectangulo esté inscripto en una semicircunferencia de 1 m de lado, con una de sus bases
sobre el diametro. Expresar el area del rectangulo en funcién de su base.

9.- Expresar cada afirmacién con una férmula:

a)
b)

P es directamente proporcional a t. Ademas si P=4 entonces t =10 .
La distancia “d” recorrida por un movil que viaja a velocidad constante es directamente
proporcional al tiempo transcurrido “t” y a las 2 hs. habia recorrido 250 km.

10.- La presion del agua bajo la superficie del mar es directamente proporcional a la profundidad.
Llamamos 'x" a la profundidad medida en metrosy 'p’ a la presion medida en atmosferas.

a)

b)
¢)

Sabiendo que a 97 ms. de profundidad la presion es de 10.21 atmosferas,

expresar p en funcion de x .

Hallar la presion a 50 m.; 100 m.; 200 m.

Un cuerpo sumergido soporta una presion de 8,4 atmosferas: ja qué profundidad esta?
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11.- Si la temperatura de un gas encerrado en un recipiente permanece constante, la presion P del mismo
es inversamente proporcional al volumen V. Se sabe que la presion de un gas en un globo esférico de
9 cm. de radio es 10 Is./cm®:
(Vol. Esfera=4/3 n r’)
a)  Hallar la expresion que permite calcular P en funcion de V.
b) Hallar la expresion que permite calcular P en funcion de r.
¢) Sielradio del globo aumenta 12 cm, hallar P con la formula que mas convenga.

12.- a) La variable 'x’ es inversamente proporcional a 'y’ ; 'y’ es directamente
proporcional a "z’ , laque asu vez es directamente proporcional a u’ .
{Qué relacion existe entre 'x” y u’?
b) Durante una electrolisis, la cantidad de sustancia que se desprende en el electrodo es

directamente proporcional a la conductividad del electrolito, esta tltima a su vez es proporcional
a la concentracion del electrolito. Dada cierta cantidad de sustancia , la concentracion es
inversamente proporcional al volumen del solvente. ;Qué dependencia existe entre la cantidad de
sustancia desprendida en el electrodo y el volumen de solvente?.

13.- Sea f la funcion definida como sigue:
"f(x) = edad en afios de una persona cuya edad en meses es x "
Indicar Dn, Im f y grafico f.

14.- La TABLA adjunta corresponde al registro de la temperatura (T) de un cuerpo de metal seglin el
tiempo (t) transcurrido desde el inicio de una experiencia.

tmin) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

TCC) | 60 70 80 60 50 40 35 40 50 60 70 8 70 70 70

» LaTABLA : ;define T= f(t)? Si asi fuera, indicar: Dnr, Cyr € Imf.
» Responder las preguntas que se indican a continuacion:
- ¢(cual habria sido la temperatura maxima alcanzada por el cuerpo?;
- (en que tiempo(s) la habria alcanzado?
- (cual la temperatura minima? ; ;cuando la habria alcanzado?
- (en qué intervalo de tiempo la temperatura parece estar "disminuyendo"?.
ly permanecer constante?
- (por qué las preguntas estan hechas en potencial?

15.- El siguiente diagrama de maquina corresponde a la funcion f. Expresar la ley de la misma a través de
una formula. Indicar luego, dominio natural de f.

a)  Calcular: f2); £(v2): £(2-5); f(log 1); f (log 10%); £ (v =16 ); £ (30°);
f(n/6); f(cos?2).
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b) Indicar el ouput correspondiente a los siguientes input:

g(x)= \/; ; 1(x)= \/;— 5 s(x)= \/;— 5/2

h(x)=logx; k(x)=cosx; p(x)=Ilogx’

(*) Comparar los ouput de la maquina en el item (a) y en el item (b) y sefialar cual es la diferencia
esencial entre un caso y otro.

16.- El siguiente diagrama de maquina corresponde a la funcion "Q", la cual "separa racionales de

irracionales’.
LR— * | _1 peeeey
s ............ < - ; .
- %].0 oy

a) Analizar si "Q" procesa los siguientes valores; o sea, si los acepta como input. En caso que los
acepte indicar cual es el output correspondiente.

172;173 ; n; m-3;m2; 90°; sen30°; sen 60°% tg45° tg0°; cos 180°%
sen90% e ; e-2,¢?2 ; Inl; Ine; Ine?; ln\/; ; log0.1; log+/10

b) Indicar la ley de "Q" a través de una (6 mas) formulas.

17.- El siguiente diagrama de maquina corresponde a la funcion seccionalmente definida f.

(o= 1500 ]

NO |

a) Calcular f(2); f(\/z); f(\/E +3); f(n/2); £(10™®); f( -2); f(n-5); f(n +2); f ()
b) Indicar dominio natural de f.
¢) Indicarlaley de f através de una (6 mas) formulas.

18.- Dada f(x)=x* se pide encontrar y simplificar :

(@ £(2); () f2+h); (o) f2+h)-fQ2); () [f2+h)-f(2)]/h

(e) La expresion en (d) define una funcion a la que llamamos CI (cociente incremental) y cuya la
variable independiente es ‘h’. Indicar Dny ley de CI.

(f) (Qué puede decir de los valores de CI(h) para "h" infinitamente pequefios?
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19.- Analizar cual de las siguientes ecuaciones determina una funcion "f" con formula "y = f(x) ".

(a) 2x+5y=4 (e)xy=1 i) xy+xy*=1
(b) 4x*-2y=8 Hx2y=1 j)) y=3

(c) 4x - y2 =0 (2) X2.y2: k) |yl=2

(d) x*+y*=25 (h) x.(y+1)=y ) x-2=0

20.- DEFINICION: f se dice POSITIVA (fp) siy solosi f(x)>0; V x € Df

a) dar una definicion equivalente de fp. en términos del grafico de f.
b) definir funcion NEGATIVA (fn); NO POSITIVA (fnp) y NO NEGATIVA (fnn).
[diremos que una funcion tiene "SIGNO DEFINIDO" en su dominio sies POSITIVA en él
(6 NEGATIVA, 6 NO POSITIVA, 6 NO NEGATIVA) ].
En cada caso interpretar en términos del grafico de la funcion
c¢) analizar si las siguientes funciones tienen "SIGNO DEFINIDO" en su dominio. Si lo tienen proceder a

clasificarlas.
fi(x)=x* £ (x)= x*+1 f3(x)=x* fa(x)=| x| ;
fy(x)=-| x | fi)= v x B0=- v x fy)= VX +1 ;
g1(x)=sen x @(x)=senx - I; g3(x)= | senx | g4(x)= senx +2

21.- Dadas las siguientes graficas indicar cual de ellas define una funcion "f" con formula “y = f(x)”. Si
define funcion indicar dominio natural e imagen.

Ay Ay
6 6
3 \\\ 3 /'
2

a b
6 6
5 /' 5
3 |
3 /' 3
2 /’ 2
1 4 1
0 11 12 |3 14 |5 [x” o |1 |2 |3 |4 |5 X
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22.- Paracada grafico del ejercicio anterior que haya definido funcion, analizar:

a) Si f tiene signo definido en su dominio.

b) Si f es mondtona en su dominio. Si lo es indicar el tipo de monotonia.
¢) Si f es monotona en algiin subintervalo de su dominio.

d) Si f alcanzaun valor ‘mé&ximo’. Si lo alcanza, en que punto(s) lo hace.
e) Si f alcanzaun valor ‘'minimo’. Si lo alcanza, en que punto(s) lo hace.

23.- La grafica que sigue corresponde a una funcién polindmica:

; /

s

-

L =

-

3

2

1

><

—= —1 1U 3

—1

—2

—3

En relacion a la misma, se pide:

i) indicar dominio e imagen ¢Alcanza la funcion un valor maximo?; ;un minimo?

ii) leer del grafico las imagenes correspondientes a las siguientes abscisas: -1;0; 1;3

iii) leer del grafico cuantos ceros ¢ raices presenta este polinomio.

iv) Indicar, leyendo del grafico, un intervalo donde el polinomio esté creciendo.

v) Indicar, leyendo del grafico, un intervalo donde f(x) > 8.

vi) Indicar, leyendo del grafico, un intervalo donde f(x) <O0.

vii)  Indicar, leyendo del grafico, un intervalo donde 0< f(x) <8.

viii) Si x toma so6lo valores en el [-2; 1], ;alcanza un valor maximo?, ;minimo?, ;cuales?

ix) de los polinomios que se proponen a continuacion descartar los que ‘con seguridad” no corresponden
a la grafica dada. En cada caso, justificar la eleccion.

pi(x)= x*-2x+1 px)=x-x*-5x +5
pa(x)= xX*—5x* - x +5 pax)= -x* -4 x* +5

j) Discutir acerca de la posibilidad de que p; sea el polinomio graficado. Para ello, calcular las raices
de ps, factorizar p; y usando la factorizacidon, determinar los intervalos donde el polinomio es positivo
6 negativo. Concluir.

Sugerencia: para establecer el signo de p3(x) en cada uno de los subintervalos determinados por los ceros del
polinomio podemos acudir al uso de valores de prueba.

Para ello, tomamos x* en uno de los subintervalos, reemplazamos x por x* en la expresion factorizada del
polinomio, p(x*)=(x*-x1) (x*-x2) (x*-x3) y decidimos el signo de p3(x*) a partir del signo de cada factor
(x*-x;). (calculado o estimado usando desigualdades).

En el ‘subintervalo” el signo del polinomio es el signo de p3(x*).
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24.- Las funciones f y g son respectivamente,
la recta y la parabola del grafico adjunto.

a) Leer del grafico los puntos de
interseccion entre recta 'y parabola.

b) Si la funcién h se define como:

25.- Para las funciones cuyos graficos se proponen a continuacion, se pide:

T\

h=f-g

indicar todos los ceros de h.
indicar grafica y analiticamente el

conjunto H si H={xe R / h(x)>0}.

a) determinar y clasificar los intervalos de monotonia.
b)  Analizar si la funcion es par o impar en su dominio.
a AY b AY Wy
\ / /|
\ / '\\ /
/ N
\\ /R BaNEE /1]
Y A f
d y e &Y »
f
-*-.\ \
AN T

1
*y
/
/

26.- Determinar si f es par, impar 6 ninguna de las dos cosas para:

a)f(x) =x*- 4 g) fx)=3x*+2x%’
b) f(x) = x h) f(x)= x>+ x
¢) f(x) =3x i) fx)=x+ x+1
d)fix)=3x+4 ) fx)=2+[x]
e) f(x) = cos x k) f(x)=]2+x]

f) f(x) = sen x ) fix)=x7
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27.- Clasificar cada una de las siguiente funciones en FP (funcion polindmica); FR (funcién
racional); FA (funcion algebraica); FT (funcion trascendente).

a)
b)
¢)
d)

e)

fx) = 2x+5 B fx)=3x'+2x-y2

f)= 3% +2¢—4x2 b f0=3x+2x-x

f(x) = 2 cos x —sen x 1) f(x)=(x-2) (x-3) (x+1)

fx)= x + x” j) f(x) =log (4x -5)

) 2x243x K) 0 = (x2) (3) (x+1)
x3 -4

28.- Siendo f la funcion del grafico adjunto se pide :

a) Dar dominio e imagen de f
b) Para las funciones que se indican a continuacion dar dominio, imagen y
grafico usando la TABLA de transformaciones de la pag. 48.

y
g(x) =-1(x) 6
h(x)= f(x)+2 4
jx) = f(x)-3 3
p(x) = f(x -1) . /
qx)= f(x+3) o
r(x)= f(x+2)-2 1 R
s(x) = [f(x+2) -2 | o |1 |23 |4 | x
dx)= 2.f(x)
mx)= %.f(x)

c) Escribir las ecuaciones para las graficas que se obtienen a partir de la grafica de f si sobre
ella se realizan las siguientes transformaciones:

Se desplaza 4 u. hacia abajo.

Se desplaza 5u. a la derecha.

Se refleja respecto del eje x y luego se desplaza 2 u. hacia arriba.
Se refleja respecto del eje y.

Se alarga verticalmente un factor 3.

Se alarga horizontamente un factor 3.

29.- Para las funciones que indicamos a continuacion, se pide:

a) determinar si las mismas admiten inversa (en todos los casos considerar codominio de f

= Imf). ( Sugerencia : usar la prueba de la recta horizontal )

b) Indicar V 6 F, justificando la respuesta:

i) si fes estrictamente creciente en D entonces f es inyectiva en D.
11) si fesinyectivaen D entonces f es estrictamente mondtona en D.
iii) Sea g inversade f luego, si f(1)=4 entonces g4)=1 .

1v) Si f(1)=4 y g(4)=1 entonces ges lainversade f.

V) Si g inversade f entonces g(f(x))=x".

Vi) Si g inversade f entonces (1,4) e graff siysolosi (4,1) e grafg.
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c¢) en el caso que exista g inversa de f determinar, leyendo del grafico, dominio
y codominio de g. Indicar luego en cada caso y leyendo del grafico, g(2).

. F .
a AY b ¥ c AY

- >

L3 |2 \ ot b BB PR B HE ¥R AE

y y y

A A A

d ¢ f
"4

2

0 g 0 X7 y X

d) Por definicion de funcion inversa si g es la inversa de f entonces,

(a,b)e graf f © (b,a)e grafg.

Verificar que (a,b) y (b,a) son simétricos respecto de la recta y=x. (d(P,Q)=d(Q,R))

A

b | (ab)" @ Conclusion: graf. g es simétrico del graf. f
N respecto de la recta y =x.
a ~NR (b.a) ,
Para los graficos dados se pide graficar, en
> caso que exista, g inversa de f
a b X

30.- 1) Indicar la ley de las siguientes composiciones si el subindice que acompafia a la funcién indica lo
que se suma(S), resta(R), multiplica(M) 6 divide (D) a “x”
(ej: Ss8(x) =x+8):
a) M4oS2 ¢) R60So e) Rs50Ss g) D30 M3
b) S20 M4 d) M3 o [Re60S2] f) Ss50Rs h) M3 o0 D3

(II) Indicar la funcion g que en cada caso haga cierta la igualdad que se indica discutiendo
previamente quien debe ser g. Verificar la afirmacion.

a)goD3=id c)go[S50M2]=1id e)go[S5082]=id
b)goRs=1id d)go[D2o Sg]=1id f) go[R80[M20S4]] =id
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(II) Dadas las siguientes funciones expresarlas como composicion de funciones algebraicas
elementales (S;R;Mo6D)

4x+7
5

a) p(x)= 3x +5 b) q(x) = ©) 1(x)= 9/5. (x/2 +4)

31.- Usar las graficas de fy g para evaluar cada expresion o bien, explicar por qué no esta definida.

i) gof(0) a) gog(-2) y g

i) gof(2) b) go g(-1) 5

k) gof(3) c) gog (0) 4 )

) fog(0) d) gog(l) 3 )

m) fog (1) e) gog(2) 4L,

n) fog(-2) f) gog(3) +—

0) fog(4) g) gog(4) "
h) gog(S) 0 1 213 |4 X

® Usar estas estimaciones para trazar una grafica aproximadade go g

32.- Indicar el dominio natural de las siguientes funciones:

f(x) = fx) = (x-1)/ (3x-3 m) f(x)= tgx + 1/x
R %)f((,f)) ~ oGy n) f(x)= (x+2)/ (X’ —4)
b)) gxgz X; Eszi) o) f(x) = 1/ cos x 0) f)=+vx=2 .Jx
C X)= x/(x*- _
d) f(x)= x/(x+1) g)fi(xx)): fff):x . p) fx)=y(x=2).x
e) f(x)=+x-2 j) f(x) = sen ( cos x) Q) fx)=V 9-x 2

33.- Hallar, si existe, f(0); f(2); f(«/z ); f(a); f(at2); f(at2) —f(a); f(1/a); 1/f(a) para:
a) fix)= x*-1 b) f(x)= x.(x+2) o) f(x)= x/(x-2) d)f(x)=(x*2)"

34.- Identificar y graficar las funciones cuyas graficas sean rectas, semirrectas, segmentos 6 consecucion
de ellos. En cada caso indicar dominio e imagen.

— 4x-
8) f(x)= 2x+4 b o= e W 0= 22
b) f(x)= 2x "' +4 . 2y o x € [-4 .0
¢) f(x)=-x-2 ) f(x)= — n) f(x) = ’ ’
d) f(x)= (x+1)* : —x]-
e) f(x)=2x+4; D¢=R" Jk)) ggg _ I §—|2 |2 2, xe(0,2]

f) f(x)=2x+4; D¢=[-2,1]
g) flx)=2x+4

X

) fx)=]|x2|+x

) [x] = mayor entero que es
menor 0 igual que 'x’.
(funcion PARTE ENTERA)

35.- Para cada una de las funciones que siguen se pide:
a) Graficar. Indicar Im f.
b) Determinar y clasificar intervalos de monotonia. (graficamente)
¢) Estudiar la existencia de simetrias (graficamente). Si existe, clasificar la funcion.
d) Estudiar la existencia de inversa. Si existe dar dominio, codominio y ley de la misma. Graficar y
analizar si conserva las propiedades de la funcion de partida.



1) f(x)= 2x

i) fix)=2x ; Df=[-2,2]
ii1) f(x)=-2x

iv) f(x)= -2x+4

V) f(x)= -2x+4; De=R"

x|
Vi) f(x)= —
X
vii)
x+2,xe€[0,4]
f(x) =
-x+2, x € [-4,0)

36.- i) Para los puntos que se dan a continuacion se pide: graficar en un mismo sistema coordenado la

viii)
x+2,x € (04 ]
f(x) = I, x=0
X, X € [-4,0)

iX)
xt2, xe (04]
f(x) = 0, x=0
X-2, x €[-4,0)

X)
xt2,x e (04]
f(x) = 0,x=0
2, xe[-4,0)
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recta que determinan y obtener (si existe) la pendiente de tales rectas. Hallar luego (si existe), la ley

de la funcién correspondiente.

Analizar si estas rectas presentan alguna particularidad y coémo se obtiene esta informacion si sélo

se cuenta con la ley de la funcion. Escribir una proposicion con la conclusion obtenida.

a) P(0,1); Q(@2,5)
b) P(0,-); Q(2,3)

ii) Idem que el item (i) pero para los siguientes puntos:

¢) P(0,2); Q(,3)
d) P0,2); Q(1,3)
e) P0,2); QG,2)
fy P(0,2); Q(0,4)
g) P(0.,2); Q40)

iii) Idem que el item (i) pero para los siguientes puntos:

h) P(-2-4); Q(2,4)
H P@O,2) ; Q40)
) P@,-1); Q(-6,3)
k) P(0,-3); Q(-6,0)

Acorde a las conclusiones obtenidas en los items anteriores si

1) y=4x-5 'y

a) Dar dos rectas paralelas ri.
b) Dar dos rectas perpendiculares a r».
¢) Analizarsi 1 y 1 son paralelas 6 perpendiculares. Sino son paralelas

hallar ri N 5.

d) Analizarsi las siguientes rectas intersecan ari. Si lo hacen, hallar dicha interseccion.
(r6) y=2x-3
(r7) y=-...X
(r8) y=-..

) y=-0.5x+4; se pide:

(r3) y=4x-2
(r4) 2x—-Y%y-25 =0
(r5) x+2y+1=0
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37.- Dar laley de la funcion lineal f que verifica:

a) Sugraficacortaal ejex en, x*=3; al ejey en, y*=6.

b) Su grafica es el eje x.

¢) Su grafica asciende dos unidades por cada unidad de desplazamiento hacia la derecha
y pasa por el origen.

d) Su grafica asciende dos unidades por cada unidad de desplazamiento hacia la derecha
y pasa por el punto (0,5).

e) Su grafica asciende 6 unidades por cada 2 unidades de desplazamiento hacia la
derecha y pasa por el punto (0,5).

f)  Su grafica desciende dos unidades por cada unidad de desplazamiento hacia la
derecha y pasa por el punto (0,5).

g) Su grafica asciende una unidad por cada cuatro unidades de desplazamiento hacia la
derecha y pasa por el punto (0,5).

h) Susimagenes ‘crecen’ a razén de 3 u. por cada cambio unitario en x.

1) f(5)=3 y su grafica es paralela al eje x.

j) f(0)=3 y su grafica es paralela a la de y=4x-2.

k) Cortaalarecta y=4x-2 enel punto de abscisa x =2 yes paralela a y=235.

38.- El aire seco al moverse hacia arriba se enfria a razon de aproximadamente 1°C por cada 100
m. Esto se da hasta unos 12 km. del suelo.

a) Si la temperatura al ras del suelo es de 20°C, escribir una formula para la temperatura en
funcion de la altura al suelo. Indicar la funcion correspondiente segun los datos
empiricos.

b) (Qué rango de temperaturas barre un avion desde que despega hasta estar a una altura
de 5 km?

c) (cual es la temperatura que se tiene en el punto limite de validez de la férmula?

d) Hallar la funcién inversa. {Qué nos informa esta funcion? , ;la pendiente?

e) Silos sensores de un avidn registran una temperatura de 10°C: ; a qué altura esta el

avion?

39.- Hallar la funcion lineal que permite obtener la temperatura de un cuerpo en grados
Fahrenheit (F) conocida la temperatura del mismo en grados Celsius (C), si se sabe que el
agua se congela a 0°C (6 32 °F) y hierve a 100 °C (6 212 °F).

a) Calcular a cuantos grados Fahrenheit equivalen 5 °C.

b) (Qué variacion en grados Fahrenheit corresponde a una variacion de 5°C?

¢) Graficar la funcion; indicar cual es la pendiente y qué representa.

d) ¢Qué intervalo sobre la escala Fahrenheit corresponde al rango de temperaturas 20<
C<30?

e) Hallar y graficar la funcién inversa. ;Qué expresa esta funcion? , ;la pendiente?

f) La Sra. Amalita Gonzalez del Cerro comprd un juego de ollas importadas. En el
prospecto indica que las mismas no pueden someterse a temperaturas superiores a los
194 °F. La Sra tiene un grave dilema, no sabe si en estas ollas tan lindas puede hervir
agua: ;la ayudamos?



40.- Presion, volumen y temperatura son tres parametros que definen el estado de una masa

gaseosa. Para hallar la relacion que los vincula (ecuacion de estado) se comienza por los
casos mas simples, por ejemplo, dejando fijo uno de los parametros. Asi si se trabaja en un
recipiente deformable se puede mantener la presion constante y estudiar la relacion entre
volumen y temperatura. Con este objetivo se procede a variar la temperatura y medir el
volumen resultante en cada caso. Los datos obtenidos se presentan en la siguiente tabla.

t(°C) 0 50 100 150 200 250 300

V(em®) |20 23.65 27.30 30.98 34.60 38.25

42.00

a) (sonty V directamente proporcionales?, ;tienen una relacion lineal? Si es asi hallar la ley de
la funcion que expresa la relacion “t-V”.
b) Si la temperatura a la cual, y segun la ley obtenida, se tendria ‘cero” volumen se la llama
“cero absoluto”: ;a cuantos °C equivale el “cero absoluto™?
¢) Si el recipiente usado para la experiencia puede, como maximo, contener 100 cm®: ;cual es
el dominio natural de esta funcion?
d) Calcular el volumen para: t; =-30°C ; t,=180°C ; t3=1500°C ;ts=1500°C .
e) Interpretar fisicamente el significado de los coeficientes de la funcion que relaciona V y t.
f) Hallar la funcion inversa e indicar que nos informa esta funcion.
4L.- Una compania reembolsa a sus representantes $ 50
. : . x (kms) | C(x) (8)
diarios por traslado y comida, mas $5 por
. . . L 0<x <1 50
kilémetro recorrido. Si C representa el coste diario
. o ro . 1<x <2 55
para la compafiia en términos de 'x’, cantidad de
o . L 2<x <3
kilometros recorridos, completar la siguiente tabla y 1< 1
" -y iy <X <
luego escribir una relacion que exprese 'C’ en 1< X s
., o i <x <
funcion de 'x". Finalmente, graficar 'C . X
5<x <6

42.- Un empleado dispone de dos opciones a puestos en una gran compaiiia (opcion A y opcion

B). En ambos puestos el salario por hora ('w”) depende de un monto fijo mas un plus por
unidades producidas por hora. La relacion que expresa el salario por hora ("'w”) en términos
de 'x’, cantidad de unidades producidas por hora es, en cada caso : wa(x) = 12,50 + 0.75 x
y we(X)=9,20+1.30x

a) ;Qué expresa la pendiente en ambos casos? Este solo dato: ;le permite concluir al
empleado que puesto es el que mas le conviene?

b)  (Qué cantidad de unidades deberia el empleado producir por hora para que le fuera
indistinto tomar el puesto A que el B?

¢) (En que rango debe encontrarse su rendimiento (cantidad de unidades por hora) para
que le convenga tomar el puesto A?

43.- El movimiento de un objeto que se desplaza en linea recta se puede expresar a través de

una ecuacion x =f (t), donde 'x " representa el desplazamiento (distancia dirigida 6 medida
con signo) del objeto en cada instante 't" respecto de un punto fijo que se toma como punto
de referencia (origen). La funcién f que describe el movimiento se conoce como funcion de
posicion del objeto.
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b)

c)

d)

Un movil m| que originariamente se encuentra en reposo comienza a desplazarse hacia arriba
y a razon de 10 cm. cada dos segundos. Dar fi, funcién de posicién de m; con respecto a
su punto de partida e indicar que representa ‘fisicamente” la pendiente. Graficar en un
sistema " t-x".

Un mévil my que inicialmente se halla a 9 cm. por arriba de m;, comienza a moverse en
el mismo instante que éste y de igual manera. Dar f,, funcion de posicion de ms con
respecto al punto de partida de m;. Graficar en el mismo sistema 't-x" en que se grafico fi .
A los 8 seg., ;ja qué distancia esta mp de m;? Justificar fisica y geométricamente la
respuesta.

Un movil ms que inicialmente se halla 3 cm. por debajo de m;, comienza a moverse en el
mismo instante que éste, también hacia arriba pero a razon de 6 cm por seg. Dar f3, funcion
de posicion de mj; con respecto al punto de partida de m;. Graficar en el mismo sistema "t-
x"en que se grafico fi. ;Alcanza ms am;?, jen qué instante?, ja que distancia del punto
de partida de m;?, ;cudntos cms. recorrié cada uno de los moéviles hasta el momento del
encuentro? A los 8 seg., /a qué distancia estd m3 de m;?

Los siguientes graficos representan la funcién de posicion (x) de un movil con respecto al
origen de coordenadas. En cada caso se pide expresar la funcion en forma verbal y a través
de una ecuacion.

AX AX A X
3 3 60
40 4
= [ ] P [ ] .
0 t (4] 1 t" [¢] i
2 t
A
X r 3 X A
5
4
3 3 S 60
40
0 b} > ¢ (0] i 0 i<

44.- Dada f(x)= 2x +3 con dominio en el (0;1].

a)

(134

extender f de modo que la nueva funcién asi definida, que llamamos “p”, sea par. Luego
graficar las siguientes funciones en un mismo sistema coordenado y teniendo en cuenta la
tabla de transformacion de funciones (parg. 48).

Fi(x) = p(x)- 4; Fa(x) = p(x-4); F3(x)=-p(x); Fa(x)=-px)+3; Fs(x)=|p(x) -4

b)

(1344
1

extender f de modo que la nueva funcién asi definida (“i”) sea impar. Luego graficar las
siguientes funciones en un mismo sistema coordenado y teniendo en cuenta la tabla de
transformacion de funciones (pag. 48).

Gi¥) =1 (x) +1; Go(x) =[Gi(X)]; G3(x)=-1(x); Ga(x)=-[1(x)]; Gs(x)=1(x) —p(x).



45.- Graficar las siguientes funciones y analizar sus propiedades. (usar transformaciones)

y=X 5 y=X[-2; y=[x2]; y=[xt2|-1; y=-[x|; y=-x+3; y=x|+x ;

y= X[+ [x2];  y=[x] +[-2x+2[ +1;  y=[x| +[x-3[+ 3x +3[; y=[x]-x+|2x -4

46.- Graficar en un mismo sistema coordenado y con dominio en [-1.5, 1.5] las siguientes
funciones; analizar en cada caso las propiedades que presentan (monotonia, inyectividad,
simetrias, signo definido).

a) f(x)=x" con n=2,4,6
b) fx)=x" con n=1,3,5

47.- Para cada una de las siguientes funciones se pide:
i) Dominio, grafico e imagen.
ii ) Determinar propiedades: ceros, intervalos de monotonia, simetrias, signo.
iii ) Hallar Rp= {x € D¢/ f(x)>0}
iv) Hallar Rn= {x € D¢/ f(x)<0}

a)  f(x)=x’ —6x+5 g) f(x)= x*-9 m) f(x) = (x+2) (4-x)
b)  f(x)=x*+2x +1 h) f(x)= x*+9 q) x22x , x>0
c) f(x)= x*-3x i) fx)=-x*+9 f(x)=

d fx)=-x*-2 i) f(x)= 3x-x? x>-2x, x <0

) fx)=-x>+3x-4 ) f(x)= (x+2).(x-3) 2 x=.2

e) fx)=-2x*+x+1 k) fx)= (x*-9)/(x-3) 0) 42 x<-2
fx) =
x4, xe(2,0]

48.- Idem actividad (45) para las siguientes funciones.

a)  f(x) =[x’ ~6x +5] g fx)=[x-9] n) f(x)=|x+2]. (- %)
b)  fx)=[x*-1|+] h) f(x)=-|x*~9| 0) f(x)=x2-[2x| +1

o) fx)= (x-1).|x]| i) fx)=]-x*+9]|+1 )

) fx)=[-x-2| D)= x|+ x. [x-1], x>0
e) fx)=|x>-3x+4| k) fx)= (x*-9)/|x-3| flx)- ’

f)  f(x)=|-x*+3x 4| m) f(x) = (x +2).]x-3| X.Jx|, x <0

49.- Para los polinomios que se indican a continuacion se pide determinar los ceros y el conjunto
D"={x e D¢/ f(x)20}.
(Se aconseja usar el método de los ‘valores de prueba” - pag. 106)

a)  f(x)= 3 (x-5) (x+7) e) f(x)=x*+x’-12x*
b) fx)= x*~13x+12 ) fix)=x-4x*+5x 2
c) f(x)= -2 (x-1).(x+3) g) fx)=x*+x*+6

d fx)= x*+x*-12x h) fix)=x>+9x

50.- Cada una de las leyes que siguen corresponde a una familia de funciones.
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En cada sistema a continuacion se grafican 3 funciones de cada una de las familias.

a) Se pide analizar numero y tipo de raices de cada funcién y comportamiento de la misma
para x muy grandes (+ 6 -), segtin el grado del polinomio. Establecer luego a que familia
y a que valor del parametro corresponde cada grafico.

) fx)=x" +kx; k=-4,0,4 i) fx)= x*+kx*;k=-4,0,4
Y R L e
RN / "1 NANE MRVAY; r’j

—1 1 —

/

¢) Formular una conjetura relativa a la multiplicidad de las raices y el signo de la funcion
en un entorno de las mismas, seguin esta sea par o impar.

=
-f"'f-

|
=3
'
howoN u/
i~y

51.- Las graficas que se proponen a continuacion corresponden a polinomios. Para cada una de
ellas se pide: analizar si el grado del polinomio es par o impar, cual es el menor grado
posible y proponer una factorizacion del mismo. Verificar.

L

T
N
]
[y
\m
L
BAN @ A 1 0 & @ ¥
-
L")
X

J I

52.- Graficar en un mismo sistema coordenado las siguientes funciones:
a) f(x)=x"" con n=2,4,6
b) fx)=x" con n=1,3,5

53.- Graficar las funciones y analizar sus propiedades. (usar transformaciones)

y1=\/; +2; y2=-\/;; y3=A X+2 ;
Y4=\/;-2; Ys=|\/;-2|; y6= 4/ |X]
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54.- Considerando en todos los casos Codominio f=1Im f hallar, si existe, la funcién inversa ¢
de cada una de las funciones que se indican a continuacion. Si no existe restringir
convenientemente el dominio y hallar gr, funcion inversa de la funcion restringida “f;”.
Graficar ambas.

h) fx)=-(x-8)"

) fx) = -Vx +2

d fx)= x-1)7

) f= (x-1) )y
e x)= (x—1)"+2
D o= xed R e S

9 fo=Vx +4 by =y1-(x-3)*

a) fx)=x?-4
b)) fx)=x*+4
) f(x)= x°-8

(*) Verificar en cada caso que fog=1d

55.- Dada f(x) = V1+k.x estudiar propiedades de esta funcion (dominio, imagen,
simetrias, signo, existencia de inversa, considerando restricciones si fuera necesario) para k>0;

k=0 vy k<0.
56.- Para cada una de las funciones a continuacion se pide:

i) Dominio, asintotas (si existen) grafico e imagen.

ii ) Determinar propiedades: ceros, intervalos de monotonia, simetrias, signo.

iii ) Hallar Rp ={x €D/ f(x)>0} y Ri={x €D/ f(x) < 1} (grafica y analiticamente)
iv ) Hallar, si existe, la funcion inversa.

_ 2 -1 -1  2x+1
a) f(X)— ; 1) f(X):| ? |_ 2 C) f(X)— ? + <
x+4 2
b) f(X): -7 . _ |i d A _ X —X.(X—Z)
x-2 ) f® = ) f(x) 1
-1 x-1 x-1
fx)= — +2 x|-1 = = -
VT g = R R
) =22 7 2
(o) X)= ——- _
X— D f0=| —— | +2 b =1 —— |
x—2 1
6x+1 _ -1
P o= XL e X x=3 o =i 2
6+3x x x—1 4
o foo= AXF2 h) f(x) =] > |
2x+1 x-2

48—4 x
X+6

57.- a) Dada f(x)= 103 ( ); se pide graficar f y hallar

S4000= {X IS R/f(X) > 4000 }

b) Al investigar el poder bactericida de un compuesto se observa que si “P” representa el nimero
de bacterias presentes en la muestra “t” horas después de agregado el bactericida, entonces P
=10 48-4t/ (t+6)]. Se pide :

1) Numero de bacterias al momento de agregar el bactericida (P,).
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ii) Intervalo de tiempo en que P > P,/2. Tiempo en que P =P,/2. Este tiempo se llama
“t medio” y se indica ti, (;porqué ?).

iii ) ¢Diria Ud. que para “t=2.t;»” se eliminan todas las bacterias? Si asi fuera,
(qué tipo de relacion habria entre AP=P,-P y t ?.

iv ) Calcule el tiempo efectivamente requerido para eliminar todas las bacterias.
(, Son AP=P,-P y t, directamente proporcionales? .

v) En el prospecto dice que el compuesto conserva constante su poder
bactericida por espacio de 12 hs. (Es esto cierto?,;porqué? Relacionar los
items anteriores.

vi ) Dar la funcion P que define la ecuacion del bactericida. Su grafica.

¢) Para otro bactericida se halla que p = 10°. [ 24-4t/ (t+6)] + 4000. Se pide:

i) Numero de bacterias al momento de agregar el bactericida (po).

ii) Intervalo de tiempo en que p > po/2. Tiempo en que p = po/2

iii ) Tiempo requerido para que quede una Unica bacteria.

iv) Tiempo requerido para eliminar todas las bacterias si el compuesto
conservara su poder bactericida indefinidamente.

v) En el prospecto dice que el compuesto conserva un poder bactericida
efectivo por espacio de 4 dias. ;Cuantas bacterias alcanza a eliminar el
bactericida?.

vi) Dar la funcidn p que corresponde al bactericida. Su grafica.

vii ) (Cual de los dos bactericidas usaria?

58.- Dadas las funciones f(x)=2%; e(x)=e”* ; h(x)=3%, se pide:

a) Establecer cual es la relacion de orden entre 'f', ‘e y "h” paralosx’s / x> 0.
b) Establecer cual es la relacion de orden entre 'f', ‘e” y 'h” paralosx’s / x <0.
¢) Graficar 'f', ’e” y 'h” en un mismo sistema coordenado.
d) Graficar en un mismo sistema coordenado y=1(x);y=-f(x); y=f(x) e

y = 1/f(x).
e) Graficar y = f(kx) en un mismo sistema coordenado para k>0; k=0 y k<0.
f) Dar grafico e imagen de:

i) Yzzxtlz vi)y= e

i) y=2077 vii)  y=2%/3

i) y=2e” viii) y=5-3(1+¢)
v) y= -2;"—31 ix)y= (e-x)3

V) y=¢e“.e x)y= (e-x)-3

59.- Con base a la grafica de y=e * escribir la ecuacion de la grafica que se obtiene de:

a)  Desplazarla dos unidades hacia abajo.

b) Desplazarla dos unidades hacia la izquierda

¢) Reflejarla respecto del eje x.

d) Reflejarla respecto del eje y.

e) Reflejarla respecto del eje x y, a continuacion , respecto del eje y.
f)  Reflejarla respecto de la recta y =x.
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60.- Hallar la funcién exponencial de formula y =k a* si se sabe que pasa por:

a)  P(1,60) y QB,24) ; b) P(0.3) y Q2,3/4); ¢)P(0,-2)y Q(I.-6)

61.- i) Dar dominio, grafico e imagen de:

a) y=logx+10

_ In5
b) y=log (x+ 10) g y=e
) y=|log(x+10)] h) y=e
d) y=]|log(x+10)|-1 iy y=e X
e y=In e(*?) j y=elnx
3 k) y:e-2lnx
f) y:eln(x 3)

) y=In(2e")

i1)  Hallar ( si existen) las funciones inversas de las funciones del item
anterior . En todos los casos considerar codominio = imagen.

iii) Si f(x)=e™ graficar en un mismo sistema f ; f' y 1/f; concluir
luego acercade si f' y 1/f guardan alguna relacién entre si.
iv) Si fix)=e™ y g(x)=1Inx indicar quienes son fog y gof y si fog=gof.
v) Resolver las siguientes ecuaciones para la incognita 'x” :
eXd =1, 2%3-3. 2%=e®; e™=2e upy;
log (x-2) =2; log x>=9; log x + log (x-3) = 1.

vi) Cuando se habla de “crecimiento exponencial” lo que se quiere expresar
es que el crecimiento es muy rapido. Para constatar esto halle el menor

ror X
entero 'x’ para el que e *>10°.

62.- Para pensar:
a) dadas f y g tales que f(x)=g(x) Vx;
{, qué se puede decir de f(x)/g(x) ? (Y si g(x)es mucho mayor que f(x)?
b) lasiguiente tabla presenta las razones entre In x y \/; ;
{, qué informacion nos da esta tabla?

X 5 10 100 500 1.000 10.000 100.000
In x /\/; 0.72 0.73 0.46 0.28 0.22 0.09 0.04
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63.- a) Se conoce que en una disolucion acuosa de cualquier especie quimica la concentracion
de hidronios [H;0" ] y de oxidrilos [OH " ] no son independientes una de otra., sino que
satisfacen la formula basica :[H:O" ] . [OH ~ ] = 10" no siendo necesariamente
[H:0"]=[OH].

Esto permite distinguir tres tipos de soluciones:

NEUTRAS: [H30"]= [OH ]= oo

ACIDAS: [H;0"]> [OH ]; osea [H:O0"]>

BASICAS 6 ALCALINAS: [H;0"]< [OH ]; osea [H:O]<

(*) Completar con un nimero la linea de puntos, segiin la férmula basica y trabajando
algebraicamente con ella.

b) Experimentalmente se ha podido establecer que el rango de variacion tanto para [H;07]

como para [OH "] esel intervalo [107'*; 1]. Para poder citar y trabajar estas cantidades

exponenciales en forma mas simple y practica, Sorensen defini6é la funcion “p” como
“menos el logaritmo decimal de........

Asi: pH=-log [H;0] y pOH=-1log [OH].

(*) Indicar si los siguientes valores pueden ser concentraciones de H:;O" en una
solucién acuosa: 5.10; 0.5.10"; 35.107; 7.10'®; 0.3; 0.02.102.
En caso que lo sean hallar su pH.

(*) Hallar (jmatematicamente! ) el rango de variacion pH y pOH y determinar
para que rango de pH la solucion es acida (basica) .

Demostrar que pH+pOH =14

(*) Calcular la concentracion de [H;O" ] en una solucion de pH= 8.5
(*) Hallar una expresion para calcular pH si  [H;0']= a.10.

64.- El ntimero de bacterias (y) en un cultivo en funcion del tiempo 't” esta dado
por: y=N,€ 025t

a)  Discutir siesta ecuacion define funcion y, si lo hace, discutir la siguiente afirmacion
Im f= [ N, ; +o0 ). ( jconsiderar las restricciones propias del modelo!! )

b) Hallar cantidad de bacterias en el instante t= 0.

¢) Hallar cantidad de bacterias en el instante t=2, si inicialmente hay 2000 bacterias.

d) Hallar instante 't” en que la cantidad de bacterias es el doble de la inicial.

e) Hallar instante 't” en que la cantidad de bacterias es la mitad de la inicial.

65.- MODELO EMPIRICO: si no se conoce la relacion que liga a dos magnitudes
involucradas en un fenémeno natural se puede, a partir de datos empiricos, construir
un modelo matemético del mismo; o sea, dar una funcién que dentro de ciertos
margenes de razonabilidad describa “'matematicamente” la relacion entre las variables
intervinientes. Basicamente se trata entonces de dar la curva que mejor ~ se ajuste” a
los datos, en el sentido de que sea la que mejor “capture” la tendencia basica de los
puntos experimentales.



Con el objetivo de hallar una funcion que informe sobre la masa presente ‘'m’ de un isdtopo
de sodio, **Na, después de 't horas’ y a partir de una cantidad inicial dada, se realiza una
experiencia en la que se va determinando y registrando la cantidad de masa al cabo de ciertos
intervalos de tiempo. Los resultados de tal experiencia se presentan en la siguiente tabla:

t(hs.) |0 15 30 45 60 W na1s g t?
m(g) |5 72 m(0) “am(15) |% m(30) |% m(45) |.. | ie.? |i--?
m(g) |5 2.5 1.25

m(g) |5 .5

a) Graficar los puntos. En el caso que Amy At fueran directamente proporcionales, ;qué tipo
de curva ajustaria estos puntos ?; ;qué tipo de modelo seria este?.;Son directamente
proporcionales?

b) Tomando como referencia los puntos datos (30; m(30)) y (60; m(60)) dar un modelo lineal
para la relacion masa-tiempo del isotopo de sodio estudiado. ¢Proporciona este modelo un
‘buen ajuste” de los datos experimentales?. Otro modelo lineal, ;ajustaria mejor ?, ; porqué
9

¢) Completar el ultimo renglon de la tabla y concluir una ley no lineal para la funcion buscada.
Nota: para poder inducir la ley pedida, al completar la tabla debera dejar la expresion tal
cual va quedando, no realizar las operaciones que quedan en cada caso. Verificar luego
la ley obtenida calculando con ella alguno de los valores de la tabla . Graficar la funcion
y escribir en una oracion qué pasa con el isotopo de sodio a medida que transcurre el tiempo;
con qué particularidad pasa.

Calcular la masa alas 10 hs,25hs; 50 hs. (en este caso Ud. esta “interpolando” valores) .

Calcular la masa alas 75 hs, 80 hs ; 100 hs . (en este caso Ud. esta “extrapolando” valores)

(*) Interpolar : estimar un valor entre valores observados.
Extrapolar : predecir un valor fuera de la region de las observaciones.

(*) Observacion: este segundo modelo, ‘modelo exponencial’, ajusta los datos experimentales
mucho mejor que cualquier modelo lineal. Mas alin, es el modelo que mejor ajusta.
Experimentalmente se comprueba que el modelo matematico que mejor describe procesos de
descomposicion de sustancias quimicas es el modelo exponencial.

-0.038t

66.- Elradio se descompone seglin la formula y =k, e donde k, es la cantidad inicial

e 'y  es la cantidad que queda al cabo de 't” siglos.

a) Hallar el tiempo de "vida media” (ti2) del radio; o sea, el tiempo requerido para que
se descomponga la mitad de la cantidad presente.

b) Si k=10 mg , indicar cuanto tiempo transcurrira para que queden: 5; 2,5;1,25 y 0
(mg.)

¢)  Graficar la funcién e indicar sobre la grafica los puntos obtenidos en el item (b).

d) Demostrar que la expresion general para “t;»” en una formula del tipo

y=a.eBt,es: tn=— ln2.

Discutir para que tipo de exponencial es valida esta expresion.
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67.- Hallar la expresion que permita calcular la cantidad (y) de sustancia radiactiva que queda al
cabo de 't” horas si se sabe que: es de tipo exponencial, al comienzo se tienen 10 mg de
la sustancia y se desintegra de tal forma que se reduce a la mitad cada tres horas.

68.-

Hallar la funcion inversa de la funcion encontrada en la Actividad (67) y explicar que
informa la misma.

Graficar ambas funciones.

Hallar una funciéon para la cantidad "que se desintegra’. Hallar su inversa. Graficarlas.

69.- Para cada una de las siguientes funciones se pide:

i) Dominio, grafico e imagen.

ii ) Determinar propiedades: ceros, intervalos de monotonia, simetrias, signo

iii ) Hallar Rp={x € D¢/ f(x) >0}

iv ) Dar un dominio y codominio donde la funcion resulte biyectivay luego hallar la funcién inversa.

a) f(x)=2senx fx) = 2 i
9 f9=sen 035 i) fy= cosx lex  0<x <2

e) f(x)=0.5senx +1 k) fix)= -|senx |

tgx|, -m2<x <0
f fx)=sen(xtm2) 1) fx)= -|senx|+0.5 g, -m2<x

d) f(x)= senx +1 ) f(x)= |senx| q)f(x): {

r) { 3senx , x>T/2
f(x) = 0, X =T/2
70.- Dadas f(x)= xi-kl y gx)=1V 1+x 2 ; -3senx, x<T/2

indicar ley y dominio de: f+g;f/g; fog;gof

71.- Dadas f y g hallar (siexisten) ley y dominiode fog y gof

a) f(x)=senx;D=[0; 2n] g(x) = \/;

b)  fix)=log (2x-8) gx)= x*+3x
o fx)=1x g(x)= cos x
d) f(x)= arcsenx gx)= x-2

e) f(x)=Inx ox)= x*-4

) fx)=Inx e = Vx? -4
g  f(x)=+Inx g(x) = x+2

72.- Hallar f; g y h tal que: F=gof y G=hogof.

h) G(x)= sen V x2 -4

a)  F(x)=(x-9 ) Gx)=In (C+4)

b) F(x)=sen (x”) j) G(x)= arcsen(cos x*)
¢ Fx)=1/x3 k) G(x)= cos (1/(x-2))
d) F(x)= In’x ) G(x)= 1/cosx
e) F)= ﬁ m) Gx)= 1/V x?2 —4
— cos (In x)
)  Fx)=+Inx m) Gl=e

g) F(X) =e cos X‘



MISCELANEA DE PROBLEMAS

73.- En un estanque en calma, se deja caer una piedra produciendo ondas en forma de

circunferencias concéntricas. El radio (en pies) de la onda externa viene dado por r = r(t)
con 1(t) = 0.6. t, donde 't" es el tiempo en segundos transcurrido desde que la piedra toca el
agua. Sicon A seindica el area del circulo en funcion del radio 't obtener e interpretar la
funcion “Aor”.

74.- Si se lanza una pelota hacia arriba con una velocidad inicial de 96 Pies /seg., entonces su

altura después de 't segundos es y=96t—16t* (en pies). Determinar la altura maxima
que alcanza la pelota y en qué instante toca el suelo.

75.- La siguiente funcion da el tiempo "t~ en que se disuelven ‘'m” gramos de soluto al poner

20 g. del mismo en contacto con el solvente:

t=3.ln(i) ; [t]=hs. ; [m]=¢
4 m

Se pide:

a)
b)

c)

dominio natural de la funcién que comprende esta ecuacion. (jcuidado!: t=0)

(En qué tiempo se disuelven 10 g. (18 g) ?; ;cuantos g. de soluto se disuelven en 9 hs. (15
hs) ?

hallar la funcién inversa e informar acerca de lo que permite calcular esta funcion.

76.- Se coloca un recipiente con agua sobre el fuego. En un principio la siguiente ecuacion da la

temperatura ‘Q" del agua en cada instante "t ": Q=20+ 10t ; [Q]=°C ; [t] = minutos.
El agua se deja hervir 2 minutos y luego se retira del fuego. En ese preciso instante

920

comienza a enfriarse segun laley: Q= 10+—— . Considerando que todo el proceso es
t+a

un proceso ‘continuo’, es decir, que no se observan ‘saltos’ de temperatura, se pide:

a) Determinar la temperatura del agua en el instante que se empieza a calentar y el instante
't en que el agua comienza a hervir.

b) Calcular el valor de la constante “a” teniendo en cuenta la "continuidad’. del proceso.

¢) Dar la funcién que describe todo el proceso desde que se coloca el recipiente sobre el
fuego. Graficar esta funcion.

d) Hallar (si existe) el instante t* en que la temperatura del agua seria igual a la inicial.

e) Hallar (si existe) el instante t** en que el agua se congelaria si no se altera ninguna de
las condiciones del proceso.

f) (Qué sucede con la temperatura para tiempos ‘muy grandes” ?; ;qué interpretacion fisica
puedo dar a este resultado?.
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77.- Si deunresorte 'R’ se suspende una masa (M), el mismo comienza a oscilar con un periodo
‘p° que se puede calcular con la siguiente expresion:

.T‘
_ 9 F.o+M
p= 7[.1/—’(

F = cte universal (F>0)

@ = masa del resorte

K =cte del resorte (K >0)

p =tiempo requerido para
una oscilacion ‘completa’.

§R
§

a) Analizar si esta ecuacion define funcion.

b) Si hacemos T-p?, expresar T como funcién de M (T=f (M) ) e identificar el tipo de funcion
de que se trata. Indicar dominio natural y hacer un bosquejo del grafico de f

¢) Dadounresorte de masa @ =2 g se realiza la siguiente experiencia: se suspende un cuerpo
de masa M y se lo deja realizar 100 oscilaciones completas. Se mide el tiempo " tigo” que
tarda en realizar las 100 oscilaciones. Con este dato se obtiene 'p’, periodo de oscilacion para
la masa M. Con p se obtiene T.

(Cuantas veces hay que realizar la experiencia para poder graficar T=f (M)?. ;Porqué?

M Nro oscilacions t (seg) p T (M;fM))
10g 100 67.5
20 g 100 73.5

d) Graficar T versus M. Hallar laley de f.
e) Hallar K , constante del resorte.

78.- Elmétodo de “fechado con radiocarbono” se basa en el hecho de que el isGtopo radioactivo
del carbono '“C tiene una vida media conocida de cerca de 5700 afios. La materia organica
viva mantiene un nivel constante de '“C al “respirar” . Asi, el porcentaje de este is6topo
presente en los organismos vivos es el mismo porcentaje que el existente en el aire. Pero, al
morir un organismo, éste deja de metabolizar carbono y comienza el proceso de
decaimiento radioactivo; o sea, se comienza a agotar su contenido en '*C. Dado que la
fraccion de '“C en el aire es practicamente constante a través del tiempo se puede entonces
determinar la antigliedad de una muestra con sélo medir su contenido en *C y compararlo
con el contenido de una muestra actual.

El carbono extraido de un antiguo craneo recién desenterrado contiene el 63 % de 'C con
respecto del carbono extraido de un hueso actual. ;Qué antigiiedad tiene el craneo? (Recordar:

Y=Yo.€ Bt con y = cantidad de sustancia que queda al cabo de 't" afios, y tener en cuenta que
los datos que se dan son "vida media’ y que, y=63%y, )

79.- La poblacion de cierta especie en un ambiente limitado es :
100. .
= 00.000 - ('t" semide en afios)

100 +900 e~

a) ¢ Cual es la poblacion inicial (t=0) ?
b) ;Cuanto tarda en llegar a 900 ?. ; En llegar a 1000? .

€) Verificar que P(t) <1000; VYVt y que 1000/ P(t) = 1000 para t “muy grandes”. ;Qué se puede
concluir de estos dos datos?.
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80.- La EPE (Empresa Provincial de la Energia) ha decidido tomar nuevos empleados. Los
aspirantes deben rendir una prueba de seleccion donde se les da el siguiente problema:

Encontrar la funcion que permite calcular el importe de la factura de luz segun los kilowats (kw)
consumidos en un bimestre, para casas de familia, si el mismo resulta de la suma de los montos

que se indican a continuacién: (datos al 1/4/93)

a) un "monto fijo bimestral”, (MFB), de $11.66.

b) un "monto por consumo de kw", (MC), que se calcula a partir de la TABLA I
¢) un monto por "Tasa de Alumbrado Publico", (TAP); segun TABLA II

d) un monto en concepto de IVA: 18 % de [ MFB + MC + TAP ]

¢) monto por otros impuestos: 3.6 % de [ MFB + MC + TAP ]

TABLA 1 [MC]|

TABLA Il |TAP|

kw consumidos | costo | kw.
0[] kw<120 $0.074
120 [ kw < 240 $0.102
240 [ kw <400 $0.205
kw ] 400 $0.244

kw consumidos importe

O[kw <60 | -=-----

60 [ kw < 120 $1.55
120 [ kw < 200 $3.96
200 [ kw < 400 $5.08
400 [ kw < 600 $7.05
600 [ kw <1000 $ 8.45

kw ] 1000 $10.72
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2— Limite y Continuidad

2.1 Limite de una funcion en un punto

Dada una funcion y =f(x) y un punto xo € R, en este parrafo planteamos y

contestamos el siguiente interrogante:

¢ como se comporta f(x) cuando x se acerca a xo?

pregunta | que simbolizamos

Y

lim f(x) = ....
X Xo

Ejemplo 1: f(x)=x+3; xo0=I

® como se comporta f(x) cuando

"x" se acerca a 1?

4

® Por simple inspeccion de la ley
vemos que, si X se acerca a 1
entonces f(x)=x+3 se acercaa 4.

A 4

lim f(x) = ?
x=2>1

lim

luego escribimos | x>1

f(x)- 4

Ejemplo 2: f(x)=x*+2x-3; xo0=1
x-1

» f(1) no existe; luego, tiene ain mas sentido la pregunta:
¢, cémo se comporta f(x) cuando x se acerca a 1?

limf(x)=?
x>1

‘
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En este caso no podemos

ver, por simple inspeccion, X o | F(X) o X o | F(X) o

qué pasa con f(x) cuando 0 3 2 5

X seacerca al. 0.3 3.3 1.6 4.6

¢ Qué hacemos?: calculamos 0.6 3.6 1.3 4.3

valores y tratamos dei |09 3.9 1.1 4.1

detectar un comportamiento. | 0.99 3.99 1.01 4.01

tendencial para los f(x). 0.999 3.999 1.001| | 4.001
1 4 1 4

. limf(x)=4
Parece que, si x seacercaa 1 entonces f(x) seacercaa 4. x91( ) >

Ejemplo 3:

2x-1; x<1

f(x)=
2x+1; x>1
» f(1) no existe; luego, nuevamente tiene sentido la pregunta: ’——’ lim f(x) = ? >
x>1
» (qué hacemos en este caso?: y
Graficamos f y tratamos de detectar un £ f]
. . (x) (x, I(x) )

comportamiento tendencial para los f(x). l
Asi vemos que si:

x> 1 (x<1); entonces f(x) > 1 3

x> 1 (x>1); entonces f(x) > 3

» Del grafico observamos que cuando X = 1;

f(x) no tiene un comportamiento
“definido”; no se acerca ‘a un anico
ndamero’.

» La grafica presenta un salto en x=1; de alli que para x > 1 el comportamiento de
f(x) es distinto segin los x se acerquen a 1 por la izquierda o lo hagan por la
derecha.

» En este caso decimos que: A lim f(x) (no existe el limite de f cuando x tiende a 1) >
x>1




129

Ejemplo 4: 2x-0.1 ; x<1
f(x)=

2x+ 0.1; x>1

» f(1) no existe; luego, nos preguntamos:

¢, como se comporta f(x) cuando x se acerca a 1?

» (qué hacemos en este caso?:
Graficamos f y observamos el
comportamiento tendencial de los f(x).
Asi apreciamos que,
si x > 1 entonces f(x) se acerca a 2.

* ¢ Tendra f un comportamiento definido,
tal cual parece a simple vista ?,
{0 existird, como en el ¢j. 3, un salto que
impida alos f(x) acercarse a un Unico
numero?.

* Dicho de otra manera: ; podran los f(x)
acercarse a 2 tanto como quieran ?

* Para contestar este interrogante graficamos

» HACEMOS un ZOOM con CENTRO en
(152)

» (qué observamos ahora?, que:
si x 2 1 (x<1); entonces f(x) > 1.9
si x 2 1 (x>1); entonces f(x) 2> 2.1

» conclusion: cuando x =2 1;
f(x) no tiene un comportamiento “definido”;
no se acerca ‘a un unico ndmero’.

> En este caso también tenemos un salto en
x=1, de alli que el comportamiento de f (x) sea
distinto segun el lado porel cual x tienda a
1. La diferencia con el caso anterior estd en que
aqui, al trabajar con escalas usuales, el salto
puede pasar desapercibido. Luego:

OBSERVACIONES:

limf(x)= ?
x>1 >

A lim f(x) (no existe el limite de f cuando x tiende a 1)
x>1

1. Los ejemplos analizados muestran que la simple proximidad de f(x) a un cierto nimero
no basta para que tal nimero sea limite de la funcion. Resulta evidente que para que

ello ocurra debe pasar algo mas: que los f(x) se aproximen tanto como quieran a dicho
nimero; que no exista ninguna ‘barrera’ que les impida llegar a él.
2. Asi, con la expresion "f(x) tiene comportamiento definido"; a partir de ahora

entendemos, “ f(x) se acerca a un Uinico nimero y lo hace tanto como quiera.”
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Llegado a este punto surgen dudas acerca de los ejemplos 1 y 2; en ambos casos vimos

que si x>1 entonces f(x)2> 4 y concluimos que el limite era 4. Pero, ;jno pasara
aqui lo mismo que en el ultimo ejemplo y, como en este caso, el salto es tan pequeio
que no lo pudimos apreciar en razén del método usado?.

Asi, si hacemos un "zoom" en el grafico de "f" alrededor del punto (1:4) (*);
(no aparecera un salto y tendremos en consecuencia que el limite no existe ?.

(*) Cabe aclarar aqui que si al aplicar el zoom no visualizamos un "salto" podemos continuar
ampliando la imagen a través de seguir aplicando el zoom. Si tal fuera el caso, ¢qué pasa si no
visualizamos un salto aun después de varias ampliaciones?; ¢significa esto que no existe salto ?.

En circunstancias como estas debemos extremar los cuidados ya que pudiera ser que el salto fuera
infinitamente pequefio e imposible de capturar con un dispositivo graficador. A lo sumo podra
aumentar nuestra confianza de que el salto no existe, pero nunca, por este camino, alcanzaremos

la certeza de ello.

asegurarlo si podemos demostrar este supuesto.
Pero: ¢cdmo demostramos un limite ?. Para ello necesitamos precisar la definicion de limite.

Que no existe salto o, equivalentemente, que existe limite, s6lo podremos

RESUMEN:

: :qué comportamiento tiene f(x) cuando x se acerca a Xo?
e lim f(x)= i P (x) 0

X2>X0
o limf(x)=L cuando x se acerca a Xo, f(x)tiene un comportamiento definido;

X) = . . ,

%0 se acerca tanto como quiera al Gnico nimero L.

i ﬂ ILm f(x) cuando x se acerca a Xo, f(x) no tiene un comportamiento definido;
X=2X0 . s . ’
no se acerca, tanto como quiera, a un Unico nimero.

DEFINICION (’coloquial” de limite de una funcion en un punto )

XQXO

lim f(x)=1L

limf(x)=L < cuando x se acerca a Xo,

X>xo f(x) se acerca al Unico nimerolL;
tanto como quiera,
sin importar lo que pasa en xo.

» En lo que sigue procedemos a “traducir” esta definicion al lenguaje "'matematico
ello necesitamos definir el concepto de: entorno de un punto.

. Para

DEFINICION:
E(zo:r) ={zecR/ d(z; z0)) <r}
E (zo;r)
r L r N
Entorno ¢ o ) >
de zo Zo-1 Z0 zZ Zotr
deradior —
d(z;z,)
DEFINICION:
E* (zo;1) Es el conjunto obtenido cuando a un entorno se le quita el centro.
Entorno E* (zo;r) = E(z0;r) - {20 }.
reducido
de zo de E*(zo;r) = {zeR/ 0 <d(z2) <r}
radior
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Observaciones:
1) E (zo; r) =(zo-r; zo+ 1) (intervalo simétrico con centro en zo ).

Esta igualdad se prueba facilmente a partir de la definicion de distancia entre
numeros reales, d(z, zo) = |z - zo |, y propiedades del valor absoluto (Apéndice A).

2) Si analizamos el concepto dado vemos que este se corresponde con la acepcion
vulgar de la palabra "entorno’; o sea, representa el conjunto de todo aquello que
esta ‘proximo” a alguien o algo (en nuestro caso a zo). Es facil de aceptar asi que:
z "cerca” dezo =

d(z, z0) <r =~ z € E (zo; r) (parar convenientemente pequefio)

Resumiendo: d(z, zo) <r ( para "r" conveniente)
|z-zo|<r ( para "r" conveniente)
z € E (zo;r)  (para'"r" conveniente)

z € (zo-r 5 zotr) (para"r" conveniente)

z "cerca"dezo =

3) Existen entonces distintas forma de expresar ‘matematicamente” la
expresion coloquial "z cerca de zo . Podemos proceder asi a traducir la
definicion de limite de su "forma coloquial” a su "forma matematica’.

2 Traduccién de la definicion coloquial a la mateméatica (topoldgica)

cuando x se acerca a Xo, (1)
limf(x)= L < f(x) se acerca a.I Unico numero L; (2)
> %0 tanto como quiera, (3)
sin importar lo que pasa en Xxo. (4)

Lenguaje coloquial lenguaje "matematico”

X cerca de Xo X € E*(X0:8) (para & conveniente)

X# Xo

Dy

(2) f(x) cercade L f(x) € E(L; € ) (para € conveniente)

' (3) tanto como quiera

(esto significa que por mas chico que
tomemos el entorno de L, o sea,

por_mas chico que tomemos g, siempre
encontraremos en él algun f(x)
proveniente de un x proximoa X)

Ve,
tal que, si x € E* (xo:5)
entonces, f(x) e E(L;€ )
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» Luego, concluimos las siguientes DEFINICIONES FORMALES:

imf(x)=L < (@) Ve>0; 38>0 talquesi x e E*(Xo;5)
*RA9 entonces f(x) € E (L;.€)

< (II) Ye>0; 30>0 talquesi 0<|x-x0|<O

entonces |f(x)-L|< €

iw Para x € E*(x0;8), el graficode f
i debe estar dentro de este rectangulo

Observaciones:

1) las definiciones ‘coloquial’, (I) y (II) de limite de una funcién en un punto son
definiciones equivalentes; o sea, dicen "lo mismo" aunque de distintas formas.

2) La definicion (IT) (llamada definicion "e, 3" ) se obtiene de calcular las distancias
indicadas en los respectivos entornos:

- E*(x050 )={x e R/ 0<d(x;x0)<d}={x e R/ 0<|x-x0|<d}
-E;e) ={yeR/dy;L)<e } = {yeR/ |y-L|<e}

» Verificacion de limite de una funcién en un punto.

La definiciéon rigurosa del concepto de limite permite ahora verificar limites; o sea,

supuesto que L es el limite de una funcion, demostrar que esto es efectivamente asi.
L puede “intuirse” a partir de una tabla de valores, del andlisis de un grafico, etc.

Ejemplo 1: f(x)=2x+3 - lim f(x) =5 (intuitivamente, si x esta cerca de 1, f (x) esta
cerca de 5) 1

e SiVe>0 encontramos 6 >0 tal quesi 0<|x-1|<d entonces |f(x)-5<¢g;
entonces habremos verificado la definiciéon y lim f(x)=5
x> 1
Prueba: |[f(x)-5|=|(2x+3) - 5|=2.[x-1| > - observamos que si:
2.|x-1]< € entonces [f(x)-5|< &
f-y, st
: [x-1| < €&/2 entonces 2.]x-1|<¢€

Luego, para & =g /2 resulta que:
0<|x-1|<d = [x-1|<e2 = 2Jx-l|<e = [f(x)-5|<e.

o sea, paracada € hallamos un 6 (& =g /2) para el cual se cumple la definicion.
Luego, verificamos que lim f(x) = 5.
x>1
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Ejemplo 2: f(x)=mx+h =» lim f(x)= f(xo)

X X0

Por definicion: lim f(x) = f(x0) & V€>0; 30>0 / 0<|x-x0|<d = |f(x)- f(x0) |<e
X>X0
Prueba: |f(x) - f(xo)| = |m].| X-Xo |

Si tomamos & = &/|m|:
0<|x-X0|<6 = [x-x0|<é&/m = |ml.[x-x0|<e = |[f(x)-1f(x0)]|<e
Dado € encontramos 8 ( & = &/|m|). Luego verificamos que lim f(x)= f(Xo)

X>X0
Ejemplo 3: f(x)=x2+2x-3; xo=I; lim f(x)=2?
x-1 x>1

Enla pag. 127 tratamos esta funcion y, a través de una tabla de valores, observamos que
si x> 1 entonces los f(x) 2 4. Luego: ;lim f(x)=4?
x>1

El limite es 4 < Ve >0; 3 6 >0 tal que 0<|x-1]<d = [f(x) - 4|<¢

En este caso, antes de hacer la verificacion, observamos que:

f(x)= x2+2x-3 = (x+3). (x-1) = (x+3)
x-1 x-1

rTe

Si ahora consideramos la funcion lineal h(x) =x+3, vemos que, Vx#1 es f(x)=h(x); y
dado que en el limite no importa el comportamiento de la funcion en el punto xo (en este
caso 1) ; tenemos que:

lim f(x)=1lim h(x)=h(1)=4 [obs: hemos verificado de otra forma]
x>1 x>1

Ejemplo 2

Observacion: La "verificacion" de un limite aplicando la definicion generalmente es muy
dificil. Luego, para simplificar el trabajo, conviene buscar otros caminos que, siendo
correctos, sean mas simples (como en el ejemplo 3). Para ello necesitamos conocer
"propiedades" del limite.
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» PROPIEDADES del limite de una funcién en un punto.

Sean f y g dos funciones tales que; |im f(x)=A y lim g(x)=B.
X=X, X—>X,

TEOREMA I: |im [f(x)+g(x)]=A+B.

X—>X,

TEOREMA 2:  |im [f(x).gx)]=A.B.
X—>X,

TEOREMA 3: lim ) = A ; [siempre que B#0 ]
X=X, gx) B

Observacion:
La demostracion de estos teoremas (que aqui omitimos) se hace usando la definicion de
limite. Una vez demostrados en general podemos aplicarlos a cualquier caso particular.

Ejemplo 4: dada h(x)=x? hallar lim h(x)

X—3
En este caso h se puede pensar como el producto de “f.f*“ con f(x)=x (lineal).
Luego, como ya sabemos calcular el limite para una funcion lineal, si acudimos al teorema

lim h(x) = lim [fx) fx)] =f3) £3)=(3).(3) =9

X—3 X—3

[ Teorema 2 y ejemplo 2 ]

Nota: en este caso tenemos que h(3) =9 ;o0sea, que lim h(x)=h(3)
x> 3

Este hecho también lo verificamos en el caso de la funcidn lineal; o sea, estamos viendo

que si la funcion existe en el punto el limite resulta ser el valor de la funcién en el
unto.

Nos preguntamos: /Serd esto siempre asi ?. Vemos mas ejemplos y concluimos.

Ejemplo 5: x+3; x#1
f(x)=

-si h(x) =x+3 Vx, entonces f(x)=h(x) Vx=#1 y limf(x)=Ilimh(x)=h(l)=4
x> 1 x> 1
Luego, eneste caso L=4 y f(1)=1; osea, L#f(1).

Ejemplo6: f(x)=[x]. Aqui, A lim f(x) y f(1)=1.
x>1
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4 Estudio general de larelacionentre L y f(Xo).

Repasamos los ejemplos vistos hasta ahora:

Ejemplo 1: f (x) = 2x+3 -2 lim f(x)=5
x>1
Ejemplo 3: fx)=x2+2x-3 > lim f(x)=4
x-1 x>1
Ejemplo 5: x+3; x=1
f(x) =
1; x=1 -2 lim f(x)=4
x>1
Ejemplo6: f(x)=[x] > A lim f(x) 1 )
x>1 :
1 2
RESUMIENDO:
Ej. 1 Ej. 3 Ej. 5 Ej. 6
f(1) 5 i 1 1
L 5 4 4 i
¢f(xo0)= L? sl NO NO NO
3 lim 3 lim 3 f(xo)
OBSERVACIONES GRAFICO no implica no implica no implica
CONTINUO 3 f(xo0) L = f(xo) 3 lim
El grafico presenta "saltos" ¢ "agujeros"
CONCLUSIONES:

Vemos entonces que el limite y el valor de la funcion en el punto coinciden "solo en un
caso": cuando el grafico de f es una curva que no presenta "saltos" ni "agujeros"; o sea,

cuando es una curva "continua".

A partir de ahora llamamos funciones continuas a las funciones cuyo grafico sea una curva
continua. En lo que sigue, y a los efectos de poder estudiar analiticamente la continuidad

de una funcion en un punto, definimos rigurosamente este concepto.
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2.2 Continuidad

DEFINICION:
f continuaen xo < 1) 3 f(xo)

Continuidad de una 2) 3 lim f(x)

funcion en x> xo

un punto 3) lim f(x) = f(xo)
X=> X0
Equivalentemente: f continuaenxo <> cuando x se acerca a Xo,
f(x) se acerca tanto como se quiera a f(xo)’.
DEFINICION:
Continuidad de fen . )
un dominio D f continuaenD < f continuaenxp ; V X, € D.

Observaciones:

a) en relacion al grafico de una funcidén podemos decir que:
- fcontinua en Xo si graf. f no presenta saltos ni agujeros en Xo.
- fcontinuaen D si graf. f no presenta saltos ni agujeros en D.

b) la condicién 3 comprende las otras dos (*); luego, podemos decir:

f continuaen x0 < lim f(x) = f(x0)
X=> X0
(*) ¢porqué damos tres condiciones?, simplemente porque tener presentadas asi las condiciones
para la continuidad facilita el correspondiente analisis, lo hace mas operativo pues apenas
detectamos una condicion que no se cumple, sin necesidad de revisar las otras, podemos concluir
que la funcion no es continua en ese punto. Por ejemplo, basta que no exista la funcién en el
punto para que no sea continua en dicho punto.

Ejemplo: para f(x) =mx+h, demostramos que V Xo, lim f(x)=f(x0) (ej. 2, pag.133).

X X0

Luego, la funcién lineal es continua en todos los reales.

Para los ejemplos vistos en la pagina anterior, tenemos:

Ejemplo 3: f(x) =x2+2x-3; f noes continuaen x,=1
x-1

- f no esta definida en xo=1 = no cumple la condicién 1;
(atn cuando el limite exista ; |im f(x) =4, ¢j. 3, pag.133).
x—1

Ejemplo 5: x+3; x=1
f(x) =
1; x=1 =2 lim f(x)=4

x>1

- f estda definidaen xo=1 = cumple la condicion 1
- lim f(x)=4 = cumple la condicién 2
x>1

- f(1)=2 # |im f(x) = no cumple lacondicion 3 = no es continua en xo=1
X—1
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Ejemplo 6: f(x)=[x ] > Alim f(x)
x>1
- f estddefinidaen xo=1 = cumple la condicién 1 ! E
- Alim fix) = no cumple la condicion 2 ; .
x>l => no es continua en xo,=1 r 1 2

Notas:
1- de los ejemplos propuestos observamos que existen distintas causas para la
“discontinuidad” en un punto y que la “importancia” de las mismas se ‘refleja” en el
grafico de la funcién. Esencialmente, cuando el limite existe, la grafica presenta una
“perforacion” en el punto mientras que, cuando el limite no existe, la grafica presenta un
“salto”. Esto permite clasificar las discontinuidades evitables y no evitables, cuestion
que vemos al final de este capitulo.
2- en la busqueda de hechos o propiedades que permitan el calculo del limite de una
funcién en un punto en forma precisa y sin tener que acudir a la definicion para verificar,
la continuidad aparece como una propiedad muy Util a tal fin ya que, conocida la
continuidad en el punto, el limite es, simplemente, el valor de la funcion en el punto.
Tenemos asi que para una categoria muy importante de funciones, las funciones continuas, la
obtencién de limites se reduce a un simple calculo: el de la funcion en el punto.
Pero jcuidado!, antes de proceder a calcular de esta forma, debemos estar absolutamente
seguros de la continuidad de la funcion en el punto.
... En esta instancia y tal como vienen las cosas, surge un problema: dada una funcion f
y un punto, ¢cémo averiguamos la continuidad de f en el punto?
Entre otras acciones, calculando el limite de f en el punto.

Y entramos asi en un circulo vicioso: la continuidad ayuda en el calculo del limite pero,
para decidir la continuidad, tenemos que calcular un limite.

. ¢Como resolvemos este problema?: buscando una forma alternativa de decidir la
continuidad.
... Y, para esto, necesitamos conocer mas acerca de las funciones continuas.

4 Propiedades de las funciones continuas

Sean f y g dos funciones continuas en xo, luego:

TEOREMA 4: lim [ f(x)+g(x) ] = f(x0)+ g(x0) ( = la suma de continuas es continua).

X>X0

TEOREMA 5:  lim [ f(x).g(x) ] = f(x0) .g(x0) (= el producto de continuas es continuo)

X>X0

TEOREMA 6: lim [ f(x) /g(x) ] = f(x0)/g(x0) ( = el cociente de continuas en Xo, €s
X>xo continuo en Xo siempre que g(xo) #0)

TEOREMA 4: (Demostramos el teorema 4, el resto queda como ejercicio).
Por hipbtesis, f continuaenxo = M f(x) = f(xo)
X—Xg
—>X

Por hipotesis, g continuaenxo = X“m g(x) = g(xo)
0

.1
JIm fixy+ - 1IM g(x) = fxo) + g(x0)

teo

-~

—

JIm [ £ix) + g(x)]

Conclusién: f+ g es continua en Xo.
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TEOREMA 7: (composicion de continuas es continua)

- f continua en Xo
- g continua en uo =f(Xo) = gof es continua en Xo
- 3 gof (x), V x € E(xo; d)

Demostracion (intuitiva):

» x=2>x0 = f(x) 2 f(xo) (1) ; (porlacontinuidad de fen xo)
» u=2u = gu) 2 g(w) (2); (porlacontinuidad de genuo)
» si hacemos u = f(x) entonces:

(1) (2)
x>x = [(X)D>f(x,) = gfx) De(f(x,))=gof(x0);
— N— —

u u
u u o

. lim — vof (xo
O sea: Nl gof (x) = gof (x0)
Conclusién:  gof es continua en Xo.
TEOREMA 8: (inversa de continua es continua)

- f biyectiva en (a; b)
- f continua en (a;b) = g (inversa de f) es continua en (c;d)
- Imf=(c;d)

Justificacion (grafico-intuitiva):

Ay

» Si f escontinuaen (a;b), su
grafico no presenta saltos ni agujeros;
» el grafico de g es simétrico del de f

a respecto de larecta y=x;
d |- » luego, el grafico de g no presenta
ni saltos y agujeros.
» Conclusion: g es continua en su
c dominio (c;d).

Observaciones:

Seglin establecimos ya en otro parrafo, si conocemos que una funcidn es continua en un punto el
calculo del limite se reduce a una operaciéon muy simple: calculo del valor de la funcién en el punto.
También aclaramos que debiamos tener cuidado, que antes de aplicar este método debiamos estar

seguro que la funcion fuera continua en el punto; el problema que esto representaba.

A este respecto los teoremas 4 a 8§ muestran distintas propiedades de las funciones continuas cuya
importancia radica, esencialmente, en que permiten decidir acerca de la continuidad de una funcién

en un punto sin necesidad de acudir a la definicién de limite en cada caso.

A continuaciéon, y a los efectos de usar luego esta informacion en el calculo de limites,

establecemos que funciones son continuas, donde y porqué.
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FUNCIONES CONTINUAS

FUNCION DOMINIO de L =lim f(x) JUSTIFICACION

CONTI NUIDAD X3%0
+f(x)=k (cte.) R L=k por verificacién
¢ f(x)=mx+h (lineal) R L = mxp+h por verificacion
+ f(x)=polinomio R L= f(xo) sumay prod. de continuas

(suma y/o prod. de lineales)

¢ f(x)= Vx R* L= JZ inversa de cont. (x?)
¢ f(x)= p(x)/q(x) (rac.) | R-{a/ g(a)=0} L=p(X0)/q(xo) | cociente de conts. (pols)
¢ f(x) = log x R* L= log Xo por verificaciéon
¢ f(x)= aX R L= aX° inversa de conts. (log)
¢ f(x) = sen X R L= sen xo por verificacion
¢ f(x) = cos x R L= cos Xp por verificaciéon
¢ f(x) = tg x R-{a /cos x=0} L= tg xo cociente de continuas
+f(x) = ah® -dom.de cont. deh | L= aN(xo) composicion de conts.
¢ f(x)= log (h(x)) -dom.de cont. de h| L= log(h(xg))| composicién de conts.

y h(x0)>0
*+f(x)= h(x)kx) -dom. de cont. de h | L= h(x0)k(X0)| composicién de conts.

~ dom. cont. k
y h(x0)>0

NOTA:

f(x) - h(x) X® - e"‘(h(x)' "

f(x) = h(x) k) o5 una composicion de funciones pues:

k00 — P9 con p(x) =K(x). In(h(X))

2.3 Calculo de Limite, otros casos

2.3.1 Limites laterales:

En el caso de una funcion definida con distintas leyes a ambos lados de un punto, para calcular el
limite en dicho punto estudiamos el comportamiento de la funcién en cada lado por separado. Para
ello definimos los LIMITES LATERALES.
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DEFINICION 1: limite lateral ‘por derecha’.

Ve >0; 3 6 >0 tal que
S1 X< X < Xo+0
entonces |f(x) - L|<g

Iimf0=L < Cuando x> Xx¢ (X>Xo); =
XX entonces f(X) se acercaa L
y tanto como quiera.

DEFINICION 2: limite lateral ‘por derecha’.

Ve >0; 3 6 >0 tal que
S1 Xo-0< X < X,
entonces |f(x) - L|<e

Iimf()=L < |Cuando x> xo (X<Xo); =
XXy entonces f(x) se acercaa L
y tanto como quiera.

TEOREMA 9:
El limite ordinario existe siy so6lo si existen los laterales y son todos iguales.
O sea: lim f(x)=L < lim f(x)= lim f(x)=L.
X=X, X—>Xg X—>Xg

Demostracion: ejercicio

2.3.2 Otras propiedades del Limite

TEOREMA 10: 1lim f(x)=L < lim(f(x)-L)=0 < lim|f(x)-L|[=0 (s/d)
X=2>X0 X=2X0 X=2X0

Corolario: lim f(x)=0 < lim | f(x) |=0
X2X0 X2X0

TEOREMA 11: (teorema de conservacion del signo)

Si lim f(x)=L y L=#0, entonces existe un entorno reducido de xo en el cual
X2X0 el signo de f(x) es igual al signo de L.

Demostracion: la dividimos en dos partes segin L>0 6 L<0.

* lercaso: L>0

Por hipotesis lim f(x) = L; luego,
X2 X0
dado &> 0, cualquiera que este sea, siempre podemos hallar 6 >0 , tal que :
Vx tal que x € E*(x0,0) resulta |f(x)—L|<g;
osea, Vx talque x € E*(X0,0) resulta L-g < f(x)< L+¢

*)
Si tomamos € =" L (posible pues L >0) y lo reemplazamos en (*), tenemos:
Vx tal que x € E*(X0,0) resulta L-2L<f(x) = XL<f(x)

Como L >0, hemos probado asi que, Vx € E*(X0,0), f(x) tiene el mismo signo que L.
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* 2do caso: L <0 (ejercicio)

TEOREMA 12: (propiedad de monotonia)- (s/d)

- fx)<gx); ¥V x € E*(x0; 9)

- 3 limf(x) = limf(x) < lim g(x)
X2>X0 X>X0 X2>X0
- 3 lim g(x)
X2>X0

TEOREMA 13: (teorema de "encaje" de limites, 6 teorema "sandwich") -(s/d)

- f(x) <g(x) £h(x); V x € E*(xo; 0)
- limf(x) = limh(x) =L = 3 limgx)=L
X2X0 X2X0 X2X0

2.3.3 Limites de cociente de funciones. Casos especiales

En el teorema 3; estudiamos el limite del cociente de dos funciones en el caso que ambas tienen
limite y el del denominador es distinto de cero.

En este parrafo estudiamos los otros casos, particularmente que pasa cuando el limite del
denominador es cero.

¢ limf(x)=A
x%xo L lim ﬂ& - ?
¢ limg(x)-B x> g(X)
X2 Xo
CASO1 A=#0; B0 = lim f(x)=_A
[Teor. 3] x>xo g(x) B
CASO2 A=#0; B=0 = lim () = ? - (més adelante,
x>xo g(x) en 'limites infinitos")
CASO3 A=0; B=0 = lim f(x)= ? -> problema de

INDETERMINACION

x>xo g(x)
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;OQué es una indeterminacion?:

Es un problema para el cual no se puede asegurar "a priori" el cardcter del limite Este
puede existir como no existir, ser nulo como no, su caracter se encuentra absolutamente
ligado a las peculiaridades de las funciones intervinientes, (cosa que no sucede, por €j., en
el CASO 1, donde el limite siempre existe mas alla de las particularidades de cada funcion).
O sea, son problemas para los que no es posible enunciar resultados de caracter general,
donde cada caso tiene que ser estudiado en particular, teniendo en cuenta las propiedades
presentadas por "f' y "g".

_ ¢ limf(x)=0
Ejemplo 1 ¢ f(x) =x*-4 )gz(X) f(x)
» . _?
¢ g=x-2 [ im glx) -0 o g(x)

trabajamos algebraicamente la funcion hasta ‘romper la indeterminacion’; o sea,
hasta llegar a una funcion cuyo limite podamos calcular.
f(x 2_4 X—2).(x+2
() _x* =4 _(x=2)10x+2) _ oy
g(x) x-2 X—2 X#2

h(x) =x+2 lineal = continua en todo su dominio = [|im h(x) = h(X, )
X—Xg

- como, m=h(x),‘v’x;tZ = Iimm=lim h(x)=h(2)=4
g(x) x—2 9(X)  x52

Ejemplo 2 : )
¢ f(x) = x ¢ I)g;(x) 0
¢® s(x)= | x| > & limg(x)=0 > lim CON
x>0 x—0 g(X)

- trabajamos algebraicamente la funcion hasta ‘romper la indeterminacién’; o sea,
hasta llegar a una funcion cuyo limite podamos calcular.

f(x)=x=h(x):{ 1 ,si-x>0
a(x) |X —1 ,si x<0

- h es una funcion seccionalmente definida, luego podemos calcular el limite a
través del calculo de los limites laterales.

fF(x) _

- lim — <= lim h(x)= lim —-1=-1
Xx—0~ ?(X) X—0~ x—0~ - ﬂling%
X teor.9 Xx—
lim fx)_ lim h(x)= lim 1=1 eor
x—0 g(x) x—0%1 x—0"1

Conclusion  los ejemplos muestran que una indeterminacion del tipo 0/0, al ser 'rota’,
puede derivar en dos tipos de situaciones: una en la que el limite existe (ej. 1) y otra, en
que el limite no existe (ej. 2)
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¢COMO RESOLVEMOS un PROBLEMA de INDETERMINACION?

- Si es posible, trabajamos algebraicamente la funciéon f/g hasta “romper” la
indeterminacion; o sea, hasta llegar a una nueva funcién "h" cuyo limite se
conozca 0 se pueda calcular y tal que f/g =h, por lo menos, en un entorno
reducido del punto.

- ¢ysi el trabajo algebraico, no es posible? ............

En el caso que no se pueda realizar el trabajo algebraico no queda otro camino que acudir a
propiedades de los limites (teoremas), de las funciones, a graficos, tablas, etc.
Tal esel caso de sen x/x.

) sen X
Caso especial:
X
¢ f(x) = sen x | x>0 lim =?
® g(x)= x e limg(x)=0 x>0 X
x>0

Para esta funcién no podemos realizar ninglin trabajo algebraico que permita plantear el
problema en una forma equivalente y mas simple. Para investigarla tenemos distintos
caminos, optamos por el que permite obtener la conclusion con absoluta certeza.

Para ello estudiamos el comportamiento de la funcion en un entorno del cero acudiendo a
resultados de la trigonometria y propiedades de limite, analizando por separado que sucede
cuando nos acercamos a cero por derecha (1) y por izquierda (2).

(1) 0<x <m/2

—_— m —
| AB | < long. MB < | MT |

Y 4
senXx < X < tgx
e W ID(di\.‘idiendo por sen x)
T 5 % . -
sen X COS X
(invirtiendo la desig.)
1 0 cosx < .senx . < 1
X
R x> 0" x> 0" x>0"
1 1

(por | teor. 13)

v

1

- sen x
Conclusion 1: [lim =il

+ X

x—0
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(2) -n/2<x<0 = 0<(x)<m/2 . S .

X 0 -X

v

En esta instancia, y siendo imposible ‘simplificar la expresion” acudimos a otro
recurso algebraico valido para el calculo de limite: el "cambio de variable’. Este
proceso permite ‘cambiar’ la expresion dada por otra cuyo limite si sabemos o
podemos calcular: Asi:

. sen x . —Ssen X . sen(=x) . sen u
lim = lim —— = lim ——* = lim =1
x0- X x>0~ — X senimpar x50~ — X -—x=u us0t U (1)
X—=>0"
u—>0*
L sen X
Conclusion 2:  lim =1
X—>0"
T . . . Sen X
Conclusién final: los limites laterales son iguales, luego: lim =1
X—0 X
Observaciones:
. .. . n x
1) Hemos concluido que el limite es "1", o sea que si x= 0 entonces ~1. Esto
X

ultimo nos dice que para x = 0, resulta sen x = X, y este dato es muy importante; ya
que indica que en las proximidades del cero el valor del seno de un angulo y el valor del
angulo (jen radianes!) son practicamente iguales. Este hecho facilita enormemente la
resolucion de problemas donde intervienen angulos muy pequefios, ya que a raiz de esto
podemos sustituir el seno del angulo por el d&ngulo, sin introducir un error importante.

2) Cada vez que tengamos un problema de esta naturaleza, "sen(argumento)/argumento
", donde el "argumento del seno” se hace cada vez mas pequeiio (= 0), podemos aplicar
el resultado anterior y asegurar que el cociente tiende a 1. O sea:

lim sen(f(x))z?

xoa () = im PO
y lim f(x)=0 xsa (%)
X—a

*)

(*) La demostracion de este resultado queda como ejercicio. El mismo se prueba facilmente
acudiendo al recurso del “‘cambio de variable’, haciendo f(x) = u.

Ejemplo I: lim sen (x=2) =1 puesaqui, f(X)=x-2 y lim f(x)=0
X—2

X—>2 X=2




3) debemos tener cuidado y no hacer uso indiscriminado de los resultados que vamos
obteniendo: los mismos valen, bajo ciertas condiciones. Asi, para aplicar (#) debemos
estar seguros de que estamos ante una indeterminacién del tipo 0/0.
2
. sen (x° -9
Ejemplo II: lim % =
X—b X =9

?

Aqui, el procedimiento a aplicar para el calculo del limite, depende del valor de "b’

- si b=3(6 b=-3) tenemos una indeterminacion del tipo 0/0, aplicamos (#)

.osen ( x2 — 9)
lim T U =1
X—3 X“ =9
- si b#3yb=#-3;entonces estamos ante el cociente de dos funciones
continuas donde el denominador no se anula en el punto; luego, el limite es el

valor de la funcién en el punto.

2
sen (X7 =9) _sen 7 _ 0938551

lim 2
X—4 X -9

4) Como senx/x, existen otros casos donde presentada una indeterminacion el trabajo
algebraico no es posible o no alcanza para romper la misma, donde hay que acudir a
mas de un teorema o resultado previo para obtener el limite propuesto. La ventaja es que
una vez demostrado en general, luego lo podemos aplicar a cada caso particular sin tener
que demostrar cada vez (como en el ejemplo I).

Concluimos asi el analisis del limite de un cociente de funciones en el CASO 3, falta
todavia considerar el CASO 2; o sea, el caso donde el limite del denominador es cero
pero no sucede lo propio con el del numerador.

¢ lim f(x)=A=0

CASO 2: . XX lim f(x)=?
)!g:( gx)=0 — x>xo g(x)

Nos preguntamos: ;qué comportamiento tendra la funcién en casos como estos?.
[ Tendra un comportamiento "definido" , o no?. Vemos algunos ejemplos.

Ejemplo 1 ¢ lim f(x) -4
¢ f(x)- 4 x>2 lim f(X): ?
¢* g(x)=|x2] » ¢ limg(x)=0 x—2 g(X)
x>2

f(x) =4 = h(x) -2 (funcion "conocida", luego podemos graficar y
g(x) | x-2] analizar el comportamiento de h(x) cuandox = 2).

145
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Ejemplo 2:|e¢ f(x) - 1
¢ g(x)=x

En este caso observamos que para x—=>2,
la funcion no se acerca a nimero alguno,
(por ningun lado) pero,
isi tiene comportamiento "definido” ! :
jse hace cada vez mas grande !
Para indicar esto usamos el siguiente
simbolo:
lim h(x)=+o
x2>2
>
X
e lim f(x)=1
x>0 lim RICON
e lim g(x)=0 x—0 9(x)
x>0

f(x) =_ 1 = h(x) -2 (funcién "conocida", luego podemos graficar y

g(x) X

y‘

analizar el comportamiento de h(x) cuandox - 0).

En este caso observamos que para
x>0, la funcién no se acerca a
numero alguno, (por ningtn lado) vy,
jtampoco tiene comportamiento
"definido"!

Su comportamiento a derecha e
izquierda del punto limite (origen) es
distinto.

Luego, le caben las generales de la ley
y, COmo ya vimos, en este caso
decimos que el limite no existe:

lim 1 = a.
x>0 x
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2.4 Limites Infinitos para x = x,

DEFINICION 1 (“coloquial” de limite infinito positivo de una funcién en un punto )

lim f(x) =+00 <> cuando x se acerca a Xo, (1)

lim f(x) = +o0 x>x0 f(x) se hace cadavez mas grande; (2)
X2 xo y tan grande como quiera, (3)
sin importar lo que pasa en Xo. (4)

» En lo que sigue procedemos a ‘traducir’ esta definicion al lenguaje 'matematico’.

Lenguaje coloquial Lenguaje "matematico"
(1)y(4) xcerca dexo x € E* (x930) (para & conveniente)
X # Xo
(2) f(x) cada vez mas grande f(x)>K (para cualquier K que se considere )

(3) tan grande como quiera

(esto significa que por mas grande dado K,30
que tomemos K, siempre tal que, si x € E* (X0;0)
encontraremos algin f(x) entonces, f(x)>K

proveniente de un X proximo a X,
que supere este valor)

» Luego, concluimos las siguientes DEFINICIONES FORMALES:

lim f(x)=+» < (I) V.K; 38>0 talquesi x € E*(xo;5)
X X0 entonces f(x) > K

: < AI) VK; 10>0 talquesi 0<|x-xp|<9d
vl e entonces f(x) > K

Para x € E*(Xo; 8), el graficode f :
.ydebe estar por encima de larectay =K |
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DEFINICION 2 (‘coloquial” de limite infinito negativo de una funcién en un punto)

lim f(x) =- 00 <> cuando x se acerca a Xo, (1)

lim f(x)=- x>x0 f(x) se hace cada vez mas ‘negativa”; (2)
x> xo y tan ‘negativa’ como quiera, (3)
sin importar lo que pasa en Xo. (4)

Observacion: la expresion "mas negativa’, la usamos aqui a los efectos de indicar que
f(x) es "negativa” y “grande en valor absoluto” (tan grande como quiera) .

Usamos esta expresion pues otras expresiones que podriamos dar, como por ejemplo,

- f(x) se hace tan chica como quiera — podrian dar lugar a confusion ya que generalmente

cuando pensamos en un nimero "chico’, pensamos en un niamero cercano al cero.

Ejercicio:  graficar f(x) = o4 ¢ indicar |im f(X)

‘X - 2‘ X—2
Ejercicio: dar las definiciones formales correspondientes a la DEFINICION 2 . Graficar.
Tener en cuenta que esta definicion esta diciendo que para cualquier K que tomemos (en
particular para cualquier K< 0 ) existe un entorno reducido de xo tal que para todo x e

E*(x0; 0), el graf. f estd por debajo delarecta y=K.

Observaciones:

1) Los limites laterales pueden también ser +o0 & -co y en este caso el teorema 9 sigue
siendo valido: “si los limites laterales son distintos el limite ordinario no existe”.

Ejemplo:  fx)=1/x ; A lim ! y
X—0 X A
= lim f (x) =+
x> 0"
0 X
=lim f (x) =- o0 limites laterales distintos
x> 0

2) Una funcion es:
+ acotada superiormente en D si existe K tal que f(x)<K; ¥ x €D
¢ acotada inferiormente en D siexiste K tal que f(x)>K; ¥ x eD.

Luego, que f "no sea acotada superiormente” es una condicion necesaria para que el limite
de f sea + oo, y que f "no sea acotada inferiormente™ es una condicion necesario para que
el limite de f sea - «. En ninguno de los casos es una condicion suficiente.

RESUMEN
L eR (f(x) = L, en un entorno reducido de xo )
limf(x) =| +oo (f no acotada superiormente; en un entorno reducido de xo)
x> xo -0 (f no acotada inferiormente.; en un entorno reducido de xo)
A (limites laterales distintos)
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2.5 Limites para x = to

En este parrafo nos interesa estudiar el comportamiento de la funcién cuando x toma valores
cada vez mas grande 6 cada vez mas ‘negativos’ (negativos y grandes en valor absoluto).
Como en el caso anterior también en esta instancia ideamos simbolos que nos permiten
expresar que es lo que estamos buscando y cual es la respuesta.

Tenemos asi:

(I lim f(x)=? Usamos este simbolo para expresar el siguiente interrogante

X+ o0 équé comportamiento tiene f(x) para x cada vez mas grandes?

(II) lim f(x)=? Usamos este simbolo para expresar el siguiente interrogante

X oo équé comportamiento tiene f(x) para x cada vez mas ‘negativas’?

Para cada una de estas preguntas existen cuatro respuestas posibles. Ellas son:

| a) Le R (f(x)=L,para x muy grandes)

@) limf(x)= |[_b) +oo (f no acotada sup.; para x cada vez mas grandes)
x> oo [ ¢) -0 ( f no acotada inf.; para x cada vez mas grandes)

| d) A  (f no tiene un comportamiento definido, p/ x=>+o0)

| a) Le R (f(x)=L,para x muy "negativos")

ADlimf(x)= | b) +o ( fno acotada sup.; para x cada vez mas "negativos")
X3 - ¢) -o ( fnoacotadainf.; para x cada vez mas "negativos")

~d) A (fno tiene un comportamiento definido, p/x=>-0)

En lo que sigue mostramos el significado de alguna de los resultados posibles al preguntarnos
acerca del comportamiento de una funcidn cuando la variable crece o decrece infinitamente
(las demas quedan como ejercicio):

(Ia) Iimfx)=L < cuando x se hace cada vez mas grande; (1)
x>t f(x) se acerca al inico nimero L (2)
tanto como quiera. 3)

¢ "traducimos" al lenguaje "matematico".

Lenguaje coloquial Lenguaje "matematico"
(1) x cada vez mas grande x>M (para M convenientemente grande)
(2) f(x) cercade L f(x) e E(L;g) (para ¢ dado)
(3) tanto como quiera. Ve, IM tal que......
(esto significa que por mas chico que si x>M entonces f(x) € E (L; €)
tomemos el entorno de L; o sea, por mas y
chico que tomemos €, siempre encontraremos L?t
en el entorno algun f(x) proveniente de un
X convenientemente ‘grande”) X
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LUEGQO, concluimos las siguientes DEFINICIONES FORMALES:

Iimf(x)=L < (I) Ve>0; dMtalque x>M = f(x) € E (L; ¢)
x> oo < (D) Ve>0; IMtalque x>M= |f(x)-L|<eg

Observacion: en este caso la recta y =L es una asintota de la grafica de f en la region
del eje real correspondiente a valores de x ‘'muy grandes’.

IIc) lim f(x) = -0 < cuando x se hace cada vez mas "negativo"; (1)
X o0 f(x) hace cada vez mas "negativo" 2)
y, tanto como quiera. 3)

¢ "Traducimos" al lenguaje "matematico".

Lenguaje coloquial Lenguaje "matematico"
(1) x cada vez mds "negativo" x< M (para M convenientente ‘negativo’)
(2) f(x) cada vez mds "negativo” f(x) <K (para K dado)
(3) tanto como quiera. VK, IM talque......
(esto significa que por mas ‘negativo’ que y“

tomemos K, siempre encontraremos x
convenientemente 'negativa’ tal que f(x)

sea menor que K.) M 0 X
(Equivalentemente: Rl A >
f no es acotada inferiormente en la
region del eje real correspondiente a K
valores de x muy 'negativos’.) = i

Observacion: en este caso la funcion no es acotada inferiormente en la region del eje real
correspondiente a valores de x 'muy negativos’.

LUEGO, concluimos la siguiente DEFINICION FORMAL:

limf(x)=-0 < VK ; 3M talquesi x<M entonces f(x)<K

X -

Id) lim f(x)= A < cuando x se hace cada vez mas grande
x>t los f(x) no tienen un comportamiento definido

Ejemplo:  f(x)=sen x

lim senx=7 ; cuando x se hace cada vez mas grande sen x
X Heo no tiene un comportamiento definido (oscila entre 1y -1)
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> Propiedades del limite para X 2o (usamos o por *o0)

En el caso de funciones con limite finito para x = oo, valen los teoremas 1 ; 2y 3
Sean f y g dos funciones tales que; limf(x )=A y limgXx)=B.

X—> 00 X ©
TEOREMA 1: lim [f(x)+ g(x)]=A + B.
X o0
TEOREMA 2: Ilim [f(x).g(x)]=A.B.
X> 0
TEOREMA 3: Ilim [f(x)/g(x)]=A/B ;[siempre que B#0 ]
X200

2.6 Casos Generales de Indeterminacion

A partir de ahora con la letra p nos referimos indistintamente a un punto xo 6 * .
En lo que sigue p y las funciones f, g ; h y k verifican las siguiente condiciones:

¢ limf(x)=+ow ; limgx)=+c ; limh(x)=0 ; limk(x)=L (L#0)

X>p X>p X2p X>p

+ Bajo estas condiciones: ;qué pasa con los siguientes limites?

Limite Resultado
¢ lim [f(x) + g(x)] = + o0
X->p
o lim [f(x) - g(x)] = INDETERMINACION [x - ]
X>p
o lim [ f(x)/g(x) 1= INDETERMINACION [ /oo]
X>p
¢ lim [ f(x).g(x) 1= + o0
X>p
o lim [ h(x).f(x) 1= INDETERMINACION[O . ]
X>p
o lim [ f(x)™ ]= + 0
X>p
o lim [ h(x)® ]= 0
x%p
o lim [ f(x)'% ] = INDETERMINACION [ »° ]
X>p
o lim [ h(x)'® ]= INDETERMINACION [ 0°]
x>p
0 [para0<L<1]
¢ lim [ k(x)™ ]= INDETERMINACION [ para L=1]
x>p + 00 [para L>1]
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Ejemplo: Indeterminacion deltipo1*: f(x)= (1+1/x)*

+ 00
lim [ ( 1+ 1/x )X ] :/erresultado de este limite es el niimero e
X>+ o0 — \,_J >
1
En general tenemos lim (1+_1 ) f(x) =
P f(x) = lim@+1 Y-
X>p f(X)
y lim f(x) = +o
X>p

NOTA: la demostracién o prueba de los limites de la forma f(x)$® , la hacemos a
partir de la siguiente propiedad del logaritmo y su inversa la exponencial:

b
a_b =e loga — e b.loga
2.7 Propiedades de Funciones Continuas y Discontinuas
2.7.1 Discontinuidad en un Punto

DEFINICION

Discontinuidad f discontinua en xo < f no es continua en Xo.

4 Estudio general de las discontinuidades.

1&
5
Ejemplo 1: f(x) =2x+3 -2 lim f(x)=5 -
x>1
Ejemplo 3: f(x) = x> +2x -3 2> lim f(x)=4
x-1 x>1
Ejemplo 5: x+3; x#1
f(x) =
1 ;x=1 = lim f(x)=4
x>1
1
Ejemplo 6: f(x)=[x] > Alim f(x)

x>1




RESUMIENDO:

Ej. 1 Ej. 3 Ej. 5 Ej. 6
f(1) 5 il 1 1
L 5 4 4 pi
¢ f(xo)= L7 Sl NO NO NO
. T continua en x,? Sl NO NO NO
continua discontinua discontinua discontinua
grafico continuo ‘agujereado’ ‘agujereado’ 'salto”

¢ Sinos fijamos en las discontinuidades presentadas en los ejemplos, vemos que no revisten
la misma "gravedad". Podemos decir que la discontinuidad del ej. 6 ("salto") es
"irremediable", mientras que las de los ejs. 3y 5 son "evitables"; una pequefia modificacion
de la funcion la puede transformar en continua. Asi redefiniendo f de tal manera que f(1)=L
, las funciones se "continuizan".(se salva la discontinuidad).

¢ /qué permite "continuizar" una funcion?: el hecho de que existe limite.

+ Tipos de discontinuidades

EVITABLES - siexiste limite para x2x0 (Ejs3y5)
INEVITABLES = no existe limite para x2>x0 (Ej6)

2.7.2 Propiedades de las funciones continuas

Acotacion de funciones y continuidad:
Retomamos el concepto de funcion acotada a los efectos de ampliar el mismo e investigar la
relacion entre este concepto y la continuidad. Recordamos que:

+ f acotada superiormente en D si existe K tal que f(x)<K; VxeD
f acotada inferiormente en D si existe K tal que f(x) >K; V x eD.
¢+ f acotada en D siexisten Ki y Ko talque Ki<f(x)<Kz2; VxeD, 6,
equivalentemente si existe K tal que |f(x) |<K;V x €D

De las definiciones se desprende que una funcioén es acotada (superior y/o inferior) siy solo
si suimagen es un conjunto acotado (superior y/o inferior). Luego, para analizar el caracter
de una funcién en este sentido, basta con analizar su conjunto imagen.

Asi, son ejemplo de funciones:

- acotadas: seno (Imsen:[-1,1]); coseno (Im cos: [-1,1]);

arc tg. (Im arc tg: (- n/2; w/2))
- acotadas superiormente: - x> (Imf: (-0, 0]); senx; -¢€* (Imf: (-0, 0) );
- acotada inferiormente: e* (Im f: (0, +o0); x* (Im f: [0, +o0); sen x.
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Observaciones:

Tanto el seno como el arc tg son funciones acotadas, pues su conjunto imagen también lo
es; pero no presentan el mismo "tipo" de acotacion. Asi:

Imsen=[-1; 1] (intervalo cerrado) ; Im arctg= (- n/2; n/2 ) (intervalo abierto)

- cotas superiores de Imsen: 5;m; 3/2 ;1.3 ; 1 (menor cota superior )
- cotas superiores de Imarctg: 5;m; 5/2; 1.6; m/2 (menor cota superior)

Si un conjunto es acotado (o acotado superiormente) tiene infinitas cotas superiores y, entre
todas ellas existe una que es la menor de todas. El caracter de esta cota depende del conjunto
imagen, si es cerrado o abierto, ya que como puede verse de los ejemplos la menor cota
superior coincide con el extremo superior del intervalo imagen . Luego, y en relacion al
valor de la funcidn en este punto, puede darse que la misma esté definida en €l (si el intervalo
imagen es cerrado superiormente) o no (intervalo abierto).

Asi; Imsen=[-1;1] = existe x*eDf tal que sen x* =1 (menor cota sup.) ( x*=m/2)
Im arctg = (- n/2; ©/2 ) = no existe x*eDf tal que arctg x* = m/2 (menor cota sup.)

Observamos lo mismo en el caso de una funcion acotada inferiormente; en cuyo caso existe
la mayor cota inferior en la cual, la funcion puede o no estar definida.  Para distinguir
estas situaciones introducimos nuevos conceptos

DEFINICION
supremo ¢ Supremo de f (sup. f): menor cota superior del conjunto Im f.
infimo ¢ Infimo de f (inf.f): mayor cota inferior del conjunto Im f.
DEFINICION
maximo ¢ i existe x* tal que sup f = f(x*) entonces al supremo de f se le da el
nombre de ‘maximo de f", que se indica: max f.
minimo ¢ si existe x** tal que inf f=f(x**) entonces al infimo de f se le da el nombre
de ‘'minimo de f", que se indica: min f.

Equivalentemente:

e El ‘'maxf’ esel mayor valor de la funcion en todo su dominio; o sea,
M=méxf < existe x* € Df tal que M=f(x*) y f(x*) > f(x); VxeDf
¢ El ‘minf” esel menor valor de la funcion en todo su dominio,
m= min. f < existe x**e Df tal que m=1f(x**) y f(x**)<f(x); Vx e Df

Vemos a continuacién otras propiedades importantes de las funciones continuas,
particularmente aquellas que tienen que ver con la acotacion de la funcion.
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TEOREMA 14: f continuaen [a;b] = f esacotada en[a;b] (s/d)
O sea, toda funcion continua en un intervalo cerrado y acotado es
una funcion acotada en ese intervalo.

= Por otro lado una funcion acotada en cierto domino tiene, cuanto menos, supremo e
infimo. Si bien este dato es importante en si mismo, mucho mas 1til es saber si la funcion
tiene maximo y/6 minimo. Luego, /existiran propiedades de la funcién que permitan
decidir cuando una funcion tiene maximo y minimo?

TEOREMA 15: ( de Weiertrass) (s/d)
Si fes continua en [a; b] entonces existen maximo y minimo absolutos de fen [a; b].

Observaciones:

la funcidn alcance un valor maximo y un valor minimo en ese dominio.

2) Elintervalo debe ser cerrado y acotado, la continuidad sola no garantiza la existencia de
extremos absolutos. Asi por ejemplo, f(x) =log x con Df=(0,1] es continua pero no tiene
minimo en ese dominio (no estd acotada inferiormente).

3) La funcion debe ser continua, un dominio cerrado y acotado no garantiza la existencia
de extremos. Asi por ejemplo, f(x)= 1/x, f(0)=0, con Df=[-1,1] no tiene maximo ni minimo,
pues no es acotada en un entorno del cero.

4) Observamos también como, si modificamos el dominio, funciones con la misma ley
puede pasar de continua a discontinua y viceversa. O sea, comprobamos nuevamente la
importancia del dominio en la definicion del concepto de funcion, como influye en el
caracter o propiedades de la misma y comprendemos la atencion prestada a este punto en el
capitulo 1, donde insistimos en que una funcion es mas que la ley de correspondencia, que
el dominio es parte constitutiva del concepto, con peso propio.

f(x) = 1/x, f(0) = 0, con Df =[-1,1]; no tiene maximo ni minimo.
g(x)=1/x, g(0)= 0, con Dg=[ 0,1]; no tiene maximo, si tiene minimo: min.g=g(1) =1
h(x) = 1/x, con Dh=[ 4, 1]; tiene maximo: max. h= h(%:)=2

tiene minimo: min.h =h(1)=1

-1

-3

-1

-a.5

-1

-2

-3

-1

=2

-3

4 4
3 3 3
+
2 f 2 g 2 1\\i:‘
1 1 1
.5 -1 -8.5 8.5 -1 -8.5 8.5




156
TEOREMA 16: ( de Bolzano) (s/d)

¢ f continua en [a; b]

=3 ce(a;b) tal que f(c)=0
+ signo f(a) # signo f(b)

( f(a) f(b) < 0)

Observaciones:

1) Siuna funcion f es continua en [a;b] y, por ejemplo, f(a)< 0 y f(b)>0 entonces

en los extremos del mismo no permite asegurar nada respecto de la existencia de ceros.

f(b) I

3) este teorema facilita la deteccion de ceros de una funcidn y resulta particularmente util
cuando las formulas o métodos de calculo que conocemos a este efecto (resolverte de la

Asi por ejemplo dado p(x)=25 x3+35-x2-4x - 5.6, tenemos que:
- p es continuo en todo los reales; luego, es continuo en cualquier intervalo
cerrado.

- p(-2)=-576 y p(-1)=84 ; p continuoen [-2,-1]
Luego, p presenta una raiz o cero en el [-2,-1].
Ejercicio : - Demostrar que p tiene otra raiz real en el [-1,0].

- ;tiene p otra raiz? ; jreal o compleja?; ;en qué intervalo?
- p(-1.5) =-5.225. Este dato, ;Qué informacioén proporciona?



TEOREMA 17 : ( del valor intermedio )

+ f continua en [a; b], f(a)# f(b)
= 3dc e (a;b) tal que f(c)=k
¢+ ke R un ntmero entre f(a) y f(b)
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., I y
Demostracion: f (b) |®
Suponemos f(a) <f(b) . k
Definimos a0 =Tk o h—
¢ gcontinua en [a; b] | BoLzANO . . b :

* ga)=1f(a)-k<0 =3 ce (a;b) talque g(c)=0
¢ gb)=1(b)-k>0

pero, g(c)=f(c)-k = f(c)-k=0 = f(c)=k

Corolario:

Dada f continua en [a,b] con my M, minimo y méaximo absolutos de fen [a,b] , entonces
f toma todos los valores comprendidos entre m y M; es decir, Imf=[m , M].

» Comportamiento de f en un entorno de un punto de continuidad.

Dijimos que las 3 condiciones que caracterizan la continuidad en un punto pueden ser
resumidas en unasola: f continuaenxo <& lim f(x) = f(x,).

X—)XO
Dicho de otra forma, f continua en Xo, si y sélo si para x suficientemente préximo a Xo,
f(x) resulta proximo a f(xo0); o sea, si para x suficientemente préximo a Xo , f(x) difiere
de f(x0) en una cantidad “infinitesimal’
En el siguiente teorema esta idea (x = xo entonces f(x) = f(x0) ) se formula a través de una
expresion algebraica, hecho este que resulta de gran utilidad a la hora de “operar
algebraicamente” con el concepto de limite, hacer demostraciones.

TEOREMA 18: (de escritura fuera del limite)

limf(x)=L = f(X)-L=¢(x), con ¢ infinitésimo para x> xo (¥)

X>X0

(*) decimos que & es un infinitésimo para x> Xo si ysolo si lim € (x)=0
X>X0

demostracion:
si g(x)=f(x)—-L, yaplicamos limite a ambos lados:
lim g(x)= lim (f(x)-L)

X>X0 X>XO0

lim g(x) =lim f(x)-lim L (por teor. 1 de limite)

X>X0 X>X0 X>XO0
limex)= L - L
X2>X0

lim ¢(x) = 0

X>X0

Luego, f(x)—L esun infinitésimo para x> xo y podemos escribir, f(x) =L + ¢ (x)
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Corolario: si f es continua en xo entonces:
f (x) =f (x0) + &(x), con € un infinitésimo para x> xo0 ( f(x) =~ f(x0))

Observacion:

Los infinitésimos juegan un rol muy importante en la teoria del calculo diferencial a la vez
que proporcionan una herramienta muy util para el andlisis del comportamiento de una
funcion. A esto ultimo también contribuyen los infinitos.

En lo que sigue definimos y analizamos la utilidad de estos conceptos.

2.8 Infinitésimo e infinitos.

2.8.1 Infinitésimos

DEFINICION: f esun infinitésimo parax=p < [im f(x) =0

Usamos la letra p para referirnos indistintamente a un nro, +o© 6 -o0.
Una funcion cuyo limite es cero para x—=2>p, es una funcion cuyos valores se hacen
"infinitamente pequefios” al desplazarse x en el sentido indicado, de alli que le damos el

nombre de infinitésimo.
Ejercicio:

Para las funciones a continuacion te pedimos que analices si existe 'p’ tal que la misma

resulte un infinitésimo para x> p.

senx ;  x2-2x+1 ;

> Comparacion de infinitésimos.

El cociente de dos infinitésimos es una forma indeterminada (0/0), siendo por lo tanto
imposible establecer, a priori, sin efectuar el limite, cual puede ser el resultado del mismo.
Sin embargo una vez calculado, su valor proporciona una informacion muy rica en cuanto

(&

X

al comportamiento de uno de los infinitésimos con respecto al otro.

Por  ejemplo vimos  que

M _ 1, y que este resultado

lim
x—>0 X
nos dice que en un entorno del origen,
sen X = x; o dicho de otra manera, que
sen X se aproxima a  cero
practicamente con la misma
rapidez con que lo hace x’s.
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Si hacemos el grafico de los infinitésimos

x®> y x vemos que no sucede lo mismo, "
que x° tiende a cero mucho més rapido que
X.

(Qué sucede en este caso con el limite?

3

. X .
lim~ =limx =0

x—0 X x—0

O sea, vemos que el limite del cociente entre dos infinitésimos brinda una herramienta para
“comparar” el comportamiento de uno de ellos con respecto al otro.

» Siendo f'y g dos infinitésimos para x> p, decimos que:

1) f y g son infinitésimos equivalentes si: lim 1) =1
X—=p g(x)
e : . . (%)

2) f y g son infinitésimos del mismo orden si: lim ——=L=#0

X—=p g(x)
e, . . (%)

3) f esun infinitésimo de orden superior a g si: lim —— =0
X—=p g(x)
) C, . . o f(x)

4) g es un infinitésimo de orden superior a f si:  |im = o0
X—p g(x)
. . f(x)
5) f y g no son comparables si: Alim—
x—-p 8(X)

Ejercicio:
a) analizar que informan (3)y (4) acerca del comportamiento de g con respecto a f.

b) La identidad, Id (x) = x, es infinitésimo para x>0 el cual recibe el nombre de “infinitésimo
fundamental’, pues es el que normalmente se usa para ‘comparar’ con otro cuya rapidez de
convergencia a cero se quiere estimar.

Te pedimos que, entre los infinitésimos para x>0 indicados a continuacion, establezcas cuales
resultan equivalentes al infinitésimo fundamental:

senx; x.e¥; tgx; x-x>; 2x-x°; x*-x>; x.senl/x ; x. cox(tg’x).
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2.8.2 Infinitos

DEFINICION: f esuninfinito para x2p < lim f(x) = ©
X—p

Usamos la letra p para referirnos indistintamente a un nro, + o ¢ -o0.
Usamos el simbolo oo para referirnos indistintamente a +o 6 - .

Una funcién cuyo limite es + 00 6 - oo para x=2>p, es una funcion cuyos valores se hacen
‘infinitamente grandes” (en valor absoluto) al desplazarse x en el sentido indicado, de alli
que le damos el nombre de infinito.

Ejercicio:

Para las funciones a continuacién te pedimos que analices si existe 'p” tal que la misma
resulte un infinito para x=> p.

senx ; x°-2x+1; 1x*; Inx; ef
Al igual que los infinitésimos, los infinitos se pueden ‘comparar” y establecer asi con que
rapidez van creciendo sus valores.

2 Comparacion de infinitos.

Siendo f'y g dos infinitos para x> p, decimos que:

1) f y g son infinitos equivalentes si: lim £(x0) =1
X—Pp g(x)
. . . fx)

2) f y g son infinitos del mismo orden si: lim =L=#0

X—=p g(x)
o . . fx)

3) f esun infinito de orden superior a g si: lim =0
X—=p g(x)
o . . fx)

4) g es un infinito de orden superior a f si: lim ——= =0
X—>p g(x)

f

5) f y g no son comparables si: Al &)
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Actividad:
a) analizar que informan (1), (3)y (4) acerca del comportamiento de g con respecto a f.

b) La identidad, Id (x) = x, es infinito para x> oo ¢l cual recibe el nombre de “infinito
fundamental’, pues es el que normalmente se usa para "‘comparar’ con otro cuya ‘rapidez
de crecimiento” se quiere estimar.

Te pedimos que, entre los infinitos para x> o indicados a continuacion, establezcas cuales
resultan equivalentes al infinito fundamental:

4x-2 ; x + 1000 , x*+x; x?-x°; x.2senl/x ;

X x.2sen 1/x ; e ;  Inx

(para las dos ultimas funciones decidir por "comparacion” de ‘graficos’)
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2.9 Actividades: limite y continuidad.

1) Si [|im f(x) =4, se pide:

x—3

a) Explicar, en palabras, que dice esta expresion acerca del comportamiento de

b) En un sistema coordenado x-y marcar sobre el eje x un entorno cualquiera de
Xo=3. Sefialar luego una region del plano en la que con seguridad se puedan
region del plano la cual contenga parte del graf f.

c¢) Graficar, si es posible, una funcién que se comporte segun lo que indica
este limite y tal que f(3)=2.

d) Si g(x)=1f(x) + 2: ;jcuanto vale [|img(x)?

x—3
e) Si h(x)= f(x)+ 4 y Ilimh(x)=10, ¢cuanto vale u?
x—3

) Si k(x)=f(x)+ ® y limk(x)=0, cuantovale ®?
x—3

2) Un artesano debe cortar cierta cantidad de piezas cuadradas de una plancha de metal
de 5 cm. de ancho. Para ello realiza marcas sobre la misma, las cuales, debido a errores
propios del sistema que emplea, no resultan todas de igual longitud; es decir, no todas
las piezas quedan con un largo exacto de 5 cm.

a) (Qué area (Ao) deberian tener exactamente los cuadrados ?

b) Si indicamos con x el largo real de cada corte, expresar A (area real de la
pieza) en funcion de x, A =f(x).

c) Si laobra que el artesano desea realizar soporta una diferencia de = 1 cm? en
el area de cada pieza, ¢, cudl es el rango, en cm., en que puede variar la longitud
del corte de modo que la pieza sirva, aun cuando no resulte exactamente cuadrada?
Sugerencias:

i) Hallar el intervalo de valores admisibles para A. (;con que otro nombre,
que no sea el de “intervalo’, podemos nombrar este conjunto? )
i1) Enun sistema coordenado x-A graficar el conjunto obtenido en (i).
ii1 ) En el mismo sistema graficar A como funcion de x.
v ) Obtener, grafica y analiticamente, los valores admisibles para x segiin
las condiciones de trabajo planteadas.

d) En términos de la definicion -5 de 1lim A(x) = L, ;quién es L en este caso? ;
X—5

(Quién es €?; ;cudl es el o que le corresponde?
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3) Para los valores de a, c y € y las funciones que se indican a continuacion, determinar
graficamente, de ser posible, un E*(a, r) tal que:
‘si x € E*(a,r) entonces f(x) € E(c,¢)’

a) fx)=x+2 ; a=2;c=4 ,e="%

b) X+2;x#2
f(x) =
1 ;x=2 ;a=2;c=4 ,e="n
2
c) f(x)=X 4 ;a=25c¢c=4 ,e=%
X —2
d) X 3 x<2
f(x) =
xt2 ; x>2 ; a=2;c¢c=3,e=2
e) X 5 x<2
f(x) =

; a=2;¢c=3,e=%

4) Estimar a partir del grafico de f'si existe lim f(x). Indicar el valor (si existe).

x—0
a) f(x)= ! f) fix)=2M
X+ 2
2
b) fx)= - b
9= @ f00- 2%
c) f(x) = e* +1

h) f(x)=2x-1)>-2x*+2x-5

d) f(x) = V25 - x> i) f(x)=In (x+1)

) xtl; x<0 ) +3 >0
X ;X
fx=< -3 ;x=0 (x)-
et ;x>0

2x 5 x<0

5) Dado el grafico de f, se pide:
Indicar el domino y analizar la existencia de limite de la funcion para x = a, para
a=-4,-3,-2,-1,0,2,4, 6. Si existe el limite, indicar su valor.

6

4

-6 -4 7 2 4 6 8
‘ -2 -

-4
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6) Dada f con dominio en el [0;5] y limf(x)=f(2)

xX—2

se pide indicar si las siguientes

afirmaciones son verdaderas (V) 06 falsas (F) justificando las respuestas con alguna propiedad,
teorema o definicion si es verdadera y con un contragjemplo en caso de no lo sea.

a) f es continua en Xo =2.
b) f es continua en [0;5].

c) Si x=2+Ax con Ax~0 entonces f(x)=f(2).

d) Si p(x)=f(x)+ 3 entonces |imp(x)="f(2)+3.
X—>2

e) Si q(x)=f2(x) entonces limq(x)=f2(2).

X—2

f) Si g(x) =ﬁ entonces g es continua en Xo = 2.

g) Si h(x)=4f(x) entonces h es continua en Xo=72.
h) Si f(x)>0 , vx €[0;5] entonces h(x)=4f(x) escontinua en Xo=2 y
lim h(x) = lim Yf(x) = [ lim f(x) = {f(2)
xX—2 x—2 xX—2
i) Si f(x)>0, vx e[0;5] entonces k(x)=In (f(x)) escontinua en xo=2 y
lim k(x) = lim In(f (x)) = 1n{limf(x)} = In[f(2)]
X—2 X—>2 X—>2
7) Indicar V 6 F, justificando con algin teorema, definicion, propiedad 6
contraejemplo:
h) lim Vx =5
2) tim Ppx? - x +2|=4 ) Jim
1 .
RS D lim Vx = x,
X"+ 4+ XX,
b lim "5 = 2
” D lim ——=100
x—10 10gX
¢) lim log (x+1)=1 3
x>0 K) lim = —-1000
d) lim log (x+1)= log (xo +1) x—>-10 log x
X*)Xo
8) Calcular los siguientes limites:
: . 2 anl/3 _
2) lim px® - 2x—1]= D lim (x5 =370 =
X—>2
2 ) ) X +3
X" +3 D lim — =
b) lim = x—>-3x" —1
x—>0 X~ 2 In x
. . — k 1 —
c) xlinn cos (9x - 1) ) X11)111 I 11
. cosx +1
d lim ———= )  1im sen (ax) + 1=
x—3n/2 SenX X —0
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¢) lim (2senz+z%)= W lim ln[4x—10] _

z—0 X—5 X
D lim 2x +3)™7° = o) tim If2x? +3a% +1)=

x—1 x—0

sen(3z)+ a

g) lim (7)4_ = p) lim ln(ZX2 +3a% ¢ 1):

20 2+z a—0

2 [—
9) Dadas las funciones F(x) = +3)” -9 y Gx)=x+6 se pide:
X

a) Analizar si F estd definida en xo= 0. ;La no existencia de la funcién en un punto implica la
no existencia de limite en dicho punto?
b) Analizar si F y G son funciones iguales. Si no lo fueran indicar en que difieren. Graficar

ambas.
¢) Analizar la veracidad de esta afirmacion: [jm F(x) = lim G(x). Calcular |jm F(x).
x—0 x—0 x—0
10) Dadas las funciones F(x) = XZ_ ! y GXx)= % se pide:
x“ -1 X

a) Analizar si F esta definida en xo= 1. ;La no existencia de la funcion en un punto implica la
no existencia de limite en dicho punto?
b) Analizar si F y G son funciones iguales. Sino lo fueran indicar en que difieren. Graficar

ambas.
Analizar la veracidad de esta afirmacion: lim F(x) = lim G(x). Calcular |im F(x).
x—1 x—1 x—=1
11) Calcular:
2 _ . . x> -8
a) lim SXT - 2X ) lim —;
x—=0 3x XxX—>2X — 4
2 - . x*_-16
b) lim — . D lim—
x—>1 3x -3 x>2x2 —2x
2 2
. x° -4 . Xx“ -9
¢) lim k) im————
X2 X—2 x>32x2 —4x -6
1/2
. X -1 3.2 1
d) lim ) QX TXF
x>1 x-—1 x—1 X2 -1
X 2
) lim . (3+h)% -9
X_)O(XJrl)l/z_1 m) &%f
2-xt? (x+h)? —x2
B lim——— n) lim—————
x—1 x—1 s h
2
. X" —4x+4 -1 _4-1
g) lim 5 O) lim (3+h) 3
x>2  x" -4 h—0 h
o 3x?42x-1
b lim =3 p) lim| - —
x—>-12x° +5x+3 xol x—1 2
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x 2 +a.x+a-10

12) Analizar si existe un numero real 'a’ tal que |im L.

x—2 x% +2x-8

Si existe indicar quienes ‘a’ y quien "L .

13) Mostrar por medio de un ejemplo que 1im [f(x)+ g(x)] puede existir aunque

X*)XO
no exista lim [f(x)] ni 1im [g(x)]. (Sugerencia: considerar la funcion signo 'SG").
X—)XO X—)XO
14) Calcular.
8 lim —— .
159 3—-4/t f) lim sen(x +senx)
o X—>T
b i X2—X
)Eﬂg_J{ 9) lime
x—1
) lim S h) lim In(l-tg? x)
x>2 X2 +4 x—>0
2
d) )1(12}‘ X — 4 Xx—2 3x2 —6x
X +4 : . x -1
i D lim In ( )
e) )1(1_1’3‘2_‘{_\/; x—>0 X2—1
) lim arcsen(x > —1) k) lim In ( x 1 )
x—1 x—1 x° -1
15) 1) Indicar verdadero o falso justificando la respuesta:
senf(x) sen f(x)
a) 1 = ¢) imf(x)=n = 1| =0
L TRy ) lim P00 L TeY
senf(x) senf(0) sen f(x)
b) i = d) lim f(x)=0 i =
) Jim TR T o ) lim £09=0 = Hm =5
i1) Calcular:
5 -3 . -4
D) lim ) O fim =) i) lim <X
x—0 X X253 x2 -9 x—4 (4-x)
by 1 sen( 5x) —sen(3x) . sen(x —3) . sen( x — 4)
s Yimes i T
5 tg(4 _ 2
) lim — g) lim glix) D fim X
x—0 Senx x—0 sen(8x) x>0
8 2 sen(tg( X )
d) fim ) h) lim —— m fim e X))

<30 sen(4x) <50 tgx «Dlo sen( x)
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16) 1) Graficar una funcion f° con dominio en el [ 0; 6] tal que:
f0)=4; lim f(x)=4; f2)=5; lim f(x)=6; lim f(x)=2; f{6)=3
x—>0" Xx—>2" x—>27T

(, Es f continua en [0; 6] ?.; Porqué ?.

1) Analizar la existencia de limite para la funcion y el punto que se indican

a) In (x*+1) ; x<0

2
x[.(x7 +1
f(x) = e) f(x)= ||(—) ; (Xo=0)
X
(X0=0) X x>0
9) x+3 5 x<100 sen X + sen x|
fx) = D 0= —————  (%=0)
(x=100) (2x-2 : x>100
e X! x<l1 g) x>+ 4 ;-5<x< 0
fx =
() = f(x) = 2 ; x=0
Xo =1 1/(2-
( : @) 5 senx+t4 ; 0< x<5
xt4 ; x< 0
f(x)— h) x-950 ; x<10°
xt8 ; x >0
f(x) = 50 ; x=10°
logx ; x>10°

1) Si con [x] indicamos el mayor entero que es menor o igual a x, hallar, si
existen, los siguientes limites: (sugerencia: graficar las funciones)

lim [x]; lim [x]; lim [x] ; lim [x]:
x—37" X3~ x—3 x—>3,5
lim [x}(x=3);  lim [x}(x-3); Jim [x J.(x - 3)

x—37T x—3" x—3

17) Enlateoria de la relatividad, la féormula de la contraccion de Lorenz

5 L= longitud del objeto en reposo
L=L, 1—(V/2j ¢ = velocidad de la luz
c

expresa la longitud 'L” de un objeto en funcion de su velocidad ‘v “ respecto a
un observador.

a) (Cudl es el dominio natural de esta funcion ?

b) Analizar cual de los limites que se proponen a continuacion "tiene sentido’, calcular
aquél que cumpla esta condicion y luego interpretar fisicamente el resultado obtenido:

limL ; I1imL; limL
voet Ve~ v—ce
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18) La funcion f(x) =sen (n/x) no estd definida en xo= 0 . En funcion de ello se decide estudiar
su comportamiento para x>0". Para ello, y en una primera instancia, se acude al andlisis
numérico de los datos proporcionados por las siguientes tablas de valores (completarlas).

TABLA I TABLA 11
X Sen (n/x) X sen (1/x )

1 Sen (n)=0 2 sen (n/2) =1
72 Sen (2m) 2/5 sen (5m/2)=1
1/3 2/9

.............. 2/13
vio | s e
1/n 2/(1+4n)

a) En funcién de la informacién proporcionada solo por la TABLA I, ;qué podriamos
llegar a concluir acerca del comportamiento de fpara x=> 0"? Con base a la informacion
proporcionada por las dos tablas realizar una conjetura acerca del comportamiento de
f parax—=> 0"

b) Analizar el siguiente grafico (grafico de f) y decidir luego acerca de la validez de la

conjetura hecha en el item anterior. Finalmente, concluir acerca del
lim sen(Z/) y lim sen(%/,)
x—0+ x—0

19) i) Para los siguientes limites analizar cual de ellos admite ser resuelto aplicando el
teorema 2 (limite de un producto, pag. 134) o el teorema 13 (de encaje o intercalacion,
pag. 141). Calcular los limites aplicando el teorema que corresponda en cada caso.
(Sugerencia: recordar que |sena | <1 V a € R)

a) ili% [X2 .sen(’%{)]:
b) )l(iir%[(x—l).sen(%)]:

¢) lim[x](x-3) =

x—3
i) Explicar porqué es verdadera la siguiente afirmacion:
“Si f y g son tales que [f(x)] <k para todo x en un entorno de ‘a’ (k= cte) y

lim g(x) = 0 entonces |imf (X)-9(x)=0"

X—a X—a
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20) Hallar graficamente (si existen), el o los valores de “a” para los cuales
lim £(x) = +o0

X—a (—)
_ _ 1 _ 2 _ 1 1
W) f9=— o {9 P +2  e) f(x) T g) f(x) |X|+|X_2|
_ 1 _ 1 _ _ 3x-5
b) f(x) = d) f(x)= f) fx)=|tg x| h) f(x) =
|X—2| X< +1 2x2 +4

21) Graficar las siguientes funciones y leer del grafico los limites indicados:

—4
a) lim Inx ¢ lim tgx e) lim -
x—0% ot wsn- X2
X—>—
2
)
b) lim (-Inx) d) lim tgx f) lim = :
x>0~ x—)E_ xs2t X7
2

22) Si limf(x)=40 0 lim f(x)=400 6 lim f(x)=4+0 , entonces la recta
x—a (—) xat (=) x—a~ (=)

X =a es una asintota vertical para la curva correspondiente a y =f(x). Para las funciones
que se dan a continuacion se pide indicar (si existen) las ecuaciones de las asintotas
verticales.

a) f(x) = i ¢) f(x)= z:z e) f(x)=In(x3) g f(x)= X"z‘_ll
_ 1 _ 3x-5 _ x2 -1 _ 1
b) f(X)—|X_2| +2 d) f(X)—6X_10 Hfx) = - h)f(X)—Xz_1

23) Graficar y determinar del grafico si existe lim f(X) y lim f(x)

X —>+00 X —>—00
D=1 )f@-4x g9 fE-— o= 2
X gX x+1

b) f(x)=i+2 o) fx)=x2-1  h)f(x)= senx k) fx)=e™

c) f(x)=3 ) fix)=-x2 1) f(x)= Inx 1) f(x)=sen(n/x)
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24) Si lim f(x)=k o lim f(x)=k, entonces la recta y =k es una asintota
X —>+00 X—>—0

horizontal para la grafica de la curva correspondiente a y = f(x) . Para las funciones que se
indican a continuacion se pida dar (si existen) las ecuaciones de las asintotas horizontales.

e WY R f<X>::x Prw= 2
2
b) fx)= 42 o) fx)= > myfe= X! k) f(x)=e*+2
X -2 X X —
c) f(x)=3 f) f(x)=arctgx 1) f(x)= Inx 1) f(x)= sen x

25) Completar el cuadro adjunto, realizando primero las graficas correspondientes:

a>0 a<0
[im a—xn = Iim a_xn =
n par X0 X——m®
lim ull = Iim a‘xll =
X—»+0 X—¥+e0
: lim ax® = lim ax™ =
n impar x—>—w X—>—co
lim ax" = lim ax"” =
X—+m X+
. . o (%) )
26) Si f y g son dos funciones tales que [im —— =1 decimos que f y g son
x—>+o0 8(X

funciones "equivalentes” para x = +o ; 0 sea, son funciones que para valores muy grandes
de x’s tienen practicamente ‘el mismo comportamiento’, por ejemplo, si una tiende muy
lentamente a infinito la otra también lo hace.

f(x) f(x)

Efectivamente, que 1]im —— =1 indica que —— = 1; 0sea, que f(x)~ g(x)
x—+o0 8(X) g(x)

a)dados p(x)=3x>+15x*+4x*+3 yq(x)=3x> demostrar que py q son equivalentes.

Usar este resultado para concluir acercadel lim p(X).
X —>+00

b)dado p(x)=a x"+ani. x4+ ... + a1 .x +ao analizar si la siguiente afirmacion es
verdadera o falsa justificando la respuesta.

. _ . n
lim p(X) = lim a X
X —>+00 X —>+00
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27) Calcular:
5 2 x3
a) lim (Bx~ —4x° +8) = h)  lim . _
X —>+0 xosme <2 41
3
b) lim (-4x® -4x’ +3)= ) lim x2+—2x33 _
X+ X —>+00 X + 2X
4 3
¢) lim (5X7 +8x° —3x + n) = i) lim P; + 56X +3 _
X Xx—>+02x> +x° +7x -1
2
d) lim (—2.x5 +4x +1In3) = k) lim 3x 2x +3 _
o x—>+0 0.5x% +2x — 1
3x2 +8x -1 2 (x — 835
© bm T D fim SV
x—>+0 3x7 —8x +1 x—+0  (x = 1)
2 3
3x° +8x” -1 t—-3).(t-4
e 3xT - 8x t>40 3t (t+1)
9 — 3¢ L33
g lim 5 n) lim %
t— +0 3t I p

28) Limites del cociente de funciones en general.
Completar la tabla que sigue, teniendo en cuenta que con p indicamos un punto Xo,
+000 -0y, con © nos referimos a +o o el - oo.

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6 Caso 7

Lim f(x)= | L1 L1+#0 0 0 L1=#0 0 0
X2p
Lim g(x)= | L2 #0 0 0 0 0 0 0
X=2Pp
Lim f/g= o0 o0
X2 p

Si: Si:

En base a la tabla calcular los siguientes limites.
En caso de ser posible graficar las funciones y verificar los resultados, tanto los de los
ejercicios como los de la tabla:

. .= , X

a) lim — = ¢) lim — = e) lim —— =
x>+ X X+ eX x—>0* X
4 In x 2%

b) lim — = d) lim 5 = f) lim =
x—0| X | x—0 X x—0 3°%
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29) Hallar los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones (si existen).

Clasificarlos.
a) f(t) = 2 f) f(x)= sen(x + senx)
X
_ f — l/X
b) £(x) = X —2 g) f(x)=e
X° +4 h) f(x)=tg x
2 _ 3.t
¢) f(x)= X7 —2x i) f(tE= sen(3.1)
X —2 t |
4 . X —
d) f(x)= ) f(x) =
x2 —4x +5 x? -1
K f(x)=Inx? +1)
4
e) f(x) = xz——4x—5 ) f(x)=1/Inx> +1)
m) sen.4x Cx %0 n) x% —2x s
X x-2
f(x) = f(x) =
1 ; x=0 2 5, x=2

30) a) Analizar la continuidad en el punto que se indica en cada caso para las funciones de
la Actividad (16) (ii)- pag. 167. Clasificar las discontinuidades.
b) Idem para x =0 y las funciones de la Actividad (4) — pag. 163.

31) Hallar el valor de las constantes de modo que las funciones definidas a continuacién
resulten continuas en R

2) sendx L0 b) =2 x#3
X -
fix) = fx) = o
A 9X:0 A ’ X_3
c) xz.senl;x;éo d) ( E ;ox 21
X X
f(x) = fx)= <
A ;x=0 x-A; x<l1
-
e) f) -
x+A ;x>0 X+A ; x>2
f(x) = 2 ; x=0 f(x) = B X=
A



¥t sen.(x — 2) s

g — 5 x#0 h) ) x>2
M x2 -4

f(x) = f(x) = A ;x=2
A ;x=0 x+B ; x<2

32) Encontrar cual es el segmento de recta que debemos tomar para que la siguiente funcion
resulte continua en todo los reales.

2x+4; x<-1
fix)= ) mx+h; -1<x<1
2x-4 ; x>1

33) La fuerza gravitacional F ejercida por la Tierra sobre una masa unitaria M a una distancia
't” del centro del planeta viene dada por:

-
GMr

R3 M =masa de la Tierra
F(r) = R =radio de la Tierra
G = cte gravitacional

;<R

- ( Es F una funcion continua de r, distancia de M al centro de la Tierra ?.
- Qraficar la funcion en un sistema r—F.

34) Aplicar el teorema de Bolzano para demostrar que existe una raiz real de la ecuacion
dada en el intervalo especificado.

a) x>-3x+1=0 en (0;1)
b) x> =Jx+1 en (1;2)
C) COsSX = X en (0;1)
d) Inx=¢e* en (1;2)

35) Probar que las siguientes ecuaciones tienen por lo menos una raiz real e indicar un
intervalo que la contenga.

(Sugerencia: graficar cada una de las funciones que forman la ecuacion y determinar, del
grafico, el intervalo donde ambas graficas se cortan. ;Para qué sirve?).

a) x’=2x-1

b) /2x =x—3/2

36) Resolver el Actividad (76) — pag. 123, desde la Optica de los conceptos vistos en
este capitulo.
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APENDICE A - Nameros reales: conjuntos, propiedades.

Al.- CONJUNTOS DE NUMEROS — PROPIEDADES

e Los numeros son sin duda una herramienta basica para cualquier rama de la Matematica.
Podriamos compararlos con el &tomo en Quimica o la célula en Biologia. Luego, conocerlos
y saber usarlos es un requisito indispensable para construir nuevos conocimientos a partir de
ellos. Se resumen entonces a continuacion las principales caracteristicas del conjunto de los
nimeros reales a los efectos tanto de nivelar los conocimientos previos y establecer un
punto de partida como de convenir el lenguaje y simbolos a usar en el desarrollo de
la materia.

e Los pueblos primitivos se valian de piedras para contar sus rebafios. ¢Cuales son las
“piedras’ que usamos hoy para contar?: los ntimeros naturales.

La necesidad de realizar otras operaciones (restar, dividir, etc) determind que fueran
apareciendo otros conjuntos numeéricos: los numeros negativos, los fraccionarios, etc.
Cada conjunto numérico se representa por una letra segln se indica a continuacion:

ENTEROS POSITIVOS 6 NATURALES: N = {1,2,3,4,...ccccccccsvrnrnn.. }
ENTEROS NEGATIVOS: Z = {-1,-2,-3,~4..coocc......... }
ENTEROS: Z =17 U{0}UN
RACIONALES: Q = { E/ peZ, qu(q;tO)}

Observaciones:

a) NcZcQ y Z cZcQ
b) Todo niimero racional se puede representar en forma decimal periddica.
¢) No todo ntmero decimal representa un niimero racional; por ejemplo el nimero ©
(m=3.141592653....., que generalmente aproximamos como 7 ~3.14 6 w=3.1416);
tiene una representacion decimal infinita no periddica.
Luego, m no es un numero racional. Existen otros nimeros con representacion decimal

no periédica: v2, V3, e... (e=2.718281828.......... ).

Tenemos asi otro conjunto de numeros: el de los irracionales; que indicamos, I.

IRRACIONALES: I = M 3,05 1 e e }

Finalmente, de la union de racionales e irracionales resultan los ndmeros reales, R .

REALES. R=QUI

e Existe otro conjunto de nimeros, los numeros complejos, C
C = {z=a+b.i / a,beR; i=--1
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e Relacién de orden en R.

Introducimos aqui las propiedades de orden como un conjunto de axiomas referidos al
concepto primitivo de positivo.  Asi, partimos de admitir que en R existe un subconjunto
que indicamos R* (reales positivos) que satisface:

Axioma l: si x,y € R entonces xtye R y x.yeR
Axioma2: Vx #0, x e R" 6 -xeR". (noambos)
Axioma3: 0¢R"

A los elementos de R* los llamamos: “nudmeros positivos” 6 “positivos” :

DEFINICION: relacion de orden en R

| b>a < b-a €eR" (osea, si b-a es positivo)

Observaciones:
a) Si en la definicion anterior hacemos a=0, tenemos: b>0 < b e R" Luego:

REALES POSITIVOS, R* = { xeR/ x>0}

b) Dado x € R si -x es positivo entonces escribimos x <0 y decimos, ‘X negativo’.

Tenemos asi los siguientes subconjuntos de nimeros reales:
REALES POSITIVOS: R" = {x eR/ x>0

REALES NEGATIVOS: R™ = {X eR/ x< 0}

0

REALES NO POSITIVOS: R, =

) xeR/ x<0

REALES NO NEGATIVOS: R = {x eR/ x> 0}

pr—

Propiedades:

a) Xx >y; aeR = x+a>y+a

b) x >y; a>0 = x.a>y.a

c) x >y; a<0 = x.a <y.a (jcuidado!: cambia el sentido de la desigualdad!!)
d) x>y; a>b = x+a>y+b

e) eQ;2ecq 252 5 x.b>a.y
b y b

| A2- LA RECTA REAL.

La representacion de los nimeros reales como puntos de una recta es una herramienta muy
util para el desarrollo de la Matematica. Esta idea se ilustra en el siguiente grafico:

b

H
I]?' X(+)
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Para obtener una representacion comenzamos por identificar dos puntos cualesquiera de la
recta con 0y 1. El semieje que contiene al 1 es el semieje (+), cuestion que indicamos

poniendo una flecha en el extremo del mismo. Luego desplazamos el segmento o1 (la

establecemos la correspondencia entre punto y nimero.

En el grafico:  OP se obtiene de desplazar 4 veces Ol hacia la derecha; luego, P<>4.
El nimero asociado al punto lo llamamos "coordenada’, lo indicamos P(4).

Usualmente decimos “punto 4” en lugar de “punto de coordenada 4”.

® Ademas de los conjuntos ya vistos, existen otros conjuntos que ocurren con frecuencia
en el calculo: los intervalos. Estos conjuntos son aquellos que geométricamente se
corresponden con segmentos o semirrectas. En funcion de ello convenimos en asignarles un
nombre y un simbolo para distinguirlos entre si y del resto de los conjuntos numéricos.

Se tiene asi la siguiente notacién para nombrar intervalos:

INTERVALOS ACOTADOS

NOTACION  CONJUNTO REPRESENTACION GEOMETRICA

a b

N

v

(a;b)= {xeR /a<x<b}

v

[a;b]={xeR/a<x<b}

v

(a;b]={xeR/a<x £b} =

~
v

[a;b)={xeR /a<gx<b} .

INTERVALOS no ACOTADOS

NOTACION  CONJUNTO REPRESENTACION GEOMETRICA
a b
(a;+0)= {xe R/ x>a} +=}

[a;+0)={xe R/ x2>a}

(-o;b] ={xeR/ x<b} S e

v

(ro;b)={xeR/ x<b}

=

A3 - VALOR ABSOLUTO

DEFINICION:
El valor absoluto de una nimero x, denotado por | x|, es un
namero real que, es igual a X, si X es positivo 6 cero
VALOR y, es el opuesto de x, si x esnegativo.
ABSOLUTO

X ;3 si x>0

|x|=
|[x|=-x3; si x<0
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Elemplos:
13] =3 -1 ="n-1 | log (n-2) | = log (n-2) =0.058
|-3]=-(3)=3 |1-n|=-(1-n)=n-1 |log(n-3)|=-log(n-3)=0.85
Nota: observar que en todos los casos el _resultado es_un_ndmero positivo.
Propiedades :
a) |x| = 0; VxeR
b) |x|=]-x|; VxeR

¢) |[x|=r © x=r 6 x=-r

. 1 d >
-T o r
d |x|<r & -r<x<r ¢ % ) =
-T 0 r
e) |[x|>r & x<-r 0 x>r _
) x| sy ( .
-1 0 r
[ « 2
f) x° =|x| ; VxeR Recordar que | significa “la raiz cuadrada positiva de...”

O sea:

Ja= b o bi=a A b20
Ejemplos :

a) Hallar z/ |z-1|=2.

a) Si hacemos z-1=x, entonces:
Ix|=2 <

X =2 60 x =-2 (por (c))
& (z-1)=2 6 (z-1)=-2
&S 2z =3 6 z =-
-1 0 1 2 3 A ———
p— o B> S ={-1;3}
b) Hallar z/ |z|<2. b) Por (d); |z|<2 & -2<z<2 ;
osea: {ze R/-2<z<2}=(2:2)
2 -1 0 1 2 S =(-2:2)
— ===

c) Hallar z / | z-1|<2.

c) Si hacemos z -1 =x , entonces:

|x|<2 & -2< x <2

& 2<z-1 <2

o 1<z <3
osea: {ze R/ -1<z<3}=(-1:3)
— 0> :

(por (d))

fad

S =(-1;3)




(*) El valor absoluto puede ser concebido como una ‘maquina” que procesa nimeros
(como es la calculadora). O sea, como una maquina con una entrada por donde ingresan
nameros y una salida por donde egresan los transformados de dichos nimeros. Imaginada
asi, esta maquina [valor absoluto ], 'positiviza” niimeros, ya que, si entra un namero
positivo, sale el mismo (positivo); mientras que si entra un ntimero negativo sale el
opuesto del mismo (positivo por ser el opuesto de un negativo).

...YALOR ABSOLUTO

| X >

A4 - DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS DE LA RECTA

DEFINICION :

Llamamos distancia entre dos puntos A y B, que denotamos d(A,B),
d(A,B), a la medida del segmento AB. O sea, d(A,B) =med AB

-
)
w
~
T A
o

- Del grafico vemos que: P4) y d(O,P)=4 = coordenada P= d(O,P)
Q-4 y d(0,Q =4. = coordenadaQ= - d(0,Q)

Luego, podemos conectar estos dos conceptos entre si a través del "valor absoluto” .
Efectivamente, vemos que conocida la coordenada de un punto basta "positivizar’ la misma
para tener su distancia al origen. Como el valor absoluto ‘positiviza” niimeros, esta es
entonces la herramienta que permite pasar de ‘coordenadas’” a ’distancia al origen” asi
como también la que permite obtener un método algebraico para el calculo de distancia
entre puntos.

distancia Dado un punto A sobre una recta graduada, si a es su coordenada,
al origen entonces d(A,0)=|a]|.
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
I etk ——— I I i ‘| } I
Q o) P
Q(-4) 2> d(QO)=|-4|=4 P4) > dP,0)=|4|=4

179
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Observaciones: Conocida la coordenada de un punto, conocemos su distancia al origen.

Definimos la Medida medida con signo de AO, como sigue:
- med.c/sig con AO = med AO, si A estd en el semieje positivo (+)
- med.c/sig signo AO =- med AO,si A estd en el semieje negativo (-).

Coordenada | la coordenada de A es la medida con signo del segmento AO .

Osea, A(a) 2 a= med.c/sig AO

Ejemplo:
P (4) > 4 =med. c/sig OP ; indica P a 4 unidades de O y en el semieje (+)
Q(-4) > -4 =med. c/sig OQ ; indica Q a 4 unidades de O y en el semieje(-).

Dados dos puntos A y B sobre una recta graduada, si a y b son sus respectivas
coordenadas, entonces: d(A,B)=|b—-a|.

Cda!:uBlo Nota: Esta formula para el calculo de la distancia entre dos puntos se obtiene
(A.B) a partir de tener en cuenta que las coordenadas de los puntos son las medidas
con signo de los respectivos segmentos que determinan con el origen.
- . Es un hecho que la distancia entre A y B es la misma que entre By A.
Distancia:

Luego, para comprobar si la formula de calculo dada es consistente con la

bien definida realidad, analizamos si verifica esta propiedad.

d(A,B)= |b—-a| =|-(b-a)|=]a-b|=d(B,A) = d(A,B)=d(B,A).
distancia Dados los nimeros reales ay b, llamamos d(a,b) ala distancia entre los puntos
entre nimeros| A y B cuyas coordenadas son a y b respectivamente.
d(a,b) =| b-a |

Ejemplos:
a) Los puntos P(3); Q(5) y R(z) son distintos y se hallan todos sobre una misma recta.
Si d(P,R)=d(P,Q), { quién es R ?.

» dP,R)=dP,Q) = |z3|=2 = z3=2 6 z3=-2=2z=5 6 z=1.
Como son distintos = z=1 = R(1)

b) Los puntos P(3); Q(5) y R(z) son distintos y se hallan todos sobre una misma recta.
Si d(P,R)=d(Q,R), ( quién esR ?

» dP,R)=d(Q.R)= |z-3|=|z-5]| = z3=125 6 2z-3=—(z-5)
> O 6 z=4. = R(4)
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APENDICE A: Actividades

1) Los puntos A ; B; Cy P se hallan todos sobre una misma recta. A los efectos de asignarles
coordenadas se procede a graduar la recta. Se pide:
a) dar las coordenadas de A ; B; Cy P para cada una de las graduaciones de la recta que se
indican a continuacion si, en todas ellas, la longitud entre dos marcas consecutivas es de “1
unidad” y O es el origen .

A B C P
(0] )
| | | | I | | | | | | | >
O )
| | | | | | ! | | | ! | >
o )
) o
< | | ! | ! | | 1 ! | | |
™) | ‘ | . o ’ 0

A

b) En cada caso indicar: d (A,O); d (P,O); d(A,P).
c¢) Si x=coord.de P; indicar V 6 F, justificar:
- dP,0) = x
- d(@P,0)=| x|
- Si P pertenece al semieje negativo entonces x =-d (P,O)
- x = med. sig. OP .

2) a) Hallar todos los puntos X(x) cuya distancia a P(3) sea 2.
b) Hallar todos los puntos X(x) tal que d (3,x) <2.

Nota: al conjunto { x € R/ d(3,x) <2} lo llamamos: entorno de 3 de radio 2 .
Lo indicamos: E(3;2)

Entorno de Entorno de xo de radio o.

un punto E(x080)={xe R/ d(Xo,X)< 8}

3) Resolver graficando en cada caso todos los puntos o conjuntos que se obtengan.

a) Los puntos P(-2); Q(2) y R(z) son distintos y se hallan todos sobre una misma
recta. Si d(P,R)=d(P,Q), ¢ quién es R ?. Graficar todos los puntos.

b) Los puntos P(-2); Q(2) y R(z) son distintos y se hallan todos sobre una misma recta.
Si d(P,R)=d(Q,R), { quién esR ?
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c¢) Hallar todos los puntos X(x) cuya distancia a P(5) sea 2. Idem, pero d (P, X) <2.

d) Hallar todos los puntos X(x) cuya distancia a P(-3) sea 2. Idem, perod (P, X) <2.

4) a) Escribir A usando notacion de conjuntos si A es el conjunto de los “x’s”
que distan 4 unidades del punto —2.
b) Escribir A como entorno de un punto si: A=(3,9); A=(-1; 3) ; A=(0;4)

5) Representar sobre un eje coordenado los intervalos A ; B; AnB y AUB para:

a) A=[2;6]; B=[-3;4]
b) A=[2;6]; B=[-3,0]
c) A=[2;4],B=[4,7]
d A=[2;4);B=[4;7]
e) A=[2;6]; B=[3;4]

f) A =E(@3,1); B=E®3,2)
g) A={xeR/ %20}

B={xeR / X1s0}

X

6) Unir cada conjunto de la primer columna con su equivalente de la segunda.

A={xeR / [x2]|<5} J=(-2;10)
B={xeR / |x+2|<5} K=(0-3;8+3)
C={xeR/ |x-3|<d} L=(-3,7)
D={xeR /| x-4|<-6} M= (-7,3)
E={xeR /| 2x+4|<6} N=(-5,1)
F={xeR /|-2x-4|<6} 0=09
G={xeR / d(x,2)<5} P=(3-0;3+3)
H={ze R / d(z,3)<3d } Q=1(3;3+%)

7) Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar respuesta.

a) x*>0; VxeR

b) a<b = -a<-b

c) x<1 = 1x>1

d x<0 = x*<0

e) -x<0; VxeR

f) X =-X—-6= -x>0
g) x=6-x = -x <0
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APENDICE B: El plano coordenado

Hasta ahora hemos considerado puntos sobre una recta e identificado los mismos a través de
numeros reales. Ahora consideramos puntos en el plano.

Como el plano es "bidimensional” para identificar puntos del mismo necesitamos doS
direcciones. O sea, instalada una copia de la recta real debemos afiadir otra copia. En principio
la tinica condicién que se pide a ambas rectas es que se intersequen en el origen. En tal caso,
constituyen lo que se llama un sistema de referencia plano.

Normalmente la segunda recta real se ubica perpendicular (ortogonal) a la primera (pero no es
condicidén necesaria para tener un sistema de referencia plano). En este caso es de uso y
costumbre que una se tome horizontal y la otra vertical, que sobre la horizontal el sentido
positivo se fije hacia la derecha mientras que, para la vertical, se tome hacia arriba. (el sentido
positivo (+) se indica con una flecha en el extremo del semieje que elegimos como tal ).

A larecta horizontal la llamamos eje x, ala vertical, eje y y ambas constituyen un,
‘sistema cartesiano ortogonal’. (sistema de referencia donde los ejes son ortogonales).

plano Un plano al que se afiade un sistema cartesiano ortogonal se llama
cartesiano | plano cartesiano. Se denota R?;ya que usamos dos copias de R.

En un plano cartesiano, cualquier punto se localiza mediante un par ordenado de numeros reales
llamados, igual que antes, coordenadas cartesianas del punto.

He aqui como hacemos para asignar coordenadas a un punto del plano:
A

- Sea P punto del plano, luego para hallar sus coordenadas
cartesianas trazamos perpendiculares desde P hasta cada uno
de los eje coordenados. N -

- Una perpendicular interseca al eje x en la “coordenada x” ¢ y P(x*.y*)
abscisa de P; etiquetada como x* en el grafico.

- La otra interseca al eje y en la “coordenaday” u
ordenada de P; etiquetada como y*.

y

»

x* X

- El par de numeros (x*; y*), en ese orden,
son las coordenadas cartesianas de P . .

P (x* ; y*) & x*= abscisa
y* = ordenada

Distancia | El concepto de distancia entre puntos del plano se sustenta en el teorema de
entre puntos | Pitagoras: “en un tridngulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma
del plano | de Jos cuadrados de los catetos .

-
| .
L

- Ladistancia d (P;; P») es, por definicion, la

medida del segmento PP, .

Pa(x2.y2)
- Del grafico resulta claro que PP, esla
hipotenusa del triangulo rectangulo de vértices ‘Vo ¥, !
P, P, Q.
- Luego, por Pitagoras, concluimos que: Q (x2.y1)

d(Pl 3P2)=\/(X2_X1)2+(y2_y1)2 X1 X2 X
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APENDICE B: Actividades

1) Trabajando en un sistema convencional :
a) Indicar a qué cuadrante o eje pertenecen los puntos que se indican a continuacion

[P A] [P

si “a” noescero y “e” eslabase delos logaritmos naturales:
A (-10%,10%; B(m,-3); C(e,1-e); D (\/7-5 ,-2e); E(log 1, log 107);

F@,n3); G(a,-3); H-2, (- ) 1(Y(-9?,4); J(log10,In 1).
b) Dados P(a,b);Q(-a,-b) y R(a;-b) indicar a qué cuadrante pertenece cada uno

de ellos si:
(1) a0 ; b>0 (i1) a>0 ;b<0 (1ii) a<0 ,b<0.

c) Dado P (a,b) graficarlo en un sistema coordenado ortogonal si:
(i)ab>0 ya<0 (ii)a.b>0y JaeR (iii)atb=0y |aj=-a

2) En los ejercicios que siguen completar el cuadro y analizar si los puntos que se
dan en ellos presentan alguna particularidad digna de destacar:

a)  Sea A(3.4) B | 23 (G (44 (34 (00 (1D

d(A,B)

b)  Sea A(0,2) B 2,2)  (32) (0,2) (3,2) (42) (x2)

d(A,B)

©)  Sea A(12) B |(4,6) (55 (1,3) (-42) (62) (-2,6) (1,7) (5,-1)

d(A,B)

(*) Si indicamos con C la curva que determinan estos puntos (;nombre?),
hallar una férmula que exprese que el punto P(x,y) pertenece a C.

3)

a) La circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan

de un punto fijo llamado centro. En funcidn de esta propiedad hallar la ecuacion de la

circunferencia de centro C (a,b) y radior.

b) Dar la ecuacion de una circunferencia de radio 5 y centro C(0,0). Luego obtener 6
puntos de esta circunferencia.

c) Dar la ecuacion de una circunferencia de radio 5 y centro C(2,4). Luego obtener 6
puntos de esta circunferencia.

4)

a) Graficar una recta 11 paralela la eje x que pase por el punto P(1,3). Hallar
(graficamente) tres puntos de la misma de modo que la distancia entre dos puntos
“consecutivos” permanezca constante e igual a “2”.

Verificar analiticamente.
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b) Graficar una recta r2 perpendicular a la anterior en el punto P(1,3) . Hallar
(graficamente) dos puntos de la misma que disten 3 unidades del punto P.

c) Dado el punto Q(2,1) determinar (grafica e intuitivamente) R, punto de r (item (a))

Verificar con algunos puntos. Idem para la recta del item (b).
La distancia obtenida en cada caso se llama, “distancia del punto a la recta”.

d) Indicar V 6 F:

sobre la recta perpendicular a r que pasa por Q.
i1) Si d=d (Q;r) entonces la circunferencia de centro en Q yradio d es tangente
a larecta r .

e) Escribir en una oracion el procedimiento para hallar la distancia de un punto a una
recta (a la cual no pertenece).

5) A continuacion se indican tres conjuntos de puntos A,B y C vy cuatro sistemas
coordenados, se pide:
a) Enumerar los elementos de B y C.
b) Representar los sistemas en un papel milimetrado.
¢) Graficar cada conjunto en el sistema que resulte mas adecuado para ello.

A=1{(5,0):(-5,0);(0,0);(0,5); (0,-5); (-4.3) ; (-4,-3) 5 (-3.4) ; 3-4) ; B:4) ; (4.3) §
BZ{(%,)’)/(X,}’)GA} ;o C={Kx,10y)/ (x,y)eA}

Los sistemas estan en la posicion convencional pero difieren en la graduacion de sus ejes. A
continuacion indicamos la unidad con que se gradia cada uno de ellos.

Si S> S3 S4
Ux I cm. 0.5 cm. 5 cm 0.1 cm
Uy 1 cm. 0.5 cm. I cm. 0.1 cm.

6) Graficar los conjuntos que se indican a continuacion:

A={(x,y) /xeN;1<x<5;y=2} J={(x,y) / -2€ x £3;ye R}
B={(x,y) /xeR;1<x<5;y=2 } K={(x,y) / -2< x £3; -1<y<l}
C={(y) /xeR;y=2} L=1{(&xy /[x|=1;yeR}
D={(x,y) / x=y; xeR} M= {(x,y) / xX*+y* =0}
E={(xy) /x.y=0} N={(xy) /xX+y’ =4}
F={(x,y) / x20; yeR} 0= {(x,y) / x> +y*<4}
G={(x,y) / x=20; y<0} P={(x,y) / X’+y*> 4}

H={(xy /xy <0 } Q=Nn{xy /y20;
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7) Describir por comprension los conjuntos cuyas graficas se indican:

a '\ b Ay c Ay
5
) —
3
3
i
0123 0111213141 = 012 >
d v e y f y
AT 1 I )

) 4

8) Dada la curva “C” se pide:

a) Identificar, graficamente, los siguientes ) _
conjuntos. \
A={xy)eC/y<0} —

B={(xy)eC/y20} ' ;
C={xy)eC/y=1} :

D={xy)eC/4< x<5} 2 )
E={(xy)eC/ 55 x<£6}

b) Identificar, grafica y analiticamente,
los siguientes conjuntos.
G={xeR/(xy) eC;y=>0}
H={xeR/(xy) eC;y<1} E

I ={xeR/(xy)eC;y<0}

9) Dado el conjunto E={(x,y) e R?/ y=(x-1).(x-9) }, se pide:
a) Indicar tres puntos de E y tres puntos que no pertenezcan a E.
b) Hallar todos los puntos de E correspondientes a las siguientes abscisas:
xi1=-1; x2=2; x3=5; x4=10.
¢) Hallar y graficar todos los puntos de E correspondientes a las sgtes ordenadas:
yi=20; y2=9 ; y3=0; ya=-12 ; ys=-16 ; ye=-21
d) Demostrar que los puntos de E de abscisa “5-6” y “5+3” tienen la misma
ordenada y, que el punto medio entre ellos tiene siempre abscisa “5” .
¢) Dado A,B, C puntos del conjunto E determinar graficamente sus simétricos
respecto de la recta x=5 y verificar que también pertenece n al conjunto E.
A(0,9) ; B(3,-12) ; C(4,-15).



APENDICE C: Funciones trigonométricas

| C1.- ANGULOS DIRIGIDOS

Segun sea el ambito donde trabajemos los angulos admiten distintas
conceptualizaciones. Asi, en la geometria clasica, los angulos son considerados como el
resultado de la interseccion de dos semiplanos; luego, no tienen signo y son siempre
menores de cuatro rectos. Esta definicion es util en la geometria ya que ésta es,
esencialmente, estatica; pero apenas se considera la posibilidad de “movimiento” la
misma resulta “insuficiente”. Veamos el siguiente ejemplo.

(*) Latierra gira sobre su eje, luego tomado un punto sobre un paralelo (por ejemplo
el Ecuador) éste “gira” alrededor del centro de la tierra. Se sabe que lo hace a razon
de 15° por hora y de Oeste a Este. Consideremos ahora que a las 13 hs de cierto
dia se lanza, desde una base espacial (B), un cohete para circunvolar la tierra con una
velocidad de giro de 360° por hora (1 giro, en una hora). Nos preguntamos: a la
hora del lanzamiento, el cohete ¢ pasé o esta pasando sobre la base?.

- Los gréaficos adjuntos muestran que no podemos contestar esta pregunta si no se
informa en que sentido gira el cohete (O2E 6 E-0). En el primer caso la
respuesta es NO, pues si bien el cohete ha realizado un giro completo y esta “en el
punto de partida’, la base se ha desplazado 15°, luego debe volar unos minutos
mas para pasar sobre ella. (;cuantos? ). En el segundo caso la respuesta es Sl,
pasa sobre ella “antes de la hora’.

15°

13 hs. 14 hs. ; Oeste-Este 14 hs. ; Este-Oeste

187

En la resolucion de este problema vemos que el angulo aparece interpretado como, “la
porcion de plano barrida por una semirrecta moévil (el radio vector) que gira alrededor de su
origen O". Observamos también la necesidad de distinguir el sentido de generacion del angulo
(éste influye en el resultado). Finalmente, en el giro Oeste-Este, vemos claramente también
que hallar el instante en que el cohete pasa nuevamente sobre la base requiere considerar
giros mayores de 360°. Esta u otras cuestiones similares son de consideracion frecuente en
el desarrollo de la ciencia. Luego, necesitamos precisar una definicion de angulo que resulte

adecuada para el tratamiento de las mismas.

A
angulo | Llamamos dngulo AOB a la porcion de plano barrida por una semirrecta movil
que gira alrededor de su origen O.

B -
/ OA : lado inicial
_)
< 0:\ _ OB : lado final.
0) A
ﬁ
(*) el lado inicial, OA, al girar alrededor del origen puede hacerlo en dos sentidos:

horario ( sentido negativo) y antihorario (sentido positivo). Esto lo indicamos
con un “arco dirigido”; o sea, un arco con una flecha en uno de sus extremos.
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angulo Angulo en el que se distingue el "sentido de giro” . Esta determinado por dos
dirigido semirrectas con origen comun (lado inicial y lado final) y un "arco dirigido’
que indica el sentido de giro y el nimero de giros.

/<:(+) @%: +1 giro B(-)G__,

Nota: a partir de ahora prescindiremos del término "dirigido” y usaremos la palabra
angulo. Saldrd del contexto a cual nos referimos.

posicion | Un angulo estd en posicion estandar cuando su vértice coincide con el
estandar | origen de un sistema cartesiano ortonormal y su lado inicial esta sobre el

eje X positivo. A partir de ahora trabajamos con angulos en posicion estandar.
(Recordar que un sistema de referencia cartesiano es ortogonal si los ejes son
ortogonales, es decir que se cortan en angulo recto; normal, si los ejes tienen la misma
escala; y ortonormal cuando se cumplen ambas condiciones).

1. y
.
Ao () lado inicial
0 S 1Q X (o) ‘) X
' lado inicial
araf. 1
circunferencia
trigonométrica ) ) ) ) )
y - Circunferencia con centro en el origen de un sistema cartesiano y
angulos - Los lados de un dngulo en posicidn estandar cortan la circunferencia

trigonométrica en dos puntos: Q (s/ lado inicial) y P (s/ lado final).

=

Luego, determinan un arco de circunferencia: QP

Asi, a cada angulo le corresponde un arco. Como los arcos los sabemos 'medir’,
(establecer su longitud) los usamos para asignar una ‘'medida” a los angulos. Asi :
“la medida de un angulo es la medida del arco que
este subtiende en la circunferencia trigonométrica’.

a Los arcos ( angulos) se pueden medir en grados o en radianes (rad).

a La diferencia radica en la unidad de medida adoptada. En el sistema sexagesimal es
el GRADO (360 avas partes de la long. de la circunferencia); mientras que en el
sistema radian es el metro (o, sus unidades derivadas: cm. , mm, etc ).

medida de | la medida en grados del &ngulo o es la medida en grados del arco QP

angulos en | que este intercepta en la circunferencia (trigonométrica o no).
GRADOS
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dida d ) ) . =
ér:l]gulloz eﬁ La medida en radianes del angulo a es la longitud del arco QP que

RADIANES | éste intercepta en la circunferencia trigonométrica .

1 GRADO = 360 avas partes de la longitud de la circunferencia.

unidad de
medidade | | RADIAN = angulo que en la circunferencia trigonométrica
angulos subtiende un arco de longitud 1.

o El arco abarcado por 1 giro es una circunferencia completa. Luego, 1 giro mide 360°
6 2n rad. (longitud circunferencia de radio 1). De esta relacion basica tenemos:
a) m rad= 180°

b) 1rad. = [@j ~573° 1° = [L] rad. ~ 0.017 rad.
/4 180
(@) y (%) son los factores de conversion para pasar de un sistema a otro.
T
Ejemplos : 3rad. = 3(ﬂ) ~ 171.9° ; 3° = 3. (L] rad ~ 0.051 rad.
b 4 180

Observaciones:

a) Dijimos que la “medida” de un angulo en radianes es “la longitud del arco
interceptado por el angulo en la circunferencia trigonométrica (6 unidad) .

Se ve facilmente que la longitud del arco depende del radio; para un mismo angulo, si
el radio aumenta, la longitud del arco interceptado también aumenta.

Mas aun, se observa que la longitud del arco es directamente proporcional al radio; o
sea :

£=c‘[e. (con I =long. Q_P )
r

» Sea I =long. QP (arco subtendido por o conr=1);

» Sea 1"=long. QP ’ (arco subtendido por o conr=1);

Conclusién: lamedida de un éngulo ; .............................................. g
en radianes esel cociente entre la : :
longitud del arco que intercepta en la : :

b) La medida de un angulo en el sistema radian es un numero real adimensional.
Por ejemplo: hallar el &ngulo que subtiende un arco de 6 cm. en una circunferencia de
5 cm. de radio.

oa=01/r=6cm./5cm= 1,2 (las unidades se simplifican)
c) I = a(rad).r.
Sabiendo que el radio de la tierra es de 6377 km. ;cudnto se desplaza un punto sobre el
Ecuador en una hora? (Recordar que se mueve a razén de 15° por hora)

o =15°= 15.[%] =0,2625 (rad). Luego, I=a(rad.). r =0.2625 . 6377=1673.95 Km.
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C2.- FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

El origen de las “funciones trigonométricas’ esta en la TRIGONOMETRIA.

Esta ciencia cuya aparicion se remonta a 150 afios a.de C. y se atribuye a Hiparco; se
ocupd en su origen y como su nombre lo expresa (trigonos = triangulo, metron =
medida) del calculo de todos los elementos del triangulo (lados, alturas, superficie,
angulos, medianas, bisectrices). Tales calculos revelan en su momento que en un
tridngulo rectangulo, si se cambian los lados pero no los &ngulos, las razones entre los
lados permanecen constante. A estas razones que permanecian constantes se les dio
nombre, se las [lamd “razones trigonométricas’. Seglin los lados que intervienen en
la razén tenemos el seno, el coseno o la tangente.

.. cat.op
Para o tal que: » Sen o= — '
02<0q<90° hip. hipotenusa
: cat.ady.
tenemos las > Cos o=
i relaciones hip.. cat.op.
ftri stricas | cat.op. o
e > Taga=—— ol
cat.ady. cat. ady.

Hoy en dia este primer objetivo de la trigonometria ha sido ampliamente rebasado. Los
angulos dejaron de ser considerados sélo como elementos de interés para el estudio de
las figuras geométricas y se constituyeron en objetos matematicos con entidad propia.
Esto trajo aparejado la aparicién de las funciones trigonométricas; las cuales resultan
una generalizacion de las ‘relaciones trigonométricas’, ya que para la definicion de
estas funciones se quita la restriccion de que el angulo sea agudo.

El conocimiento de las funciones trigonométricas resulta imprescindible para
comprender fendmenos de muy distinta naturaleza, no sélo ligados a la Geometria sino
también al Analisis y el Algebra. Las funciones trigonométricas estan involucradas en
todo proceso ciclico o periodico (ondas, vibraciones, sonidos, estaciones, etc), el
caracter de periddicas que poseen hace que se constituyan en el sistema de
representacion natural para la modelizacidn de este tipo de fenémeno.

* DEFINICION

Dado un 4ngulo a en posicion estandar y P(x,y) un punto
cualquiera del lado final del angulo, si indicamos con r
la distancia de P al origen (radio vector) entonces definimos las
funciones trigonométricas basicas, como sigue:

A

. Yy
funciones > sen o= —
trigonométricas r
X

> cos o= —

r

y

> tag a=—

X

bl 4

Sir=1; > sen a =y (ordenadadeP)

» c0s o0 = X (abscisade P)




Luego, el signo o propiedades de las funciones trigonométricas basicas (senoy coseno)
queda determinado por el signo o propiedades de la ordenada ¢ la abcisa de P, punto
cualquiera del lado final del angulo.

Cofunciones: a las reciprocas de las funciones trigonométricas basicas se les da un
nombre. Tenemos asi:

- reciproca del seno - cosec a=r1/y
- reciproca del coseno > sec o = 1/x
- reciproca de la tangente > ctg a = x/y

Nos abocaremos al estudio de las trigonométricas basicas ya que, conocidas las
propiedades de estas, las de sus recipocas se deducen automaticamente. Por ejemplo,
conocido el signo del seno y coseno, se tiene el signo de todas las demés funciones.

Funciones En general el seno o coseno de un angulo es un numero irracional. Por
trascendentes | esta razom se las llama funciones trascendentes.

e Variacion del seno y el coseno en los cuatro cuadrantes

Para estudiar la variacion de estas funciones, partimos del angulo de 0° y hacemos girar
el lado final del mismo alrededor del origen. Generamos asi una sucesion de angulos a
partir de los cuales determinamos la variacion de las funciones trigonométricas. Para
ello necesitamos un punto del lado final del angulo. Tomamos P tal que distancia de P
al origen sea 1. Con esta eleccién simplificamos el andlisis ya que asi r=1 vy, por ende,
seno y coseno son ordenada y abscisa del punto P.

cos o= abscisadeP =x

- del grafico, observamos que mientras 0<a <m; o
sea, mientras P recorre la semicircunferencia
superior, su abscisa toma todos los valores del
intervalo [-1;1]. ;Como?:

- a=0~> x=1 = cos0=1

- 0<a<m2 2 0<x<l = 0<cos a<l
- a=1m/2 2> x=0 = cosw/2=0
- m2<a <t D -1<x<0 = -1<cos a<0
- o=t 2> x=-1 = cosnt=-1

- Idem, si hacemos que P recorra la semicircunf.
inferior, barremos todos los angulos entre Ty 2ny,
leyendo del grafico la variacién de “x” , vemos que
nuevamente toma todos los valores del intervalo

-1<cos a L1 [-1;1]; peroyendo de -1 a 1.
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sen o= ordenadadeP =y

- del grafico, observamos que mientras 0 <a<m; o
sea, mientras P recorre la semicircunferencia
superior, su ordenada toma todos los valores del
intervalo [0;1]. ;Como?:

- a=0 > y=0 = sen0=0

- 0<a<n2 2 0<y<l = 0<sen a<l
- a=n2 > y=1 = cosm/2=1
- m2<a<n 2 0<y<l = 0<sen a<l1
- o=t 2> y=0 = sen n=0

- Idem, si hacemos que P recorra la semicircunf.
inferior, barremos todos los angulos entre 1y 2ny,
leyendo del grafico la variacion de “y” , vemos que
toma todos los valores del intervalo [-1;0]; yendo
de 0 a-lenel 3erC.y de —1a 0 enel4dto C.

-1<sema <1

NOTA : El anélisis de las demas funciones puede hacerse partir de los datos hallados para seno y
coseno, teniendo siempre el cuidado de considerar que el resto de las funciones presenta una diferencia
esencial con respecto a estas dos. Todas ellas (tg, ctg, sec y cosec) tienen alguna de las coordenadas
del punto en el denominador; luego, en tal caso la funcidn no estd definida donde esta coordenada
vale ‘cero” (no se puede dividir por cero).

Sea, por ejemplo, la tangente: tg o= ordenadadeP x_ sena
» por ¢jemplo, g - 18 abscisadeP 'y cosa

Luego, la tangente no esta definida donde la abscisa del punto es cero; o sea, donde es cero el coseno
del angulo: /2 ;-m/2 y todos los congruentes con ellos.
A partir del signo de seno y coseno se determina facilmente el de la tangente, por ejemplo:

O<sen a<1l = 0<sen a
2<o <m > 2> tga=

-1<cos a<0 =2 cos a<0

sena

<0
cosa

angulos Dos angulos se dicen congruentes cuando difieren un nimero entero de giros.
congruentes| Asi o y [ son congruentes si 3 = o + k giros, con k €Z. Sus medidas

difieren en 2kn (B=a+2kmr) y el lado final de B
coincide con el de a.

Para las funciones de angulos congruentes, tenemos:

-cosPp=cosa =x 2> cos(a+2km)= cos a
-senfB=sena =y 2> sen(a+2km)= sena




funciones
periodicas

» Las funciones seno y coseno (y en consecuencia todas las demdas) son funciones

Son funciones cuyos valores se repiten ciclicamente o periddicamente; o
sea aquellas que, cubierto un ‘ciclo’, comienzan luego a tomar los mismos
valores y asi continuan indefinidamente.

perioddicas con un ciclo o periodo igual a 2w ; ya que Vau:
cos(a+2m)= cos a
sen (0+27m)= sen o

C3 - IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Una identidad trigonométrica es una relacion entre funciones trigonométricas. Vemos las mas
elementales de ellas. Las restantes son consecuencia o se pueden obtener a partir de las que

vemos a continuacion

I) Identidad pitagérica:

sen’ o +cosla = 1

Por Pitigoras sabemos que: x> +y> =1’

v

IT) Propiedades de reflexion

0.5

-0.5

P (08,0.5)

0.8

Q (0.8,-0.5)

III) Formulas de adicion

- Si r=1, entonces: sen o=y

COS = X

» sen o = ordenadade P= vy
sen (-a )= ordenadade Q=-y

M

Luego: sen(-a)=-sen a

» cos o = abscisade P= x
» cos(-o )= abscisade O= x

» sen(a +P)=sena.cosP + cosa.senf

» cos(o +f)=cosa.cosp - sena . senf
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A partir de las formulas de adicion junto a las de reflexion se obtienen las de la

diferencia. (sen(a -B)=sen(a+(-B)))

» sen(a -PB)=sena.cosP - cosa.senf

» cos(a-PB)=cosa.cos + seno . senf

(*) De (I); (II) y (III) se obtienen el resto de las identidades trigonométricas.
» Formulas del angulo doble
- Haciendo P = a en las féormulas de adicion :

sen(o+o0 )= sen a.cos o.+sen o.cos o.=2 sen o .cos o
cos(a+o)= coso.cos o+ sen o.sen o=cos’ o - sen’ o

Luego: sen(2a) = 2 sen a.cos Q
cos(2a) = cos’> a - sen? o

- Si en la tltima formula obtenida, reemplazamos sen’o. 6 cos’a por las expresiones
que se obtiene despejando en la identidad pitagdrica, obtenemos las siguientes
formulas alternativas para el coseno del &ngulo doble:

sen’a. +cos’ae =1 > sen’a=1-cos’a 6 cos’a= I -sen’a

cos(2a) = cos® a - sen> o= cos> a - (1-cos®> a)= 2cos®> a - 1
cos(2a) = cos’> a - sen” = (I -sen’a) - sena = 1- 2sen’ a
Luego: cos(2a) =2cos’ a -1

cos(2a)= 1- 2sen® a

- Finalmente de estas expresiones obtenemos el cuadrado del seno y coseno:

1 -cos(2a)
2

cos2a = 1 +cos (2 a)
2

sen? o

(*) Las identidades trigonométricas son utiles en la resolucioén de ecuaciones
trigonométricas como, por ejemplo:
- hallar todos los valores de x en el intervalo [0 ; 2xt] tales que sen x = sen (2x)

sen X = sen (2X) (aplicando la féormula del angulo doble)
sen X = 2sen X .cCOS X

senx -(2sen x .cosx) =0 (sacando ‘sen x’ como factor comun)
senx .(1-2 cosx) =0 (transformamos la expresion en un producto)

Un producto es cero si uno de los factores lo es; luego, tenemos dos posibilidades:
senx =0 2 x=0,%n, 2%
60; 1-2cosx =0 > cosx=% 2> x=mn/3, 57/3
luego, S={0,n/3 ,n,5n/3,2n}
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(*) Estas identidades permiten también calcular las funciones trigonométricas de angulos
pertenecientes a distintos cuadrantes conociendo las del ler cuadrante; asi como también
la relacion entre &ngulos complementarios, suplementarios, etc.

» Porejemplo: ;qué relacion guardan entre si los angulos suplementarios; osea o

y B talque a+=180°?7
0 -1

K_H K_H
sen B= sen ( 180°-a )= sen 180°.cosa - cos 180°.sena = sen

Luego: | sen B =sena

Asi tenemos: sen 150° = sen 30°; sen 120° =sen 60°; sen 135° =sen 45°

C4 - CALCULO DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Como ya dijimos los valores de las funciones trigonométricas son en general niimeros
irracionales luego, normalmente, lo que damos son “aproximaciones” de los mismos;
acudiendo para ello a la calculadora. Sin embargo, con la ayuda de la geometria clasica
podemos dar los valores “exactos” de las funciones de algunos angulos del ler cuadrante.

t va..r
y P
1 1
45° . > 60
¢ Q 0 Q Q
POQ’ equilatero |OQ |=|PQ|; OPQ isdsceles OPQ’ equilatero

Considerando que para r =1 es sena =y (=ord. deP), te pedimos que a partir de
esta definicion y los tridngulos indicados justifiques el primer renglén del cuadro adjunto
(sugerencia: recordar el teorema de pitagoras) . Completa luego el cuadro segun las
indicaciones que se dan en cada caso, aplicando identidades trigonométricas.

o 0° 30° 45° 60° 90°
sen o 0 2 ﬁ £ 1
2 2
cos o =sen (90° a ) 1
tago = sen o no existe
cos
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Ejemplo: verificar que sen? 30° + cos? 30° =1

Reeplazando por los valores del cuadro:  (%2)? + ( I3 Y o= Yat+¥=1

EX

Ejemplo: Calcular:  sen? 30.5° + cos? 30.5°.
En este caso debemos acudir a la calculadora (CASIO fx-5004) :

2
X

f—/ﬁ

30.5° _m_ 0.507538363 _mn_ 0.257595189 (sen2 30.5°)

X2

f—/%

30.5°

— | os6162016 |G @RI 074240481 (cos? 30.5°)

Luego :

sen? 30.5° + cos? 30.5° = 0.257595189 +0.74240481 = 0. 999999999 (= 1)

(Qué pas6? . ;Laidentidad pitagorica no valia para todo angulo?. Si, valia y sigue valiendo.
La diferencia que se observa (pequeiia, pero diferencia al fin) es debida a los errores de
redondeo que se introducen al trabajar con la calculadora. Como ya dijimos, los valores del
seno y coseno son en general nimeros irracionales. Estos tienen infinitas cifras decimales;
luego, como no podemos indicarlas todas, procedemos (o procede la calculadora) a
‘redondear” el resultado , en este caso en la novena cifra decimal. Se introducen asi los
errores de redondeo , los cuales son los verdaderos causantes de la diferencia observada.

Una formacion tedrica insuficiente unida a una confianza ciega en la calculadora podria

llevarnos
de 30.5°.

a la absurda conclusion de que la identidad pitagorica no se verifica para el angulo

Ejemplo: Sabiendo que sen o= " y 0°<a<90° hallar “cos a”

Acudimos a la calculadora y alas funciones “inversas” de las trigonométricas.

0.5

B inv & sen mulNE | 0566025403

%—/
Busca el angulo ¢
cuyo seno es 0.5 cos o = 0.866025403

Ejemplo: Sabiendo que sen o= "> y 90°<a <180° hallar “cosa” .

Acudimos nuevamente a la calculadora.

0.5

M_ o=7/6 E 0.866025403

%—/
Busca el angulo ¢
. cuyo seno es 0.5 4 cos o= 0.866025403 ??

(Qué paso aqui? (El coseno de angulos del segundo cuadrante no era negativo? Si, lo era 'y
lo sigue siendo. jj Esto ya no es un error de redondeo!! . Descubrimos nuevamente que no
podemos confiar ciegamente en la calculadora y que sélo una sé6lida formacion tedrica nos
permite comprender qué estd pasando en este caso.
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- el angulo cuyo seno es 0.5, no es tnico.

14 - sen30°=sen a= %.
- Vemos entonces que la calculadora nos da
Ya \/v s6lo un angulo (30° - luego veremos porqué).
a - El o buscado en este caso se obtiene de hacer
30° > a+30°=180° > a=150°
-1 1 - cos 150°= - 0.866025403

CS5 - COORDENADAS POLARES

Ya vimos que una forma de localizar un punto en el plano es a través de sus 'coordenadas
cartesianas’ (x,y). En algunos problemas es mas conveniente localizar un punto por sus
"coordenadas polares’.

Las coordenadas cartesianas dan la posicion del punto en relacion a dos ejes perpendiculares; las
polares lo hacen en referencia a un punto fijo O (polo) y aun rayo (eje polar) que parte de O.
Para identificar un punto por sus coordenadas polares comenzamos por escoger un punto del plano
como polo u origen O y a partir de él trazar una semirrecta con origen en O, el eje polar. El eje
polar se dibuja usualmente en direccion horizontal hacia la derecha; o sea, en correspondencia con
el eje x del sistema cartesiano ortogonal.

Dado el poloy el eje polar el punto P tiene

A P coordenadas polares r y a, que escribimos
como el par ordenado (r, a) con :
r
» 1 (radio polar ¢ radio) = d (O,P)
a(+) _
¢ cje polar T > a (argumento) = angulo dirigido entre el eje

polar y la linea OP.

NOTAS
(*)si r=0,no importa cual sea a la coordenada polar (0, a ) representa el origen sin

importar el valor de la coordenada angular o .

(*) las coordenadas polares difieren de las cartesianas en que cualquier punto tiene mas de
una representacion en coordenadas polares; o sea, no existe correspondencia uno a uno
entre punto y coordenada polar.

A Por ejemplo si consideramos las coordenadas polares
P (r, m/4) y (r, /4 + 21) vemos que representan el
mismo punto P.
/4 Mas general este punto P tiene coordenadas polares
(r, t/4 + 2 kn), conk € N.

(*) La definicion de las coordenadas polares (r, a ) se extiende al caso de r negativo,
conviniendo que (r,o) y (-1, o) se encuentran sobre la misma linea por O (la del lado
terminal del &ngulo) ), ambos a la misma distancia de O (|r|) pero, sobre lados opuestos
a O. Dado que en el desarrollo de la materia no usamos esta definicion extendida, no
abundamos en aclaraciones sobre la misma.
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e Relacién entre coordenadas polares y cartesianas

Ubicado el poloy el eje polar coincidiendo con el origen y el eje x de un sistema cartesiano
ortogonal podemos facilmente pasar de unas coordenadas a otras con el auxilio de las
funciones trigonométricas de la coordenada angular o .

A
>  Dato: P (r,0)
»  Incognita: P (x,y)

X =T Cos O
> y = rsen o

Ejercicios:

a) Graficar los puntos A(2;n/4) ; B(3;m/2) ; C(3;-n); D(1;n) . Darlas
coordenadas polares de sus simétricos respecto del origen.

b) Sea P(r;m/4). Si r varia tomando todos los valores entre 2 y 4 graficar todas las
posiciones posibles para P e indicar que “distancia” recorre P en este caso.

c) Sea P(3;a). Si a varia tomando todos los valores entre 0 y © graficar todas las
posiciones posibles para P e indicar que distancia recorre P en este caso.
(Recordar: o (radianes) = longarco )

d) Sea P(3;a). Si a varia tomando todos los valores entre 0° y 60° graficar todas
las posiciones posibles para P e indicar que “distancia” recorre P en este caso.

e) Sea P(3;a ). Si alvariar a el punto P recorre una distancia de 6 cm. a partir
del eje x ; indicar la variacién de o enradianesy grados.
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APENDICE C: Actividades

1) FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

a) Marcar en un sistema cartesiano ortogonal un punto P(u,v) sabiendo que u = -3 ;
v>0 y d(P,0)=35. Dibujar luego, en posicion estandar, el angulo a cuyo lado
final pasa por P. Calcular sena; cosa y taga .

b) Dibujar dos dngulos cuyo coseno valga .

c) Dibujar tres angulos cuyo seno valga - Y.

d) Dibujar dos angulos cuya tg valga % .

2)

a) Marcar en un sistema cartesiano ortogonal un punto Q(a,b) sabiendo que a>0; b <0
y d (Q,0) = 1. Dibujar luego, en posicion estandar con sentido antihorario, el angulo
B cuyo lado final pasa por Q . Indicar los valores de sen B; cos B y tag B en funcion
de las coordenadas de Q . A partir de estos valores decidir el signo de las respectivas
funciones trig. del angulo .

b) Si 0 = pB-180° usando identidades trigonométricas obtener los valores de sen O ;
cos O y tagO en funcionde a yb. Graficar el angulo 0 y verificar. A partir de estos
valores decidir el signo de las respectivas funciones trigonométricas del angulo 6.

3) Lospuntos A; By C seencuentran en un plano. Para hallar sus cooordenadas
se introduce en el mismo un sistema de referencia. Indicar las coordenadas de
los puntos segln el sistema de referencia adoptado en cada caso si
d(A,0)=d(B,0) =d(C,0) =1

4) Dar las coordenadas (x,y) del punto P si:

a) sena =0.25 ; d(P,0)=2 ; x<0.
b) cos a =-0.5 ;dP,0)=4 ; y<O0.
c) sena =cosa ; d(P,O)=1 ; 0<a< n/2
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5) Graficar los siguientes puntos sabiendo que o € II C.
Usar identidades trigonométricas para determinar las coordenadas cuando haga falta.

A (cosa,sena) ; B(3cosa,3sena) ; C(cos (atn), sen(atn)) ;
D (cos (- o), sen (- o)) ; E (sen (n/2-a); cos (n/2-a)); F (cos (a+2n), sen(a+2m))

6) a) Demostrar que si a y b son nimeros dados, existe otro nimero c y

(13 2

un angulo “a” tal que:

a.senx + b.cos x =c.sen(x+a )

b) Escribir como el seno de un angulo. Verificar la igualdad parax =0

sen X+ cos X =

sen X + 43 cosx=

sen x —x/ECOSX:
-sen X + 43 cosx=

€C_L9%

7) Hallar el minimo valor de “p” no nulo tal que:

a) sen[2 (x+p)] = sen (2x)
b) sen[ 3 (x+tp)] = sen (3x)
c) sen[®(xtp)] = sen (®X)



3— Denvada

En el CAPITULO 2 vimos los conceptos, métodos 6 instrumentos necesarios para
determinar el comportamiento de una funcion en su dominio. En particular, para estudiar
el comportamiento de f':

<= en el entorno de un punto x, ( para ello definimos: [im f(x)),

X—>Xg
<= para x's “muy grandes” (L) (para ello definimos: jjm  f(x));
x—>+.0
= en el punto x, (para ello definimos: continuidad de f en x,)

En definitiva, dada y = f{x) nos ocupamos de estudiar formas o métodos para conocer
como varia f al variar x (jtiene comportamiento “definido”?, ;se acerca a un “valor
determinado” ?, ;se hace “cada vez mas grande™?, ;presenta “salto” 6 “agujero”?)

En este capitulo continuamos estudiando las funciones pero desde otra perspectiva. Dada
y=f(x) y x, en sudominio ahora el objetivo esencial es determinar cudnto varia f al
variar X en un entorno de x,.

3.1 Notaciones y definiciones

DEFINICION:
Incremento Dado un punto fijo (z,) y uno variable (z),
de una a la diferencia entre z y z, producida al variar z en el entorno de z,
variable : la llamamos incremento de z y la simbolizamos Az .
Az O sea: Az =z7-2,.
Observaciones:

1) Todo punto variable z puede escribirse en funcion de su incremento: z =z, + Az.
En tal caso nos referimos a dicho punto como al “punto incrementado”.

2) Az puede ser positivo, negativo 6 cero:

: = =2 =Tt 2
-si z<z, entonces Az<0 z.§0 io =Z.Zo
-si z>g, entonces Az>0 1 3 5

. < ~ < ~
-s1 z=2z, entonces Az=0 <A -2 2 <A =2~

3) Dada y =f(X) yunXo € Domf, quedan definidos dos tipos de incrementos:
* el incremento de la variable independiente: Ax =x-x,; v,

* el incremento de la variable dependiente: Ay =y -y, ; con y=f(x); Yo =f (xs).
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En este caso, o sea cuando las variables x e y estdn relacionados entre si, los respectivos
incrementos, Ax y Ay, también se encuentran relacionados entre si.

En particular, “si y=f(x) y X, € Dom f entonces Ay depende de Ax”.

Ay = 'y - Yo
Ay:f(f)_f(xa)

d punto incrementado

Ay = f(x, +Ax)—f(x,) Ay
Conclusiones: \: 15,:-‘,0 A Tx
- Ay depende de xo, y de Ax,

- Para x, fijo, Ay depende sdlo de Ax.
- Para xo fijo, Ay es funcion de Ax; o sea, existe (p/ Ay = Q(Ax).

Ejemplo: f(x) =x?; x,=1 = Ax 2> Ay= f(I+Ax)—f (1)
*Ax=2 > Ay = f(3)-f(1)=8
FAX=3 > Ay = f(4)-f()=15
Ax > Ay =f(I+Ax)-f(1)
Ay =(I+Ax?? — 1 = 2Ax+AX> = Ay =o(Ax).

Notas:

® Un error frecuente en el calculo de Ay’s es que conocido “un Ay”, los restantes se
calculen aplicando “regla de tres simple”. Esta forma de calculo es valida en el caso que
f seauna funcion lineal y “solo en tal caso”. Si f no es lineal, usando regla de tres
no se obtiene el verdadero valor de Ay. Vemos esto en el caso del ejemplo anterior:
Ax=2 > Ay=8 [ dato ]

Ax=3 > Ay=? [ incognita ] % Ay = % 12
e tres
Resumiendo:
Ax=3 —2rdd ,  Ay= 15 (verdadero valor)

Ax =3 —rgladetres Ay =12 (valor aproximado) = E (o =3
Conclusion: por regla de tres no se obtiene el verdadero valor. Se
introduce un “error”, el cual, como en este caso, puede ser “muy grande”.

® Por definicion, Ay informa el cambio total en y al variar x de x, a x,+ Ax.
Veremos luego que este valor es de relativa utilidad ya que no permite apreciar
la “significatividad” del cambio; o sea, establecer si este es “grande”,
“pequefio” o “practicamente despreciable”. Para decidir esta cuestion resulta
necesario analizar el cambio y su “contexto”; o sea, relacionarlo con los otros
cambios que se producen a su alrededor.
Asi de lo que finalmente nos vamos a ocupar es del “cambio en y, en relacion al

cambio en x ”; a lo que seda el nombre de “razon de cambio”.




Ejemplo 1:

En la empresa donde trabaja, finalizada la jornada se han llenado todos los tanques del dia,
excepto uno. Su jefe le pide que por favor se haga cargo de este tanque, que se quede un
poco mas, que hace 2 hs. que empezé a llenarse y solo le faltan 12 Is.

Su jefe, al decir que faltan “s6lo™ 12 Is. esta sin dudas insinuando que esta cantidad es
“poca. Si Ud. sabe que hay dos tipos de tanques, que estos se diferencian por la ley
que rige la entrada de soluciéon al tanque en funcion del tiempo: ¢le convence el
argumento de su jefe de que 12 Is. es “poco™?; ¢0 preguntaria de que tanque se trata
antes de aceptar quedarse ?.

® En el contexto de este problema no se puede afirmar que una “cantidad de litros” (12), sea
“poca” (o “mucha”). Sin dudas, y en este caso, esta apreciacion esta absolutamente ligada al
“tiempo” requerido para que tal cantidad de litros entre al tanque.....Y es de sospechar que si las
“leyes de llenado” son distintas también lo sean los “tiempos de llenado”.

Luego, resolver esta cuestion requiere calcular el tiempo necesario para que, en cada tanque y a
partir de %, =2, se produzca un “incremento de volumen” (AV) de 12 Is.

[T1]® V=1 ot
L =2 Vi(t)=4 :

g Tt () L L=2>Va(t)=4 |
V(is) > 832 Vis)
204 5 .., 200
: , 164 "\ 2 }:\
At=2 3 ! At = 30
1274~ ‘4: 1 1 2R
AV =12 1 AV =12
st~ ! 8
............................. 4 -12 I g
41s o 41s
i e [§2 . -

[T1]= At=2 -> en T1 entran 12Is. > termina de llenarse en “2hs”.
Verificacion: AV =V(2+At) - V(2)= (2+2)°— 4= 16-4=12 (Is.)

[T2]® At=30 - en T2 entran 121ls -> termina de llenarse en “30 hs”.
Verificion: AV =V(2+At) - V(2)=,8(2+30)-4=16-4=12(Is.)

Conclusion final:

Observamos aqui que conocer la cantidad de litros que faltan para llenar el tanque no es, en
si mismo, un dato util para la toma de decisiones. Que decidir acerca de la significatividad
de un valor requiere evaluar su relacion con otras variables vinculadas al mismo. En este
caso, con el tiempo requerido para producir el AV deseado. Contrastados AV versus At en
ambos tanques, concluimos que 12 Is. es relativamente poco para T1y relativamente mucho
para T2; porque T1 se llena en 2hs. (nos podemos ir rapido! ) mientras que T2 necesita
30 hs. para llenarse.

203
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Ejemplo 2: dados y =f(x), x, y Ax que seindican a continuacion, hallar Ay,
cambio total en y al variar x desde x, hasta x, + Ax.

[y =x? ;x=2; Ax=2 2 Ay=p(2+Ax)-y(2)=42-4 =12

[2ly=-8x ; xo=2; Ax=30 = Ay=y(2+Ax)_y(2)=\/ﬁ_4 =12

JQué _informa Ay?: que y aumento 12 unidades al variar x de 2 a 2+Ax.

Ay =12 u.: ; es mucho?, ; poco ?, ;o es relativo?

Evaluar cuan significativo es el
cambio en y, requiere referir el |'°
mismo al cambio en x .

y

]
x
N

Jex

@y=x2; Ax =2 <<<<Ay=12 124 y
el cambioen y es ‘grande’

, -, . . 10¥
en ‘relacién” al cambio en x.

. , . Py B
Decimos que y, crece rapidamente

T y=sx; Ax=30 >> Ay=12 |*
el cambioen y es chico’ .
en ‘relacion” al cambio en x.

'y d <
<

< () L L () d L < L ()
r T y T g T T T s r T y
6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

Decimos que y, crece lentamente 2 4

Verificamos asi que mientras el cambio total en y es un valor de escasa utilidad, el cambio en
y “en relacion” al cambio en x, es un dato realmente 1til por cuanto informa acerca de la
velocidad’ con que una funcion varia en el entorno de un punto.

Una forma practica de evaluar esta relacion es a través del cociente de los incrementos. Tan
importante es este cociente que se le da un nombre y se dedica una rama del Célculo a su
estudio. Se lo llama razon relativa de cambio 6 razon de cambio eny respecto al cambio
en x. Abreviadamente, “razon de cambio”.

. . A
Razon _de cambio (A—z):

Este cociente recibe diversos nombres los que dependen de la disciplina de que se trate. Asi, en
matematica se lo llama cociente incremental mientras que en las ciencias facticas lo mas
habitual es llamarlo, razon de cambio.

JQué informacion brindala “razon de cambio” respecto al comportamiento de f?

En lo que sigue vemos esto; o sea, caracteristicas y propiedades de la razon de cambio.

Para investigar este cociente vamos a hacerlo al modo de un investigador: en forma
sistematica y con método, partiendo del “caso simple” 6 ‘conocido’.



O Razon de Cambio y Funcion Lineal.

Al estudiar la funcion lineal, y = f{x) con f{x) =m x + h, concluimos que:

. A , .
f lineal < A—y=m; VY Ax < larazon de cambio es constante.
X
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® ¢cqué dice esto de la funcion lineal ?: Y
» que Ay es directamente proporcional a Ax.
(o que legitima el uso de ‘regla de tres") 3
» que, y cambia exactamente ‘'m’ unidades Ay =2r
por cada cambio unitario en x ; ]
de otra forma, que 3
y varia a ‘velocidad constante’
» finalmente, y fundamentalmente, que i i
‘velocidad de variacion constante’ /
es lo que caracteriza a la funcion lineal. 1 Ax | -~
O sea, una propiedad_ que presenta la -1 / o T 5 |«
funcidn_lineal y sdlo ella.
Ay
y=2x+1 © Ay = 2

® Esta ultima observacion: jqué dice de las funciones no lineales ?:

Ay # Ccte;
X

» que,

» que, Ay no es directamente proporcional a Ax (no vale el uso de "regla de tres”)

» que no se puede establecer a priori cuanto variara y al variar x en una unidad.
De otra forma, que la velocidad de variacion de y, no es constante.

Dada f'no lineal y x, un punto de su dominio, ;habra algin método o forma de conocer
la velocidad a la que estaria variando f, cuanto menos en ese punto ?.
Contestar esta pregunta requiere investigar la razon de cambio para f no lineales; la
existencia de alguna ‘regularidad’ o ‘patrén’ en el comportamiento de las mismas.

® Razon de Cambio y Funcion No Lineal.

Comenzamos investigando un "caso simple”: f{x) =x?. Para ello procedemos a:
e elegir un x, 2> x,=1
e calcular Ay para distintos Ax; hacer esto de la forma mas apropiada al caso.
o calcular Ay/Ax; organizar la informacion de modo que permita detectar
algun hecho o dato peculiar en el comportamiento del cociente incremental.
Calculo de Ay: disponemos de dos procesos para concretar este calculo,

hallar ¢ tal que Ay =¢ (Ax). Hallada ¢, disponemos de una férmula de calculo.

Si el objetivo es hallar un tnico Ay, no se justifica el uso del proceso (II).
Pero si el objetivo es hallar Ay para varios Ax, el proceso (II) es mas conveniente
pues provee de una ‘formula” que facilita y agiliza la tarea.

Usamos (II) para investigar la razon de cambio para  f{x) =x’ y x,=1.
AxeR 2> Ay= f(1+ Ax) —f(1) = (1+Ax) > — (1)’ = 2.Ax + Ax?
Luego: Ay =@(Ax) con @(Ax)=2.Ax + Ax>
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e Obtenida ¢, la usamos para calcular N
. - . = X + Ax? Ay /Ax

rdpida y  sistematicamente los Ay Ax| Ay =2. Ax+ Ax _V

correspondientes a distintos Ax (elegidos 2 8 4

segun el caso). L5 575 35

¢ Organizamos los resultados en una tabla. 1 3 3

e Calculamos y registramos el cociente 0.5 25 2.5

Ay/Ax. Procedemos a  investigar el

comportamiento de dicho cociente; o sea, ____._;gﬂ 25 )_.:;:-'-" 0.56 224

de la razén de cambio. T e 5 e,
:.“‘.......“-" :1..: E..““......“‘-" \':..E E A}' I.*r AX # constante
X0 I 2027 Ay ax, jdecrecen??

Observaciones:

1) La lectura de la tabla muestra una tendencia en el comportamiento de los Ay; estos
pareciera que decrecen a medida que Ax = 0.
2) Nos preguntamos, jtendrén los Ay un comportamiento definido?,
[Se acercaran “tanto como quieran” a un unico numero?
De continuar la tabla con Ax cada vez mas chicos (Ax = 0.1; 0.01;...) veriamos que los
Ay siguen acercandose a “‘cero” vy, aparentemente, “tanto como quieran”.

(Como corroboramos o refutamos esta hipotesis?: calculando lim Ay
Ax—0

lim Ay = lim @(Ax)= lim [2Ax +(Ax)’]= 0 v
Ax—0 Ax—0 Ax—0

Conclusiones:

* Ay es un infinitésimo para Ax = 0 (segun lo demostrado)
* Ax es un infinitésimo para Ax = 0 (trivial)

* A—y, la razon de cambio, esun cociente de infinitésimos .
X

El trabajo hecho permite descubrir que la razon de cambio ademas de ser vista como un
cociente de incrementos puede ser visualizada como un, cociente de infinitésimos.
La cuestion es si esta nueva forma de visualizar la razéon de cambio habilita un camino util a
nuestros fines; o sea, un método para investigar el cambio en y en relacion al cambio en X,
en un entorno de x,. En el Cap.2 vimos que una forma de investigar el comportamiento
‘relativo’ de dos infinitésimos era a través de evaluar el limite del cociente entre ambos (lo que
llamamos, “‘comparacion de infinitésimos™). Luego, visualizar la razén de cambio como cociente
de infinitésimos, proporciona un método util a nuestro proposito: evaluar el limite del
cociente_entre_los respectivos incrementos.
Concluimos asi que una forma de resolver el interrogante planteado para el caso de las
funciones no lineales es a través del calculo y evaluacion del [im Ay .
Ax—0 Ax
El estudio y calculo de este limite constituye en su momento el desvelo y objetivo
de grandes matematicos como Newton o Leibniz; da lugar al desarrollo de una de
las dos ramas fundamentales en las que se divide el Calculo o Anélisis
Matematico: el CALCULO DIFERENCIAL.
La importancia de este limite radica en que da respuesta a problemas de muchas y
muy diversas ciencias (matematica, fisica, quimica, biologia, economia, ecologia, etc.).
Asi, y debido aello, se le da nombre propio, derivada, y se crean distintos simbolos
para representarlo.

Algunos de ellos: £ (x,); ¥ (x0); %(xo)




Luego, y en definitiva, de lo que nos ocupamos en este capitulo es de la DERIVADA.

Comenzamos con la definicion.

DEFINICION de DERIVADA:

Derivada | P22 y=f(x), x, € Df
de una funcion| con f’(x,) indicamos la derivada de f en x,, la que definimos

en m,l punto como: f'(x,)= lim 4 (si el limite existe finito)
f(x0) sxs0 2

Observaciones:

1) El proceso de hallar la derivada de una funcién se llama derivacion.

2) Siexiste f '( X, ), decimos que la funcion es derivable en_x,.

3) Siexiste f '( X,), Vx, €D, decimos que la funcion es derivable en D.
4) Existen otras notaciones para la derivada , alguna de las cuales son:

_ oy = WA
y=fx) fi(x)=y = - de Df(x)

derivada

. A . .
5) Al cociente A—y, lo llamamos cociente incremental (CI).
X

6) El cdlculo de derivadas es, en principio y basicamente un cdlculo de limite
ya que la derivada no es otra cosa que el limite del cociente incremental Ay / Ax.

7) El cociente incremental se puede expresar de distintas formas segin como se escriba
el incremento en x (Ax 6 x-Xx, ) y el punto incrementado (x 6 x, +Ax).
La eleccion que se haga determina dos formas para Ay, por ende, para el CI:

- A _ f(xo +A0) - 1(x,) =CI La diferencia entre ambas formas,
Q)
Ax Ax es la variable en la que queda
expresado el Cl en cada caso:

Cl (1) 2 queda en funcion de Ax.
Cl(2)~> queda en funcién de x.

A f(x)-f(x,)

AX X—X,

» Cdlculo “por definicion” de f'(x,)
Con Clg) -> f'(x,) = lim Al = lim f(x, + Ax) — f(x,)

Ax—0 AX Ax—0 AX

, Ay ) f(x) — f(xg)
Con Clp) 2> f'(x¢) = lim Y im0
Ax—0 A% X=X,
En (*) el cociente incremental queda en funcion de 'x; luego, es necesario
cambiar la variable del limite. Para hacer esto tenemos en cuenta que:

X - X

Ax
H : -9 Y >
L Ax>0 si y solosi x> xo | xo X = xo+ Ax -

= Como x=Xx,+Ax, esevidente que: si Ax > 0 entonces x —> xo.

= Como Ax=x-x,, esevidente que: si x 2 xo entonces Ax > 0.

207
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® Para hallar la derivada de una funcién, por ejemplo f(x) =x"; procedemos a:

f(x)=f(xo) _ x"-x,"
X

- X0 X—X,

& elegir alguna forma de expresar el CI 2> Clp)=

2

@ calcular el limite del CI elegido =2  f'(x,)= lim Al
x->x, X" %o
® Cualquiera sea la forma en que planteemos el limite, debe quedar una
indeterminacion del tipo 0/0 (CI: cociente de infinitésimos).

Ejemplo: cdalculo por definicion de f'(5) para f(x)=x" con n=2;3;4
2
Y f)=x* > £(5)=lim ™ = (dividimos)
x—5 x=3 “,—O‘
md.(6j

= Jlim(x+5)=5+5=10

x—5

3 3
> =2 > f(5)=tim ¥ =3~ = (dividimos)
x-5 -
= lim (x? +5.x+52 ) =52 452 152 = 75
x—5
4 <4
b AR =X D £(5)= lim <2
x5 x-5
= lim (x% +5.x? +52.x+5%)=53 + 53+ 53+ 53 = 500
x—5

= (dividimos)

® El andlisis retrospectivo y en conjunto de los pasos realizados para obtener f(5) para
distintos n’s permite apreciar un ‘patron’ en el proceso de calculo de los respectivos
limites. O sea, posibilita la deteccion de un esquema que se repite potencia a potencia y que,
de ser valido para todo n, permitiria generalizar el proceso, simplificar el cdlculo de la
derivada.
Generalizar un proceso requiere trabajar con método; es decir, proceder a la observacion y
registro sistematico de casos segun ciertos principios basicos como:
(si efectivamente existe un esquema o patron de calculo, dicho patron se hace visible,
no queda enmascarado por el resultado particular del caso).
* organizar el trabajo de modo que facilite la deteccion del patron que se busca.

no e |l Y 16 6 | 1o

2 x? = lim (x+5) =5+5 =25 =10

3 X | T lim(x*+5x+5%) =52 +57+52 =352 =75

4 v =£%(x3+5.x2+52.x+53) =P+ 5+ 5+ 53 =453 =500
....... vemos asi como se va el “resultado”

configurando

n b o que, para n genérico el “resultado” seria = np 5n-1

........ que, para x, y n genérico |el ‘resultado’ seria = n X" !




® EIl trabajo realizado permite ‘inducir” una ‘férmula’ para el calculo de la derivada de
una potencia. Como esta formula resulta de un "proceso inductivo” no podemos afirmar
que sea valida Vn . Paracllo debemos ‘demostrar’” que vale Vn.

Regla Si f(x) =x" con neN,
de la. entonces f'(x)=n-x"1'; VxeR
potencia
. f(x)-f(x,)
Demostracion: ' (X,)= lim 2
X=X, X=X,
xn_(x )n
fl(x,)= lim =% =
xox, X ~Xo  (dividiendo por Ruffini)
iim (X" 4 Xo . X" 4 + (X0) "2 X + (o)1)
XX = ~— —

n sumandos

= (Xo) " + Xo.(Xo) "2 :{ .......... + (Xo) "2 Xo + (xj) by = p,(x,) !
n veces (Xo)"!

Conclusion: x, valor genérico; luego, f'(x)=n-x""', VxeR; VneN.

» El resultado hallado para exponentes naturales nos llevaa preguntar si la regla no
valdrd para otros exponentes. Para ver esto calculamos y concluimos:
a) fix)= 1 [=x ']. Calculando pordef. > f ' (x)=-—1_ [=(-1)x?2]

X X2
b) fix)=+/x [=x"?]. Calculando por def. & f"(x) = \1/_ [= % x "]
24/x

Para estos ejemplo (exponente negativo y fraccionario), la regla se cumple.
Si bien dos ejemplos no permiten sacar conclusiones generales, mas adelante, vistos

O sea, demostraremos la siguiente regla de derivacion:

Regla de la )
pftencia Si f(x)=x%, con acR,
(generalizada) entonces f'(x)=a-x*!', VxeR

® En muchos casos, antes de derivar, conviene simplificar la funcidn; de ser posible,
trasformar la misma en una potencia. Los siguientes ejemplos ilustran esta idea:

o f(x)=_1L =x-2 > f'x)=(2)x3

2

w4

e g(x)= x.4/x =x¥?2 > g'(x) =(3/2).x!/?

ey
=
Nw

EN[Y

* hm= % > h'(x) =(5/4).x /4

{x

=
A~
Il
=

209
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® Dado que el calculo ‘por definicion” de una derivada desemboca siempre en una
indeterminacion del tipo 0/0 en lo que sigue vamos a buscar formas alternativas de
calculo; en particular, reglas de cdlculo del estilo de las halladas para las potencias. O sea,
vamos a buscar reglas de derivacion que faciliten el cdlculo de derivadas.

® Pero, ; porqué o para qué calculamos derivadas?

Ocupados en el célculo en si quizas hemos perdido de vista el problema que dio
origen al concepto de derivada; no hemos analizado aun si la derivada es
efectivamente una respuesta apropiada a dicho problema. Conviene entonces detenerse
y reflexionar acerca de esta cuestion; es decir, si la derivada resuelve el problema
planteado al inicio de este capitulo, permite cuantificar o cuanto menos estimar el
“cambio en y relativo a un cambio en x” para toda f.

Revisamos los resultados obtenidos y tratamos de concluir algo al respecto.

ag.208
>y =x% Xx,=5 B y'(5)=10; ;qué _nos dice_este valor? :

@ y'G)=10 = sim 2 _q,
Ax >0 Ax

@ im N _1 indica, por definicion de limite, que:
Ax >0 AX

. A .
“si Ax =0 entonces EszO ” ; equivalentemente que,

“si Ax~0 entonces Ay=~10.Ax”.
o sea, que al incrementar x a partir de xo =135

ag.208
>y =x>; x,=5 = y (5)=75. En forma aniloga que para x°,

concluimos que al incrementar x a partir de xo =35,

® En su momento, al comparar infinitos p/ x > +oo, en particular potencias,
concluimos que la de mayor grado (ej: x°) le ganaba a la de menor grado (ej: x?)
(es decir, aumentaba mas rapido, a mayor velocidad ).
Y esto es lo que corroboramos aqui. Mas atin, ahora estamos en condiciones de dar
una estimacion de cuanto mas crece una potencia que otra en el entorno de xo .
Efectivamente, y por ejemplo, del analisis hecho vemos que,

en_el entornode5 y para un_mismo Ax

X’ se incrementa (aprox.) 75 veces lo que x; vy,

x? casi 500 veces!!! .
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3.2 Funcion Derivada

En la definicion de derivada, al punto fijo lo indicamos con x,. Dado que x, representa
un valor genérico, lo podemos reemplazar por X, escribir:

' +Ax)—
f(x)=lim J(x A: /(x)
Ax—>0
Luego, para cada 'x” donde este limite existe finito queda definida una funcion.

DEFINICION:

Dados y=f(x) y D={x eR /existe f'(x) }; llamamos
funcion funcion derivada , que indicamos f”, a la siguiente funcién:
derivada f*D— R

4 X — f'(x)=lim Y
- if-'fo Ax
Ejemplos:
calculando por definicion
1) f(x)=k(cte); Dr =R ? f7(x)=0 ; Df’=R
regla de la potencia
2) f(x) =x ; Df=R ’ Pt f(x)=1; Df'=R

regla de la potencia

3) f(x) =x°; Dr=R f(x)=5x% Df =R
regla de la potencia 1

4) f(x) =+x; Dr=R} f'(x) = ;. Df'=R*
24x

calculando por definicién

5) f(x)=x>+x* Dr=R f'(x)=5x*+2x;Df =R

calculando por definicion

6) f(x)=senx; Dr=R f"(x)=cosx ; Df"=R
calculando por definicion

7) f(x)= Inx; Df=R" f"(x)=1/x ; Df =R"

Observaciones:

1) Las demostraciones de las derivadas por definicién se hallan en el apéndice.
2) Respecto al dominio de la funcién derivada es importante destacar que calcular Ay

puede ser menor o0 igual que el de la funciéon, nunca mayor al mismo. Asi, y por
ejemplo, en el caso del logaritmo vemos que su derivada, I/x, puede ser calculada
para cualquier x s distinto de cero pero dado que la funciéon In x no existe para x’s
negativos, estos numeros deben ser descartados del dominio de la derivada. O sea
que: Df"=R-{0} "R"=R".

3) En general, el dominio de la funcion derivada es: Df "= D(ley de f” ) Df .

4) En el ejemplo (5) vemos que la f es suma de dos funciones (dos potencias), que

f” resulta ser la suma de las derivadas de esas dos potencias.

Luego cabe preguntarnos si esta no sera una propiedad de la derivacion; o sea, la
derivada de una suma de funciones, ;sera siempre la suma de las derivadas? .Y en el
caso de un producto de funciones, ;qué pasara?

En lo que sigue vemos estas cuestiones.
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3.3 Propiedades de la Derivada — Reglas de Derivacion

Continuidad y derivabilidad son propiedades deseables para una funcién; luego, debemos:

* idear criterios rpidos para hallar dominio de continuidad y derivabilidad de f.
* determinar si existe alguna relacion entre ambos conceptos.

Por otro lado una funcidn puede venir dada por su grafico o ser facil de graficar con el
auxilio de alguno de los tantos dispositivos que hoy existen; asi, conviene disponer de criterios
gréaficos que permitan detectar facilmente del grafico los puntos de discontinuidad y no
derivabilidad.

Respecto al dominio de derivabilidad, este depende de como esté dada la funcion. Asi,
si la ley viene dada por una ecuacion: Df” =Df m D(ley de f").

(Y silaley viene dada por mas de una ecuacion? Veamos un ejemplo:

Ejemplo: Hallar dominio de derivabilidad de f(x)=]x|. A

@& si x, > 0 ; existe un entorno de x, donde x >0;
o sea, donde | x |=x. Luego:

: o=l x-x,
f(x,)= lim = lim = lim 1=1 .
X=X, X=X, XX, X=X, XX,
Xo<0 0 Xo>0
@ si x, <0 ; existe un entorno de x, donde x<O0;
osea, donde | x|=-x.Luego:
S N R A AN
f(xo)= lim = lim = lim —-1=-1
xox, X~ Xo XX, X=X, XX,

@si x, =0; no existe ningiin entorno donde los x’s no cambien de signo ;
luego el calculo del limite debe hacerse a través de limites laterales.

o o IO fmi st
(*) lim — - lim - = lim 1=1 Limite laterales distintos.
x—>0" x>07 X=X0 = no existe el limite del CI;
*) tim |x| -0 = im X gim 1o o1| oM existe derivada;
xo- X0 0~ X xoxg = no existe £ (0) .
Conclusion: f(x)=|x| es derivableen R—{0}: y 4
1
-1 si x<0 —0
’ 28
X )=
f(x) {1 si x>0 s

® Si observamos la grafica de f(x) =| x| resulta notorio que en x,=0, punto
donde f no es derivable (y solo alli), la grafica presenta un “angulo” o “esquina’.

En razon de ello a este tipo de punto lo llamamos "punto anguloso’.

® Se puede probar que un punto anguloso sefiala un punto donde la derivada no existe.

® Si observamos la grafica de f(x) =| x | con el objeto de detectar alguna relacion
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Entre derivabilidad y continuidad, claramente vemos que f €S continua en cero.
Esto indica que la continuidad no es condicion suficiente para la derivabilidad.

y
» f continua en x,=0
» f no derivable en x,=0 lx |
" x
A
Ejemplo )2_ D —
x2 ; x<1
)= b
2 ix>1 j
— >
0 1 x

® VV x, <1; existe 5 tal que V xeE (x0;8) 2 f(x)=x% ; f(X)=2x = f(X0)=2Xo
® Vx> 1;existe 8 tal que VX€E (x0;0) 2 fT(x)=2 ; f'X)= 0 = f(X0)=0;

® x,=1;f cambia deleyen 1 - calculamos limites laterales.

Limite laterales distintos.
. = no existe el limite del CI;

lim f(x)—f()=1lim x*>-1= lim (x+1)=2

x—1- x -1 x—>1- x-1 x—1-

) . . i = no existe derivada;
lim f(x)-f(1)=1lim 2-1 =lim . 1 =+ow

xol+  x-1 xo>l+ x-1  xsl+ x-1 = mno existe f7 (1) .

® Siobservamos la grafica de f; vemos que f es discontinua en Xo,= 1.
Luego, la continuidad en el punto parece ser condicion necesaria para la existencia
de derivada en el punto. En lo que sigue vemos esto.
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TEOREMAS FUNDAMENTALES del CALCULO DIFERENCIAL

TEOREMA 1 (relacion entre derivabilidad y continuidad)
Si f es derivable en Xx,, entonces f es continua en x,.

Demostracion: f derivableen x, =  lim Sx)=J(x,) =f'(x,)

X X, xX-x,
Luego, por el teorema de escritura fuera del limite (teorema 18, capitulo 2),
el cociente incremental se puede escribir como el limite, f'(x, ), mas un

infinitésimo para X = Xo ;

o sea: S(xX)=J(x,) =f'(x,) + &x) ; con lim g(x)=0
x-x, XX,

f(x) = f(x,)= (f'(x,)F &(x)).(x~Xo)
F(x) = f(x,) + fi(x,).(x=x0) + &(x) .(x = x).

Recordando que, fcontinuaenx, < lim  f(x)=f(x,); calculamos el limite:

X Xx,
lim f(x) = dm [ f(x) %+ (x,)(6= %)+ 8(x) (¥ = %) | =
= f(xo) + fl(x,). 0+ 0 = f(x,)
Luego: lim f(x)= f(x,) = [ continua en Xx,. (q.e.d)v
X=X,
Observacion:

Probada la verdad de una afirmacion del tipo p = ¢ inmediatamente debemos investigar
la verdad de las proposiciones derivadas de ella.

1) directa: P 249 s fderivable en x, = f continua en x, )

P q
2) reciproca: q=2>p f continuaen Xxo = f derivable en Xo. (F)
3) inversa: ~p 2~¢ ; f noderivableenxo =f discontinua en xo. (F)

4) contra-reciproca: ~q > ~p; f discontinua en x, = f no derivable en x,. (V)

Justificacion
2) La reciproca es falsa: f(x) =| x| es continua en cero y no es derivable en cero.

4) La contra-reciproca es verdadera porque la directa es verdadera.
O sea, discontinuidad implica no derivabilidad. Y tenemos otro parametro
para detectar puntos donde no exista la derivada: la discontinuidad. Luego,
f no derivable en los puntos donde el graf f presente dngulos; saltos 6 agujeros.



TEOREMAS: REGLAS de DERIVACION

En esta seccién vamos a ver ‘reglas’ para calcular la derivada de funciones obtenidas a
partir de otras, a través de operaciones algebraicas, composicion o inversion.
La demostracion de las mismas se encuentra en el apéndice de este capitulo.

TEOREMA 2 (derivada de la suma o resta)

Si f y gson dos funciones derivables en x, entonces f+g es derivableen x,

y valeque: (fxg) x)=f"(x) £g"(x).

TEOREMA 3 (derivada del producto)

Si f y gson dos funciones derivables en x, entonces f.g es derivable en x,

y vale que: f.g)®=1f"(x).gkx) +{x). g"(x).

Corolario teorema 3:

Si f es derivableen x y k=cte, entonces k.f es derivableen X,

y valeque: (kf)(x)=k.f x)

TEOREMA 4 ( derivada del cociente)
Si f y g son dos funciones derivables en x y g(x)# 0, entonces f/g es
derivable en x , y vale que:
f/g) x)=1f"(x).gx) - f(x). g7(x).
g’ (x)

TEOREMA 5 ( derivada de la composicion o ‘regla de la cadena’ )
Si fes derivable en g(X); g es derivable en x y la funcion compuesta h=fo g
esta definida en x, entonces h es derivable en x, y vale que:
h(x) = 17 (g(x)). 8" (x)
0 (fog)" (x)= 1" (g(x). g" (%)

TEOREMA 6 ( derivada de la funcidn inversa )

Si f es inyectiva, derivableen y conf(y)#0 y g eslainversa de f definida
por, g(x)=y < f(y)=x; entonces g es derivableen x , y vale que:

o
f'(y) f'(g(x)

g'(x) =

215
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Ejemplos:

teorema 2
) fx)=x+6 e () =(x)+(6)=1+0=1

teorema 2
2) fx)= x* +Vx s 0= () (W) =A

24/x
3) fx)= 5 \/; corolario teorema 3 , f/(x)=5 (\/;), _s 1
24x
4) f(x)=mx+h corolario teorema 3 R f’(x)=m.(x)'+(h)'=m.1+0
f(x)=mx+h _— f'(x)=m

corolario teorema 3

5) f(x)=3.x 1% > £ (x)=3.(x!%9"= 3.100x% =300 x*

teor 2 y corolario 3

6) p(x) =3x- x*+5x*+3 > p(x) =15x*4x>+10x

) teorema 3 : N ) :
7) f(x) =x".senx > f7(x) =(x*)"sen x + x*.(sen x)
f"(x)= 2x .senx+ Xx>. cosX
) teorema 4 ; PN 2 ,
8) f(x)=x"/senx > f"(x)=(x%)"senx - x° (sen x)
sen® x
f"(x)= 2x_.senx - x>.cosX
sen® x
2 teorema 5 ; , 2 2 ,
9 f(x)=sen ( x° ) > f"(x)= sen' ( x" ).( x* )
—— —_ — —— —
funcién  funcién derivada evaluada derivada
exterior  int erior delaf. enlaf. delaf.
exterior interior int erior
5 teorema 5 . 5
f(x) =sen (x°) > f(x) = cos (x°). 2x

teorema 5
f(x)= 2.(senx) .(senx)’

%/_J%/_/

v

10) f(x) =sen *(x) = (senx) 2
—_—

f.int. f.ext.

derivada derivada
f.ext.evaluada de la
en la f.int. f int.

f(x) =(senx)? eorema > s f’(x)= 2.sen Xx.cosx
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teorema 5
11) f(x) =cosx=sen (x +m/2) bl > £(x) =cos (x +1/2).1 = -senx
f(x) = cos x — f'(x) =-senx
_ _ senXx teorema 4 < g _ (sen x)’.cos x—sen x.(cos x)’
12) f(x)=tgx o5 x > '(x) os? x
£ _ cos x.cos x— sen x.(—sen x)
(X) COS2 X
f(x) =tg x —_— f'x)= -, ‘
cos” X
teorema 6
13) gx)=e* > gx)=y < Iny=x ; (lny)'=1lly
L = — 1 x
uego; g'(x) = S =—=y=e
In 1
(ny)" 1%
f(x) =e* R f(x) = e* ‘
teorema 5
14) f(x)= e*"* > £/(x) =e*"* .(sen x) " =e **"* cos x
teorema 5

f(x)= et® > f'(x)=e&t™ ., g’(x) ‘

15) f(x)=a* (a>0)
x teorema 5
f(x)=a*= el"a =¢gxna > f'(x)=e*"2 (x.na)’
f(x)=a* _> f'(x) =a*. Ina ‘
_ _ In x corolario teorema 3 Y _ 1 | l

16) f(x) =log x 10 > (%) —lnm.(lnx) =10 x
Observaciones:
1) De los ejemplos vemos que las reglas de derivacion permiten calcular la derivada

de las funciones obtenidas al ‘operar’ o ’‘componer’ dos o mas funciones
elementales. Asi, con estas reglas y conociendo la derivada de las funciones
elementales (seno, logaritmo natural, potencias, etc) podemos obtener la derivada de
cualquier otra funcion. Luego, resulta conveniente tabular las funciones derivadas
correspondientes a las funciones elementales, disponer asi de una TABLA de
DERIVADAS (apéndice).
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A _partir de conocer la derivada de las funciones elementales v las reglas de
derivacion, el proceso de derivar _se resume a la aplicacion de estas reglas; o sea, se
obvia el calculo del limite y se usa, en cada caso, los resultados ya probados.

2) Los teoremas de suma, resta, producto o composicion se presentan para dos
funciones pero se pueden extender a tres o mas funciones. Asi:

a) (f+g+h)y’=f"+g"+ h’
b) (f.g.h)” =f.g.h +f.g".h + f.g. h’

(£ g oh)'(x) = [ (g(h(x). & (W(x).H(x)

e .
f.ext f media f-int derivada derivada evaluada derivada
dela f. dela f. enla f. dela f.
exterior media  interior interior
. , 1
Ejemplo: k(x)= In(sen(x?)) = k' (x)= —— .cos(x3 ). 3.x2
sen( x3 )

3) En el caso de la funcion compuesta h =fo g si hacemos:

z=f(y)} = z=f(g(x))=fog(x) = z=h(x)
y =g(x)
y usamos la notacién de Leibniz: g'= LA ; fr=d ; h™ = &

la regla de la cadena queda expresada como:
4z _ oz dy
dx dy " dx

Escrita la regla de la cadena de esta manera queda claro que, en esencia, la derivada de
la funcion compuesta de f y g es el ‘producto” de las derivadas de fy g (jen su
variable! ). Esta forma de expresar la regla resulta ‘consistente’ con la interpretacion
que hemos hecho de la ‘razon de cambio” como * incremento aproximado de la
variable dependiente en relacién al de la independiente’.

Asi, y por ejemplo, si 'z se incrementa aproximadamente 5 veces mas rapido que y’ e
"y se incrementa aproximadamente el doble de rdpido que x* entonces es intuitivamente
razonable suponer que para z como funcién de x resulte que 'z se incrementa
aproximadamente 70 veces mas rapido que x".

4) Para ciertos casos de funciones compuestas, aquellos donde una de las funciones es
una funcién elemental, podemos establecer las que llamamos reglas “generalizadas’
de derivacion (ver ejemplol14). Asi tenemos:

e Regla 1: generalizada para la potencia: sea a cualquier nimero real ,

(F1* ) = a[f(x)]* £ (x)

e Regla 2: generalizada para la exponencial: (e ®) =ef®™ f"(x)

. : f'
e Regla 3: generalizada para el logaritmo:  (In f(x))'= %.f’(x) = %
X X




5) Un caso especial de composicion de funciones es el de una potencia donde tanto
base como exponente son funciones: h (x)=[f(x)]¢®.

En este caso debemos escribir & de otra forma a los efectos de poder detectar cuales

son las funciones que la ‘componen’. Para ello debemos ‘bajar” g del exponente.

Acudimos entonces al logaritmo y su inversa la exponencial, aplicamos una a

continuacion de la otra (y asi, dado que la exponencial deshace lo que el logaritmo hace,

podemos escribir la igualdad de otra forma, preservandola.)

hx)=[fx)]*® = h(x)= eln(f(x)g’x)) = h(x)= e&(X)}Inf(x)

Reconocemos asi que h, en esencia, es la composicion de dos funciones:
la exponencial e* y el producto, g(x).In f(x)

e Regla4: derivadade f¢:
Si h(x)= [f(x)]*¥,

* expresamos h como exponencial: h(x)= e8(X)Inf(x)

* derivamos aplicando la Regla-2 y expresamos & en su forma
original:

h(x) = e8I [ o(x) . Infix)]” = [f ()] 5V . [g(x) . In Ax)]’
*derivamos el producto e informamos el resultado (Teor. 3 y Regla-3).

senx.ln x

Ejemplo: h(x) = x*"* = e
h'(x) = "M% (senx.Inx)” = x’"% (cosx.Inx+senx . 1/x)

Derivada de potencias: podemos ahora justificar la regla de derivacion de las potencias.
h(x) = x % = ea.lnx

h'(x)=e*"% (a.lnx)" = x% (a.

o—1

® |~

)= a.Xx

6) Laregla delacadena facilitael célculo de la derivada de funciones inversas ya que,
si g eslainversa de f, tenemos que fog=id, con id(x)=x.
Luego, derivando miembro a miembro, tenemos que:
[fog] =]id] " ; aplicando las reglas de derivacion,
f(g(x).g" (x) =1, de donde despejamos g~ (x).

Ejemplo: recordando que y=arcsenx < x =seny, yec [-n/2; n/2];

vamos a hallar la derivada de g(x) =arc sen x, a partir de considerar esta funciéon
como la inversade f. ( fiy)=seny, Df=[-n/2; n/2])

o idx)=fog(x)
X =sen (arc sen X)
® (x) =[sen (arc sen x)]’
® | = cos(arcsenx) .(arc senx)’ = (arcsenXx) = !

cos (arc sen x ) (1)
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Esta derivada puede expresarse de otra forma acudiendo a la identidad Pitagorica:

sen’y +cos’y =1 - cosy = \1-sen’y

—n/2<a<m/2

Como y=arcsenx = cos(arcsenx)=x/l—senz(arcsenx)=\/1—x2

1

I—x

(arc sen x)" =

Reemplazando en (1) 2

De igual manera hallamos las derivadas de las otras funciones trigonométricas inversas.

3.4 Derivadas Sucesivas

Si f'es una funcion derivable en cierto dominio D su derivada, f”, es una funcién con dominio en
D; luego, puede ser derivada a su vez, obteniéndose asi otra funcion la que llamamos derivada

segunda de ' y denotamos f .
Asi: f(x)=3x*+5x*+2x 2 f'(x) =12x*+10x+2 2> " (x)=36x>*+10

: ” oy d d
Otras notaciones: "=y o 4 (_y) _2Y
dx dx dx 2

El proceso puede continuar; obteniéndose asi las derivadas sucesivas de f:

- derivada tercera de f: 7" =(f")’
- derivada cuartadef: O =(f")’

(notacion de Leibniz)

- derivada n-ésima _de f: f® =(f0™1)" (derivadadef “nveces” ).

3.5 Derivadas Laterales

A
0 Por definicion:  f'(xo) = lim —y.
Ax— 0 AX
a Por teorema: lim f(x)=L <« lim f(x) = lim f(x) =L
X —X0 X — X0+ X —XO0-
A ) . A . A .
Luego: lim 2y existe <  lim A lim 2y (finitos)

Ax—>0 AX Ax>0t AXAx 0

0 Los limites laterales del cociente incremental se indican y conocen como:

Derivada lateral por derecha: f'(xo")= lim Ay
Ax—> 0t AX
. N . . Ay
Derivada lateral por izquierda:  f(xo)= lim —
Ax—> 0" AX

0 Conclusion:  f derivable en x, < f'(x")= f'(x0)




Ejemplo 1: X2 ; x<1
X+4x-2; x>1
\\\¥ /2RERN
\ fl\/
|
® x, <1; VxeE (x0;0) 2 f(x)=x%; f'(x)=2x = f(Xo)= 2%,

® xX,> 1; VX€eE (x0:8) 2 f (x)=-x*+ 4x-2 y ' (X)=-2Xx +4 = [(Xo)=-2X,+4

Xo =1; si xeE (1;8), f(x)=7?...... f(1)=? = debemos acudir a la definicion.

f(D=lim fx) - f(1)=

X —1 x-1
0

f cambia|de ley en 1 = calculamos derivadas laterales.

(1) =1lim f gx)—fglz lim x%-1= lim(x+1)=2

x—1- x—>l- x-1 x—1-

(1" =1lim f(x) - f(1)=lim -x? +4x-3 = lim (-(x-3))= 2

x—>1+ x-1 x> 1+ x -1 X1+
!
____________________ e ——
ro=ran= T rm=2 |
Ejemplo 2: I
X2 ; x<1
q(x) =

x-4x+4 ; x>1

o x,<l; VxeE (x0;8) =2 q(x)=x> ; q'(x)=2x = ¢ (Xo) =2X,

® X, >1; VXeE (x0;8) = q(x)=x%*4x+4 ; q'(x)=2x-4 = ¢q'(Xo) =2X,- 4

e x=1; xeBE(1;8) =2 q(x)=?? = q'(1)=lim glx)-q(1)=?
x-

x—1 1
q cambia deley en 1| calculamos derivadas lateralesy concluimos

¢'(1) = lim g0 - q(1 DL lim x2-1= lim (x+1) =2

x—1- x—>1- x-1 x—1-

q'(1") =lim q(x) - gg 1) =lim x? -4x+3 = lim (x-3)=-2

x—>1+ X - x—>1+ x-1 X1+

= a4

)% g7
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Observaciones:
x2 ; x <1
Sx)=
X2+4x-2 ; x>1
2x ;o x <1
f[(x)= 2 ;o x=1
2x+4 ;o x>1

| f derivable en todo su dominio =  graf f curva "suave”.

2

X ; x<1
q ()=

x2-4x+4 ; x>1

2x ;o x <1
q’ (x) = A ; x=1

2x -4 5 x>1

Po — punto anguloso

‘ P, (1;1) "punto anguloso" = q no derivable en x,= 1‘

® Como en | x |, nuevamente observamos que puntos anguloso en la graf f se
corresponden con puntos donde f no es derivable. Para verificar o refutar esta
afirmaciéon debemos precisar la nocion de punto anguloso; es decir, establecer con

claridad que es aquello que los caracteriza.

A tal efecto, dada una curva C y un punto P en C, procedemos a investigar como se
desplaza la recta tangente a C en P a medida que movemos P sobre la curva. Para
ello, cada tanto y con un pequefio segmento, graficamos la recta tangente en P. Marcadas
varias tangentes, las suficientes para detectar algin “patron’, estamos en condiciones de

analizar "el comportamiento de las rectas tangentes’.

2 C, curva suave (sin puntos angulosos). En este caso el desplazamiento de las tangentes
sobre la curva también es ‘'suave’; o sea, las rectas van cambiando de posiciéon en
forma lenta, con ‘continuidad’, no se aprecian cambios ‘abruptos’ en sus pendientes

al pasar de un punto a otro muy proximo.

eiemplo 1

x% x<1
fo {
X2+ 4x-2; x> 1




2 C, no suave (presenta un punto anguloso en P,). En este caso el desplazamiento de
las tangentes es suave hasta llegar a P, donde se produce un cambio ‘abrupto’ en las
pendientes de las rectas. Luego de P, vuelven a cambiar en forma suave, con continuidad.

oPo ] eiemplo 2

x5 x<1

q(x)=

Zo4x+4 ;x> 1

o Problema: ;Yen P,?, ;hay tangente? .
Pero, ;qué es una recta tangente?, ; lo sabemos? .

3.6 Recta Tangente

En el grafico adjunto facilmente reconocemos a ¢ como la recta tangente a C,en P,

Veamos algunos ejemplos:

Las posiciones relativas de C y ¢ concuerdan con la idea
intuitiva que tenemos de recta tangente, de alli que
facilmente reconocemos ¢ como la recta tangente. O
sea, la intuicion

alcanza al efecto de reconocer rectas tangentes. Pero,
Jalcanza al efecto de establecer que es lo que las
‘caracteriza’ ?.

Desde lo intuitivo diriamos que, 't es la recta que
pero esta afirmacion no es ‘totalmente correcta’. Que
C y t se toquen en un unico punto no es condicion
suficiente (ni necesaria) para distinguir a t de otra recta
que pase por P,

r > noes tangente en Po

*CS = Condicion Suficiente

t > tangente a C en P, *CN - Condicion Necesaria . t > tangente a Cen P,

t intersecar a C en un
""" 2 Unico punto, no_es CS 2
N para ser tangente a C.

\N Intersecar a C en un
C Y unico punto no es CN
\ N para ser tangentea C..

~N

Conclusion: no fiarnos de la intuicion
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Dada ¢, recta tangente a C en P, (xo;y,), para hallar aquello que caracteriza a ¢ debemos
analizar la cuestion en forma local ; o sea, trabajar en entornos de x, . Concluimos asi la:

Condicion _de tangencia. y
t es tangentea Cen P, si y solosi: ]
(1) existe un_entorno_de x,, E(x,), o
donde # y C se intersecan en el Unico .
punto P, . 7
(2) todo_giro_de_t sobre P,, aunque pequeio, |
hace que ¢ corte a C en P, otro punto de C. /t

To (%05 Yo)

O sea, que t pase de tangente a secante (s).

€= ————+—
Xo

cJEcuacion det?: y—y,= m;(x-Xx,); [ecuacion pto-pendiente]
Datos requeridos: P, (x,;y,) €t (conocido); m; = pendiente det (desconocida)

Sélo conocemos un punto de la recta, este unico dato no alcanza para hallar m.

® La condicion (2) de tangencia indica que si ¢ es tangente a C en P, entonces deben existir

muy proximas a t, secantes a C que pasen por P,; mas aln, tan proximas como se quiera.

Esto indica que ¢ seria la posicion limite de las secantes; sehala un camino para definir en

forma rigurosa el concepto de recta tangente. Para explorar esta conjetura investigamos el
e

comportamiento de las secantes cuando P— Py; o sea, si “s” tiende a una posicion
limite.

En general, dada y =fi{x), C=graffy P,(x.;f(x,)), existen tres situaciones posibles:

CASO1: f derivable en x,

<= Cuando P — Py (por izq. o derecha),
las rectas secantes se acercan,y tanto
como quieran, a una unica recta (r)
O sea; si P—> P, entonces s > r

< r cumple la condicion de tangencia en P,

Luego:
v r=t, recta tangente a C en P,

v' P, no es punto anguloso.
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CASO1II-a: f no derivable en x,
<= P—> P, entonces s —>rilr; #r,
P — P,* entonces s > r;
Las rectas secantes no tienden a
una unica posicion limite.
< rg, r2 ; no cumplen la condicion de
tangencia.
(se pueden girar sin cortar a C en otro
pto).
Luego:
/ no existe t, recta tangente a Cen P,
i P, punto anguloso (cambio abrupto
pend.)

CASO II-b: f no derivable en x,
= P —> P, entonces s — rg
P — P," entonces s — rz}r 1=r2=r
Cuando P — Py (por izq. o derecha),
las rectas secantes se acercan, y tanto
como quieran, a una unica recta (r).
O sea, si P—> P, entonces s —r
< r cumple la condicion de tangencia
en P,
Luego:

/ r=t, recta tangente a C en P,.

v P, punto anguloso ‘extremo’

...................................................................................................

Conclusion: si t existe, entonces ¢ es la posicion limite de las secantes.

DEFINICION: ‘recta tangente’

t esla recta tangente a Cen P, < cuando P— P,, por ambos lados y
sobre C, lasrectas secantes (s) se acercan tanto como quieran a la #nica
recta t.

Osea t, es la posicion limite de las secantes cuando P— P,

t =lims
P—Pa

(si el limite existe)

Nota:

Como en el limite ordinario, definimos tangente lateral como la posicion limite
de las secantes cuando P— P, "por un solo lado” (izquierda o derecha de P,.).

e ¢ = tangente en Po, por izquierda (r; delej.); ¢~ = lim s
P—P;

o t* = tangente en Po, por derecha (r2delej.); ¢*= lim s
PP
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Como en el limite ordinario, tenemos la siguiente propiedad para las tangentes:

< Propiedad 1: ¢, recta tangente a Cen P,, existe < t =t"

ECUACION DE LA RECTA TANGENTE Y DERIVADA

Hallar la recta tangente a una curva, su ecuacion es, historicamente, el problema
que da origen al concepto de derivada. Este concepto aparece muy tarde en la historia
de la Matematica; mucho tiempo después que el de integral (200 A.C; con
Arquimedes).

El concepto de derivada no se formula hasta el siglo XVII, cuando el matematico
francés Pierre de Fermat, tratando de determinar maximos y minimos de funciones
descubre que el problema de localizar valores extremos se podia reducir al de
localizar “ tangente horizontales”.

Retomamos ahora el problema de hallar (si existe) la ecuacion de ¢, recta tangente a C en P,
(Xos ¥o) € C. Enparticular, el de hallar su pendiente m, , la que hasta ahora no conocemos ni
estamos en condiciones de calcular pues s6lo tenemos un dato: Py (X, 5 yo).

Ecuacion de t: y—y,= m:(x-x,) (ecuacion pto-pendiente, la mas apropiada al caso)
Datos requeridos: P, (xo;y,) €'t (conocido: yo=f(x,) )

m;= pendiente det (desconocida) > sm.2.

Por definicion de recta tangente tenemos que: t= [im s.
PP,

Ast, y desde lo intuitivo, diriamos que si existen § proximas a ¢t y tan proximas como se
quiera entonces sus pendientes, my, deben de estar proximas a m;, la pendiente de ¢#; y mas
aun, tan proximas como se quiera.

Esta apreciacion da pie entonces a la siguiente definicion de my..

Definicion: pendiente de la recta tangente:

m¢ = [im my (si este limite existe)
PP,

Por la misma apreciacion, establecemos que:

esi ¢t~ =tangente ‘porizg.” entonces M- = [im ms
P->P,;

esi t"=tangente ‘por der.” entonces M = [im Mg
P->PS

< Propiedad 2: m; existe < m¢-= m¢
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» Cdlculo de m ¢, pendiente de la recta tangente
—» y=mgXx+ths

_AY _ f(x)=f(x,)

AX x_xg

me= [jm Mm;s
PP,
P> Posx »x, ©Ac— 0
. (x)-f(x,) . Ay
m = [im A S (X = lim A
XX, o Ax—0 BX

Conclusion: my, por definicion, es el limite del cociente incremental; o sea,
el limite con el que definimos f'(x,), la derivada de fen x,.
Luego:

“ f derivable en x, = m¢=f"(x,) ”

Observacion: si calculamos los limites laterales, obtenemos las derivadas laterales y,
en consecuencia, las pendientes de las tangentes laterales

me-= fim mo= fim TOIC0 — me < )
PP, XX, o

me+= [im Ms = [im )= Tx) me+ = f(x")
P—>P;S xX>x; X~ %o

Interrogante: [y si f no es derivable en x, 2.

En lo que sigue resumimos las situaciones que se pueden presentar en la busqueda de la
tangente, su ecuacion; situaciones que, segiin vimos, estan ligadas al limite de Ay/Ax.

N I- EX.IS'TE CASO | | ® existe f(x,)
( finito) e m¢= f(x,)
e existe t
lim [(x)=f(x5) ) CASO llI-a e no existe f(xo)
e X—Xx, lim.laterales ™1 e no existe my
- NO _ finitos y # | e no_existe t
EXISTE CASO lI-b o ® no existe f’(xo)
lim.laterales ® no existe m
+ w e existet: x=x,

CASO | _
EILIMITE | por definicién m: = [im f(x:—fx“)
EXISTE St u m ¢ = f(xo)
o —- x)-f(x ;
iRz . fderivable en x, lim Al :: f( o) =f(x.)
XX, — o
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Ecuacion det, recta tangente a C en P,(xo ;yo).

YV-Yo=m¢.(x—X,) m¢ = f"(xp)

p ¥ —S(Xo) =f (X0). (x = X0)

Yo = f(xo0)

»

t:

y=f) + fi(xo) (x-x0)

| < Propiedad 3: f derivable en x, = existe t, recta tangente a C en P,,
m:; = f(x,) y Po no es pto anguloso

Ejemplo 1 = hallar la recta tangente a C=graf f en P,(I;y,).

x? s x<1
fx)=
X2 +4x-2 ; x>1
Xo=I; yo=I; me¢=f"(1)=2 (pag. 220)
t y=f)+fd)(x-1)
t: y=1 +2(x-1)
 y=1+2x-2
t: y= 2x-1
-1
CASO " .............................. f ()f( ...... ) ..........................................
. x)-f(x, : H
EL LIMITE A e ————= f no derivable en x,
NOEXISTE & X e i, b
i
———
l-a: f'(xo"); f(x07) “finitos”
flxo™) # flx”)
me-B ms ® no existe m.
t-#£ t* -0 no existe t
gcambio abrupto en las
i pendientes de las rectas
i tgs. al_pasarpor Po.
e P, pto anguloso
————

ll-b
flxo)=+tc0
flx*)=too

—— [£n este caso: équé pasa?
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Caso 1I-a: ejemplo. Hallar ¢, tangentea C=

grafq en P,(I;y,).

;s x<1

X’
q(x)=
X-dx+2 ; x>1

xo=1 2> P,(1; I).
mi=q (1) =22 (pag.221)
me-=¢°(1)=2
m+=q'(I") =-2

=qM)=3 = m= A

— NO EXISTE “t”,

recta tg en P, ;
P, (1; 1) pto anguloso

*Calculo de una recta tangente lateral
t7: y=q()+t q(I')(x-1)
t": y=1 +2 (x-1)

t": y=1+2x-2
t7: y=2x-1

CASO II-b
||Itm|th A f(xo)= Am, ‘9 pero existet, con t // eje
aterales
‘infinitos’ - + *
Ejemplo 1 ; ........... Ejemplo2 ...
| [x5) % fxo™) [x5) =f(x")
JUUP B (-0 + oo + +
: Cambio ) () (*eo) (+ ) T N
abrupto dei )T } '''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' i Nohay !
- pendiente. m > +oo Tmg>+w . cambio |
x(-)a (+) ms=1g os 2+ m =1g os -2+ %abrupto de
{ pendiente |
‘ os > ; =a¢ os > g """"""""""""

................................

"= P, pto anguloso
“extremo”

................................

P, “no es -
pto anguloso
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Ejemplo 1 Ejemplo 2
I-x+1 ; x<1 f(x)=3x
h(x)=
x—1+1 ;x>1 lim f(x)—f(a):m
x>0
. h(x)-h(1) _ I-x _ S
lim g =~ lim ‘,_?—'i Tin {x g
x—>1" x—=1" x>0
. h(x)—h(1)_ . —1 _
im vy = lim ;_, =tz
x—>1I" x—It
h)=A ; texiste > t: x=1 f(0)=3; t existe > t: x=0
4 t It
P
S
1 S
P
ot = 90 t

Prop. 4: P, punto anguloso (cambio abrupto de las tangentes al pasar por Po)
Casoll-a: 3 yrectatangente en Pp = 3 mc = 3 f(x).

Casoll-b: 3 recta tangente en Py; @s=90° = 4 m¢ = 3 f(x,).

Observaciones : analizamos la propiedad 3 y las afirmaciones derivadas de ella.

f derivable en x, = existe t, recta tan gente en P,

P q
* directa P =q ( Verdadera - Prop. 3)
* contra-reciproca: ~q = ~p ; “no existe t en P, = f no es derivable en x,”

( Verdadera, la directa es verdadera)

* reciproca ; q=>p ; “existe t en P, = f esderivable en x,”
( Falsa, contraejemplo: f(x) = Ix)
NOTAS: f:D—>R; C=graff

(*) fcontinunaen D = C curva "continua" = C sin "saltos" ni "agujeros".

(*) fderivable en D = C curva "suave" = C sin "ptos angulosos", "saltos" ni "agujeros".
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Criterio grdfico para la deteccion de puntos de no derivabilidad:

(*) P(Xo; f (Xo)) punto anguloso de C =graff = f no es derivable enx,. (Prop. 4)
(*) fderivable en D = existe ¢, recta tangenteen P, V P e C (Prop. 3) =
= C =graf f no tiene puntos angulosos en D = C curva suave.

NOTA:

Un “punto anguloso” no siempre es detectable a simple vista.

(Como resolvemos esta cuestion en el caso que el caracter de P(xo; f{(X0)) sea dudoso?.
-> Si conocemos la ley de f', calculamos la derivada por definicion y concluimos.

-> Si estamos trabajando con un dispositivo graficador seleccionamos un entorno de P y
nos ‘acercarnos’ mas y mas a P haciendo 'zoom” con centro en P.

Entonces:
¢ Si P no es pto anguloso, la curva en la pantalla se ira "enderezando’
cada vez mas; o sea, se ird asemejando cada vez masa una ‘recta’.
e Si Pes pto anguloso; el angulo en P ira haciéndose cada vez mas
pronunciado y notorio, no quedaran dudas acerca del caracter de P.

» [ derivable en x,=1
= C ‘suave’ en el entorno de P(1; f (1))

» f no derivable en x,=1
= P(1; (1)) punto anguloso.
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Cdlculo de derivadas segun la forma en que este dada la funcion:

1) forma grdfica = se acude ala DERIVACION GRAFICA
2) tabla de valores = se acude a los METODOS NUMERICOS (en la préactica)
3) forma explicita (y =1(X)) =» se acude a las reglas de derivacion.

4) ecuaciones paramétricas: (en la practica)

C J{x= ft) -){ si y=@(x) entonces: }
— o= £ (1) _ .
y=g(t Q'(x)= ) con #=f"(x)

DERIVACION GRAFICA:

D¢ = proy. sobre eje x
C=graf f — f: |Imf=proy.sobreejey
Leyf: y=fix) <y eC

C suave y continua — fcontinua y derivableen Df —  f'(Xo) = @

99

f(x0) = m ;luego obtenemos la derivada determinando m ; “grdficamente”.

f'(x0) = Ay/Ax. f
Y errores graficos y de apreciacion

1) trazamos ¢ ; recta tga Cen Po (Xo; yo). _
2) en t, marcamos AX y su correspondiente Ay. E : /
3) determinamos Ax y Ay, leyendo del grifico. ;Ay
4) calculamos m ;= Ay/Ax e informamos: 1 P A;
i
1

s-:\

Ejemplo: P, (1;1)
Xo=1 > Ax=0.5; Ay=y-yo=1
- m=1/05=2
->f(1)=2
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3.7 La derivada como razon de cambio. Interpretacion fisica de la derivada

El objetivo esencial de este capitulo fue hallar una forma significativa de cuantificar el
. C . , . A
cambio en y. Paraello, en un principio estudiamos la razon de cambio, Ti

. A . ., ,
» flineal, f(x)=mx+h = A—i =m ;V Ax = razon de cambio ’constante’.

» f no lineal =

Ay
Ax
= el cambio en y, aun el relativo a x, depende del x, y Ax considerados.

Procedimos entonces a buscar una herramienta que, para f no lineales, permitiera estimar en
forma sistematica y simple el cambio relativo en y, en un entorno de x, € Df. Concluimos
que esta herramienta erala derivada de la funcion en x,; o sea, f '(xo).

Definida y estudiada la derivada, resta atin verificar si esta herramienta efectivamente brinda
informacion significativa en cuanto al cambio relativo en y. En lo que sigue nos ocupamos de
resolver esta ultima cuestion.

» [ lineal = f(x)=mx+h = f’(x)=m=%;Vx , VAx.

Conclusion: en este caso f’(x) indica el valor exacto del cambio en y en
por cada cambio unitario en x :
“y cambia a razon de 'm’ unidades, por cada cambio unitario en x”.

O sea, indica la velocidad a la que se produce el cambio en cualquier intervalo o
punto del Dom £

Ejemplo 1: Si V=2t+1, [V ]=Is, [t]=hs, indica el volumen de agua en un tanque en
cada instante ¢, entonces V ‘(t) =2 (= AV/At ) indica que el agua, en cualquier instante que
se considere, esta entrando al tanque a razon de 2 ls por hora . O, dicho de otra forma,
entra a una velocidad (cte) de 2lIs/ h.

Ejemplo 2: Si m=5t+20, [m]=mg, [t]=seg, indica la masa de soluto disuelta en un
solvente al instante ¢, entonces m’'(t) = 5 (=Am/At ) indica que el soluto, en cualquier
instante que se considere, se esta disolviendo a razon de 5 mg por seg . Dicho de otra
forma, a una velocidad (cte) de 5 mg /seg. (v =vel. de “disolucion” )

Ejemplo 3: Si x=501t+20, [x ]=Km, [t]=hs., indicala posicion al instante ¢ de un
movil que se desplaza segiin un movimiento rectilineo, entonces x(¢) = 50 (= Am/At ) indica
que el movil, en cualquier instante que se considere, se esta moviendo a razon de 50 Km
por hora. O sea, auna velocidad (cte) de 50 Km/h .
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Ejemplo4: Si T=-t+39, [T]=°C, [t]=hs., indica la temperatura de un nifio al instante
t, entonces T'(¢2) =- 1 (= AT/At) indica que la temperatura estd ‘bajando’ a razon de 1°C
por hora . Dicho de otra forma, auna ‘rapidez’ constante de 1°C/h .

. , — 7z ﬂ f ﬂ
» f no lineal = f(x,) Al;ﬂo Ax = |f(x0) * "

f no lineal = % # cte, dependede x, y Ax.

Nos preguntamos entonces; para X, y Ax, fijos, la razon de cambio, i qué nos
informa es este caso ?.

Ejemplo 5:

SiV=t? [V]=1ts, [t]=hs., indica el volumen de agua en un tanque en cada instante ¢,
facilmente vemos que AV/At # cte ; que la razén de cambio depende de 4, y At. Para ¢,
y At,fijos, la razén de cambio, ;qué nos dice acerca del proceso de llenado? Consideramos
un %, y un At, analizamos el caso.

% _ _
119 f fo=Towr - V(=1
At=2 j AV =8
1= 3 @ ettt _— V(3) = 9
RAZON de AV _
CAMBIO en [13:3] > A=t (s

En el [1;3], V, ¢aumenta a razon de 4 Is./h. ?

Analizamos lo que entra por hora al tanque en
distintos subintervalos del [ ; 3] y concluimos:
At=1
[1:2]....y AV=3 > AA—':=3(zs/h)

At=1 AV

Conclusion: en el [1;3], V no aumenta a razén de 4lIs/h .
A poco que observamos los valores hallados en los subintervalos analizados, vemos que 4,

la razén de cambio en [1;3], es el promedio de dichos valores: 355 4.
AV enel [1;3], ) AV @ raz6on ‘media’ de cambio en [I; 3]; 0,
A= 41> el volumen varia, a7 _
en Qromedio lo llamamos @ velocidad ‘media’” en [1, 3] = VYm [1, 3]
N

a razonde 4 Is/h 7
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En general dada y=f{x), x,€ D f ; definimos la razon media de cambio como
el cociente incremental asociado a un Ax dado.
Definicion: razon media de cambio o velocidad media, en [x,, x,+Ax |

Ay i F razon ‘media’ de cambio en [x.; XotAx | 0,
i O Lamamaos . -’ .
Ax & velocidad "media’ en [xo, Xo+AX | = Vi, [Xo; XoTAX ]
dy _ " ) en [xo; xo+AX ],
A% signfica que y varia, en promedio, a razonde "k’ unidades
por cada cambio unitario en x.

Para Ax cada vez mas chicos (Ax~0), es de suponer que el “promedio” se ajuste cada vez
mejor a la variacion de y en cada subintervalo del intervalo considerado. (o sea, que el
promedio esté cada vez mAas proximo a los valores promediados).

Enelej. 5, en el [1;3] el agua entra al tanque a una razon promedio de 4 Is/h.; valor que
difiere en I unidad del correspondiente a los subintervalos [1; 2] y [2; 3]. Por otro lado, en
el [1; 2] el agua entra a una razon promedio de 3 Is/h.; valor que difiere en 0.5 unidades de
los correspondientes a los subintervalos [1;1.5] y [1.5;2] (respectivamente 2.5 y 3.5 Is/h.).
Vemos asi que para At cada vez mas chico, la velocidad media o razon “promedio” de
cambio (3=L23-5) esta efectivamente cada vez mas proxima de los valores promediados.

i At | s =1+At |[AV=EO-T(1) [AV/At = v [1; 1+AL]
vie) §= 2 | 3 8 4 =vu[l:3]
s
- 1.5 | 2.5 5.25 3.5=vm[1;25]
& 1 |2 3 3 =wa[l;2]
= 05| 1.5 1.25 2.5=vm[1;15]
o 2
- 0.25| 1.25 0.56 2.24=vu[1;1.25]
= 0.1 1.1 0.21 25 = vu[1;1.1 ]
V(1) f= 0.05| 1.05
N / o CAVI At D2
t.=1 =2 3 4{:
0

Por otro lado, del cuadro observamos que las velocidades medias se acercan cada vez mds
a 2; en otras palabras, que para At =0 la v, [1; 1+At] seria "casi” 2.

Concluimos finalmente que: “en un intervalo [1; 1+At ] de longitud ““infinitesimal” (At = 0),
el agua estaria entrando al tanque aproximadamente a una razon promedio de 2 Is/h.; siendo
este valor una muy buena aproximacion de lo que realmente pasa en el intervalo
“infinitesimal””.

En funcion de esta observacion, a este valor [limite de las velocidades medias lo
llamamos velocidad instantinea en t, =1 y lo indicamos, v(t,).
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Enelejemplo5: v (1) = lim vm[1;1+At]
At—0

av 24t - At
v() = lim = lim 2= 2
At—0 i At—0 !

v(l) = 2, indica que a la hora de iniciado el proceso, el agua esta
entrando al tanque, aproximadamente a razon de 2 Is/h.

Observacion: el uso y costumbre ha llevado a que la palabra "aproximadamente” se la
de por ‘sobreentendida’, se la omita por lo tanto al hablar de velocidad instantanea.

En general dada y =f(x), x, € D f ; definimos la velocidad instantinea en x,, que
indicamos v(x,), como el limite para Ax = 0 de las velocidades medias.
Definicion: velocidad instantinea en x,,v(x,) (o razon instantanea de cambio)

v(Xo) = /\ﬁmo Vm [Xo; Xo +AX]  (si existe finito)
x—>

Interpretacion fisica:

v(x,) =k, indicaqueen Xx,; y estavariando, aproximadamente,
a razon de k unidades por cada cambio unitarioen x .

Cdlculo _de la velocidad_instantdnea: y = f(x), x, 0D f

. - A r
V(xr)) = lim Vm [xa; Xo +AX] = lim —A-}i = f(xa)
Ax—0 Av—0 AX

** Concluimos finalmente que la derivada es la herramienta que estibamos buscando
ya que brinda informacion significativa del cambio en y en relacion al cambio en x :
permite hallar, aproximadamente y en un entorno_de x,, el cambio en y
por cada cambio unitario en x .

Ejemplo 6:

Si sabemos que la ecuacion del movimiento de un cuerpo que cae del reposo es
y=16¢ ;[t]=seg, [y]=pies; ¢podemos entonces establecer a razén de cuantos

pies/seg. estard cayendo este cuerpo alos ¢ seg. de haber comenzado a caer ?.

® En este caso, como el anterior, £no es lineal, la razéon de cambio, no es constante.
Luego, y en analogia al otro caso, para responder el interrogante planteado lo que
podemos hacer es calcular la razén ‘media’” de cambio en el intervalo [t ; t + At],

el limite de las mismas para At = 0.

(Cabe aclarar que en el caso de la funcion de posicion lo habitual es el uso de la
expresion ‘velocidad media’ antes que la de 'razon media de cambio’ ).

Asi, y por ejemplo, para hallar como estaria cayendo el cuerpo luego de 1 seg. (£ =1I) que
comenzara a caer, podemos proceder a:

1°) calcular la “velocidad media’ del cuerpo en el [I; I+At]; o sea, a obtener la
velocidad "‘promedio” con la que el cuerpo estaria cayendo en dicho intervalo.
Hacer esto de la forma mas conveniente al caso; o sea, buscando una ley que
permita realizar el calculo para distintos At, en forma sistemdtica y organizada.



2% calcular fim wvm [l ; 1+ At] y concluir.
At—0

En lo que sigue, previo un reconocimiento de la funcion, concretamos este proceso.

~segun las leyes de la fisica

y =f(t), f funcion de posicion
del cuerpo que cae. > y=yotvot+ %aft

y=f(t) con f(t)=161t

® v,=0; vo=0; a=g=32p/s?

A

® y =posicion del cuero con
respecto al punto del cual cae.

l indica

e como graduar el eje y.

3.|o .
1°) v [1; 1+ At] = f(1+AZ S 32+16 At = @ (At)
[t=11% ®16
32 Calculamos para distintos At, usando @ (At) :
Y
48 o At=1 D v,[l;2]=48
En [1;2] el cuerpo cae a una razén promedio” de 48 pies/seg.
=21 ®64
30 ® At=0.5=> vu[l; 1.5]=40 pies/seg
En [1;1.5] el cuerpo cae a una razdn promedio” de 40 pies/seg
v | 96 ® At= 0.1=> v [1;1.1]=33.6 pies/seg
102 En [1;1.1] el cuerpo cae a una razén promedio” de 33.6 pies/sg
para At 20, las velocidades medias, ;jtienden a un limite? .
Y (D) 2°)  lim vm[l;1+ A= [im 32+16At = 32

Ar—0 Ar—0

Podemos decir entonces que la velocidad media se acerca tanto como quiera a 32 pies/seg.;
o sea, que en el caso de un intervalo [1;1+At] de longitud “infinitesimal (At = 0),
32 pies/seg. es una muy buena aproximacion de lo que “cae” el cuerpo por segundo.

Concluimos asi que: “a 1 seg. de haber comenzado a caer, el cuerpo esti cayendo
‘aproximadamente’ a razon de 32 pies por segundo .
Equivalentemente: “que la velocidad ‘instantinea’ ent,=1 esde 32 pies/seg”.

Nota: por uso y costumbre omitimos el ‘aproximadamente’, decimos que en #, =1 el
cuerpo cae a razon de 32 pies/seg. También es comin omitir el término ‘instantanea’,
decir que a lseg. de comenzar a caer la velocidad del cuerpo es de 32 pies/seg .
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Observaciones

1) La resolucion de los problemas 2 y 3 termina pasando por el calculo de un limite;
el del cociente incremental de la funcién para el incremento delav.i = 0.
Este limite es el mismo con el que definimos derivada de una funcién en un punto.

Asi, para y =f(x) y x, un punto del Dom. f , tenemos que:

Razon instantinea’ de cambio (x,) = [im ﬂ = f'(x,)
Ax—0 Ax

velocidad " instantianea’ (x,) = vi (Xo) = [im A f(xo0)
Ax—0 Ax

2) Sienel ejemplo 3 nos preguntaran a que velocidad estd cayendo el cuerpo a los
2 segs., un simple calculo, el de f'(2) , basta para contestar esta pregunta:

vi(2)= lim % =f'(2) =64
Ar—0
Es decir, si f(t) =16 t* es la funcion de posicion de un cuerpo en caida libre,
entonces f'(2) informa sobre la velocidad instantanea del cuerpo a los 2 segs.;
0 sea., en este caso, informa que a los 2 segs.,
* la velocidad instantinea del cuerpo es de 64 pies/seg.
* el cuerpo cae aproximadamente 64 pies, en un seg.

3) Dada y =f{(x), independientemente de cual sea el cardcter de las variables,

f’ (xo) informa sobre la “variacion instantinea de y ;o sea,

® Con este resultado queda con firmada la validez de los supuestos en los que nos
apoyamos para desarrollar los temas de este capitulo.

4) Los siguientes términos son de uso habitual:
velocidad media

Ay _Y=Y . razon media de cambio

7
Ax x-x, tasa de var iacion media

var iacion media

velocidad (ins tantdinea )
, d A razon de cambio (inst.)

b L) = L= tim Y o
dx Ax —0 AX tasa de var iacion (inst.)

var iacion ins tan tanea

b4
> |f (x0) | ? > rapidez de cambio (instantanea)




RESUMEN:

y=fx

Derivada en un punto

Funcion derivada

e f':D>R
e D={x/fderivable enx}

v , A})
o Ley: f'(X)= lim
7 A f(x)—f(xo
f(xo) = lim Y = lim M Ax->0 Ax
Ax->0 Ax X —>X0 X — X0
AUXILIAR DE CALCULO :

fxo) = lim
]

Ax—>0 Ax/ —

Tabla de derivadas

Ay

y

Interpretaciéon geométrica:
Pendiente de la recta tangente

a lagraf. f en P, (xo; f (xo))

Interpretacién geométrica:

Pendiente de |la recta secante
alagraf. f en P, (x; f (%))

Interpretacion fisica

® Razon de cambio (instantdneaq)
® Velocidad (instantdnea)

® Variacion (instantdnea)
®

Tasa de variacion (instantdnea)

(*) variacién (va proximadan de y
por cada cambio unitarioen x;
cuando X =X,

Interpretacion fisica

® Razon media de cambio.
® Velocidad media

® Variacion media
)

Tasa de variacion media.

(*) "promedio" de la variacionen y
por cada cambio unitario en x,
en un entorno de x, de radio Ax.
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3.8 Apéndice

Cdlculo de derivadas por definicion:

En lo que sigue calculamos la derivada "por definicion” de algunas de las funciones elementales
(usamos la definicion que mas convenga al calculo, segln el caso):

f(x+h)-f(x)

()= lim .
h—0
' _ . f(x)_f(xo)
f(xp)= xli>”_:0 —x_xo

» Derivada de la constante:  f(x)=k > f(x)=0

' h)— —
Fiex)=gim TETTICD < gy KoK iy 0= 0
h—0 h—0 h—0

» Derivada de la raiz cuadrada: f(x)= Jx D fx)= Zj,
x

, f(x+h)= f(x) m_ & (%,+,por el conjugado )
£'(x)= lim = lim T =

P li

h—>0 h—0

= lim Ix+h—x x+h+x _ lim 1 _ 1
h—0 h Jx+h+-x h—0 x+h+-/x 2/x

> Derivada del 'seno”: f(x)=senx 2> f(x)=cosx

sen(x)—sen(x,) */

fl(x)= lim T2=1%) _ =

XX, — X, XX, X=X,

2sen(*5 ).cos(*5

= lim =
XX, X=X,
xX—x,
| sen(—) | X4 %,
=lim |———"—| . lim |cos(~—5" )| =1.cosxo = cosx,
XX, X=X XX,

2

(*)usamos la siguiente identidad trigonométrica, con a=x y b=x,:

a_b)-cos(a+b)

sena—senb = 2-sen( 3
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» Derivada del logaritmo natural”: fX)=lhx 2> [fXxX)=1/x

f'(X)= o f(x+h)—f(x) _ In(x+h)~In(x) (proplog)
lim h lim I —
h—>0 h—0
=i 1 ln(x"' h) Prop_.log.lim ln(x"' h)l/h _
hl_)lnﬂ h X B h—0 X

1/h (**)
=In {lim(1+h) } = In /¥ = 1
h—0 X X

El célculo de la derivada del logaritmo requiere considerar los siguientes resultados:

1 L
» lim (1+—J = e (con o indicamos T )
X —> X

PRRVAEY
» lim f(x)=© = lim(1+f(x)) =e

X—>a xX—a

fo=% 5 lim[1+x)k/x= e

X x—>0 k

Este ultimo resultado permite resolver el siguiente limite:

1/k
1/ x k/x
lim (1+x) = lim [(1+x) ] = el/k

x>0 k x>0 k

Resultado que aplicamos en (** ) haciendo x=h (variable) y k=x (cte)

1/h
fim (147) " = el
h—0 X

TEOREMAS: Reglas de Derivacion

TEOREMA 2 (derivada de la suma o resta)

Si f yg son derivables en x, entonces f+g es derivable en x, y vale:

frg)x=1"(x) +g'x).
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Demostracion: (demostramos para la suma 'f+g’ ; para la resta es igual).

(f+g) - (f+g2)
(f+2)" (x) =1im (eh) S

h—0 h
— . (f(x+h)+ g(x+h)) — (f(x)+ g(x))
= lim o
h—0

(f(x+h) — f(x)) + (&(x+h) — g&(x))

= lim a =
h—0

= lim fx+h)-f(x) | glx+h)-g(x)| _ £+ ') (qed)
h—0 h h

Por hip, fy g son derivables en x. Luego
existe el limite de cada sumando, se puede
aplicar el Teorema del limite la suma.

TEOREMA 3 (derivada del producto)
Si f y g son derivables en x, entonces f.g es derivableen x, y vale:

(f.g) )= 1. gx) +fx).gXx).

Demostracion:  xo punto genérico, donde f y g son derivables.

fg(x)-fg(xo) _ lim fix)-8(x)— £(X0)-8(xy) _

(f.2)(x0) = lim

X—X0 X—Xo XX X~ Xo
_ o frog(0) Hf(ro)8(x0) F(x0)g(0)] ~F(x0)E(xe)
- Xl—l)r)l;lo X —Xo -
. [F(x)-f(xo)] 28(x) + F(xo)[g()-g(xo)]
X—I)TO X_XO -
F(0 = f(xo —g(xo) 717
- lim [ (X)_X(:‘ ) g(x)+f(xo).g(xl_xgjx ) 1=
z f"(Xo) . g(Xo) *+ f(X0). g(Xo). (q.e.d.)
(*) f derivableen xo = lim )=o) - _ f'(x0)
xox, * %o
g derivableen xo = lim 8 -elxo) _ g'(xo)
X=X, X~ Xo

g derivableen xo = gcontinuaen Xo = lim g(x)=g(xq)
XX,

COROLARIO TEOREMA3 : (kf)(x)= k. f'(x)
» (kf)Yx) = (k). f(x) + k. f'(x) =0.fx)+ k. f'(x) = k.f'(x)
T.3




TEOREMA 4 ( derivada del cociente)

(f/lg) x)=f " x).gx) - f(x). g (x).
g(x)

Si f y g son derivablesen x y g(x)#0, entonces f/g es derivable en x,y vale:

Demostracion: la demostracion la dividimos en dos partes:

D (L= 2

g? (x)
1 1 g(x) —g(x+h)
(1)'(x)= lim g(x+h) g(x) _ lim g(x+h). g(x)
g h—0 h h—0 h
T CICEa I -(C0) S W (00
h—s0 h g(x+h).g(x) a2 (x)

! ! !

f&x)) _ S S I P 1) _
b) (g(X)j [f(x) g(X)j T3 f(X)'g(x) ! f(x){g(X)J

+ f(x)._g'(x) - Fx)e(x) - f(x)g'x)

g2 (x) g2 (x)
(q.e.d.)

' 1
= f(x).
(a) ) g(x)

TEOREMA 5 ( derivada de la composicion o ‘regla de la cadena’)

Si fes derivable en g(x); g es derivable en x,

y h=fog es la funcidon compuesta, entonces h es derivable en x, y vale:

h“(x) = (gx) . g'(x)
0 (fog) ) =1"(g(x). 2K

En la demostracién usamos las siguientes notaciones:

» z=1(y)
y y=g0o ) 7=fex)=fog (x)=2z=h()

! AZ ' Ay ! . A
» £'(y)= lim — 5 g'(x)= lim — ;h'(x)= lim 22
Ay%OAy Ax —0 AX Ax—0 Ax
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Demostracion:

' ) Az (Ay=#0) ) Az Ay
h'(x)= lim = lim 5
Ax—0 AX Ax—0 Ay Ax
. Az . Ay *) . Az ' (*)
= lim lim — = lim - - g =
Ax—0 AY  Axs0BX axs0 A
AZ ' (*) [ ' ’ ’
= lim 0 - gx) = f(y-gx=fEgx). gx
Ay—0
(q.e.d.)
(*) justificacion de las igualdades:
e g derivableen x = |im 4y _ g'(x)
Ax—>0 A%

o g(x)=k,Vx = h(x)=cte , VX = h'x)=0 =1f"(gx)).gx)

e g(x)# k = Ay=gxt+tAx)—gx)= 0

lim AY= Ilim [g&x+tAx)—g(x)] = 0 ; [ gderivableenx = gcont.enx |.
Ax—0 Ax—0

Luego; Ax=2>0 = Ay=>0

TEOREMA 6 ( derivada de g, inversa de f')

Sea f biyectiva en su dominio, f derivable en y con f"(y) #0 ; entonces si g

es lainversa de f definidapor: gx)=y < f()=x; g es derivableen x, y
la derivada es:

1 1

$C)= )7 Fatx)

Demostracion:

Si g eslainversa de f, tenemos que fog=id, con id(x)=x.
Luego, derivando miembro a miembro, tenemos que:

. fog(x)=id(x).
. fog) = ()
. fg().g =1
. gw= 1

f(g(x))
(q.e.d.)
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TABLA DE DERIVADAS

calculando por definicion

1) f(x) =k (cte) > f'(x)=0 D¢t =R
b ) f (X) =x calculando por definicion s f ’ (X) =1 Df’ =R
3) f(x)=x%: aeR reglade la potencia N f'(x)= o x @1
4) f(x) =\/; regla de la potencia > f'(x) _ 1 Dy = R
24/x
6) f(x)= Inx calculando por definicion Y (x) = i Dy = R*
corolario teorema 3 ,
7) f(x)= logx > f'(x)= lnllO% Dy’ =R*
8 ) f (X) = eX teorema. 6 £ (X) = X D¢ =R
9) f(x)=a* (a>0) aX =¢X-Ina f'(x)=a*.Ina Dy =R
corolario teorema 3
Iculand definicid ,
10) f(x)= senx corelonto por demmieton > f (X)= cosx D¢’ =R
11) f(x)=cosx cos X =SeH(X+%) f'(x) = -senx D =R
teorema 5 §
12) f(x)=tgx teorema. 4 f(x)= 1 Dy = D¢
cos? X
13) f(x) = arc sen x teorema. & f'(x)= ! ~ Dy =(-L)
1-x
14) f(x)=arc cos x teorema. © f'(x)= ! 5 D¢’ = (-1;1)
1-x
15) f(x) = arc tg x teorema. 6 f'(x)= ! Dy =R




246

3.9 Actividades

1) Realizar las actividades que se proponen a continuacion al efecto de estudiar el
comportamiento tendencial para Ax—> 0 del cociente de incrementos Ay/Ax.
En las actividades propuestas: f(x)=x%; xo=1; Ay=f(1+Ax) -f(1)
a) Indicar V 6 F , justificar la repuesta:
i) “Ay =¢ (Ax) con @ (Ax) = 3 Ax +3 Ax? + Ax® 7,
ii) “Ay es un infinitésimos para Ax—> 0 ”;
b) graficar el Ay correspondiente a Ax = 1.5, 1, 0.5. Estimar el valor de Ay/Ax.
Completar la tablay formular una conjetura acerca del comportamiento
tendencial del cociente incremental. Validar o refutar dicha conjetura.

¢) Indicar V o F; justificar la respuesta: “f"(1) =3".

Ay
B AX [x=Xot+Ax|[Xo; X]| Ay=f (X) - f(Xo) | Ay /Ax
: _ Ax [x=1+Ax| [1; x]| Ay=f(x) - f(1) Ay /Ax
B 2 3 [ [1:31] f3)-f(1) =26 13
211+ E
i : 1.5
154 3.
| : 1 2 121 f@-fa)= 7
154 H
= 0.5
| [1; 15] 4.75
T 0.25
o} 5 : 0.1
o 0.05| 1.05 0.157
I n 0.01
I ¥ /A I S-S,
| i 1 Y
T I 1
1 2 3
Av Ax 2.}

2) Calcular por definicion la derivada de las siguientes funciones en los puntos dados.
Acudir para ello al cociente incremental mds conveniente al caso:
a) f(x)=7x> ;x0=2; x=a e¢)f(x)= /x ;x=1; x0=a
b) fix)=x*+3 ; x0=1; x0=a
c) f(x)= (x-3)% ; x0=2 ; xo=a

d) f{(x)=mx+h ; x0=2; Xo=mn

) fx)=1/x> ;x=2; xo=a

g) f(x)=(xt1)/(x-1); x0=0



3) En lo que sigue, el limite presentado corresponde al cociente incremental de una funcion
fenun punto xo. Se pide identificar quienes son f y Xo en cada caso.

4

- 16

a) lim > 2
x—2 X~

(cos x)+1
X -7

b) lim

X—=>T

3+h)2 -
c) lim%
h—>0

3* -9
d) 11m
-2 X -2

4) “La derivada de una funcién par es impar”.

e) lim Vx =3

x—9 x=-9

(2+Ax)> -8

f) lim Ax

Ax—0

In (1+ Ax)
G

g) Ax

Ax—0

(cos Ax)-—1

h
) AX

Ax—>0

Demostrar que el enunciado es verdadero

completando para ello la argumentacion que sigue a continuacion:

tz-X
Fa) = fim L0072 m FCO-FCD)
F par
) _
oy FGe) =FCe) L F(O = F(a)
t—a —-t+a t>a —(..—a)

5) Calcular la funcién derivada de las funciones que se indican a continuacién:

a) f(x)=x*+3x? +senx

b) f(x)=3x.senx +1In 10

2.x2+x+7
C) f(X): Xsenz

f) f(x)—4x/7+\/7++£

g) f(x) = arctgx - tgx
h) fix)=e*+ e’ +x3 + 3
i) f(x)=cosx.e® +5.x%.Inx

J) f(x)=sen X.~/x.Inx

k) f(x)= T+2x

) f(x)=e*.(Inx +cost)

m) f(t)y=e'.(Int +cosx)

247
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2x3+5 , senx

n) f(x)=

sen x x3
_ (2.x> +5).cosx
0) f(x) :
p) £(x) = cos X
X +sen x
Q f(x)=X'Sen2X

1+x

6) Calcular las derivadas de:
a)f(x)=sen*x
b)f(x) = In(senx)

¢)f(x) = cos? x + cos(2x)

d)f (x) = In(4x) + sen(~/x )

2
e)f(x)=e?* +e7 X +¢X

£)f(x) =sen’x + (senx)> + sen x>

2)f(x) =arctg(3x) + log x

In3
In(3x)

h) ) = In () + ln(%) +

e3 + x6.lnx

) f()():3—x+cosx
s)f(x)zmﬂnx
) f(t)=m+lnx
u) f(V)= If

i) f(x) = (sen(3x))"? + 3.sen % (3x)
PDE(x)=-/Inx +In~/x
K)f(x)=In(x+x*)+/sen(x?)

1) f(x)=1In (sen (x +/x3))

m) f(x) = 1n(4"2‘_156;‘2]

n)f(x)= [sen (%) +In (ZX)] 2

0) f(x) = [cos( tg(2x))] = *"*

p) f(X):eln3x+ln(e3X)+e3lnx

7) a) Justificar que logx =0.4342-Inx y (logx)” =0.4342/x.

b) Justificarque Va>0, a* =¢

x.lna

y (a¥)"=a*.lna

¢) Verificar, aplicando regla de la cadena , propiedades y/o teoremas,

quesi g es la inversade f y f” no se anula en su dominio, entonces:

(fog) (x)=1 Vx donde fog exista y sea derivable.

d) Verificar, aplicando regla de la cadena , propiedades y/o teoremas

que (arctgotg) (x)=1 VX € Dyog.
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8) Calcular (si existe) f’(a) para cada una de las funciones a continuacion:
a)f(x)= 3x+2 ; a=7
b) f(x) = arctg x° ; a=1
c)f(x)= e’* +¢° ; a=0, a=1, a=In\?

d)f(x)=sen3x+cos(x—%)3+3senx ; a=0 ,aZ%, a=1
e) f(x) = 2. In+/x ; a=1, a=10"
f)f(x)=2.\/m ; a=e*,a=¢e* a=1
o) f(x) = /100—x2 ca=-8,a=8,a=0,a=10,a=11
h) f(x) = In(100—x2) ca=-8,a=8,a=0,a=10,a=11

<Indicar V 0 F, justificar: i) a € Df = a e Df".
il) f"(a)=nroreal = a e Df .
iii) Df ~ < Df.

9) Dada f se pide realizar la actividad indicada en cada caso:

a) fx)=sen*(x)+1 ;calcular f"(0)
by f(x)= );j ;calcular £"(2)

c) f(x)=secx+x —2x+In5 ;calcular f"(x)
d) f(x)=Inx. senx ;calcular f"(x)
e) f(x)=2.xe" ;hallar"a" / f""(a)=0

fy fx)=x"+x+7  ;caleular f'(x); f"(x); f"(x); f @ (x); £ (%)
9 f=x ;caleular £/(1); f"(1);0eeenenees fOMm); FO0); F®0)

hy f()=e” -calcular '(x); "(x); F"(x); F@(x)
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10) Analizar la validez de las siguientes formulas para la derivada enésima de las funciones
que se indican a continuacion. (n!=1.2.3.....n; factorial de n)

Sugerencia: en cada caso, obtener las derivadas sucesivas correspondientes an=1, 2, 3,
....... ; registrar las mismas en forma apropiadamente organizada. Buscar un “patron”,
inducir de ello la féormula correspondiente a “n” genérico.

a) f(x)=ek* > fW(x)=k"ek
b) f(x)= an X"+ an.1 X"+ . +arx+a > f®(x)=nlan
¢ fix)=senx > f®(x) =sen(x+nI)
Sugerencia: escribir las derivadas sucesivas como corrimientos de sen x.

11) a) Indicar V 6 F. Justificar la respuesta.
“Si y(X)=e >* entonces y satisface la ecuacién: y”" +y -6y=0"

b) Dada y (x) =A. sen(2x),
determinar A de modo que y”" +3 y=3.sen (2x). Verificar.

c¢)Dada y (x)=e'*, determinar si existe r € R para el cual la
exponencial satisface la ecuacion:
) y'+y-6y=0 [verificar].
i) y7-3y"+2y’=0 [verificar].
iii) y"+ ny + nly =0 [verificar].
iv) y"+mny =0 [verificar].

v) y+nly =0 [verificar].

12) Derivada de funciones del tipo f(x)= a(x)*™ .

Para obtener la derivada de este tipo de funciones es necesario escribir f de modo que
queden “a la vista” las funciones que “la componen”. Para ello:

1°) acudimos a la exponencial, a su inversa (logaritmo), a propiedades de las funciones.
ab = eln(ab): hna fx)= eP(mac
2°) Derivamos  f(x) = e?®-113() " aplicando regla de la cadena.

Aplicando en proceso indicado hallar las derivadas de:

a)f(x) =x* d) f(x)= (Inx)"™
b)f(x) =(senx) ™ e) f(x)= (Inx)™*.senx

¢)f(x) = (cos X) ™ +4x b f)= x*
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13) Conociendo para f y g los datos que se dan en la tabla adjunta, se pide calcular (si
fuera posible) las derivadas que se indican a continuacion:

— T a) (frg) (3) 5 (fg) (3) ; (lg) (3) ; (&) (3)
TERCREE b) (£) (6) ; (1/g)’ (6) ; (£2) (6) ; (FI(E-g)’ (6)
fx) |2 [7] 10 c) Q) si h(x)=c¢e*.f(x)

g | 61010 d) K’3) si h(x) = f(x)/x
gx)[10 2] 6
e) (fog)” 3) ; (of)” (3) 5 (£uf)” (3) ;5 (80g)’(3)

f) (fog)" (6) ; (of)" (6) ; (fof)’ (6) ; (808)"(6)

14) Hallar la funcion derivada de las funciones indicadas a continuacion.

* Analizar relacion entre dominio de f y dominio de f"

* Graficar f y f’. Inspeccionar los graficos y en el caso que f no sea derivable
En x, analizar el comportamiento de la funcion “en x,”, indicar si presenta

algiin comportamiento caracteristico (o mas de uno).

a) f(x)= Inx b) f(x)= In|x| ¢) f(x) = Vx
d) fix)=x*?3 e) f(x)=x|.x f) f(x) =[x .(x-1)
x2+4x ,x<0 x2 —2x ,x>1
8) f(x) = h) f(x) =
x? — 4x , x>0 -1 , x<l1
x? - 2x ,x2>1 2x+4 ,x2>0
i) f(x)= D )=
1, x<l1 2x—-4 ,x<0
1 ,X<0 - X ,x<0
k) f(x)= ) f(x)=
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* La derivada como pendiente de la recta tangente

15) Dada f(x)=x2, C=graff y s larecta secante a C que pasa por el punto fijo
P(1; f{1)) y el punto variable Q(1+Ax; f{1+AX)), se pide estudiar el comportamiento
tendencial de las rectas secantes cuando Ax - 0.

a) Graficar las rectas secantes correspondientes a Ax=2 ; 1.5; 1; 0.5.
Hallar las pendientes de dichas secantes.
b) Graficar la recta tangente a C en P. Estimar graficamente su pendiente.
¢) * Las secantes, ;se acercan a la recta tangente graficada?
* Las pendientes de las secantes, ¢se acercan a la pendiente de la tangente?

?:

16) Dada f por el grafico que se indica a continuacion del texto; se pide:

a) Identificar los x’s para los cuales f no es derivable. Justificar la respuesta.

b) graficar (siexiste) la recta tangente al graff enel punto P de abscisa xo
con xo=-4;-3;-2;-1;0;,1;2;3; 4, 45

¢) Si m¢=pendiente de ¢, rectatg al graff en P, establecer para cada xo en (b) y
leyendo del gradfico, si m; es positiva, negativa, cero o no existe.

d) Analizar y discutir la validez de las siguientes afirmaciones:

1) si m¢> 0, existe un entorno de xo donde f es estrictamente creciente.
i1) st m¢< 0, existe un entorno de xo donde f es estrictamente decreciente.
iii) si m¢=0, existe un entorno de xo donde f(x)=f(x0); Vx del entorno.
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17) Dada f(x) = x3 -27, se pide:
a) hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por f, en los puntos de
abscisa: x1=-2; x2=0; x3=1; x4=3
b) Graficar la funcién y la recta tangente en cada caso.
¢) Analizar y discutir para esta f las afirmaciones del item (d) del ej. 16.

18) Dada f(x)=ax?> +bx+c¢ (a #0), demostrar que cualquiera sean a,by c; la
abscisa del vértice de la pardbola (x,), es el tnico punto donde la derivada de f vale
cero. Hallar la ecuacion de la recta tg. a la parabola, en su vértice.

19) Para f(x)=2x3 -4x*+2x ; gx)=x -4x se pide:
a) analizar continuidad, derivabilidad, ceros y limites para x = .
b) determinar los intervalos 6 x’s para los cuales la recta tg tiene
pendiente: 1) cero; ii) positiva; iii) negativa.
Establecer cual es el comportamiento de la funcién en dichos intervalos.
¢) hacer un bosquejo del grafico de cada funcion.

20) Hallar las ecuaciones de las recta tangente y normal a la grafica de la curva definida por
f, en los puntos cuyas abscisas se indican. De ser posible realizar un esbozo de la curva y
graficar, en el punto indicado la recta tangente obtenida.

a) f(x)= 4x°—x ;X0=1
b) f(x) = (x+2) / (3x-2) ;x0=0
— 2x . —

©) f(x) c » X0 O} Graficarlas en un mismo sistema
d) f(x) = 2% ;x0=0

€) fx) = Inx » X0 1} Graficarlas en un mismo sistema
f) f(x)= logx ;x0=1

g) f(x) = cos (x/3) ;X0=T y X1 =31

h) f(x) = (x* -1) / (4x-3) ;x0=-1
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21) Dada f(x) =4/| x| , mostrar que existe rectatg en P (0; f(0)) aunque no existe
£ (0).

22) Dada f(x) = % X3 +% x2 —x-1, hallar “a” de modo que la pendiente de la recta tg a

la graficade f en P(a; f(a)), sea:
a) m¢=0 b) m¢=-1 ¢) m=5 d) m¢=-2 e) mi=- -

o |\o

23) Dada f (X) =x+sen x, Dom f =[0; 4r] se pide:

a) hallar todos los “a” para los cuales la rectatg. a la graf. f en el punto
A(a; f(a)) sea paralela al eje x. Dar la ecuacion de las rectas tgs.

b) Hallar todos los “b” para los cuales la recta tg. a la graf. f en el punto
B(b; f(b)) tenga pendiente “dos”.

¢) Hallar todos los “x” para los cuales la recta tg. a la graf. f en el punto
P(x; f(x)) tenga pendiente positiva; ;qué esta haciendo f al pasar por P ?

d) Marcar en cada punto y con un pequefio trazo las rectas halladas en (a) y (b).

Teniendo en cuenta (¢) y la continuidad de f, hacer un bosquejo del graf. f.

24) Dos funciones se dicen que son “tangentes en P(x;y)” si sus graficas se intersecan
en P y sus rectas tgs. son coincidentes en ese punto. Hallar a, by c tales que f(X)=x2+
ax+b y g(x)=x>-c, sean tangentes en P(1;2).

* La derivada como razon de cambio

En la resolucion de los ejercicios que se proponen a continuacion se tendran en cuenta las
siguiente denominaciones alternativas del cociente incremental y de la derivada de y =
f(x). (En todos los casos en [ Xo;X] 0 [X;Xo ], segin sgAx)

velocidad media

Ay _V=D)o R . razon media de cambio
Ax  x-x, tasa de var iacion media

var iacion media

velocidad (ins tantdanea )
, d A razon de cambio (inst.)

b fUx,)= D (x,)= lim o
Ax —0 tasa de var iacion (inst.)

var iacion ins tan tanea

» | f'(x,) |=rapidez de variacionde y respecto de x, en el punto x,.
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25) Si L=50+0.001 T da la longitud en cm. de una barra de metal en funcién de T,
su temperatura en grados centrigrados, se pide:

a. Hallar la “razén media de cambio” de L respectode T en un entorno de
To=10 y para AT= 10;5;1.

b. Hallar la razén de cambio (instantdnea) de L respecto de T en
To=10. {Qué observa?, ;porqué?.

26) La masa “m” de cierto cultivo de bacterias crece en el tiempo segun la ley:
m="%t>+10. ([m]=grs.;[t]= hs.).

a) ; Cuanto “aumenta” la masa durante el intervalo de tiempo que va de las 2 hs. de
iniciada la experiencia a las 3 hs.?.

b) Verificar que la variacion media de masa en el intervalo [2; 3] es de 2,5 grs./h
Segun este resultado, ;diria Ud. que en 2 hora y a partir de las 2, el aumento de
masa es de 1,25 grs? Justifique su respuesta.

¢) (Cual es su razodn de crecimiento (inst.) a las 2 hs. ?. Interpretar fisicamente el
resultado.

27) La masa M de un isétopo radiactivo de un elemento quimico estd dada por
M=Moe -kt (k>0) (t=tiempo).
a) Si su ti2=100 (afos), calcular el valor de k.
b) Hallar la velocidad de descomposicion del elemento en funcién del tiempo.
¢) Hallar la rapidez de descomposicion de este elemento para t= 50.
(Qué nos informa este valor? . ;Depende de Mo?; ;de qué forma?

28) Suponga que una poblacion de bacterias se inicia con 500 y se triplica cada hora.

a)/Cual es la poblacion después de 3 hs.? ; ;después de 8 hs.?.
b);Cual es la tasa de crecimiento de la poblaciéon alas 3 hs.? ; ; alas 8 hs.?.

29) Resolver las siguientes cuestiones:

a) Encuentre la razon media de cambio del area de un circulo con respecto a su radio
“r”, cuando este cambiade: i)2a3 ; 1ii) 2 a 2.5 ; i) 2 a 2.1

b) Encuentre la razén instantanea de cambio cuando r = 2.

¢) Demuestre que la razon instantanea de cambio del area del circulo con respecto a su
radio es igual al perimetro de la circunferencia borde del circulo.

30) La Ley de Boyle establece que, a temperatura constante, PV=k (cte positiva).

a) Hallar la razoén de cambio (inst.) del volumen con respecto a la presion.

b) Una muestra de gas se comprime a temperatura constante durante 10 minutos. jEl
volumen disminuye con mayor rapidez al principio o al final de los 10 minutos?
Informar su conclusion, analizar la coherencia de la misma segin contexto.
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* Derivada de funciones numéricas y grdficas

En esta instancia trabajamos con funciones cuyas leyes no estin en forma algebraica sino
como funciones numéricas o graficas.

31) Dadas f y g por su grafico, se pide hallar la derivada que se indica en cada caso. Si no
existe explicar porqué.

PZ
[

a)yu’ (0) siu=f.g ¢) w(4) si w=fog
b) v’(-2) si v="_/g d)z’(-4) si z=gof

32) En los siguientes graficos se ha dibujado una recta tangente a la curva. Estimar su
pendiente. Ser cuidadoso con la diferencia de escalas de los dos ejes.

a) \y b) y
; 7 AN
7 /, \ - <N
° ‘ // \
5 N
- /9 N\
A\ A 9 AN
X 71 N
\' / 2 \
! L o Tk B B F b T
0 f A B <




33) En las siguientes graficas dibujar la recta tangente a la curva que pase por el punto
indicado y estimar su pendiente. Luego estimar un valor para f” (xo).

ALY AY
8 ¥\ g .
/4 A | [ AN
\ sEESIER
/5 / \ E \
ST 1IN [T \
3 \ / N \
2 \ / 2 \
1 ) - § 1 \
O RPBEB 6T F EFFFEFET T
X X
A \
y y
10 ) N
9 / \ 3 \
3 \[ /
S /
A 9 \d /
/14 N 7
3 o Y 2/3/4 5 6 [ x.
2 1
1
0 1 2 3

34) a) Para f derivable en xo, indicar V 6 F, justificar la respuesta:

f(x, +Ax)—f(x,)

i) =1'(x,)+e(Ax) ; con lim g(Ax)=0
Ax Ax—0
ii) Si existe el ; Ay entonces para Ax =0
im
Ax—0
se tiene que AY = fxe) (D)

AX

b) Hallar g(Ax) para:
i f(x)=x%.

i) f(x)=x>.

257
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35) Estimacion del valor de f'(Xo,) para una funcion numérica

x | f(x)

a) Usando (Z) del ejercicio 34 estimar el valor de f(8) parala f 219,57
que se adjunta. Para ello: 31719

4 (5,97

(i) Aproximar f'(8) tomando Ax =-1 (= con velocidad media en [7;8])] 5 | 5,83
(ii) Aproximar f’(8) tomando Ax =1 (= con velocidad media en [8;9]) | 6 | 6,67
(iii) Finalmente tomar el “promedio” entre las dos velocidades medias 7 |8,11
calculadas. (Experimentalmente se comprueba que este 8| 7,51
promedio proporciona una ‘buena’ aproximacion de £'(8) ). 9 [ 5,41

b ) Idem; estimar f'(6). En ambos casos discutir el signo.

36) Calculo de derivadas para el caso de una curva dada por sus ecuaciones

paramétricas
C:< x=ft)
y= g1, tela;b]

Demostrar que si C es grafico de una funcidn; o sea admite una ecuacion cartesiana de la

forma y=¢ (x) entonces ¢'(x) = f‘—xj con t=f1(x)

Sugerencias:

1°) Pasar de paramétricas a cartesiana con la eliminacion del parametro t.
Este proceso consiste en ““despejar t “ en una de las ecuaciones paramétricas,
reemplazar luego con este valor, el 6 los t que aparezcan en la otra.
Si despejamos en la ecuacion correspondiente a x , obtenemos "y en funcion de
x .

x=f) —dowdms U feacny = figt) = | r=£l)  (t=fx)

y=2g@ y=g@ y= g‘(lt) y=9(f*x)) |

v 1
recordar que despejar equivale a, ; Si haclemos
ii aplicar la funcién inversa gof =0

de l1a dada !! tenemos: y = ¢ (x)

2°) ¢(x) = gof'(x);0sea, ¢ resultadelacomposicién de g con £ Teniendo
en cuenta esto, calcular ¢ por aplicacion de la “regla de la cadena” y el
“teorema de la derivada de la funcidon inversa”; demostrar que:

d (x)= —‘;’ij con t=f1(x).
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3.10 Problemas de aplicacion

Problema 1:
Las graficas cartesianas dadas a continuacion representan durante 2, 6 y 8 hs.
respectivamente, la funcion de posicion de una particula P que se mueve sobre una
recta horizontal, durante 8 hs. Para cada intervalo de tiempo dado, se pide:

a) Graficar la trayectoria de P sobre el eje del movimiento.

b) Hallar la ley de la funcién de posicion de P, x =x(z) ; [t]=hs., [x]=mts..

c) Obtener la ley de la funcion velocidad, v = v(?).

d) Describir el movimiento de la particula en el lenguaje coloquial.

* 11 =[0;2]

T

X * Trayectoria 1

.
)

Y x

t X = eeeereeenes ; Vte[ 052] V= vvvneenes 5 Vte[O;Z]
Durante las 2 horas primeras, P estd ...................
R mt. del O y a la (izq.?; der.?) del mismo.

*12 =10;6]
* Trayectoria 2

X = veressens 3 Vtel 052] 1 3 Vtel 052]

L3 e e T N 3 VEe(256] 00 | ceeeeeneene ; Vte (2;6]

P esta .............. durante 2 hs.; luego,

durante las cuatro horas siguientes,

avanza en el sentido del semieje x .......... a razon
de .......... por ........

Alas 6 hs., la posicion de P es x=......... ;  esta
I mts. del punto de partida (x =1)
yala..... del mismo.

1
=T
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*13=10;:8]
* Trayectoria 3
X
’ X
=1 0] 4 -
t
]

........... ; 0<t<2 v 3 02

X = ceeerrnnne ; 2<t<6 V=X e ; 2<t<6

............... ; 6<t<8 eree 3 6<t <8

P esta (parado) durante 2 hs. ; luego, durante las cuatro horas
siguientes, P avanza en el sentido del semieje x (+); a razoén de ( %2 ) mt
por (hora).

Alas 6 hs., la posicion de P es x=(3) y estd a (2) mts. del punto de
partida (x=1), a la (derecha) del mismo.

A partirde las 6 hs.; P avanza en el sentido contrario al del semieje x

.......... ; a razéon de .........mts por ............
Alas 8 hs., la posicion de P es x=......... y esta a ............ mts. del
punto de partida (x=1); a la......cccc....... del mismo.

Problema 2:

Sea x= kt (k<O; t>0) la funcion de posicién de cierta particula. Se pide:

a) Si la particula se mueve sobre un eje horizontal graduado en la forma habitual,
graficar la trayectoria de la particula sobre el eje de movimiento, en el
intervalo de tiempo [0; 6].

b) Calcular la vy en el intervalo de tiempo 2 a 2 + At.

¢) Calcular la velocidad (inst.) “v” ent = 2. Interpretar fisicamente el resultado.

d) Indicar V o F, justificar:

Si x=kt: keR entonces v=vm = k

e) Graficar v versust. Dar la ley de a =a(?), sicon “a” indicamos el area
entre la graficade v y el ejet en el intervalo [O;t].

f) Indicar Vo F:
“el area de la region entre el graficode v y el ejet en el intervalo [0;t]
coincide, en valor, con la posiciéon de la particula al instantet”.



Problema 3:

Dos automovilistas A1 y A2 se encuentran sobre una misma ruta. A1 esta en la ciudad

C (sobre esa ruta) mientras que A2 estda a 50 Km. de C. Ambos parten al mismo

instante y en el mismo sentido, pero el que esta en C lo hace a una velocidad constante

de 100 km/h mientras que el otro lo hace a 75 km/h. Se pide:

a) contruir, al efecto de representar el moviendo de ambos automovilistas, un
sistema de referencia asimilando la ruta a una recta horizontal ; hacer esto
tomando C como origen del sistema y el sentido positivo del eje hacia la derecha.

b) para cada una de las situaciones a continuacion, bosquejar la trayectoria de ambos
automovilistas sobre el sistema de referencia (para cada caso, construir un sistema
como el indicado en (a)). Decidir luego, por simple inspeccion y si no cambian
las velocidades, si A1 y A2 pueden llegar a cruzarse en algun instante:

bl) A 2esta a laderecha de Al; y ambos parten hacia la derecha.
b2) A 2estd a la izquierda de Al; y ambos parten hacia la derecha.
bl) A 2estd a laderecha de Al; y ambos parten hacia la izquierda.
b2) A 2estd a la izquierda de Al; y ambos parten hacia la izquierda.

¢) dar la ley de la funcidn de posicidn correspondiente a cada movil y para cada una de
situaciones descriptas en el item (b),

d) hallar (en cada caso y si existe) el instante en que se cruzan; a que distancia de C.

e) para cada una de situaciones en el item (b), y en un mismo sistema cartesiano
ortogonal, realizar el grafico cartesiano de la funcion de posicion correspondiente
a Al y A2. Comprobar si los resultados algebraicos coinciden con los gréaficos.

Problema 4:

Si x =3 t? es la ley de movimiento de cierta particula durante 1 % hora, si a partir de
alli comienza a moverse con velocidad constante e igual a la que tiene en ese instante.
a) ,cuantos km se desplaza (a partir de alli ) en 1 h?
b) (cuantos km se desplaza en total, en las 2 % hs?

Problema 5:

Una pelota se lanza hacia arriba desde el suelo. Si la direccion positiva del eje del
movimiento se toma hacia arriba, la funcion de posicion para la pelota es:
=-16t*+64t ; t>0 ; [y]=pies; [t]=seg. Se pide:

a) la trayectoria de la pelota (tomar un eje “vertical” como eje del movimiento)

b) la grafica cartesiana de y=y(t) y de lavelocidad v(t) =y’ (t)

¢) la velocidad instantdnea al término de 1 seg. ( la pelota: ;sube o baja?)

d) la velocidad instantanea a los 3 seg. (la pelota: ;sube o baja?)

e) el tiempo que hace que la pelota fue lanzada si, como dato, nos dicen que la
“rapidez” de la misma en ese instante es de 32 pies/seg . (;puede dar esta
respuesta?; jporqué?. Si le dieran otro dato, ;podria hacerlo?; ;cual?.)

f) velocidad inicial y velocidad final (al tocar el suelo)

g) Verificar que el instante en que la pelota alcanza la altura maxima es aquel
donde la velocidad se hace “cero”. ;Es esto casual o tiene una explicacion
“fisica”? . Explicar la respuesta.
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Comparando los graficos de la funcion de posicion y de la velocidad, completar las
siguientes afirmaciones:
(I) la pelota “sube”; osea, avanza en “el sentido” del semigje ............

en el intervalo de tiempo donde v .......... 0 (;mayor, menor o igual a cero?)
(IT) la pelota “baja”; osea, avanza en “el sentido contrario” al semicje
............ , en el intervalo de tiempo donde v .......... 0.

Problema 6:

Atendiendo a las leyes de la Fisica, existen dos ecuaciones posibles para representar la
funcion de posicion que modeliza el fendmeno de un cuerpo que cae del reposo,

M y=16¢; () y=-16t ;  [y]=pies; [t] =seg.
(Porqué sucede esto?. Porque para modelizar cualquier fendmeno es necesario
establecer un sistema de referencia; luego, segun el sistema que se elija las ecuaciones
resultantes, aiin cuando describan el mismo fenémeno, pueden ser distintas.
Si se deja caer una pelota de un edificio de 256 pies de altura, se pide:

a) Para los graficos que se adjuntan, construir respectivamente el sistema de
referencia para el cual se obtiene la funcion (I) y la funcién (IT) . Dar
en cada caso el dominio natural de la funcién; analizar si en ambos casos
y = distancia de la pelota al techo del edificio al instante ¢.

b) Para hallar el instante en que la pelota toca el suelo, ;puede usar s6lo una de
las ecuaciones o puede usar cualquiera de las dos?. Justificar la respuesta.

¢) hallar vi y vi , velocidad de la pelota para el caso (I) y (II) respectivamente.

Calcular vi (2) yvu(2)y explicar porqué ambos valores informan lo mismo
aun cuando tengan signos contrarios.

@ y= 16t D) y=-16t




Problema 7:

Para una particula P que se mueve sobre un eje vertical las graficas adjuntas representan,
respectivamente, la funcion de posicion y = y(t) y la velocidad v = v(t) de la misma.

[t]=seg.; [y/=m; [v]= m/seg.

Al respecto se pide:

‘y 2 a) Ley y dominiode v e y.
* b)Verificar que v= y’(®).
¢) Dibujar la trayectoria de P.
/ \ 1
t
=l 4 7'
AV o
d) Indicar V 6 F;  justificar
respuesta.
; di) si v> 0 entonces P avanza en

el sentido del semieje positivo.
dz) si v < 0 entonces P avanza en

el sentido contrario al del semieje
positivo.

d3) en el instante en que v=20; P

cambia el sentido del movimiento.

Repetir el ejercicio anterior
para el caso que los graficos
dey=y@® y v=v() sean los
que se dan a continuacion.

Previo a contestar los V 6 F,
graficar la trayectoria de la
particula (igual que antes en
un eje vertical).
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Problema 8 :

Una particula se mueve a lo largo de una linea recta horizontal de acuerdo a la
siguiente ley de movimiento: x =263 -4t +2t—1; t>0.

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en los ejercicios anteriores en cuanto a la
relacion entre el signo de la velocidad y el sentido del movimiento, se pide determinar los
instantes en que la particula se esta moviendo hacia la derecha o hacia la izquierda, y cuando
cambia de direccion. Analizar luego si el grafico que se adjunta es una buena
representacion de la trayectoria de la particula.

t=2
............................................. D P YT PRIITY ALLLILTLrY 3
Lk ST
t=0 Qeeeeennne JE— »t=1/3
: : . >
-1 -19/27 0 1 2 3 x@®

Problema 9:

Una pelota se empuja hacia abajo sobre un plano inclinado 30° respecto de la horizontal.
Si la posicion de la pelota sobre el plano inclinado en funcion del tiempo viene dada
por x=24t+10t2 con“x” enpiesy “t” ensegundos, se pide:
a) Construir un sistema de referencia (el mas apropiado al caso) y dibujar sobre el
mismo la trayectoria de la pelota si la misma se empuja hacia abajo cuando estd a
10 pies del piso.
b) Hallar la velocidad (inst.) de la pelota durante su recorrido sobre el plano.
¢) Hallar #r (instante “final”) ; o sea, cuando la pelota llega al piso y cambia la ley
de la funcion posicion.
(82
B A s
S
'u'_;a "

ey -"."-‘I':'.":: |10 p

A o . Y

L ¥

309 \

Problema 10:

Se demostré que el producto n.( 0 +273)* es constante para liquidos con viscosidad
“n” a una temperatura “0” . Si la constante es “k”, hallar la razén de cambio instantanea
de la viscosidad en funcidn de la temperatura.

Problema 11:

Una féormula empirica que da la relacion entre la presion de vapor “p” y la temperatura
“0” es: logp=a+ba?-cp? ; a, B eR”

Hallar la variacion instantdnea de “p” en funcion de “0”. ;Cual es tal variacion si 6 = 0?

b
73T

(Qué podria decir de “p” para 8 = 0; si ZC fuera mayor que 1?
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Problema 12:

Para x> 1; qué aumenta mas rapido: ;, x o logx?

Problema 13:

Hallar la velocidad de un movil en el momento de partida (t=0); si el mismo se mueve

seglin la ley: X=a e’ cos(2rt)

Si todas las constantes que intervienen son positivas: jqué signo tiene la velocidad al
momento de partir?; ;qué nos dice este signo en cuanto al movimiento del mévil ?.

Problema 14:

La siguiente funcion da la cantidad “x” de una cierta sustancia formada a partir de dos
reacciones unimoleculares consecutivas, segun el tiempo “t” transcurrido desde el inicio

. -kt k -kt
de las reacciones: x=1+-—2—¢e™" -1 ¢

Con ki1 y k2 constantes propias de la reaccion, ambas positivas.
Hallar la velocidad a la que cambia “x” en funcién del tiempo, x(0) y limx.
t—+0

Hallar x (0) y signo v =x"(?) (velocidad de variacion de la sustancia en cada instante
t), hacer esto para el caso que ki > k2. Con el dato obtenido, ;qué se puede concluir
respecto de x ?, ;, se puede hacer un bosquejo del graf. x?

Problema 15:

Si un tanque contiene 5000 Is de agua, la cual drena desde el fondo del tanque en 40
minutos, entonces V (volumen que queda en el tanque después de t minutos) es:

2
V= 5000( 1 _i] (ley de Torricelli )
40

a) Hallar la razén de drenado después de 5, 10, 20 y 40 minutos.
b) Hallar la rapidez de drenado después de 5, 10, 20 y 40 minutos.
¢) (/Cuando fluye mas rapido? ;Y con mayor lentitud? ;Es esto razonable?.

Problema 16:

La ley de los gases para un gas ideal a la temperatura T (en Kelvins); la presion P (en
atm.), con un volumen V (en litros) es,
PV=nRT (n =n° de moles del gas, R=0,0821)

Las variables de estado P; V; T varian con el tiempo; o sea, P=P (t) ; V=V(t) y
T=T (t). Si en cierto instante t, conocemos que:

- P =80atm. y aumenta arazon de 0.1 atm/min.

= V =10 litros y disminuye a razén de 0,15 1/min.
Se pide hallar la razén de cambio de T respecto al tiempo en ese instante, si n = 10.
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Problema 17:

Un cable de 8 cm de longitud no es “homogéneo”; es tal que la masa entre su extremo
izquierdo y un punto a “x” c¢cm a la derecha del mismo es de x3 grs.

|<—xcm —>|
[ — |

g
— ~

la masa es x> grs

a) ;Cual es la densidad media del segmento de 2 cm ubicado en el medio del cable?

b) (Cual es la densidad en el punto que estd a 3 cm del extremo izquierdo del cable?
Problema 18:
El peso en gr. de un tumor maligno en el momento “t” es W(t) = 0,2 t> - 0,09 t, con t
medido en semanas. Hallar el indice de crecimiento del tumor para t = 10.
Problema 19:
Una ciudad es golpeada por una epidemia de gripe asiatica. Las estimaciones oficiales
son que el namero de personas enfermas de gripe ”t” dias después del comienzo de la
epidemia esta dado por: P(t) =120t2 -2 t3 siendo 0<t<40.
(Cuadl es el indice de difusion de la enfermedad en t=10,t=0, t=40y t = 50?
(Cuando se termina la epidemia?. Interpretar los resultados.

Problema 20:

Las aristas de un cubo variable aumentan a razén de 3 cm/segundo. ;Con qué rapidez
aumenta el volumen del cubo cuando la arista tiene 10 cm de longitud?.
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3.11 Trabajo Practico: Método de Newton

Objetivo : determinacion de los ceros de una funcion.

Dada y=f(x) el Método de Newton permite obtener raices o ceros de f.

La utilidad de este método radica en que permite estimar raices en el caso que no se puedan
obtener con los métodos tradicionales del algebra. Por ejemplo si queremos resolver la
ecuacion x +e* =0, luego de algunos intentos veremos que esto es imposible de hacer si
nos limitamos a realizar s6lo manipulaciones algebraicas.

El Meétodo de Newton consiste en esencia en un
proceso recursivo a partir del cual se genera una y
sucesion_de puntos que se van acercando, cada veg
mds, al cero_buscado.

Asi, normalmente, este método no proporciona el valor
exacto del cero, sino uno aproximado

La generacion de la sucesion de puntos que aproxima
al cero, esta basada en un concepto fundamental del
calculo diferencial, el de aproximacion lineal ; es decir,
en que, “toda curva suave, en las proximidades del

tangente ”.
Acorde a este principio el cero de la recta tangente debe
estar proximo al de la funcion, pudiéndose asi tomar

Vi
uno por otro. / '

* Meétodo de Newton: ; x*? /| f(x*) =0

1) Eleqir una aproximacion inicial, etiquetarla x;.
En este paso apoyarse en el graf f o teoremas aplicables al caso (ej: Bolzano).
2) Obtener t1 rectatg en Pi(xy; f(xr)): t1(x) =f"(x1) (x-x1) + £ (x1)
3) Hallar x= ti nejex; etiquetarlo x:
. — — f(x1) _ S(x1)

2> fx)(x-x)+tf(x))=0 2> x= x; Fx) 2> x2= Xy Fx)
4) Obtener t2 rectatg en Pa(xz; f(x2)): t2(x)=f"(x2) (x-x2) +f(x2)
5) Hallar x= tonejex; etiquetarlo x;

> T (o) 1) =0 > =[5 = S0

*;Hasta cudndo se siguen generando puntos ??. ;;cudndo termina el proceso??

En el caso que el método “converja”, es decir, que la sucesion de puntos tienda a

un valor limite, se presentan dos situaciones:

a) que en cierto momento los puntos comiencen a repetirse:
Xn = Xntl =Xn+2Teeeeeeannnn. = a4 ; en cuyo caso, X*=a.

b) que no se repitan pero la distancia entre dos puntos consecutivos tienda a cero
al aumentar n, | xu-xs+1| 20 . En este caso, para n “grande”, cualquier x,
de la sucesion esta proximo a x*; luego, tomamos x*= x, (con n*‘grande”).
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Plan de trabajo (para labusquedade x* / f(x*) =0, con el Método de Newton):

1) Detectar un intervalo donde pueda estar x*; elegir una aproximacion inicial, x;.
2) Obtener la sucesion xj, X2, X3, X4, X5,..... a partir de la formula de recurrencia
que los genera. Trabajar en Excel.

X> Férmula de recurrencia para los x; :

A partir de calcular los ceros de las dos primeras rectas tangentes generadas al aplicar
el método, se observa la existencia de cierta “regularidad” en la forma de célculo
de los mismos. Asi, generalizando lo observado, se concluye la siguiente formula para
f,(x”) ; neN

S (xn)

el calculo de los puntos de la sucesion:  xp41 = x5 —

X> Programacion de la formula en Excel (Ejemplo: fix) =x*-2 ; f(x)=2x)
1) Introducir en la celda A1, el x; elegido para el caso. (ej: x;=2)
2) Escribir en la celda A2 la formula para calcular x;.

A2 - £ =A1-([POTENCIA[ A1 2-2)/(27A1))

3) Generar las siguientes aproximaciones X3, X4, Xs,...., Xn _arrastrando” A2 .
’ ’ 9 9

3) Informar un valor aproximado de x* cero de f.
Cualquiera de los x, obtenidos con la formula de recurrencia da una aproximacion del
cero buscado. Normalmente esta aproximacion serd tanto mejor cuanto mas grande sea
n. Asi, y porej., tanto x;5 como X290 dan una aproximacion de x*; pero xz9 da
una mejor aproximacion que Xjs.

ACTIVIDADES:

Actividad 1:

Usando el Método de Newton y Excel, hallar una aproximacion de x*=-/2 .
Para ello tener en cuenta que x* es un cero de f{x) =x7 - 2.
Discutir el resultado hallado sabiendo que con otro utilitario se obtuvo

2 = 1.414213562373095048801688.

Actividad 2:
Hallar x* o una aproximacion de x* , unico cero de f{x)=x° +4x? - 10.

Actividad 3:
Usando el Método de Newton con x; =20, hallar un cero de f{x) = x* - 169.



4— Aplicaciones de la Derivada

En el CAPITULO 3 vimos el concepto de derivada; en particular definicion, reglas de
calculo e interpretacion fisica y geométrica de la misma. En este capitulo nos ocupamos de
sus aplicaciones; o sea, de ver donde, cuando y/o porqué resulta apropiado acudir a la
derivada al efecto de resolver un problema.

Al respecto veremos dos problemas clasicos a los que da respuesta la derivada:
Parte L.- “valores extremos” de una funcion (> “estudio de funciones).

Parte I1.- “aproximacion” de una funcion por otra mds simple; en particular:
lineales o polinomicas ( polinomios de Taylor )

Parte I - Aplicaciones de la derivada al “estudio de funciones”

La interpretacion de la derivada como pendiente de la recta tangente al graf f proporciona
informacion acerca de la propia f (comportamiento en Df, existencia de extremos, etc)
permite hallar “técnicas de graficacion” que faciliten el trazado de su grafica. Asi, el
objetivo en esta instancia es ampliar las técnicas vistas en caps 1 y 2 para poder estudiar y
graficar cualquier tipo de funcion que se presente.

» Dada f con formula y =f{x), hasta ahora podemos determinar:
a) dominio natural de f =Df
b) continuidad de f en Df. (= saltos y/o agujeros en el graff).
c¢) derivabilidad de f en Df. (= ptos angulosos en el graff ).
d) cerosde f (f(x)=0), o intervalos que contengan ceros de f (Bolzano).
¢) simetrias (par o impar) o periodo ( si fuera periodica).
) asintotas: vertical ( Jim f(x)=x) yl/o horizontal ( fim f(x)=L).

X—>Xo x—+o

g) acotacion ( Jim f(x)=% y/0 [im f(x)=© = noacotada).

X—>Xo x>t
» yen general, todavia no podemos:
1) determinar donde crece o decrece f; o sea, intervalos de monotonia.
2) detectar extremos (mdximos y minimos*), su valor.
3) determinar donde f es cdncava (convexa); o sea, curvatura del graf. f.

4) graficar f (> dar cotasde f; Im [ )

Los problemas sefalados en 1, 2, 3 se resuelven por medio de la derivada, concepto ahora
conocido. Estamos entonces en condiciones de resolver las cuestiones indicadas en estos puntos
y asi, juntoa las indicadas en los puntos a,b,....., g, resolver finalmente el punto 4; o
sea, graficar f .

* Mdximos y _minimos: “absolutos’ vy ’relativos’.
Hemos definido y trabajado ya el concepto de “extremo absoluto” pero este
concepto no basta a los efectos de llevar a cabo el estudio de una funcion.
A tal fin necesitamos distinguir dos tipos de extremos: “absolutos” y “relativos’.
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Definiciones:

Extremos

absolutos
f:-D>R

Observaciones:

» M.: méaximo absoluto de f en D. [mayor valor que toma f en D].
Maes max.ab.de fen D < (1) f(x) « Ma, VXxeD
2) 3 ceD / Ma=f(c)

» ma.: minimo absoluto de f en D. [menor valor que toma f en D].

ma, esmin.ab.de fen D < (1) f(X) > ma, Vx €D

(2) 3deD / m.=f(d)

e Py pto de méaximo ab. = graff todo ‘por debajo’ de t, recta tangente en Pwm ;
¢ P pto de minimo ab. 2 graff todo ‘por arriba’ de t, recta tangente en Pm .

Yy
M, @---eeeeeee /Pﬁ\ t
f (x1) = M,
f(x2) =m; ¢
ma, < .
> >
X

En el grafico Ma y m, se corresponden, respectivamente, con la cumbre més alta y el
valle mas profundo. Puede suceder, como aqui, que exista una cumbre més baja; o sea, un

Extremos

relativos
f:D>R

Observaciones:

* Los extremos

M: es max. relativodef < (1) f(x) £ M:, V x € E(x1) D
2) M:=1f(x1)

m: es min. relativodef < (1) f(x) z2m:, Vxe E(x2) "D

() m:=f(x2)

absolutos son relativos. Asi en lo que sigue, y en un principio, el

objetivo sera buscar extremos relativos. Luego veremos como hallar los absolutos.
* Es facil apreciar que en los puntos del grafico donde se producen extremos (abs. o
relativos), la recta tangente es paralela al eje x ; o0 sea, con pendiente cero.
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TEOREMA 1 (TEOREMA DE FERMAT)

Dada f definida en [a; b] tal que:
a) tiene un extremo relativo en x, € (a; b)
b) existe f'(Xo) ; entonces, f'(Xo)= 0

Si f'(xe) #0 entonces es positivo o negativo. Analizamos cada caso.
1°) Suponemos f'(xo) >0 :
. fx)-f(xy) _ -
por (b), f esderivableen xo = |im ———— > = f"(X0) >0 ; luego,
X—Xq — %o

por Teo. conservacion del signo, existe un entorno de x, donde el signo del
T =1(x,) >0 ; VxeE*(X).

X

cociente incremental es positivo:
Entonces:
Lx<xo = X-%X<0 = f(x)—f(X) <0 = f(x) <f(x0)

L x>xXo= X-X0>0= f(x)—f(X0) >0 = f(x) > £ (x0) H

(O] S S
N

-
>

[ x Xo x

= en X, no hay extremo. ( graff por debajo y por arriba de y =1f(xo) ).
Esto contradice (a), luego es ABSURDO; concluimos asi que f’(x,) * 0.
2°) Suponemos f'(xo) <0. Idem (1°)llegamos a una ABSURDO; luego £’ (x,)<0.

Conclusion:
f'(xo) no es positivo, no es negativo y existe, entonces f'(xo) = 0 (q.e.d)

Observacion 1:
Probada la verdad de p= q, investigamos la verdad de su reciproca:

> directa: p =(q; fderivable en x, Aen x, hayext. = f'(x,)=0 (V)
%/_/
P q

» reciproca: ¢;q = p? : NO. “f'(xo0) =0 % en X, hay extremo”. (F)

Contraejemplo: f(x) =x>; £(0)=0 y en x,=0 no hay extremo de f.

Observacion 2: en los puntos donde hay extremo y existe derivada, porel Teo 1,
f'(X0) =0. Como f(xo)=m: = m:=0. Luego, en los puntos de extremos la
recta tangente es paralela al ejex y la ecuacionde t es: y =f(xo).

Observacidn 3: los extremos pueden estar en puntos donde no existe la derivada.

A

. . . y
Por ejemplo: f(x)=|x|; f'(0) noexiste y f tiene un

minimo (abs.) en x0=0.

| x|
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4.1 Teoremas del Valor Medio del Calculo Diferencial

Las funciones continuas y derivables en un intervalo cerrado y acotado presentan una serie de
propiedades que sirven de sustento a varios teoremas del Calculo Diferencial (e Integral). Al
respecto uno de los resultados mas importantes del Calculo Diferencial es el “teorema del
valor medio” (TVMCD o de “Lagrange™). El titulo de este parrafo hace referencia a 10s
teoremas dado que la demostracién del TVMCD se basa en un caso particular del mismo,
el que se conoce como “teorema de Rolle”. A su vez, el TVMCD se generaliza en el
teorema conocido como “teorema de Cauchy ”. De alli entonces que se hable de “los”
teoremas del valor medio pues en definitiva, y al respecto, hay tres: Rolle, Lagrange y
Cauchy.

Rolle (1652-1719) demostrd una propiedad de las curvas A
continuas que era considerada “evidente” por los

matematicos de la época, tanto que la usaban en sus
trabajos sin ninguna duda acerca de su validez. Esta
propiedad es la que luego usa Lagrange para demostrar
el TVMCD.

¢ Qué era tan evidente para los matematicos de la época?:
que si una curva era continua y suave en [a;b], y f(a) =
f (b), debia existir al menos un punto donde la recta
tangente fuera paralela al eje x (me=0). . . .

TEOREMA de ROLLE (teorema 2)

Hip) Sea f definida en [a;b] tal que:
a) fcontinua en [a;b]
b) f derivable en (a;b)
c) f(a)=f(b) ;

Tesis) existe ¢ € (a;b) tal quef'(c)= 0

Demostracion: consideramos dos casos:
»>Casol: f(x)=k ; Vxel[ab] -2 f=funcion cte; luego,
f'(x)=0 Vvx e (a;b); luego, cualquier x’s puede tomarse como c.
> Caso 2: f = funcion cte

T. Wiertrass
~—
f continuaen [a;b] =  existenMa y ma de f en [a;b] =
e cxiste x7 en [a; b] tal que: Ma=f(x1)
e cxiste x2 en [a;b] tal que: ma= f{(x2)
Analizamos si al menos uno de estos puntos cae dentro del intervalo (a;b). Por el

ABSURDO, si porej., x1=a Yy X2 =>b entonces,

hip. (¢)
——

Ma=f(x1)=f(a) = f(b)= f(x2) = ma= Ma=ma= Kk = f(X) =k ;Vxe[a;b]
( ABSURDO pues, por hip. Caso 2, f(x)=k).

Supongamos que x1 € (a; b); tenemos entonces que,
(@) [ f(x1)=Ma]> f tiene un extremo en x1 € (a; b) Teo.
(b) [ fderivable en (a;b)]> existe f(x1) F:? f(x1)) =0

Luego, hemos hallado ¢ (e=x1) tal que f(c)=0 (q.e.d)
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Interpretacion geométrica del Teorema de Rolle.

p t
t: rectatg. en P (c; f(c)) 2 mi=f"'(c)= 0. '

O sea, y como dijimos, Rolle demuestra una propiedad “intuitiva” C
hasta aqui: que para toda curva continuay suave existe ¢ donde

t, la recta tangente en P(c; f(c)), es paralela al eje x . Q§ +
Observaciones: a c b«

Lagrange expresa esta propiedad de otra forma; logra asi
"ampliar” lo observado por Rolle.

(Que dice Lagrange?: que para toda curva continua y suave; dada
s, una secante cualquiera a la curva, siempre existe ¢ tal que t,
recta tangente a la curva en P(c; f(c)), es paralela a s (t//5).
(Asi, Rolle pasa a ser un caso particular de Lagrange, aquél donde
s es paralela al eje x ).

En cualquiera caso, “c” parece estar donde la distancia entre P(x; f(x)) y Q(X; s(x))
(sobre la curva C'y la secante s, respectivamente), es mdxima.

Esto sugiere un camino para demostrar lo observado por Lagrange: construir una funcioén
“d”, que evalue la distanciaentre Py Q al variarx en [a;b], buscar luego el maximo
de esta funcidn y ver si alli esta el punto buscado.

Por definicion de distancia entre puntos: d= d (P; Q) =] flx) - s(x) |:

* como el signo de d no afecta la resolucion del problema, para simplificar tomamos:
d (x) = fix) - s(x).

* hallamos la ecuacion de s, recta que pasa por A(a; f(a)) y B(b; f(b))

f(b)-f(a)

s(x) = f(a) + ms (x — a), con ms = b

* reemplazamos, y obtenemos finalmente la funcion auxiliar d-

d(x)= fix)-s(x) = [dx) = flx)- fla)- ms(x-a).

TEOREMA del VALOR MEDIO 6 de LAGRANGE ( TVMCD-teorema 3)

Hip.) Sea f definida en [a;b] tal que:
a) f continua en [a;b]
b) f derivable en (a;b)

f(b)-f(a)

Tesis) existe ¢ € (a;b) tal que, f'(c)= b—a

% En términos geométricos: ¢ talque, m¢= ms con t: rectatg en P(c; f(c))

Demostracion: (teniendo en cuenta lo analizado en la pagina anterior)

Para demostrar este teorma nos apoyamos en la funcion auxiliar d(x) = f(x) — s(x) y
replanteamos la tesis en términos de dicha funcion:

“existe ¢ € (a;b) tal que d tiene un extremo en c”.
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Por el Teorema 1, esto ultimo se puede probar mostrando que,

“existe ¢ € (a;b) tal que d"(c)=0".

La ecuacion d” (¢) = 0 no se puede resolver algebraicamente; asi, para resolver esta ecuacion
debemos acudir a resultados tedricos; en este caso, al teorema de Rolle.

Analizar un teorema requiere evaluar que se cumplan las hipotesis del mismo. Luego,
procedemos a analizar si d(x) = f{x) — s(x) cumple las hipdtesis de Rolle:

f(b)-f(a)

s(x) =f(a) + ms (x — a), con ms = P

> A =f9) - s(0)
> A =f() - f@) + ms (x - a)

a) d (x) = flx)-s(x) = d es restadecontinuas en [a;b] = d continua en [a;b]
b) d (x) = fix)-s(x) = d es resta de derivables en (a;b) = d derivable en (a;b)
¢) ¢ d(a)= d(b)?: SI

d(x) = fx) - fla) —ms(x—a)

d(a)= fla)—fla) —ms(a—a) = 0
d(b) = flb) - fla) —ms(b—-a) = fib)—fla) —[fAb)-fa)]= 0 }d(a)=d(b)

“existe ¢ € (a;b) tal que d"(¢)=0 " (1) .
d(x) = f{x)—fla) —ms(x—a)
d'(x) = f(x) —ms
d’(c)= f(c)-ms (¢) — me= (c) =
M d" (@)= 0 }:> fl)-ms=0 = f(c)= ms

S )= L= (q ey

NOTA: probamos también que existe ¢ € (a;b) talque m:= ms = tal que t//s.

Ejemplo I: dada f(x) =x*; Df=[-1;2] hallar ¢ €(-1;2) tal que t//s.

2 . 4 /-
fo=x*; f=2x A
e? lee(-1;2) y me=ms 3 /

. _ f(b)-f(a)
fle)="— " | /
2o = S(-S(-1) ’\ t
2+1
_ 4-1 — — 1 i 3
2¢ = 3 = 2c¢c=1 = c=Y% 1 /




Ejemplo 2 : dada f(x) = | x|; Df=][-1; 2] hallar ¢ €(-1;2) tal que t//s.

f,(x)z{-l ; (-1; 0]
LN (U]

ie?/ ce(-1;2) y mi= ms

(5]

f(b)—f(a) _ f(2)-f(-1) _ 2-1
b-a 2+1 3

W | —

« fx)#5 5 Vxe(l;2) 1

(Contradice esto el TVMCD? : no, pues en este caso f no es derivable en cero; o
sea, f no cumple una de las hipdtesis, por lo que no tiene porqué cumplir la tesis.

Ejemplo 3: (Interpretacion fisica del TVMCD)

ElI TVMCD aplicado auna x =f(¢), funcion de posicién de una particula que se desplaza

con movimiento rectilineo, dice que existe al menos un instante donde velocidad
instantanea y velocidad media, coinciden.

, f(b)—f(a)

AL

v (c) = vm[a,b]

[x=f1) —v=x"()=f(1)]

Hallar ¢ del TVMCD para x = -/t, te[0; 100]; [x]=cm; [t]=seg

X=f(t)— v=f(t)= ' (velocidad instantinea); v, =7V =S(0) _¢
t

2./t 100-0 ’

v(c)= v [0; 100] = ﬁ= 0,1 = ¢=25 (seg.) [v.inst. = v.media = 0,1 cm/seg] .
Cc

TEOREMA de CAUCHY (teorema 4)

Hip.) Sean f'y g definidas en [a;b] tal que:
a) fy g continuas en [a;b]
b) fy g derivablesen (asb); f(t)=0, Vte(a;hb).

g(c) _ g(b)—g(a)
f(c)  f(b)-f(a)

Tesis) existe ¢ € (a;b) tal que,

Si fy g se piensan como las funciones que definen una curva dada en forma
paramétrica, el teorema de Cauchy dice, en esencia, lo mismo que el de Lagrange: que
existe un punto de la curva C donde la recta tangente es paralela a la secante.
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O sea, Cauchy es la version de Lagrange para C dada por ecuaciones paramétricas:

x=f(t); telab] 74

y=g@®; telab]

t=a3 Xa =f(@) % A(xa;ya)

ya=8(a)

xb =f(b)- B (xv;0)
yb=g(b)

t=>b

g8 (1) -1

; t= .
£ (t) [ (x)
Luego, si aplicando Lagrange a ¢ hallamos que existe w € [ Xa; Xv] tal que,

0'(x)=

O(xp)=(X,) _8.f ' (xs)-8.f'(x,) _ g(b)—g(a)

P —x, X, — X, WIOEOMN
Porotro ladosi ¢=f7(w) entonces @ (w)= g"(c) 2)

S (c)
De (1) y(2): &(¢) - 8&(b)=gla) 4

f(e)  f(b)-f(a)

Observaciéon: el teorema de Cauchy se usa, entre otras cosas, para demostrar la
Regla de L’ Hopital para el calculo de limites indeterminados.

4.2 Formas Indeterminadas y Regla de L Hopital

En capitulos anteriores hemos visto como en el calculo de limites aparecen “formas

indeterminadas” (% ; 2 y otras), las cuales, hasta ahora hemos resuelto mediante
o0

manipulaciones algebraicas. Sin embargo no todas las formas indeterminadas se pueden
resolver acudiendo al algebra. Esto resulta particularmente cierto en el caso que se hallan
implicadas funciones trascendentes, o ambas: algebraicas y trascendentes .

2x
Por ejemplo, el limite [im produce la indeterminacion Q.
x—0 0
Para resolverlo acudiendo a manipulaciones algebraicas podemos distribuir X, obtener:
e’ 1
lim — =, lo que produce la indeterminacion oo — oo .
x>0 X X

O sea, nos encontramos ante un caso que “la indeterminacion” no se puede “romper” con soélo
manipulaciones algebraicas.
Para resolver este tipo de limites, introducimos un teorema conocido como “regla de L "Hopital”



f(x)

el cual establece que bajo ciertas condiciones el limite del cociente se halla determinado

f'(x)
g(x)’
De L'Hopital (1661-1704), el cual lo publico en 1696.

Si bien el teorema es esencialmente uno, se demuestra de distintas formas seglin sea el tipo de

indeterminacién de que se ocupa. A continuaciébn enunciamos y damos ejemplos de los
distintos casos pero omitimos las demostraciones por estar fuera de los objetivos de este libro.

porel limite de Este teorema recibe el nombre en honor del matemético francés G. F.

TEOREMA 5 : Regla de L'Hopital - Caso %

(Caso % cambiando apropiadamente el dominiode fy g)

Hip) a) f y g derivables en (a; b), excepto a lo sumoen ¢ € [a;b].
b) g'(x) #0; Vx € (a;b) donde g sea derivable.

¢) lim M produce la forma indeterminadas 0
xoec &(x 0
& sim L- L (LeRr)
xoc &(x)
Tesis) lim M = lim M

x—oc 8(x) x—oc 81(x)

Observaciones:

1) El teorema es valido si todos los limites son por derecha (o por izquierda) .
Esto implica que ¢ puede ser a 6 b.

2) La Regla de L'Hopital también es cierta si x crece (o decrece) sin limites; o sea,
si x> + o 6 x2>- 0. Por supuesto en este caso sepide fy g
derivables en (k;+o ) 6 (-;-k) con k constante positiva.

3) La Regla es valida si se sustituye L por (+0 ) 6 (-0)

4) La Regla de L'Hopital (con todas las variantes indicadas en 1-2-y 3) también se

. . . o8} . .
aplica a la forma indeterminada — en cualquierade sus posibles formas:
o0

+o +00, —0, —©
40— 4w —oo
Ejemplos forma indeterminada % 6 2
o0
0
2x [6] 2 2x
. e — = . -€ —
1) lim Ly lim =2
x—>0 X x—0 1
In x [f] 1/ x 1
2) lim —— 5, lim == lim — =0
x—>+wo X x>+t 1 X —>+00

3) Aplicacion reiterada de la Regla de L " Hopital:
A veces no basta derivar una vez para eliminar la indeterminacion. En este caso vale
derivar tantas veces como sea necesario para “romper” la indeterminacion.
[] 2]
Xt 2x
lim —— "~y lim

— —~ L'H lim —
X—>-w g X—>-0 —¢g X—>-o e

=0

X

Ejemplos _de otras formas de indeterminacién: 0.00; ©%; 0%; 1% ;00-00
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Cuando la sustitucion directa nos lleve a una de estas formas indeterminadas, el
objetivo sera reescribir el limite de manera de transformarloen un 0/0 6 oo/

1) Forma indeterminada 0. c

[=]
lim ¢ “ANx — im Y = lim

= 1
L'H
X o 0 x>0 ¥ x—wo 2.x

X
e

NOTA: si reescribir el limite de una forma, por ejemplo 0/0, no parece dar frutos,
conviene probar con la otra forma (en este caso o/ ). Queda como
ejercicio reescribir el limite anterior en la forma 0/0, ver que pasa en tal caso

2) Formas indeterminadas «©%; 0°; 1%

Estos casos se pueden presentar cuando tenemos el limite de una funcion de la
forma h(x) =f{x) ¥ . Como en el caso de la derivacion de este tipo de funciones
reescribimos A& acudiendo a las propiedades de una funcion y su inversa : en este
caso, del logaritmoy la exponencial.

h(x)=e™"9 > prop: lacomposicion de una funciéon y suinversa da la identidad
h(x) = e$® /9 > reemplazamos h por suigual y aplicamos propiedades de log.
Luego, reemplazamos & por su igual en el limitey resolvemos.

lim h(x)= lim e50"I) = o lim g(x)inf(x)

X—>p X—>p or

Luego, y en ultima instancia, lo que debemos resolver es el [lim &(x)In f(x) (I); o sea,
xX—>p

el limite de un producto de funciones. Se presentan distintas situaciones :
A) Caso % [f(x) > +o; g(x) > 0] > En(I) queda el Caso 0. (+ )
B) Caso 0°: [f(x)>0"; g(x)>0] > En() queda el Caso 0. (- )
C) Caso 1*°: [f(x) >1; g(x)>o] = En (I) queda ¢l Caso .0

Conclusion en cualquiera de las tres formas de indeterminacion indicada, aplicando las
propiedades sefialadas llegamos al Caso 0.c0; que ya sabemos resolver.

lim x.lnx (*)

Ej 1) lim xx = lim ex-l}’lx — ex*)0+ _ e0= ]
x—0" x—0"
, R
(*) lim x.In(x)=lim In/); L?H lim ~= lim (-x) = 0
x—>0" x>0" ot —1/x ot
lim x.In(1-(1/x)) (%)
Ej2) lim (1_l)x= lim P X In(I=(1/x)) _ x>+ i
X —>+00 x X—> 40

_ 4]
¢ lim xIn(1-(1/x)= fm 202D 2

X—>+00 X—> 400 1/x L'H




3) Forma indeterminada oo -

Cuando la sustitucion directa nos lleva a una indeterminacion de la forma oo - oo
probamos a reescribir la funcion para obtener una formaa la cual le podamos
aplicar la regla de L"Hopital, ya sea directamente o después de transformarla de

nuevo a tal efecto.

7]

, 1 1 = B (x—1)-Inx _
lim ——  lim Imx(x_1) ) LH

In x x—1

x> 1" N b
. 0
trabajo r}
] 1-(1/x) oY ] x-1 [_]
lim (1/x).(x—-1)+Inx algep. lim (x-1)+x Inx L'H
x> 1" ’ x> 1"
trabajo
lim ! = dim |5Lt— | =1
s 1t 1+x(1/x)+Inx | algeb. s 1t 2+Inx 2
4) Un limite infinito
[w] ..... y verificamos asi que e™* es
¥ = X un infinito de orden superior a x
lim —— oy lim —— =+ para x 2> + o0

Observacion : hay formas similares o parecidas a las formas indeterminadas que
no son indeterminadas. Para diferenciarlas es muy importante tener
bien en claro hacia donde tiende la variable, particularmente cuando

la variable crece o decrece (x >+ 0 x> -).

Algunos ejemplos: (+o0+0w 2> +w ); (-0 -0 D=0 ); (0™>0);, (0°°>+w»)

0
e [f] . . . .
a) [lim — ~ 0 (noesun casoindeterminado, no se aplica L Hopital)
X—> —®
ex . . . .
b) lim — = +o (noesun caso indeterminado, no se aplica [ "Hopital)
x—>0"

Verificar que si en este caso aplicara L Hopital obtendria un resultado distinto.
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4.3 Aplicaciones de la derivada para el estudio de funciones

Intervalos de Crecimiento y Decrecimiento de Funcion

En la busqueda de criterios para la determinacion de intervalos de monotonia de una
funcion vamos a acudir a ciertos resultados de la geometria, en particular al de recta
tangente a una curva.

Al respecto vimos que para y=f(x), C = graff, si fes derivable en xo entonces existe ¢,
rectatg a C en P(Xo; yo) y m= f'(Xo). Presentamos también un principio basico del
calculo diferencial: “toda curva suave, en las proximidades del punto de contacto,
puede ser asimilada a su recta tangente ”. O sea, existe un entorno de xo donde C

practicamente “se pega” a t.

A y

y R4

Xo x' X .X;
m >0} t estrictamente creciente m <0} t estrictamente
U U U decreciente
f'(x0)> | f estrictamente crec. en f'(x0)< U
0 E(x0) 0 f estrictamente decrec. en

Los grafico anteriores muestran como el signo de f”(Xo) estaria informando acerca del
comportamiento de la funcion (crece o decrece), en el entorno Xo. Si bien este hecho es
“evidente”, para estar seguro que la intuicion no nos estd jugando una mala pasada,
debemos ‘“demostrar” esto que descubrimos con el auxilio de la geometria,

A este respecto el TVMCD (Lagrange) permite demostrar con todo rigor lo
empiricamente observado: que existe una estrecha relacion entre el crec./decrec. de
una funcién en un intervalo y el signo de su derivada en dicho intervalo.

TEOREMA 6
Hip) f continuaen [a;b] y derivable en (a;b),
Tesis) a) f'(x)>0; Vx e (a;b) = festrictamente creciente en [a; b].

b) ff(x)<0; Vxe(a;b) = festrictamente decreciente en [a; b],
c) ff(x)=0; Vxe(a;b) = f(x)=k ; Vxe]a;b]

Demostracion :

Sean x1y x2 tal que a<xi<x2 b = [x1;x2] < [a;Db]

frey= TOVTIED o p)p ) =f (0. (x2-x1)

a) ff(x)>0; Vxe(ab) = f(c)>0
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= fx2)-fx)=f(c). (x2—-x1)>0 = f(x2)>f(x1)
Tenemos entonces que: V xi;x2 € [ab]; xi< x2 = f(x1)<f(xz2)
o sea que, f es estrictamente creciente en [a;b] . (q.e.d.)

b) f(x)<0; Vxe(ab) = f(c)<0
= f2)=f(x)=f(c) (x2-x1)<0 = f(x2)<f(x1)
Tenemos entonces que: V x1;x2 € [a;b]; xi<x2 = f(x1)>f(x2)
o sea que, f es estrictamente decreciente en [a;b] . (q.e.d.)

¢©) f(x)=0;Vxe(@b) = f(c)=0
= fx2)-f(x)=f(c).(x2—-x1)=0 = f(x2)=f(x1)
Tenemos entonces que: V x1;x2 € [a;b]; xi< x2 = f(x1)=f(x2)
Vxe(ab], a<x = f@)=f(x)
oseaque, f(x)=k ; Vxelab] (q.e.d.)
Observacion:
Probada la verdad de p= q, investigamos la verdad de su reciproca:

» directa: p=q; (a) “f'(x)>0; Vxe(a;b) = f estrict. crec. en [a; b]”. (V)

» reciproca: ;q = p? “f estrict. crec. en [a;b] = f'(x)>0; Vx e(a;b)”. (F)

Contraejemplo: f(x)=x’; f estrict.crec.en [-2;2] y £ (0)=0 . T/

> directa:p =q; (¢)“f (x)=0; Vxe(@ab)=f(x)=k;Vxelab]” (V)

> reciproca: [ q =>p? (ejercicio).

Ejemplo 1: Hallar intervalos de monotoniade f(x) = x° -6x? +9x+1

f)=x>-6x>+9 x+1 ; Df=R
f(x)=3x*-12x +9 = 3(x-1) (x-3) ; Df =R

TEO 6 = para hallar intervalos de monotonia debemos estudiar el signo de f " :
osea, hallar: A={xeR / fi(x)>0} (fm
B={xcR /f(x)<0} (f4)
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Las inecuaciones planteadas pueden resolverse por distintos métodos, en este caso, dado
que f” es conocida (cuadratica) acudimos al método grdfico:

!

A= (-o; 1)U (3;+xo)

B=(1;3)
f" . (+ - (4 Rta: f crece en (- 0; 1)U (3;+w);

f: crece; decrece : crece f decrece en (1;3)
—> x1=1; x2=3: ;qué pasa en estos ptos?

Observacion 1 : Por Teo 1 y derivados del mismo, sabemos que:

[En lo que sigue; CN: condicion necesaria; CS: condicion suficiente]
» f derivableen Xo y f" (x0) =0 es CN para que exista un extremo en Xo .
» f derivableen xo y f" (Xo) =0 noes CS para que exista un extremo en Xo .
» f no derivable en xo; puede (0o no) existir extremo en Xo .
En definitiva,

Jen donde buscamos un punto de extremo?: entre todos los puntos en donde €S

Asi, enel ej. 1, si_hay extremos estos necesariamente estan en x;=1 y/60 x2=3;
no pueden encontrarse en otro punto del dominio aunque si puede suceder que en uno
de ellos (o los dos) no haya extremo. Luego, debemos buscar métodos para resolver esta
cuestion, investigar que otra cosa puede pasar en un punto ¢ donde f" (¢)=0 o6 f
(¢) no exista. A estos puntos tan “criticos” los llamamos: puntos criticos.

Definiciéon: Punto critico
Llamamos punto critico a todo punto ¢ del dominio de f tal que:
f (e)=0 6 f’(c) no existe.
PC= {c e Df / ¢ punto criticode f}
PC={ceDf/ f (c)=0; noexiste f(c)}

Observacion 2: (relacion entre puntos de extremo y puntos criticos).

Sea E={xo€ Df / en x, hay un extremo de f} .

—® fderivableenx, = (teo 1) f(x,)=0 = x, € PC
Xo € E2> -2 xo € PC

—» 1o existe f " (x,) = x, € PC




Tenemos asi dos situaciones posibles: IO

......
(L .
o

» ; Puede darse I;0sea E « PC? Si, y vemos esto en el siguiente ejemplo;

“leyendo del grafico” vemos que:
f es derivable en todos sus puntos,
f(-2)=0; f(0)=0; f(2)=0
LPC={-2;0;2}.
También del grafico leemos que en
-2 hay un Mr y en 2 un mr;

LE={-2;2}.

En un entorno de ¢ =0, observamos que:

d: -1<x< 0 > graf f “por arriba” de t f: 0<x <1 >
graf f “por debajo”’de ¢

o sea, que no se dan las condiciones graficas para la
existencia de extremo: graf f toda por debajo (o por
arriba) de t, rectatg en el pto.

Conclusion: pueden existir puntos criticos donde no
haya extremos relativos.

Observamos que en un punto de este tipo, si existe recta tangente, esta aparece
"atravesando’ el grafico de la funcion. Esta situacion se repite cada vez que tenemos un
punto critico que no es extremo; luego, es algo que caracteriza a estos puntos, permite
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por lo tanto “definir” estos puntos, los que llamamos: puntos de inflexion.

Definicion (geométrica): Punto de Inflexion, Py

Dado P (¢; f(c)), un punto de C = graf f, decimos que P es un punto de inflexién si
(es decir, parte de C queda “por

la recta tangente a C en P,

“atraviesa” la curva.

arriba” de t y parte “por debajo”, produciéndose el cambio justoen P ).

A

C

a
#

v

A

C

P

»
»

C

xeE*(c); £ (x)>0

P1 (¢; ()
pto de inflexion

xeE*(c); 7 (x)>0

c
Pt > m:=0 2> t paralela al eje x. P1 2 m>0 = t no paralela al eje x.
U U
¢ : punto critico C : no es punto critico
f(c)=0-> f estrict. crec. en E (¢) f(c)>0~> f estrict. crec. en E (¢)

P1 (¢;1(c))
pto de inflexion
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Observacién 3: concluimos entonces que:

¢ punto critico —= ® Mr : maximo relativo, 6
entonces en ¢

y puede haber
f(c)=0 —=— e P;. punto de 'inﬂexién

a tg horizontal

* Continuacion ej. 1: f(x)= x* -6x> + 9 x+ 1 ; analizamos si hay extremos

= e mr : minimo relativo , 6

f(x)=3x>-12x+9 = 3 (x-1) (x-3); Df =R
PC={xeDf/f (x)=0}= {13 3}

Y eMr? Y eMr?

x1=1 _’omr? xX2=3 — emr?
TR P ? T o P ?

En este punto no tenemos herramientas analiticas para resolver este problema; pero como
tenemos mucha informacidn sobre f; si la organizamos de modo apropiado podemos
graficar f, resolver el problema ‘leyendo del grafico’.

A los efectos de graficar f, nos organizamos de la siguiente forma:

1) listamos toda la informacion relativa a dominio, limites, continuidad, etc ; es decir,
todas las caracteristicas de la funcion que podemos obtener sin acudir a la derivada.
e f(x)=x>-6x? + 9 x+1. (polinomio)
a) Df =R
b) Dominio continuidad = R (= no hay saltos ni agujeros en ¢l graf pol.).
¢) Dominio derivabilidad =R (-2 no hay ptos angulosos en el graf pol. ).
d) cerosde f: f(x)=0 (dificiles de determinar, los dejamos para luego).
¢) simetrias: f noes par niimpar (- f tiene potencias pares ¢ impares).
f) asintotas: no hay (- los polinomios no tienen asintotas)
g) acotacion:  fim f(x)=+%; [im f(x)= - © : luego,

X—> +o0 X—> —o0

f mo es acotada superior ni inferiormente.

2 ) elresto de la informacion la organizamos en un “cuadro de situaciéon” como se muestra
a continuacion. Este cuadro facilita el procesamiento y articulacion de la informacion
que brinda la derivada; por ende, la obtencion del graff.

e f(x)=3x"-12x +9 =3(x-1) (x-3)

x <1 1 1<x <3 3 3<x
fx) 5 1
Sfx) +) 0 (-) 0 (+)
f2 crece ¢ ? decrece ¢ ? crece
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hay Mr hay mr

Finalmente concluimos que; en x; =1 hay un méximo relativo (Mr=5) y que,
en x2 =3 hay un minimo relativo (mr =1).

para la determinacion de extremos, el que probamos en el siguiente teorema:

TEOREMA 7 — Criterio de la derivada 1ra para la determinacion de extremos (relat.)

Sea f continua en [a;b]; f derivable en (a;b) exceptoa losumoen ¢ € (a;b),
con ¢ un punto critico de f; entonces:

a) ffx)>0; Vxe(ao

= en ¢ hay un Mr de f
S ®)<0; Vxe(ch)

b) f(x)<0; Vxel(ac)
fx)>0; Vxe(eb)

= en ¢ hay un mr de f

Demostracion :

Teo 6
a) f (x)>0; Vxe(ac) ; f estrict. crec. en [a; ¢] ; 0sea, x<c¢ = f(x)<f(c).
Teo 6
f (x)<0; Vxe(eb) ; f estrict. decrec. en [¢;b] ; 0 sea, c<x = f(¢)>f(x).
osea; Vx € (ac) U (e;b) es f(x)<f(¢c) = en ¢ hayun Mr de f. (q.e.d.)

b) idem (ejercicio)

Observacion 1 : el Teo. 7 puede aplicarse alin en el caso que no exista f'(c), de alli

la potencia del criterio de la derivada 1ra.
Observacion 2 : con el Teo.7 queda entonces demostrado que los puntos donde

hay extremos se encuentran donde la derivada Ira cambia de signo.
COROLARIO TEQ. 7: los puntos de inflexion a tg horizontal, si existen, se encuentran
en los puntos criticos donde la derivada Ira NO cambia de signo.
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> Pasos para la busqueda de extremos relativos

(1°) Hallar f".
(2°) Hallar los puntos criticos de f.

(3°) Aplicar el “criterio de la derivada Ira” (Teo.7) y el corolario del Teo. 7

Aplicar este criterio requiere estudiar el signo de .

Existen distintas formas de realizar este estudio, y cual de ellas conviene usar
depende de la funcién en estudio, su forma o caracteristicas particulares.
Luego, lo aconsejable es conocer los distintos métodos existentes para el caso.

> Analisis del signo de una funcion.

Dada y =g(x), existen 3 métodos a los que podemos acudir para hallar el sg g(x).
(I) Grdfico, consiste en graficar g; resolver luego ‘leyendo” del grafico.
(I1) Algebraico, consiste en proponer g(x)>0 6 g(x)<0, resolver luego, y segun las
reglas del algebra, las inecuaciones que quedan planteadas.
(IIl) Numérico: 6 “método del punto de prueba’.

Este método se basa en una propiedad de las funciones continuas conocida como
“Invariancia del Signo” (ver #) y consiste en 3 pasos siguientes:

(1°) subdividir el dominio de g en subintervalos I, tal que g sea continuaen I
y g(x)#0, Vxel.

(2°) elegir un punto de prueba ( x*) en cada I obtenido en (1°), calcular g (x*).

(3°) concluir: sg g(x)= sg g(x*), Vxel; oseca:
o g(x*)>0 = gx)>0,Vxel.
o 2(x¥)<0 = gkx)<0,Vxel.

(#) “Invariancia del signo”

g continua en 1 = g no cambia de signo en 1; o sea:
g(x)#0; Vxel a) existex*cl / gx*)>0 = gx)>0, Vxel
’ b) existex*el / g(x¥*) <0 = gx)<0, Vxel

Demostracion: (demostramos por el ABSURDO)

a) dada x* eI / g(x*) >0 suponemos existe xel / g(x)<0.
Luego, por Bolzano, existe ¢ €I tal que g(¢)=0 (ABS, contradice hip.).
Si al suponer que existe x € I/ g(x) <0 llegamos a un absurdo esto implica
que tal x no puede existir; oseaque, Vxel, g(x)>0. (q.e.d.)

b) idem (ejercicio).
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Ejemplo 2: Dada f(x) = x*-8 x ?; hallar extremos relativos de f. Graficar f.

Para resolver este problema procedemos a:

1) hacer un listado de las caracteristicas generales de f(x)= x*-8x ?:
a) Df =R (ft polinomio)
b) Dominio continuidad = R (= no hay saltos ni agujeros en el graff).
¢) Dominio derivabilidad =R (= no hay ptos angulosos en el graff).
d) cerosdef: f(x)=x%-8x 2= x2(x2-8)=0 < x=0;--/8 ;8
e) simetrias: f es par = graff simétrico respecto del eje y.

g lim f(x)=+x; [im f(x)=+o = f noes acotada superiormente.
X —>+00 X —> —

2) Para hallar los extremos relativos seguimos los pasos indicados en pag. 282:
(1°) hallamos f'(x)= 4x%-16x =4x(x?-4)=4x(x-2) (x +2)
(2°) hallamos ptos criticos: f derivable en R =
PC={xeDs/ fi(x)=0}={-2;0;2}
(3°) estudiamos signo de f”. Aqui conviene el “método del punto de prueba”.
Organizamos la informacion en un cuadro de situacion; concluimos con Teo.7

Xx<-2 -2 2<x<0] 0 O<x <2 2 2<x
fx) -16 0 -16
f® ©) 0 (+) 0 Q) ()
f =2 \ mr /' Mr \ mr /

-16 .

Conclusion: f(x) =x*-8 x? presenta extremos relativosen -2;0 ;2:

e Mr=f(0)=0

emr =f(-2)=f(2)=-16.
Leyendo del grafico concluimos que: m: =-16 = ma (minimo absoluto); que f es acotada
inferiormente ¢ Imf'=[-16; +x].
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Ejemplo 3: Dada f(x) =

1) Procedemos a listar las caracteristicas generales de f(x) =

a) DF =R-1{6}

b) Dominio continuidad = R—- {6}
¢) Dominio derivabilidad=R - { 6}
d) cerosde f:

f) asintotas:

2_27.
x—-6 "~

fX)=x2-27=0 < x=-27 ;27

e) simetrias: f no es par niimpar = graff no presenta simetrias.

x—6*

g lim f(x)=+x;

X —>+00

2) Extremos relativos, intervalos de monotonia.

X -0

= f noes acotada.

(1°) hallamos f'(x) = X-—12x+27_ (Xx=3).(x=9)
(x—6)>

(2°) ptos criticos: PC={x € Ds/ f'(x)=0 v x=6}= {3:;9;6}

(x-6)*

(3°) Signo de f” por el “método del punto de prueba”.

x2—27,
x-6

lim f(x)=+%; [im f(x)=-%0 = avwrt: X=6.

X6~

lim f(x)=-»

hallar extremos relativos de f. Graficar f.

(= ¢l graff hay un salto en x=06).
( f discontinuaen x=6).

X<3 3 3<x<6 6 6<x <9 9 9< x
fx) 6 A 18
fx® Q) 0 ) i ) (+)
f = / Mr \ ay \ mr /
- \
i\
mr=18@& kf — ]
e e '
’_______.r.---"" N
£ &) \ P
2
Conclusion: f(x)= xx7:§7 presenta extremos relativos en 3; 9:
e Mr = f(3)=6

asintota vertical x =6 .
Observamos también que f noes acotada; que Imf=(-o; 6] U[18; +xo].

e mr =f(9)=18.

Estos resultados pueden parecer "contradictorios’, ¢el méximo menor que el minimo? No
olvidemos que son extremos ‘relativos’, que las correspondientes desigualdades se verifican en
un entorno del punto. Ademas, en este caso, ‘separando” ambos puntos de extremo hay una
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% APLICACIONES DE LA DERIVADA SEGUNDA
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Los graficos adjuntos corresponden a una
funcién f y dos derivadas: f"y f7.

En ellos verificamos resultados, “vemos” otros.

Por ejemplo:
° verificamos que enx = -2; 0; 2
(extremos relativos) 2 f "(x) = 0.

. detectamos que en x =-2; 2
(minimos relativos) =2 f"'(x) >0
yen x = 0 (maximo relativo) 2 f"'(x) < 0.

. también observamos que los x’s tal
que f"’(x) =0, se corresponden con puntos
donde f” presenta extremos, los cuales a su
vez sefialan puntos del graf. f donde la
‘curvatura’ de la curva, ‘cambia’.

O sea, pareciera que los x’s donde f"'(x) =0
sefialan puntos de inflexion atg ‘oblicua’, los
cuales todavia no sabemos como detectar.

Lo observado nos indica que f”"’(x), su valor
o signo, también estaria dando informacion
sobre el graf. f.

Luego, en lo que sigue nos ocupamos de analizar
la derivada 2%; comprobar si lo observado para
este ejemplo es una propiedad que vale para
todas las curvas continuas y derivables.



290
TEOREMA 8 — Criterio de la derivada 2% para la determinacién de extremos (relat.)

Sea ¢ un punto critico de f y f dos veces derivable en ¢; entonces:

a) £ (>0 = en ¢ hay un mr de f (Minimo relativo)
b) f(c)<0 = en ¢ hay un Mr de f (Mdximo relativo)

¢) f(e)=0 = el criterio no decide.

Demostracion:
Primero observamos que f dos veces derivable en ¢ implica existen f'(c), f' (c) ;
luego , ¢ es un punto critico de f donde existe la derivada = f"(c) =0.

Q) fO>0 > fO=(f)©= fim LI~y SO

x—c ¢ x—oe X—C
Osea; [im fx) _ [ (¢)>0 ;luego, por Teor. conservacion del signo,
xX—c —-C
. f(x) . (e
existe un entorno de ¢ donde e >0 ; VxeE*Cc;09).
—O—

Entonces:
L oe-d<x<e=> x-¢<0 = f'(x)<| Teo.7(a)
L e<x<etd=> x-¢c>0 = f'(x) > — en c hay minimo relativo

(q.e.d)
b) idem (ejercicio)

c)e f(x)=x% f(0)=f"(0)=0 > en ¢=0 hay punto de inflexion
e f(X)=x*;, f°(0)=f"(0)=0 > en ¢=0 hay minimo relativo.

O sea, para f(c)=f""(c)=0, en ¢ pueden darse distintas situaciones, las que
dependen de la funcion del caso; de alli que el criterio de la derivada 2%, en este

caso, no proporciona informacion alguna acerca de lo que pasa en c.

Ejemplo 4: Hallar extremos de f(x) = x> + 3/2x*> -6x+ 3

S (x) =x'+32x -6 x+3 PC|c1=2 =1
f(x) =3x2+3x-6=3(x-1)(x+2) f 13 YA
S (x)=6x+3 f 0 0
1 -9<0 9>0
Mr =13 mr=-7%
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El criterio de la derivada 2da se puede generalizar, tenemos asi el:

Criterio de la derivada enésima_para la determinacion_de extremos (relativos)

Sea ¢ tal que:

FC)=F ()= = =fD()=0
f™e@=0
U

A) n par = en c¢ hay un extremo relativo
e f("()>0 = en ¢ hay minimo relativo,m = f(c)
e f™(c) <0 = en ¢ hay mdximo relativo, Mr= f(c)

B) n impar = en c¢ hayun punto de inflexion a tg. horizontal, Pi( ¢ ; f(c))

Ejemplo 5: Hallar extremos de f(x) = 3x° -5x3

PC =-1 =0 =1
f) = 35 -5x3 =% 3x2-5 p e °20 = 2
f(x) = 15x" -15x2 = 15x% (x? -1) P 0 . 0
f(x)=60x°-30 x
f -30<0 0 30>0
PC={xeDi/ f'(x)=0}={-1;0;1} Mr = 2 .2 mr=-2

Estudiamos signo de f”. Aqui conviene el “método del punto de prueba”.

Organizamos los datos en un cuadro de situacion; concluimos con Teo.7 y corolario

x<-1 -1 -1<x <0 0 O <1 1 1< x
fx) 2 0 2
S x) ()] 0 (-) 0 ) 0 (H
f > / M, \ PI \ mr /
y F 3
M.
Pl -
R N A
-2 M \/
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4.4 Calculo de Extremos Absolutos

La existencia y determinacion de “extremos absolutos” de una funcioén f* depende tanto de la
ley de la funcion como del dominio de la misma. Si D =dom f tenemos al respecto dos
situaciones bien diferenciadas:

(D f discontinuaen D y/6 D # [a; b].
En este caso son muchas las situaciones que se pueden presentar: desde que no
haya extremos absolutos, hasta que existan ambos, maximo y minimo.
Que existan o no estos extremos, depende de la existencia de limites infinitos.

(IT) fcontinua en D; D = [a; b].
En este caso, el teorema de Weiertrass, asegura la existencia de maximoy
minimo absoluto de f en [a; b] ; y podemos establecer algunas pautas para su
busqueda ya que tenemos un numero finito de casos posibles.

Los Extrs. Abs. coinciden | Los Exts. Abs. estan en los| Los Exts. Abs. estan donde
con los extrs. relativos extrs del intervalo f no es derivable
I\ A A
é ........ Mr =Ma Ma
M,
a d b - mg|--- e .
¢
: - m, \
a b : : -
m; =M, -
a ¢cd b

En este caso para buscar extremos absolutos procedemos a ampliar el conjunto de los
puntos criticos (PC), agregando al mismo los extremos del intervalo, a y b.

PC={x /f'(x)=0; noexiste f'(x); a; b}

Ejemplo 6:

Hallar extremos absolutos de: f(x) = x° + 3/22x? -6 x+3 con D f=]-3;3].
f'(x) =3x>+3x-6=3(-1)(x+2)

PC (Ampl) ={x / f'(x)=0; -3 ; 3}=1{-2;1;-3; 3}
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Méaximo y minimo absoluto existen y los M,
puntos donde se producen se encuentran en
el PC(Ampl.) Asi, para hallarlos, basta
calcular la funcién en todos los puntos del
PC(Ampl.) y luego, por simple inspeccion
reconocer maximo y minimo absoluto.

f(-2)=13 A~
f()=-% 2 min. absoluto / \\
f:3)=75 \. /
, \ /
f(3) =255 2 madx. absoluto /
N/ ,
-3 2 4 m; 1 3

& APLICACIONES DE LA DERIVADA 2da:

Concavidad y Convexidad . Puntos de inflexion a_tangente oblicua.

Detectado que una funcion (no lineal) crece estrictamente en un intervalo [a; b] queda
todavia una cuestion por resolver: ;coémo unimos los puntos extremos de la curva?; ;con
la curvatura “hacia arriba” o, “hacia abajo” ?.

Ay Ay

v
v

En lo que sigue nos ocupamos de esta cuestion. Hacemos esto a partir del anélisis de la
figura que se propone a continuacion.
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concava hacia arriba (céncava) concava hacia abajo (convexa)

Seguimos el movimiento de un punto P sobre la curva grafico de una funcién derivable,
observamos que hace la recta tangente a medida que P se desplaza.

e Mientras P se mueve de A hacia I, la curva permanece por encima de la recta tg.
En este caso decimos que la curva es “concava hacia arriba’ (6 cdncava) en [a; c].

e Mientras P se mueve de I hacia B, la curva permanece por debajo de la recta tg.
En este caso decimos que la curva es 'céncava hacia abajo’ (6 convexa) en [a;c].

Observamos también que en I la curva cambia de ‘cdncava hacia arriba” a “concava
hacia abajo’; que la recta tangente "atraviesa’ la curva. O sea, vemos que en I tenemos
un punto de inflexion; podemos ahora definir con mas rigor este concepto.

Definicion: Punto de Inflexion de una curva (C ).
P es punto de inflexion de C si y s6lo si P es un punto de C donde se produce un
cambio de concavidad; es decir, donde C pasa de concava a convexa o viceversa.

Analisis de la concavidad: (usando el hecho que m¢=f"(x))

Concava hacia arriba = mientras P se mueve de A hacia I, la recta tg gira en el
sentido contrario a las agujas del reloj; o sea m¢, las pendientes de las rectas tangentes
aumentan a medida que P se desplaza de A hacia I; equivalentemente, f’(x) crece al
tomar x’s crecientes (hasta c¢)

Concava hacia abajo 2 mientras P se mueve de I hacia B, la recta tg gira en el
sentido de las agujas del reloj; o sea m¢, las pendientes de las rectas tangente disminuyen
a medida que P se desplaza de I hacia B; equivalentemente, f'(x) decrece al tomar x’s
crecientes (a partir de c¢)

Estas observaciones sugieren las siguientes definiciones:



Definicion: Concavidad y Convexidad de una curva C.
Dada f derivable en [a; b] decimos que:
» f es concava hacia arriba (concava) en [a; b] si f” es creciente en [a; b].

» f es concava hacia abajo (convexa) en [a; b] si f es decreciente en [a; b].

TEOREMA 9 — Criterio de la derivada 2da para la determinacion de la concavidad.

Sea f dos veces derivable en [a; b] ; entonces:

a) f7(x)>0,Vxe(@b) = f concava hacia arriba en [a;b]

b) f"(x)<0, Vx e (a;b) = f concava hacia abajo en [a;b]

Demostracion:

a) f(x)>0,Vxe(a;b) = (Teo.6) f estrictamente creciente en [a; b]
= (def.) f concava hacia arriba en [a;b]. (q.e.d.)
b) idem (ejercicio).

Corolario TEQ. 9 : los puntos de inflexion _a tg. oblicua se encuentran en los ptos ¢ del
dominio donde la derivada 2da_cambia de signo. (exista o no la f”" (¢))

TEOREMA 10 - Criterio de la derivada 2da para la deteccion de ptos de inflexion.

Si P(c; f(c)) es un punto de inflexion del graff y existe f*" (c)
entonces, f"(c)= 0.

Demostracion: sea g(x)=f"(x); g'(x) =f""(x) .

P(c; f(¢)) pto de inflexion = f" cambia de signo en ¢ = g° cambia de signo en ¢
= (Corol. Teo 7) g tiene un extremo en ¢ = (Teo.1) g'(¢c)=0 = f""(c)= 0.

inflexion. Ej.: f(x)=x*; f(0)=f""(0)=0 y en ¢=0 no hay pto inflexion.

Corolario TEOQ.10: f""(c)= 0 y la derivada 2da de f, cambia de signo en c

entonces P(c; f(c)) es un punto de inflexion .
» Pasos para_la busqueda de puntos de_inflexion_a tg. oblicua

(1°) Hallar £ ".
(2°) Hallar los ceros de f" .

(3°) Aplicar el “corolario Teo 10 .
Aplicar este corolario requiere estudiar el signode ' .

295
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Ejemplo 7:

f(x) =x*-6x°=x% (x?-6)
f(x) =4x%-12x =

)= 12x>-12 = 12(x2-1)

4x (x?-3)

Hallar extremos de f(x)= x* - 6 x?

PC={xeDs/ f'(x)=0}={-/3 ;0; /3}

PI={xeDi/ f'(x)=0}= {-1;1}

Estudiamos signo de f”" por el “método del punto de prueba”.
Organizamos los datos en un cuadro de situacion; concluimos con Teo.10 y corolario.

PC | ¢;=-3 =10 3= /3

f -9 0 -9

f 0 0 0

f 24 >0 -12<0 24 >0
mr = -9 Mr=0 mr=-9

X<-1|-1|-1<x<l| 1 1<x
f®) =5 =3
S | ) |0 ) 0 )
>\l M| e \J
4 — e L 1 v3 l
3 2 1 3 2
YPI T Pl
T lme=ma

Ejemplo 8: Hacer el
[ =5 x¥3-

f=2x3[2x"-1]

x%3 = x23 [5-x]

; Dff=R - {0}

; Df=R

fr= -2 x V3 [x7+1] ; D =R-{0}

I) Procedemos a listar las caracteristicas generales de f(x) =5x%3 - x

a) Df =R
b) Dominio continuidad = R

estudio completo y graficar f para f(x) =5x?%3 - x

5/ 3.

5/3

(= el graff no presenta saltos ni agujeros).

¢) Dominio derivabilidad =R — {0} (= el graff presenta un pto anguloso) .

d) cerosde f:

fxX)=x?3[5-x]=0 & x=10;5.

e) simetrias: f no es par niimpar = graff no presenta simetrias.

f) asintotas: no hay .
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g  lim f(x)=+o [im f(x)=-» = fnoes acotada;
x> -o X —+o = f no tiene extremos absolutos.

IT) Extremos relativos, ptos de inflexion a tg. horizontal, intervalos de monotonia.

(19 f= 3x¥°[2x7-1]

(2°) ptos criticos: PC={x e Dr/ f'(x)=0vx=0}= {20}
(3°) Signo de f” por el “método del punto de prueba”.
Organizamos los datos en un cuadro de situacion; acudimos Teo.7 y corolario.

x<0 0 O<x <2 2 2<X
S®) 0 4,8
S O] i (+) 0 O]

f =2 \A mr /v Mr \

III) Concavidad, puntos de inflexion a tg, oblicua. intervalos de monotonia.

(19 fr= 3 x¥e [x7+1]

(2°) (posibles) PI={xe Ds/ f"(x)=0 6 noexistef '(x) }={-1;0}
(3°) Signo de " por el “método del punto de prueba”.
Organizamos los datos en un cuadro de situacion; acudimos Teo0.9 y corolario.

x<-1 -1 O<x<2 0 2<X
fx 6 0
f® -5 i
f® (+) 0 (-) i “-)
f> P pto

\/ | e [
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\ T4 -
\ 13
\ 2
‘\ T
-\ .

N .
N\

PI JT‘Mr ......

A\N N

3 -2 W AL 3
:; N
» \
s \
\
_7 N
. \
- \
\
. : , ~x? 4+ x+2
Ejemplo 9: Hacer el estudio completo y graficar f para f(x) = —
(x-1)
—x% 4+ x+2
fx)=—"-""-= , Df=R-{1}
(x-1)*
fo= —*=3_ ; DfF=R-{1}
(x-1)3
oo 2 (7- oo
freg= 207 . Df " =R-{1
(x-1)
2
I) Procedemos a listar las caracteristicas generales de f(x) = Lx;z :
(x-1)

a) Df =R-{1}

b) Dominio continuidad = R— {1} (= el graff presenta un salto en x =1).

¢) Dominio derivabilidad =R — {1} (f discontinuaen x=1).

d) cerosde f: -x?+x+2=0 < x=-1;2.

e) simetrias: f no es par niimpar = graff no presenta simetrias.

f) asintotas: [im f(x)=+w = (asint.vert.) x=1;

x—1

lim f(x)=-1 = (asint. horizontal) y=-1.

X —>to0

g2) lim f(x)=+w = f noes acotada superiormente.

x—1




IT) Extremos relativos, ptos de inflexion a tg. horizontal, intervalos de monotonia.

(1) fre= =3
(x-1)3

(2°) ptos criticos: PC={xe Ds/ f'(x)=0 v x=1}= { 551}

(3°) Signo de " por el “método del punto de prueba”.
Organizamos los datos en un cuadro de situacion; acudimos Teo.7 y corolario.

x<1 1 1<x<5 ) 5<X
e 3 ==
' *) i ) 0 (G I
f=2 7 ay \ mr 7

IIT) Concavidad, puntos de inflexion a tg, oblicua. intervalos de monotonia.
2(7-x)

(19 7= ;
(x-1)
(2°) (posibles) PI={x e Dt/ f"(x)=0 0 noexistef "(x)}={ 751}

(3°) Signo de f*" por el “método del punto de prueba”.
Organizamos los datos en un cuadro de situacion; acudimos Teo0.9 y corolario.

x<1 1 1<x<7 7 7<X
S® 7 _ %
f'x) ) A )
f ) (+) i (+) 0 )
2 N v N TN
v
4H Del grafico vemos que
Imf= [—% +o0).
N Concluimos asi que f es
“ acotada inferiormente y
g = = _2
que, m,=m, s
1 i%lll'll““x
9 8 7 6 5 4 3 2 1 ! 3 4 5 6 %“ 8 9 10 11 12 13
y=-1 (an)

299



300
Parte 2 - Aplicaciones de la derivada a la “aproximacion” de funciones

4.5 Aproximacion del 4y, incremento de la variable dependiente

e Sea: y=f(x); Xoe€ Dr; f derivableen Xo; AX=X-Xo con X € E(Xo)
e Acada Ax corresponde un Ay, con Ay =f(XotAX)—f(Xo)

e Nos preguntamos: ¢, existen otras formas de estimar el valorde A4y ?.
En lo que sigue nos ocupamos de dar respuesta a este interrogante.

f derivableenxo = lim &Y - [ (%)

Ax— 0 AX
Teo. de escritura
fuera del limite
- y , .
= = =f(X)*+ p(AX)3; con lim p(Ax)=0
Ax AX—>0

despejando Ay
——

= Ay = f'(xo) AX+ p(Ax).Ax
%/_J
e(Ax)

= Ay=f(%) Ax + £(Ax) | con fim €(Ax)=0

Ax— 0

Y lim f(x,)A4x =0
Ax— 0

Conclusion: Ay se puede ‘descomponer” en suma de ‘'dos infinitésimos” para Ax 20

Luego, y en la basqueda de una aproximacion para Ay, nos preguntamos cual de los
infinitésimos del segundo término aproxima mejor a Ay. Dicho de otra forma, cual de ellos,
de ser despreciado, introduce el menor error. Para resolver esta cuestion procedemos a
"comparar los infinitésimos".

€ es un infinitésimo de
lim ﬂ = lim M -0> orden superior a f"(x,) AX ; 0 sea,
ax—0 (X0 ) A  ax0 f(X, ). Ax "despreciable’ frente a f"(x,) AX

Concluimos asi que: Ay = (f(xo)Ax Y+ g (AX) :}—pdespreciable

Ly parte principal del incremento

O sea, que f'(Xo)AX es una ‘buena’ aproximacion de Ay

Ay ~f(xo). Ax




4.6 Diferencial de una funcion

Dado que el producto f"(x0).Ax constituye la parte principal del incremento de la funcion;
se conviene en darle un nombre y se lo llama "diferencial de f".

DEFINICION 1: | Dada y =f(x), derivable en xo, llamamos "diferencial de f"

diferencial de |al producto de f"(Xo) por un incremento arbitrario de la v.i. (Ax).
una funcion .
dy 6 df dy = f'(x,). Ax

Observaciones:

1) La definicion de diferencial proporciona otra forma de representar el incremento
de una funcién y, por ende, de dar una aproximacion del mismo.

Ay=f(x) Ax + & (Ax) > Ay = dy + &(Ax) |

Ay = fTx). Ax L Ay =dy |

(el diferencial de una funcion da una aproximacion del incremento de la misma).
2) La parte que se desprecia, ¢ (Ax) , constituye el “error” producido al aproximar.

3) Tanto Ay como dy son infinitésimos para Ax — 0. Comparando:

N oy 1 A e =7 -

Ay A e A f(x,) AT A T f(x, )'[f (x))=1
O sea, Ay y dy son infinitésimos equivalentes.
Asi, para Ax infinitamente pequeio, dy es una muy buena aproximacion de Ay.
Tanto es asi que en el lenguaje vulgar las expresiones "incremento" y "diferencial" (de
una funcioén) se usan como sinénimas, aun cuando los correspondientes valores no sean
exactamente iguales. Esto no trae aparejado ninglin problema en tanto y en cuando no se
pierda de vista que “realmente” :

"dy es una aproximacion de Ay conun error infinitesimal, ¢ " (error al fin !!!')

Ejemplo: f(x)=x*; f(x)=3x*; f(5=175

Ax Ay dys) H edy (5) =f(5).Ax = 75. Ax
3 387 225 162
218 150 68 o Ay =[5+ &) - f(5)
1 91 75 16 Ay =05+ M) -(5)° =
0.1 | 7.651 7.5 0.151 e 75 A b 15 A b A
ly = + +
T O L0t S
. : : . dy g(Ax)
0 0 0 0
-1 -61 -75 14
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NOTA:

Hemos visto que existen distintas notaciones para indicar la derivada en un punto y hemos
usado mayormente una de ellas, f'(x,). Nos ocupamos ahora de otra notacion, la de Leibniz:

dy . -y . p
I (x0). Hasta aqui esta notacion no es mas que un simbolo que, como los otros, representa

la derivada de la funcién en un punto; o sea,

d A
Ey (X0) = lim Ey .
Ax—0

& En la notacién de Leibniz aparece el simbolo ‘dy’, simbolo al que acabamos de dar un
‘nombre”: diferencial , y un ’significado”: f’(x,).4Ax. Debemos entonces controlar que
la nueva definicion no plantee contradiccion alguna al interior del edificio de la
matematica; o sea, que si hacemos otra interpretacion de los simbolos que usamos para
‘representar’ la derivada, la nueva interpretacion no ‘contradiga’ la original. A tal fin nos
ocupamos primero de explicitar el “significado” del otro diferencial que aparece en la
notacion de Leibniz; o sea, del ‘dx” (diferencial de la variable independiente).

DEFINICION 2:| Dada y =f (x), llamamos "diferencial de la variable independiente"
diferencial dela| @ Ax; osea, al incremento de la variable independiente.

v.i. dx

Lo indicamos dx. dx = Ax

Definido el diferencial de la v.i.; tenemos otra forma de escribir el dy :
dy o) =f (X)) Ax > dy co=f"(X0). dx ;

Si dividimos por dx resulta que, %(XOF f(x0) ;0 sea,

d—y(xo)= lim G ; y comprobamos:
dx Ax—0

., . . d .
» que la notacién de Leibniz para la derivada, Ey o), y las notaciones para los

diferenciales, dx y dy, no presentan contradiccion alguna entre si
1 4 dy (13 . 2 :
» que podemos interpretar el simbolo . como un “cociente’ ; por ende, considerar la
derivada misma como “cociente de diferenciales”.

Observacion:

Dadoque dy ~ Ay y dx=Ax, tenemos que %z%, o sea, que el

. . . . . A
“cociente de diferenciales” (% ) y el “cociente de incrementos” (Ey )

estdn proximos pero, no son iguales.
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4.7 Interpretacion geométrica del diferencial:

f derivable en xo = existet, rectatg.aCenPo/t) Y =f"(Xo) (X - X0) +f(Xo0)

f=y .o
m ¢ = f "(Xo)
t(X)=Y 7 o) = w
mi=-2 = S Ax
Ax U
Yo L. ® = f(x0). Ax
U
- > = 0=dy
R | » Concluimos que: dy = ;
‘ | | A » pero ®= Y-Yo.
(=Y i » Luego dy=Y -y,
d ; ) dy =(ordenada Q - ordenada P,)
. Po . g dy = diferencia_de_ordenadas, entre
Yo p¥oin, : %= \ 4
: Q(xot Ax; Y) sobret, y
Xo x Po( Xo 3 Yo) sobre C= graf. f

® Del grafico vemos que el segmento que representa a Ay puede descomponerse en

"dos segmentos’, uno de ellos ® = dy (primero de los infinitésimos en que se descompone
Ay). Asi, al segmento identificado con € no le queda otra opciéon que corresponderse
con el segundo infinitésimo; o sea, con & (Ax) . Concluimos asi que los dos sumandos
en que se descompone Ay se corresponden ‘geométricamente’ con los dos segmentos

identificados con "®" y "€

O sea, Ay = dy + &(Ax) (algebraicamente)
" ——
Ay = o + &€ (geométricamente)

Y tenemos asi una forma de poder apreciar “grdficamente” la magnitud del error
(& ) cometido al aproximar Ay con dy.

Observaciones:

Geométricamente vemos que, para un Ax dado:

* dy indica la cantidad que se “eleva’ (o cae) t, la recta tangente, en un entorno de xo

*Ay indica la cantidad que se "eleva’ (o cae) C, el grafico de £, en un entorno de xo.
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4.8 La derivada como razon de cambio

La interpretacion geométrica del diferencial de una funcion permite una mejor
visualizacion de la nocidén de derivada como razén de cambio.

&
Segun vimos:

&
: ¢ dy representa la cantidad que
se eleva (o cae) la recta tg
cuando x se incrementa en Ax;
en particular,
' el cambio producido en y,
— Po — gy . . sobre la recta tg,
Ax=1 por cada cambio unitario en X.

dy=f" (xo)=m

: ¢ Por definicion: dy =f'(xo0). AX
Xo X =Xo T Ax Ax=1: dy=1"(xo)

\ 4

Concluimos entonces que f’ (Xo) indica el cambio que se produciria en y , por cada cambio
unitario en x, en el caso que Po continuara moviéndose sobre la recta tangente; dicho de
otra forma, si a partir de Xo "la razén de cambio permaneciera constante e igual a la
pendiente de la recta tg en P," .

Ejemplo:

Sea x=312; [x] =Km ; [t] =hs la funcién posiciéon de un mévil que comienza a moverse.
A la hora y media de iniciado el movimiento se produce un cambio en la velocidad y el mévil
comienza a desplazarse a velocidad constante e igual a la que tenia en ese instante. Si a partir
de ese momento se mueve una hora mas, ;cuantos Kms. se desplaza?. Y en total, ;cuanto se

desplaza?
x » x(t) =3 > x(t)=6t
18
» Posicion a la 1% hora: x (1.5)=6.75
ji » Velocidad a 1% hora: x'(1.5)=9
14 Segun vimos, x'(1.5) es el cambio que se
produciria en x, en una hora, si a partir de
2 este momento la velocidad permaneciera
- e constante e igual a x’(1.5). Asi, si a la
1'% hs. el movil comienza a ira velocidad
J cte e igual a x’(1.5), osea, a 9 Km/h,,
P en una hora se desplaza 9 km.
4 . _ : .| » Posicion a 2 % hs. de iniciado el movimiento.
x(1.5)=6.75
2 C : . x(2.5)=x(1.5)+9=15.75
=2 9'5/ t *% 2 2% 3| (*sihubiera seguido sobre C > x (2.5) = 18.75)
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4.9 Uso del Diferencial

ERRORES: uno de los usos mas importantes del "diferencial" es en la estimacion de
errores, particularmente en la propagacion de errores.

Ejemplo:
" Se mide el lado de un cubo y se encuentra que es de 2 cm. Se sabe que la medicion se hace
con un error de apreciacion, e=+ (0.01), que esto induce un error en el calculo del volumen

de dicho cubo. Se pide hallar el maximo error cometido al calcular el volumen con el valor
medido ".

Como en todo problema procedemos a:

& Reconocer, etiquetar y describir variables:
x =lado del cubo (cm); V= volumen del cubo (cm*)

“§~ Explicitar la_incégnita:
E / E = error maximo al calcular V' (debido al error de apreciacion en x).

“F~ Explicitar los_datos:
» Por geometria sabemos que: V=x> = V=V(x) con V(x)=x3

» Se informa un “error de medicion”; luego, x =2 puede no ser el verdadero valor del
lado. Si llamamos Ax al error producido al medir, entonces el valor verdadero (v.v.)
del ladoes: x =2+ Ax.

» Tenemos asi que:

ax |

Xo=2 (valor medido)

2

X =2+Ax (v.v)

>
Nota: El valor de Ax, se desconoce. & = +(0.01) informa el valor mdximo
(6 minimo) que puede tomar este error. O sea; da una cota del mismo.

» El verdadero valor (v.v.) del volumen es el calculado con el v.v. del lado; o sea,
V =V (2+Ax).

Ve=V(2)= 8 (vol. calculado)

V,=V(2+ Ax)= V(2) + AV (vol. verdadero)

- - (como calculamos Ey si no conocemos Ax ?!!

Este problema lo resolvemos acudiendo al diferencial de la funcion, pues dV = AV vy,
mientras sobre el AV nada podemos hacer, al dV silo podemos trabajar.
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¥~ Resolvemos: Ev=|AV |= | V(2+Ax)- V(2)|;
dV=V’'(x,).Ax ;
Calculamos V ’(x) =3x % y procedemos a aproximar el error con el diferencial:

| 4x |< 0.01

——
Ev=|AV |~|dV]|=|V'(2).Ax|=|12. Ax|=12| Ax| < 12.0.01= 0.12

Ev =|AV|<0.12 = error_absoluto “mdximo” que se puede cometer

al calcular V con xo, medido con & = J_r(0.01)
&~ Conclusién: Ev =+ 0.12

Notas:

IAV|<0.12 = -0.12 <AV <0.12

O sea 0.12 (cm®) es una cota del error cometido al calcular V con un error en x.

V,=V(Q) £ 0.12 = V,=8 £ 0.12 =  7.88<V, < 8.12

Observaciones :

Si bien E,, el error absoluto, da una idea de cémo se “propaga” en el célculo el error
cometido al medir, no permite apreciar la importancia del mismo. Ej: Ev, ;serd un error de
peso o sera despreciable en relacion al problema que se esta resolviendo?.

El error relativo y el error porcentual proporcionan una mejor idea a este respecto.

= E; = (error relativo) = E. _ % =0.015

c

= E o=(error porcentual) =100. E = 1,5%. = |E«=15%

e ,cudl hubiera sido la situacion si el radio medido hubiera sido de 5 cm ?
| 4x |< 0.01

f_/H
Ev=|AV |~ [dV]=|V'(5).Ax|=]3.(5)>.Ax|=75|Ax| < 75.0.01=0.75
Osea: Ev=]AV|<0.75 lo cual implica un Eav= £ 0.75.
Si observamos los errores absolutos, diriamos que para x =5 se comete un error

mayor que para x =2 ; pero,  es realmente asi ?.

Lo 2 075 _ 0996 = | Ev=0,6%

Consideramos el Eo, para x=35: E:= V. 125

Vemos asi que al aumentar el lado el error porcentual disminuye, y esto es logico ya que
mientras las variables toman valores cada vez mas grandes el error de medicion_permanece
constante. Asi, va perdiendo significatividad (por €j.; un & = +0.1 cm. no impacta lo
mismo cuando medimos “2cm.” que cuando medimos “50 cm.”.)




Dada y = f{x), paraestimar E, "error absluto’ en el calculo de y, procedemos a:

Er= ﬂzd_y:f,(x‘))'Ax:f/(xo).
Yo Yo f(x,) f(x,)

® Asi, en el caso del ejemplo visto y para un x, genérico, tendriamos que:

_ Vi(x, 3. x,f .
Er= f/V ~ ‘:/V = V((x ))-Ax =—Fdx = 3 Error relativo |
0 0 o X,

Acotando y reemplazando Ax y xo por los datos del problema tenemos entonces una
estimacion del error relativo en V. Cabe remarcar que la formula tal cual quedd brinda
informacion muy valiosa. Ella nos dice que “‘el error relativo en el volumen es alrededor
de 3 veces el errorrelativo en el lado”.

En general, para y=x",

“el error relativo en y es alrededor de n veces el error relativo en x”.

Cuidado !!: esta regla es valida en el caso de las potencias y sdlo en este caso.
Por ejemplo, para y =sen x,

Erzﬁzd_y=md

cos x
=—2 dx =

. tg(x, ). dx
y vy f(xo) sen xo ?

4.10 Aproximacion Lineal

A partir de la expresion obtenida para Ay en parrafos anteriores, vamos ahora a obtener la

expresion que vincula la funcién en un punto incrementado, f (x), con la funcién y su
derivada en el punto dato, Xo.

Ay = f(x0) Ax + €(AX) con Jim &(Ax)=0

Ax— 0
Ay =) - fixo)

T Ax=x-X,

f(x) - f(xo0) = f’(X(;)(X-Xo)+ 8(Ax): con lim e(Ax ) =0

f(x) = f(xo) + f'(x0) (x-Xo)+ €(AXx) con Alimo e(Ax ) =10

307
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e En esta tltima expresion, podemos despreciar el ultimo sumando, ¢ (Ax) ,

(infinitésimo para Ax— 0); obtener asi una aproximacion de f (x) en términos
de fy f'en xo, para todo x en un entorno de Xo.

f(x) = f(x0) + £(X0) (X -Xo)
I |

ecuacion de la recta tg. en P,.
Y = (Xo) + (Xo) (X -Xo)

f(x) Y «— Ordenadade Q € t

)=y ¢

t(x)=Y

Yo

Conclusion : f (x) se puede aproximar por Y, ordenada del punto Q sobre ¢
correspondiente a X = XotAx.

DEFINICION: ||La aproximacién de f por la recta tangente en Py (Xo, yo) se llama

aproximacion lineal de f en xo.

Aproximacion ||La funcion lineal que determina la recta tangente; o sea,
lineal. ,
t(x) =1(xo) + f'(x0) (X - Xo)

decimos que es la linealizacion de f en xo.

Finalmente observamos que:

f(x)= f(xo) + f'(X0) (X-X%X0) + €(4x ) / Alimos(Ax)=0

fx)= t(x) +e(4x) /Alimog(Ax)=0
f(x) = t(x) con ex)=[f(x)—-t(x)]=€ 20 para a4x> 0
Conclusiones:

1.- Vemos que cualquiera funcidn, con la sola condicion de ser derivable en Xo ,
admite ser asimilada a una funcion lineal (su linealizacion) en un entorno de Xo.

2.- El valor que despreciamos (& (Ax) ), esel error que cometemos al aproximar
f(x) con t(x): ¢(Ax)=¢
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A tal efecto observamos que € (A x) esun infinitésimo para Ax 0. Asi,

podemos estimar su magnitud (o "pequeriez") a partir de compararlo con otro
infinitésimo conocido, como ser, el mismo Ax.
lim £(4x) _ lim p(Ax).Ax
A0 Ax Ax—0 Ax

0.

Conclusion: € =¢ (Ax) esun infinitésimo de orden superior a Ax .
(se acerca a cero mds rapido que Ax). O sea, para Ax pequerios, |¢g|<|Ax|.

Ejemplo 1: ' S
Obtener la linealizaciéon de In x en x, =1 _ -
fx)=Inx ; xo=1
f)=1/x
t (x) = f(xo)+ f(x0).(x-x0)

y= x-1

f(x) = t(x) .x-1 P O e
Fx) = D)+ f(1).(x-1) In x
Inx =~ Inl+1.(x-1)

-1 1‘3 5 6
Inx =~ x-1 _ % @@ ‘ _
A

Luego: t(x)=x-1, linealizacion de f en x,=I.

Asi: In x = t(x) ; para todo x enun entorno de x, =1
m2=t2)=1 =2e@)=[In@2)-t2)]=2??
In15 =~ t(1.5)=05 2>e(1.5)=[In(1.5)-t(1.5)]=2?

* Obviamente no podemos calcular el error "exacto’; aunque si podemos apreciar

(del grafico) que este va disminuyendo a medida que x = 1; que €(/.5) < € (2).
* Por otro lado, aun cuando dado un x no podemos calcular el error, esta claro
que este existe y tiene un valor fijo para cada x.

Ejemplo 2: encontrar la aproximacion lineal para f(x) =vx+1 en xo=3.
Aproximar+ 2.95 y v 4.05. Indicar si la aprox. es

“por exceso” o “por defecto”. R
fX)=+Vx+1 ; x0=3 Vx +1
fx)=1/2vx+1) V405 |,

t(x) =f (Xo) +f(Xo).(X-Xo)

e f(x) ~t(x) =
e f() ~f(3) +f(3).(:-3) /
e f(x) & 2 + 1/4.(x-3)

0/_x+lzix+% -1 1 2 3305 5 6 7 8

Luego: t(x)=%x +% 0 t(x)=0.25x+1.25 es la linealizacion de f en x,=3.
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e Dadoa e R, y a préoximoa x,=3,
(,como damos una aproximacion de Ja usando la linealizacion hallada?:
1°) buscando un x* tal que Ja = f(x*)=+vx"+1 (2 x*¥*=a-1)
2°) calculando t(x*)

Porej., a=2.95 > J295= f(x*)=vVx* +1 > x*=295-1 > x*=195
V295 = £(1,95)~ t(1,95)=0,25.1,95+1,25=1,7375 > J2.95 ~ 1.7375
a=4.05 > J2.05 = f(x*)=Vx* +1 D x*=405-1 > x*=3.05
Va.05 = £(3,05) ~£(3,05) =0,25.3,05+1,25=2,025 > 4.05 ~2.025

e ; por exceso o por defecto ?: del graff y larecta tangente decidimos facilmente
esta cuestion: la curva esta “por debajo” de la recta tangente luego, las aproxs.
son “por exceso’.

4.11 Aproximacion por Polinomios: Polinomios de Taylor

En el parrafo anterior encontramos la aproximacion lineal de algunas funciones, la usamos
para aproximar algunos valores en el entorno del punto, vimos que muy poco se podia decir
del "error” producido en cada caso. Retomamos el ejemplo 1 para analizar en mas detalle
esta cuestion del error que producimos al aproximar una funcion cualquiera por una
funcion lineal .

Ejemplo 1: 4 : ;
fx)=Inx ; xo=1, f(x)=1/x 3 =l
t (x) =f(Xo) +f(X0).(X-Xo0)
t(x)=x-1

Vimos que f(x) =t (x) + &(x), o sea que:

o f(x) =t(x) con &(x)= t(x)-f(x) In2

® /Inx ~x-1 con gx)= (x-1)-Inx

m2=t2)=1 | e1=1-n2 | )

Respecto a la aproximacion de In2 obtenida por linealizacion del logaritmo, ;habréa alguna
manera de estimar el error cometido?

Resolver esta cuestion requiere la aplicacion de complejos resultados tedricos que no son el
objetivo de este curso. Hoy dia, todos sabemos que con una calculadora podemos obtener
en forma rapida y sin pensar una aproximacion de /n2, por lo que quizéas algunos se
pregunten si es necesario estudiar este tema. La respuesta es “si”, porque el mismo se usa
para demostrar resultados teodricos dentro de la propia matematica e incluso fuera de ella
(por ¢j, en fisicoquimica). Ademas, si bien la calculadora da un valor aproximado de In2, lo
que no da es el "error” implicito en esa aproximacion. Luego, necesitamos saber algo mas
acerca del mismo. En lo que sigue, vamos a aprovechar el avance tecnologico para proceder
a estimar el error, sin acudir a resultados tedricos. O sea, vamos a usar la calculadora
para obtener los logaritmos y con ellos una estimacion del error, porque lo que nos
interesa estudiar ahora no es la aproximacion en si, sino el “error” cometido al
aproximar.



an ~ t(2) — 1 por aprox. lineal N ln2 ~ 1
e12)=1-1In2
caleul: In2~ 0.6931  ¢(2)=1-0.6931 = 0.3079 = 0.31

Concluimos asi que si para aproximar /n 2 usamos la aproximacion lineal obtenemos In
2= 1 con un g@) = 0.31; o sea, con un error bastante “grande”. Luego, si por alguna
razoén necesitaramos dar una “buena” aproximacion de /n2, por ejemplo, con € < 0.01, la
aproximacion obtenida por linealizacion no es aceptable.
* Para pensar: el valor que da la calculadora, jcumple este requisito??;
0 sea, ¢es 0.6931 una aproximaciéon del In2 con £€<0.01?

Como entre todas las rectas que pasan por Po(1;0) la recta tg es la que mejor aproxima a In
x, vemos que no hay forma de aproximar /n2 con €< 0.01 por medio de una funcion lineal,
que debemos acudir a otro tipo de funcion. ;Qué tipo de funcion?, uno en donde las funciones
sean lo mas “simple” posible; o sea, continuas, suaves y faciles de calcular. ;Existen
funciones asi?: si, los polinomios.

La funcién lineal es un polinomio de grado 1. Luego vamos a probar de aproximar con
polinomios de grado mayor que 1, ver si con ellos el error disminuye.
Asi, dada f y un x del Df, en lo que sigue nos ocupamos de hallar un polinomio de grado
n, que indicamos pn, tal que si con en(x) indicamos el error, tengamos:

f(x) = pa(x)

f(x)= pu(X) + &n(x) con &n(x)un infinitésimo para m = +oo

Sif tiene n derivadas sucesivas y finitas en un punto x, proximo a x, se puede demostrar
que existe y es Unico el polinomio de grado n que aproxima a f (x) en un entorno de x, y
tiene la propiedad de que &€a(x) 2 0 a medida que aumenta n.

Ejemplo: hallar un polinomio de grado 2 que permita aproximar /n 2. Estimar &;

P f(x)=Inx; x=2; x,=1
(= proximo a 2, y donde se puede calcular f y sus derivadas)

» f es n veces derivable:
_1 .
X2 ’

' 1 " " 2 -
fx)==; f'(x)= =55 tWe=—=
X X

£ (x)= (=1)n~! (n—1)!
xn

» Buscamos un polinomio de grado 2, p2(x) tal que:
f(x) =~ paAx)
f(x)= p2(x) + e2(x) con & (x)= f(x)— p2Ax)

e(2)<e(2)=0.31
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Un polinomio de grado 2, cualquiera sea su forma, queda determinado por 3 coeficientes.
Luego, resolver este problema implica resolver una ecuacion con 3 incognitas.

Para que una ecuacion de este tipo tenga solucion unica se requiere la existencia de cierta
cantidad de condiciones sobre la ecuacion; en particular, se requiere que haya la misma
cantidad de condiciones que de incognitas. Asi, en este caso, para obtener solucion unica
tenemos que imponer 3 condiciones.

Antes de comenzar a resolver el problema, y dado que existen distintas maneras de escribir
un polinomio, conviene detenerse y buscar la mas conveniente a los objetivos propuestos.

p2(x) = Ao+ A1 x + A; X2

p2(x) = A2 (x—x1). (Xx—Xx2)

p2(x) = Az (x-h)? + k

p2(X) = a0+ a1 (X- Xo) + a2 (X- Xo)?

= desarrollado
-> factorizado
=> en forma canonica
> segun las potencias de (x-Xo) ;

a partir de dividir el polinomio en
forma sucesiva por dicho binomio.

El polinomio buscado es aquel que mejor aproxime a la funcion en un entorno de x,, luego
la forma del polinomio mas practica para nuestros objetivos es la tltima.

Partimos entonces de p2(X) = a,+ a1 (X- Xo) + a2 (X- Xo)?,

fijamos 3 condiciones y trabajamos para hallar los coeficientes agp; a1y az.

Condiciones sobre p» (X):
P2 (Xo) = f(Xo)

P2 (Xo) = f'(Xo)

P2 (Xo) =1""(X0)

= que ambas curvas pasen por Po (Xo; f (Xo0))
= que ambas curvas tengan la misma recta tg en Po
= que ambas curvas tengan la misma curvatura en Po .

)

Derivamos el polinomio, lo calculamos en Xo, reemplazamos en (S) y resolvemos:

P2(X) = a0+ a1 (x- Xo) + 22 (x-Xo)? = Ppa(Xo) =20 |
gpz (x) =a; +2 a2 (X~ Xo)
p2 ()= 22

a, = f(Xo).
a = f’ (X())
22, =1"" (x)

= p2 (X)) =ag ‘ > (S)
= p2(X0)=2 a2}

..................................................................................................................................

Concluimos que:  p2(x) = f(xo) + " (Xo) (X-Xo) + f ”2x0) (X- Xo)?
Xo=1 > p)=f)+ ' 1)x1) + f';“ (x- 1)?
X=2;fx)=Inx 2> po(2)= 0 + 1.2-1) + % (2-1)? =05

por _aprox. cuadritica

In2 = pa(2) In2= 0.5

£2(2)=10.5 - In2|

caleul: In 2> 0.6931 ¢, (2)=(0.5-0.6931| =0.19331 = 0.19

Y verificamos que, €2(2)<e1(2) = 0.31




Pero también verificamos que €2 es todavia muy grande; mas atin, que con este error
estamos muy lejos de tener una aproximacion aceptable (€< 0.01) de In 2.
(Qué podemos hacer? : buscar un polinomio de grado 3.

Buscamos un polinomio de grado 3.

P3(x) = a0+ a1 (X- Xo) + 22 (X- Xo)* + a3 (x- x0)3|_—@_:> . A3 a1; ax; az?

Si queremos solucion Unica, necesitamos 4 condiciones.

.
Sin dudas debemos seguir pidiendo que ambas curvas pasen p; (Xo) = f(Xo).
por P, , que tengan igual recta tg e igual curvatura en P,.

Tenemos asi tres condiciones, falta la cuarta. Ya no hay (S) | p3'(x0) = f(x0)

argumentos geométricos a la vista, de modo que acudimos a » »
la “intuicion razonada”. Asi, y dado que la secuencia Ps” (o) = £ "(xo)
P> ““(xe) = f ""(xo)

funcion6 para el p», lo razonable parece pedir que las
derivadas terceras, coincidan en X,.

Derivamos, calculamos en xo , reemplazamos en (S), resolvemos y obtenemos:

rao = f (Xo).

a1 = f’(Xo)
(5) “pa- T Re)

2

e fﬂrr(xo]
, )

. 23

Concluimos que:
P = T+ () (6 x0) + 2 (x-x) + % (x- Xo)’

y se pude probar (no lo hacemos) que €3(2) = 0.14< &2(2)<e&1(2)

O sea que al aumentar el grado del polinomio en una unidad, el error disminuy6 en solo, §
centésimos !! 'y seguimos por lo tanto sin cumplir el requisito de € < 0.01

OBSERVACIONES:

Si bien el error disminuye al aumentar el grado del polinomio resulta claro que lo hace en
forma muy lenta y que, en consecuencia, el polinomio que aproxime la funciéon con ¢ <
0.01 tendré que ser de grado muy grande; por ende, muy grande también el trabajo para
hallarlo por este camino. Se trata entonces de ver si podemos generalizar lo hecho hasta aqui,
hallar una expresion genérica para el polinomio de aproximacion, la cual facilite y
posibilite el trabajo.

Asi, si observamos el caso de los polinomios de grado 2 y grado 3, detectamos que existe
una “regularidad” en la forma en que se van generando los coeficientes. Efectivamente, a

(Y34

poco que prestemos atencion, vemos que para “n” genérico:

f(n)(xo)
n!
(n!=1.23.....n, factorialden)

an = coeficiente del téermino de grado n =

Los polinomios cuyos coeficientes tienen esta forma se conocen como polinomios de Taylor.
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4.12 Polinomio de Taylor

Dada f "n-veces derivable" en xo; los polinomios de Taylor aproximan a f(x) para todo
X en un conveniente entorno de x, y se puede demostrar que el error disminuye al ir
aumentado el grado del polinomio. O sea:

Polinomio de Taylor de [, alrededor de x,.

pr(x) = £ (xo)+ £ (x0) (x- xo) + LX) (x") (x- Xo)? +

e f(x) = pn(x)
® f(x) = pu(x) + €a(x) = Formula de Taylor con resto ; € = error 6 resto de orden n.
¢ &(®)=f(x)-pa(x) ¥y lim &(x)=0

n—>+o
N |Pn(x) Pn(x) (para f(x)=1In x ; xo=1)
1 [P1(x) = f(Xo) + f'(Xo) (X-Xo) Pi1(x) = x -1

2 |p2(x) = pa(x) + %!igl (X-X0)? P2(X) = (x-1) = 72 (x-1)?

3 [Pa(x) = pa(x) + f”;(f“) (x-%o)* | Pa(X) = (x-1)= % (x-1)? + 2 (x-1)°

f(4)(xo)
ar |

4 |pa(x) = palx) + “xo)* | Pa(X) = pa(x) + —op (x-1)°

5 |Ps(x) = pa(x) +

£
(60 | o) = pu 2

(*) en este cuadro vemos como el trabajo se puede sistematizar ya que cada nuevo
polinomio se puede obtener del anterior agregando un nuevo sumando cuya
expresion general es:

™ (x,)

n
0 (x—x_)

% (Podemos ahora resolver el problema que dio origen a todo este desarrollo?
O sea, japroximar In 2 con €< 0.01 usando un apropiado polinomio de Taylor?

Polinomios de Taylor para f(x)=In x ; x,=1

n | pn(Xx) (desarrollado) pPn(2) €n(2)

1 [p1(X) =x -1 p1(2)= 1 R 0.31
2 |pa2(x) =-"% x2+2x-1.5 p2(2) = 0.5 X 0.19
3|ps(x) = 3 x3-3 x2+3x- 14 p3(2) =0.833 | =~ 0.14
4 |pa(x) = -0.25x* +1.33x*-3x2+4x-2 p4(2) =059 | = 0.10
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Vemos que si bien pudimos sistematizar el calculo, por este camino (construir el polinomio,
calcularlo en 2 y estimar el error) estamos muy lejos de alcanzar una aproximacion con el
error solicitado. No queda otra que acudir a la teoria, donde tenemos el siguiente resultado

Forma de Lagrange del Error

Si f es una funcion con derivada de orden n+1 en todos los puntos de un entorno de X, ,
entonces dado un punto x de dicho entorno, existe un punto “c” entre X, y X tal que si
Pn es ¢l polinomio de Taylor de f alrededor de x,, entonces:

(n+1)
f (C).(X_Xo)n+1
(n+1)!

Forma de Lagrange del error

f(x) = pa(x) + €a(X) con | &x(x)=

Si f®*D es acotada en un entorno de X, , entonces la forma de Lagrange del error permite
establecer en forma rigurosa una cota para el error absoluto. También facilita la busqueda
del “n” para que el error sea el requerido para el caso.

Asti, y por ¢j., al aproximar In 2 con el polinomio de Taylor de grado 4, obtuvimos:

f”'(l) f “4) (1)

ps)=f()+ ' AH-D+ % (x-1)* + -+ ——= (x-1)*
()
Luego, f(x) =p4(x) + €4(x) con &4(x)= ——= 5! L(x=1)7° , 1<c<2
£(2) = _ 19 5
(2) = pa(2) + €4(2) con €4(2)= SCIR 2-1)° , 1<c<2
(5)
In2~pi2)=0.59 con s2)=1 ) , 1<c <2

5)!
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Acotamos el error cometido al aproximar con py

Calculamos la derivada quinta de f, acudiendo a la expresion general:

14
5 £ (0)= (_1)4 4! =
CS CS

4 (n=1)! n
xll

™ x)=(-1)"

Reemplazando en la férmula del error:

£ ()| K
| 51 | 51

4!

51¢°

L

€4(2)| =
64| =

; 1<e<2

[1P%2)

El valor de “¢” es “desconocido” , luego no podemos “calcular” el error.
Si lo podemos “acotar” dado que sabemos que “c” estd entre 1y 2:

1<c<2 2 ¢>1 2 o1 2 L5<1
C

C

Luego: |e4(2)| = SLS < é = led(2)| < §= 0.2 = |e4(2)|<0.2 (v no cumple lo pedido)
c

66pn 99
n

> Buscamos un para el cual p, aproxima In2 con £<0.01

_ £ D(e) n+l
Sn(X)— W.(K—XO)
-D" ()!
n+1 -n"

Xo=1 8n2 =c—_ 2_1n+1=(—
PP 2) (n+1)! @-D (n+1).c™!

D e = — < S (pues ——<1) 2 |eu(2)] <——
m+1).c™ n+l ] "t n+1

(Y32

; , . 1
Asi, nuestro problema estara resuelto si encontramos “n” tal que, 1 < 0.01.
n+

Buscamos “n” : 1 < 1 & n+l >100 & n>99
n+1 100

Conclusion: un polinomio que permite aproximar /n 2 con € <0.01 es el Ppioo
proo(2)= p.698164507991° = In2 ~ B.698164507991" con &< 0.01

(aproximacion del In 2 obtenida con un software).
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4.13 Actividades

PARTE 1- LA DERIVADA Y ELL “ESTUDIO DE FUNCIONES”

I-TEOREMAS DE ROLLE Y LAGRANGE:

1. Indicar si se cumplen las hipotesis del Teorema de Rolle. En caso afirmativo, hallar el
o los valores de “c” que verifican la tesis.

a)f(x)=x>-2x+2 en [0;2] b) f(x)=x* —2x+1 en [-2;2]
x>, —2<x<l x? ; —2<x<l

c)f(x)= ’ d) f(x)= ’

)/ () {x R <x< ) 1) {2x ;0 1<x<4

2. Hallar el o los valores de “c” del T.V.M. de Lagrange. Ilustrar con un gréfico.

a)fx)=vx-1 ; [1;5] b)f(x)zx2 -3x [1;4]
ofx)=Inx) ; [l;e] d) f(x) =sen x . [osx]
e)f(x)=senx ; [0;3n] Nfx)=x?-2x+1 ; [1;2]

3. Dadafx)=3x?> en[-1;1] calcular (1), f(-1) y f’(x).
(Se anula la derivada en algtin punto del [-1;1]?.
El resultado obtenido, ;contradice el Teorema de Rolle? . ; Porqué?

II - REGLA DE L’HOPITAL:

4. Calcular:

2 2 X
X“-4x+3 sen(x“.e
D lim o gy gy ) ) i n(sen@0)™
x—3 2x° -13x+ 21 x—0 X x—0*
t .
b) lim o i) lim x% Inx p) lim (1+senx)°®*
t=0 1- £ x—0 x—0"
) X -4x+3 . ) 3 ) 4
¢) lim — 3 J) lim x.sen(—) 9 lim (—2)
x>~ (x-1) X—>+00 X x—0 X,
2-x-241-x 1 T
d) lim —————— k) lim e” arctg(—) 1) lim xX!
x—0 senx X—>+00 X x—l1t
In cos 6x 2 1 1
e) lim ————— D lim x* s) lim ( -—
x—»0 Incos3x <0t <0t senx X
e senx _ e X 1 1
f) lim — m) lim (4x)*™ t) lim (— - > )
x—0 X X x—0" x>l Inx  x*_x
2-x).e "—=x-2
@ lim 3 ) lim (x-senx).lnx w) lim (" - X)
x—0 X x—0" X—>+00

V) lim (x-Inx)
X—>+00
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III - ESTUDIO DE FUNCIONES:

5. Graficar las siguientes funciones e indicar, leyendo del grafico, los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de cada una de ellas. Luego, controlar las respuestas dadas
acudiendo al criterio de la derivada primera.

a) f(x) =In x b) flx) =47~
) fix)="2 d) f(x) =senx;  xe[-2m; 27]
¢ fx) =(x- 2" f) f(x)=(x-2)"
g)f(x)= (x+ -3 m fe) = (4)*
D feo=1+1 ) feg =>4

X -x+1

6. Dada f(x)=(x-2)’+8 se pide:

a) hallar g, inversade f. Graficar f y g en un mismo sistema e indicar,
leyendo del grafico, intervalos donde f y g sean estrictamente crecientes.
b) Derivar f'y g y corroborar lo afirmado en (a) aplicando el criterio de la
derivada Ira (donde sea posible) o la definicion de estrictamente creciente.
c) Indicar V 60 F, justificar la respuesta:
cl) “ f derivable y estrictamente creciente en Dff = f"(x)>0, V xeDf”.
c2) “ f derivable en Df’, f"continuaenxe y f(x0) >0 = f estrictamente
creciente en un entorno de xo ”’
c3) “ f biyectiva, estrictamente creciente, derivabley f"(x)#0 en Df =
g, suinversa, es estrictamente creciente en Dg ™.

aplicar luego los resultados tedricos que correspondan al caso).

7. Sea g lainversade f con fly) =y’ +y> +17 Analizar si g estd estrictamente
creciendo (o decreciendo) en un entorno de xo,=f(y,) con y,=19.
Informar por escrito el método o forma como concluye su respuesta.

8. Trazar la grafica de una funcion que tenga las propiedades enumeradas en cada item.
Indicar los intervalos de crecimiento y decrecimiento:
a) Tres méaximos relativos, minimo absoluto y cinco puntos donde alcanza el
minimo absoluto.
b) Dos puntos donde alcanza el minimo absoluto, ninglin maximo.
c) Seis minimos relativos, maximo absoluto y dos puntos donde alcanza el maximo
absoluto.
d) Sea continua en R, tenga cuatro ceros, no tenga maximo absoluto y
y tenga minimo absoluto igual a - 6. ;Puede expresar laley de esta
funcién por medio de una ecuacion?.;Si? ;Cual? ;Porqué?
e) Sea continua en R, tenga cinco ceros, no tenga maximo ni minimo absoluto
y tenga minimos relativos positivos e iguales . ;Puede expresar la ley
de esta funcion por medio de una ecuacion? ;Si? ;Cual? ;Porqué?



Secuencia sugerida para el estudio de una funcion:

Dominio de la funcién. Dom. continuidad. Dom.
derivabilidad

2- Intersecciones con los ejes coordenados

3- Propiedades: paridad, signo definido, periddica, etc.

4- Limites y asintotas

5- Intervalos de crecimiento y decrecimiento

6- Extremos relativos y absolutos

7- Intervalos de concavidad y convexidad

8- Puntos de inflexion

9- Gréfico

10- Imagen
Nota: La secuencia dada es una enumeracion de todas las cuestiones a analizar y/o
determinar al “estudiar una funcion” para graficarla. Es un simple “ayuda memoria” de las
cosas a hacer, y si bien estan presentadas en un cierto “orden” esto obedece a razones
puramente “literarias” y no “matematicas”; es decir, no es “indispensable” seguir este orden.

9. Para las funciones “elementales” que se indican a continuacion, se pide hacer un
“bosquejo” de su grafico, “sin acudir a la derivada’; o sea, teniendo en cuenta solo
(1-2-3 y 4) de la secuencia para graficar funciones. Indicar luego, y leyendo del grdfico,
si tienen maximos y /o minimos relativos. Finalmente, verificar las respuestas
acudiendo, si se puede, al criterio_de la derivada enésima.
a) fix)=(x-1)° - 32 b) fix)=x"-16x’ o) fix)=(x-1)°.(x-2)
@ =2 e) f(x)=|In x| P feo)=x"-12x" + 48x’
x
10. Efectuar el estudio de los siguientes polinomios y graficar los mismos. Si el polinomio

presenta punto de inflexion a tangente no horizontal, Py, obtener la ecuacion de la recta
tangente a la curva en Py y graficarla sobre la curva.

a) f(x) = (x -1)*(x +2) b) f(x) =x* —12x° + 48’
c) fix) =x’ -20x > d) f(x) =x’ - 9x
e) f(x) =x*-3x"-4 f) f(x) =3x° -x’
2)f(x)=x"-6x>+9x -5 h) f(x) =x°-192x +17

6 4 3
D fx) = -jx4+2x2+6 D =% X3 10

Nota: de ser posible, calcular las raices del polinomio. De no serlo, obtener (por
aplicacion del Teorema de Bolzano) un intervalo donde se encuentre la raiz (si existe).
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11. Efectuar el estudio de:

12.

1

@) fo) =16 x + b)f(x)z%Jri
X X X

o fix) =x. In x d) flx) = l”xx

e)f(x)zsenz(x) en [0;7:] f)f(x)=xex2

9 foo =~ h fox) = in| x|
x° +1

1
i) f(x)=x+sen x ;D=[0;n] j)f(x):e;

B f)=e* m) foo-—1
I1+x
n) f(X):xZ—lnx o) f(X)Zx% (x2—2x—6)
p) frg=-X +X+2 q) f9=e" 5 i)a>0
(x-1)* i) o <0

Siendo x =x(t), los siguientes graficos corresponden a x’(t).
A partir de ellos hacer el estudio de x(t) y luego graficarla.

a) b
3*.\&’ ) 1:‘
2 x'(t) 1 (6)
0,5
L L] L] n L] L] h
3 7/05) 12
= -1
0 2 3 t, Y x(0)=2
x(0)=3 '
¢) D.5‘x' d) nx,
1) - - = - F
0.5 1 1,5 2 t
-0,5 1 '_=
-1 49
1,5 1

x(1) =3, x continua en ty=1 x(3)=4



M = mdximo absoluto de f en [a;b]. Analizar e interpretar el diagrama; luego
construir uno similar para la basqueda de m = minimo absoluto de f en [a;b].

Calcular f{a) y f(b)

v

Calcular f’(x)

Y

JExiste x €(a;b) / f(x) =0?

a
0% "

(1) Hallar xi, X2, X3,..., Xn ;
raices de f’(x) = 0. M es el mayor
(2) M es el mayor de . entref )
(@), f(b), f(x1), f(x2), f(x3),.... f(xXn). (a) y f(b)

14. Si existe x* € [a;b] tal que f no es derivable en x*, el diagrama para la busqueda de
extremos absolutos del ej. 18, ;es valido? ;Porqué?

15. Hallar los extremos absolutos de:

a)f(x)=x> +3x% en (i) -4;%} d)f(x)=x+senx en [0;27]
(i) [-4;2]
51 2
L[ 501 .3 L
(iii) { 2,2} e) f(x) =x en [-1;8]
6
b)f(x)zi en BA} f)f(x)z%-%x“ +2x2 +6 en [-3;4]
X4 X3
o) f(x)=[x-1 en [-1;3] @0 ="-— -3x2+10 en [-2;5]

IV-— PROBLEMAS DE EXTREMOS ABSOLUTOS:

En lo que sigue el objetivo es aplicar la derivada al estudio del comportamiento de
expresiones que modelizan la situacion o proceso que estamos estudiando, expresion sobre
la que tenemos uno o mds interrogantes (crece?, tiene maximo?, minimo?, donde crece mas

pueden resultar valores que no estan en dicho dominio; es de suma importancia determinar
y escribir en forma clara y destacada, el dominio natural de la funcion. (la existencia o
calidad de un extremo depende de dicho dominio).
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16. La suma de dos nimeros es 48. ;Cudl es el valor minimo posible de la suma
de sus cuadrados?

17. Hallar el 4rea maxima que puede alcanzar \1
el rectangulo indicado en la figura, P(x,y)
al desplazar el vértice P
sobre la recta 2x +y = 100.

v

2x +y =100

18. Hallar las dimensiones del rectangulo de area maxima que se puede inscribir en
un semicirculo de radio 10 .

19. Se desea envasar leche en cajas de base cuadrada, cerradas'y de 1000 cm® de
capacidad. Obviamente interesa que las dimensiones de estas cajas sean tales
que requieran la menor cantidad posible de material para construirlas.

Se pide hallar cuales son las dimensiones de la caja que hacen esto posible.

20. Se desea construir una caja sin tapa a partir de una pieza de metal rectangular
de 5 m. de ancho por 8 m. de largo. Para ello se recorta, en sus cuatro esquinas,
cuadrados de lado “x”. La pieza luego se dobla y se unen los bordes en forma
conveniente a los efectos de obtener la caja. ; Qué dimension deben tener los
cuadrados que se cortan para que el volumen de la caja sea lo mayor posible?.

21. Queremos fabricar una caja de base cuadrada y volumen V =1000cm’ y
queremos hacerlo de modo tal que el “costo” sea minimo. Al respecto sabemos
que el material para las caras cuesta “a” ctvos/cm? y el pegado de las aristas
cuesta “b” ctvos/cm.

a) Mostrar que C, costo total, es funcion de “x, lado de la base; que
4000 a N 4000 b
X X2
b) Mostrar que el planteo de C’(x) =0 conduce a la siguiente ecuacidon en x
Cx)=ax*+2bx*-1000ax—-2000b=0;

y que el valor optimo de “x” no depende del costo de los materiales. Analizar

si este resultado tiene “sentido”.

C(x)=2ax*> +8bx +

22. La “diferencia de potencial” U para una corriente alterna puede calcularse por
medio de la siguiente funcion: U =U, sen (® t). En relacion a ella, se pide:
a) Indicar laley de la funcion para una corriente alterna cuyo periodo es 0,021.
b) hallar la diferencia de potencial maxima para la corriente del item (a) (Uo>0)
¢) Indicar dos instantes donde la alcance.

23. Siuna molécula del producto C se forma a partir de una molécula del reactivo A
y una del reactivo B; si las concentraciones de A y B son iguales, [A]=[B] =a
moles/ls., entonces la concentracion de C en funcion del tiempo es

a’ k.t
akt+1
a) Establecer si, segin el modelo, se alcanza una concentracion maxima .
b) Hallar (si existe) el instante donde la velocidad de la reaccion
es maxima (dominio!!); calcular esta velocidad méaxima.

[C]=

; donde k esuna constante positiva.
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V- MAS SOBRE BOLZANO, ROLLE Y LAGRANGE:

1) Dada f(x)= x—+i demostrar que no existe “c” / f(2)—f(0)=2f"(c).
x —

(Contradice esto el teorema del valor medio de Lagrange?, porqué?.

2) Dadas las siguientes ecuaciones de la forma f(x) =0, demostrar que tienen uno y
soloun cero real. Acudir al apoyo de gréaficos y teoremas convenientes al caso.

a) x> +x-1=0 b) x¥’+10x+3=0 ¢) 3x -2 +cos (5.x)=0
Sugerencias:

A) Sabemos que el Teo. Bolzano permite estimar el o los intervalos donde una funcion
puede tener un cero. Pero, para aplicar este teorema debemos detectar un intervalo
donde se cumplan las hipotesis del mismo. Una forma de facilitar esta busqueda
consiste en pensar f como la suma de dos funciones cuyos grdficos se conozca.
(porej.: si f(x)=x>+ x—1; p(x)=x>; q(x)=x-1 entonces f=p+q).
Como f(x) =0 equivale a p(x)=-q(x), graficamos p y -q en un mismo
sistema y procedemos a buscar un intervalo dentro del cual se produzca la
interseccion de ambos graficos. (o sea, donde exista ¢ tal que p(c) =-¢ (c) ). Si
lo hallamos, tenemos un intervalo donde se produce un cero de f. Para verificar
la validez del trabajo hecho aplicamos Bolzano al intervalo hallado y concluimos.

Para f(x)=x>+ x -1, verificar que existe c¢ € [0; 1] tal que p(c) =-q(c) ;
aplicar luego Bolzano en este intervaloy concluir.

B) Par demostrar que el cero hallado es unico podemos proceder por “el absurdo”;
0 sea, suponer que existe otro cero , aplicar Rolle, llegar a un absurdo ,
concluir.

3) Demostrar que x*+4x+c=0, c eR, tiene alo sumo 2 raices reales.
Acudir al apoyo de graficos y teoremas convenientes al caso. Discutir los
valores de “c” para los cuales la ecuacion tiene dos, una o ninguna raiz real.
Sugerencias: A) reconocer f(x), descomponerla en dos funciones, graficarlas,

visualizar la situacion

B) detectar la existencia de un minimo absoluto de f, concluir.

4) Demostrar que v1+x <1+%x; Vx>0.
Sugerencia: buscar los extremos de f(x) = Vv1+x - (1 +%x); concluir.

5) Si f escontinuay derivableen R, f(0)=-3 y f(x) < § Vx; ( qué tan grande
puede ser f(2)?. Sugerencia: aplicar Lagrange en el [0; 2].

6) Demostrar que si  f(x) = arc tg x + arc cotg (x) entonces f(x)= % Vxe Df

Sugerencia: mostrar f'(x) =0 Vxe Df, concluir.
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PARTE 2- DIFERENCIAL Y APROXIMACION POLINOMICA

1. a) Sea y=5x3-2x2+6. Utilizar diferenciales para encontrar el
cambio aproximado en y cuando x variade 1 a 1, 03.
b) Idem para y=x*+10, con x de 2 a 1,99.

2. a) Completar la siguiente tabla, para f(x)=x% ; x,=1
Ax dy(Z; Ax) = Ay = E=| Ay - dy |

2

1
0,5

0
-0,5

-1
-2

b) Graficar f y la recta tangente en P(xo; f (x0)).
Marcar dy; Ay y E correspondiente a cada Ax. Hacer una conjetura
respecto al comportamiento de E para Ax = 0 ; investigar su validez.

3. Para las funciones y puntos indicados a continuacion:
) f=%x> ; xi=1; x2=2.
i) £00=
a) Hallar el diferencial de f en los puntos x1 y x2 indicados en cada caso.
b) Calcular el diferencial y el incremento de f en cada punto, para Ax =1.
c¢) Encontrar el error (absoluto, relativo y porcentual) que se comete al aproximar el
incremento con el diferencial. Indicar en que punto (x1 6 x2) el error seria menos
“significativo’ (importante) en relacion al verdadero valor del incremento.
(E=|E|=|Ay-dy|; E.=E/dy ; Eo=100 E: ).
d) Indicar V ¢ F, justificar: “E es menos 'significativo’ en los puntos donde la
funcién varia a mayor velocidad”.

; x1=1; x2=2; sepide:

4. Justificar, usando diferenciales, las siguientes formulas de aproximacion, para Ax =0

a) (1+Ax)? = 1+2Ax » aproximar (1,15)* ; estimar el error.
~ Ax : .
b) /100 + Ax = 10+2—0 » aproximar /106 ; /95 .
1 ~ 1. . 1.1 . .
c) A = 1-Ax » aproximar 5508 ; estimar el error.

d) sen Ax = Ax
» aproximar, de ser posible, senoa para o= 0,01; -0,2; %; 1; 1°; 20°

» obtener seno a con calculadora; concluir en que caso y porqué se puede
(o no) usar la formula de aproximacion indicada.

5. Leemos en un libro que la formula V=1+ o (t—4)?, con t =temperatura en °C,
y a=8,38.10° permite obtener el volumen V de un gramo de agua cuando la
temperatura del medio es mayor o igual a cero (t > 0°C). Al respecto, hacer un
bosquejo del grafico de V y, usando diferenciales:

a) estimar la variacion de volumen debida a una variacion infinitesimal de temperatura
(un ‘dt" ) cuando to =0°.Idem para to=2°; to=4°; to=6°.
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b) indicar que informan los resultados del item (a) en cuanto al comportamiento del
volumen de 1gr de agua segiin la temperatura. (se expande?; contrae?, rapidez?
). Hacer lo propio en cuanto a la densidad de 1gr de agua.

¢) ¢ Tienen sentido 'fisico/quimico’ los resultados obtenidos?; es decir, la formula hallada,
[es un "buen modelo” de la dependencia V-t para un 1 gr. de agua sometido a una
fuente de calor, a partir de 0°C?. Si?, no?, porqué?.  Si le informan que es un

"buen modelo’, en tal caso, ;lo usaria para calcular el volumen de 1gr de agua a
150°C?. Si?, no?, porqué? .

* Diferencial y errores :

Dada y =f(x), paraestimar E, "error absluto’ en el calculo de y, procedemos a:

la ‘cota del error” indicada para la misma: dy = f( Xo).AX max) = f(X,). dx

gzdiy:f,(xl’}dx:fl(xo)
Yo Yo f(xo) f(x[,)'

6. Se mide el lado de un cubo y se encuentra que la longitud del mismo es de x, cm. Se
hace esto con un instrumento donde € (error de apreciacion), se conoce. Este error se
propaga a cualquier calculo realizado con x,, por ejemplo al del volumen del cubo (V).
El valor exacto de este error se desconoce (al igual que el de x,) pero, en general y
conocido g, se puede establecer una "cotar superior” del mismo.

Si se sabe que € = +0.01 (cm), se pide entonces:

a) hallar el error absoluto 'maximo’ producido al calcular V con x, =3.
Indicar el intervalo de incerteza para los valores de V.

b) hallar el error absoluto 'mdaximo’ producido al calcular V con x, = 10.
Indicar el intervalo de incerteza para los valores de V.

¢) analizar en qué caso es mas 'significativo’ el error inducido en V, por el
error de medicion en Xo..

d) justificar la validez de la siguiente expresion: ?/V ~ 3.9 expresar
o xﬂ

en una oracion el sentido de la misma.

7. Estimar (acudiendo al método mas apropiado al caso), como y cuédnto varia la longitud
del lado de un cubo si su volumen pasa de:
a) 8cm®> a 812 cm® ; b) 8cm’®a 7.8 cm® ; <¢) 8cm®a 27cm’.

8. Dado un cono donde r =radio de la base, A= altura del conoy h=2r; se mide r y se
encuentra que su longitud es x, cm. Si el error de apreciacion € = £0.01 (cm),
se pide hallar el mdximo error cometido al calcular el volumen del cono usando
el valor medido del radio para x,=2 y Xxo,=15. ( Veono= sup. basexh).
(En qué caso el “error absoluto” es mayor?, ;cuando es mas ‘significativo’?.



326

9. Cuando la sangre fluye por un vaso, el flujo ® (volumen de sangre por unidad de tiempo
que corre por un punto dado), es proporcional a la cuarta potencia del radio r " de ese
vaso. (ley de Poiseuille). Una arteria parcialmente obstruida se puede expandir
(aumentar su radio) por medio de una operacion llamada ‘angioplastia’.  Nos
preguntamos entonces: jcomo afecta al flujo de sangre un aumento del 5% en el
radio? jalcanza a los efectos de normalizar el flujo si para ello hay que aumentar el
mismo alrededor de un 35 % ?. Si no alcanza, hallar en cuanto hay que aumentar r.

d=k r _> » Aumento relativo en r: dr/r
: dd @'dr
» Aumento relativo de flujo: D P e (completar)...c..eee.
* Vemos que el aumento relativo en el flujo es alrededor de ......... el aumento relativo en r
* Equivalentemente, el aumento porcentual del flujo seria alrededor de ............... el aumento

porcentual del radio.
Luego, para un aumento porcentual del radio del 5% se tendra una aumento del flujo
de aproximadamente un .............cceeeeennennne. .

pu(X) : polinomio_de Taylor de grado “n” de f, alrededor de X,.

Pa(x) =f (X0) + £'(X0) (X- Xo) + £ (X0) (X- X0)? +......... + £ W(X0) (X- Xo)"
2! n!

e f(x) = pa(x)
® f(x) =pu(x) + €a(x) > Férmula de Taylor con resto ; €= error 6 resto de orden n.
¢ &uX)=fX)-pa(X) ¥y Ilim &(x)=0

n— +o
£+ (¢) et

[} Sn(X) = W.(X—XO

- Forma de Lagrange del error

(“c” entre Xo y X )

16. Para cada funcion y punto indicado a continuacion,

a)f(x)=senx ; xp=0 b) g(x)=cosx ; x9=0
) h(x)=In(x); xo=1 d) £ (x)=log(x); xp=1
se pide dar:

a) la aproximacion lineal de f en x, (recta tangente 6 Ppi(X))
b) la aproximacion polindmica correspondientea n= 3 (p3(x))
c) un valor aproximado de f(0.1); g(0.1); A(1.5) y k(L.5);
acudiendo a la aproximacion lineal y al p3(x).
Verificar si la aproximacion mejora.

17. Hallar pa(x) para f y X, indicados .
a)ﬂx)=-%x4+%x3-3x2+4x—2 x0=0; x9o=1

b) fix)=senx ; xp=0

¢) flx)=e3*; xp=0
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dfix)= —; x=0

1
I+x
Sugerencia: recurrir a las formulas para la derivada enésima de / (Pract. 3, €j.10):

a) fix)=an X"+ an1 x" '+ Farx+a > f@xX)=nlan

b) f(x) =senx > fW(x)= sen (x +n 7)
¢) fix)=ekr > fO(x)=knek

1 . n _ n n!
d) fix) = o verificar que) > f™(x)= (-1) exy

18. Sea fix)=e*

a) Hallar pa(x) para x,=0
b) Calcular el valor aproximado del nimero “e” usando
1) aproximacion lineal
ii) polinomio de Taylor de grado2; 4 y 6.
c) Acudiendo a la férmula de Taylor, hallar “ e con 7 cifras decimales exactas.
~(n+1
( = hallar “n” tal que el error, & (1) =W. ()™ <%108, 0<c<l).

(Sug: acotar ¢ y e por el entero mas proximo, tener en cuenta las sgtes tablas)

n n! n n!

[ 7

4 24 h 11 (3.99410
h .

S 120 5 8

6 720 h 12 | 4.79410

n L

v 7| Se4e n 9

i % h 13| 6.2210

! h

" 8 |4.03-10 : 10

N g n 14| 8.71410

9 |3.62L10 : 12

i 6 b 15| 1.30-10

: 10 | 3.62L10

19. Si fi(x)=e™ ;se pide:
a) Hallar p2(x); polinomio de Taylor de grado 2 de f en un entorno de x,=0.
b) Si ¢ (u) =p2(u?), obtenerlaley de ¢ e indicar V' é F (justificar respuesta):
1) g esun polinomio de grado 4.
ii) si g(u) =f(u?) entonces ¢ es el polinomio de Taylor de gr. 4 de g en uo=0.

20. Sea f una funcidon dos veces derivableen R y tal que f*"(x)>0, Vx € R.
Demostrar que, en un entorno de xo=0 la recta tangente a la graficade f en
P, (0; f{0)) se encuentra por debajo de dicha grafica.

(Sugerencia: acudir a la Formula de Taylor con resto y a la forma de Lagrange del resto)
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4.14 Problemas de Aplicacion

1. "Medicion Indirecta’

En la vida real se presentan muchas situaciones en las que se necesita hacer estimaciones
sobre una cierta variable que, por alguna razén, no admite ser medida en forma directa
(por ejemplo un angulo de refraccion). En estos casos se miden y calculan valores
relacionados con la incognita (por ejemplo, el seno del angulo) y finalmente entonces,
por medicion indirecta, se obtiene una estimacion de la misma.

Asi, por ejemplo, si y=1(x); yo'y 'Xo los valores "estimados’

(yo por medicion, Xo por cdlculo a partir de yo)
ey’ y ‘ex” los respectivos errores de estimacion, tenemos entonces que:
" Yreal = Yot &y "5 " Xreal =Xot &x"
y el problema a resolver es: estimar ‘ex” conociendo un valor méximo para ‘gy’

Haciendo ey=Ay , & =Ax y acudiendoa diferenciales :
A €
Ay ~ dy=1f'(x0). Ax > sz,—y > e = —
f1(x,) f'(x )

Problema: A los efectos de estimar un dngulo de reflexion a se realizan una serie de
mediciones al efecto de determinar y =sen a. Finalmente se encuentra que yo= 0.5

cm. Si el error de medicion es €y =102 dar una estimacion del error mdaximo cometido

en la determinacion de «.

Vo= 0.5% ,
______________________________ » y=sena 2y =cosa

1 » Yo=senoo=0.5 2 = .............(enradianes !!! )

Ea & o

» L= i SRR (en radianes: ......... <O < )

(*) En este problema queda claro la influencia e importancia de los errores de medicion
Vemos en el mismo como un error mdximo de ............. mm. en la medicion de los catetos
determina un error mdximo de aproximadamente ................. grados en la estimacion del
angulo. Vemos también cOmo para apreciar el error conviene expresar los angulos en grados,
cosa que no podemos hacer para calcular. (realice los célculos con el angulo en grados y
compare los resultados!!!).

2. Unamasa M sujeta a un resorte se pone en movimiento bajo la accion de una
fuerza F . La funcién de posicion para M en cada instante “ t” y respecto a su
posicion de equilibrioes: x=sent+cost (t= 0)

=
v

/ 0 x (t)

Posicion de equilibrio o reposo




a) Asimilando la masa M a un punto, establecer un eje de referencia conveniente al
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caso, completar la siguiente tabla para x =x(t) con x(t)=sent+cost y
representar sobre dicho eje la “trayectoria” de M desde t=0 hasta t=35 %
T T Ty T T T T L T T
() (7 G 5 33 75 2 9% >3
)
t 0 ]0.78 1.57 | 236 |3.14
X V2 0 -1 1
b) Describir el movimiento de M analizando para ello la trayectoria y el

comportamiento de la funcién de posicion para t = +«» ( indicar con qué
caracteristica fisica del movimiento relaciona este resultado) .

¢) Graficar x =Xx(t) en un sistema cartesiano x-t.
(Sugerencia: expresar la funcion de “otra forma”; acudir para ello a identidades
Trigonométricas. Es decir, hallar A 'y O / x(t)= Asen(t+ Q )).

d) Hallar el desplazamiento mdximo, dv, de la masa como accion de la fuerza F .

Nota: el “desplazamiento maximo” puede darse tanto a izquierda como a derecha
del punto de equilibrio pues, despr.=|x—0].)
e) (En qué instantes alcanza el desplazamiento maximo? Dar al menos cuatro.

f) (Existe una funcién con la cual, conocida la posicion de la masa, se puede calcular
el tiempo que hace que la misma se estd moviendo ?. (¢ g? / t=gXx)).

Por ejemplo, si nos informan que x = +/2 ; ;alcanza este dato para determinar el
tiempo que hace que la masa se estd moviendo?.

LY sinos dijeran que x = /2 y la masa paso dos veces por su posicion de
equilibrio?, podriamos decir cuanto hace que la masa se estd moviendo?

3. Cuando se dispara un proyectil desde el origen (O), la “trayectoria” del
mismo es una parabola de ecuacion:

y=mx - —6(1+m2). X
Vo

O sea y=f(x), con:
y

x = desplazamiento “horizontal”(v.i.)

y = desplazamiento “vertical” (v.d.)
- os* . '. . '.

gl VO .’$ L4

> V,=vector velocidad inicial

V_O = (‘7 ) ; ) y)

.
.
. -
-
Y

> Vo= mddulo de V,

Vo= Vgx + v2
X"

oy

> m=17g O; O =angulo Y,y ejex.
v

1g 0(,=ﬂ

(1).6

>g=(0g)

vector aceleracion de la gravedad




330

La ecuacion cartesiana para la trayectoria del proyectil se deduce a partir de las ecuaciones
parameétricas del “tiro oblicuo”, las que se obtienen en fisica, de acuerdo a los principios
de la cinematica. Estas son:

X=X0+V0x't 1 2 (x0; yo) = (0; 0) N X:VOX.t 2 Voy
Y=Y, + Voy-t+5a.t 4 Y =Vgy.t—l6.t

a=g=-32

Vox

a) A partir de las ecuaciones paramétricas deducir la ecuacion cartesiana de la
trayectoria.
(Sugerencias: despejar ¢t de la ler ecuacion.; reemplazarla en la 2da. Multiplicar y dividir

2
por V, donde convenga).

b) Demostrar que la altura méaxima, ym, alcanzada por el proyectil es:
_ mly?
64(1+m?)

Indicar cual es el desplazamiento horizontal cuando el proyectil alcanza ywm.

™

¢) Indicar V 6 F, justificar:
m.v,

“el desplazamiento horizontal méaximo es: xm = 5
16.(1+m"~)

d) Ambos valores ym y xm , como era de esperarse, dependen tanto de “m”

como de “v,” (en definitiva, de V, ).
Tenemos asi que ym y xm son funciones de dos variables.

Para estudiar como incide V,, sobre estos valores, te pedimos que estudies el

comportamiento de las funciones que los definen, dejando v, constante ; o sea,
tomando ym y xm como funciones de “m”: ym-p(m) y xm-q(m).

Estudiadas las funciones p y q por separado (maximos, minimos, limites para
.7 4 . T 4
m >« ; relacion conO, quépasasi vox=0 (0O = B ); 6 voy=0..)

te pedimos que, usando los resultados obtenidos, analices y describas que pasa
con las trayectorias a medida que m—> » ; o sea, qué pasa con el movimiento .
Para hacer este andlisis te sugerimos:

Iro) reflexionar acerca del enunciado del problema; es decir, si vo=cte, | puede

V, tener alguna incidencia sobre ym y xm?, jporqué ?

2do) Acudir al apoyo “grafico”; o sea, graficar algunos casos para orientar el
analisis, la obtencion de conclusiones y, fundamentalmente, el informe de
las mismas (ver graficas).

Para ayudarte en este paso, a continuacion te presentamos graficas que representan la
trayectoria de un proyectil lanzado siempre con la misma rapidez inicial (v, =4 ), pero con
distintas inclinaciones (distintos “m’). Enumera las trayectorias (t1; t2; ...;te;t7.)y
relaciona las mismas con valores crecientes de “m” 2 0<mi < mz2..<mxm= 1< me<
m7 <.... ( sin_hacer cuentas !!, usando los resultados hallados !!
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0.2
815 voe
0.1
0 & 2
t:
0.1 0. 0.3 4 0.
t1 R
-0.05 7\\Q\\
- (x—;l)2
1

4. La funcion f(x) = 207 e presenta en probabilidad y estadistica y

e
oN2rx

se llama “funcion de densidad normal”. Cada parametro que aparece en ella tiene
una interpretacion concreta en la practica, p se conoce como “media” y ¢

como “desvio estandar”. Para simplificar el estudio de esta funcién procedemos a
tomar un caso particular (u=0) y a “cambiar de escala” de tal modo que se

.. 1 .
elimine el factor . Se pide entonces:
o\N2x p

v/

2
a) Hacer el estudio completo y graficar la funcion f(x)= e 29 .

b) Indicar qué papel juega o en la forma de la curva? ;Y p?

5. Crecimiento restringido.

Si se estudia el crecimiento de una poblacion P a partir del supuesto de que su razon de
crecimiento es proporcional a la poblacion presente ( P"=k P ) se demuestra que en tal caso
la funcién que modeliza el crecimiento es una exponencial. Retomamos ahora esta cuestion
pues la funcion exponencial tiene un crecimiento, jexponencial!! (es la que mas rapido crece
entre las funciones elementales) y este hecho no representa el comportamiento “real” de una
poblacion. Cualquiera sean los individuos que constituyen una poblacion, existe un
momento en donde el crecimiento de la misma comienza a declinar pues existen factores que
comienzan a inhibirlo (falta de alimento, espacio, epidemias, guerras, etc.) Asi, con el
tiempo, el modelo exponencial deja de ser una buena representacion del fenomeno. Estudios
experimentales con distintas poblaciones indican que estas tienden a un valor M (poblacion
de equilibrio), valor en el que se mantienen con el paso del tiempo si no se modifican
drésticamente las condiciones del sistema.

Se concluye asi un modelo mas apropiado para el crecimiento de una poblacion, el cual es:

(1) ‘fl_P =k.P.(M-P) ; k y M constantes positivas;
t

M = P (poblacion de equilibrio)

a) Expresar en palabras que informa esta ecuacion en cuanto a la razén de crecimiento
de P, en cada instante “t” .



332

b) Si por poblacion estable entendemos una poblacién que permanece constante en
el tiempo, o sea P(t)=c Vt 2 0; ;cudlseria el valor dec?
( Sugerencia: pensar i a que velocidad varia P ??)

c) El comportamiento de la poblacion depende de la poblacion inicial, Py, y puede
ser deducido de la ecuacién (1) aun cuando no conozcamos la ley de P.
Asi, te pedimos que teniendo en cuenta ( I ) completes las siguientes afirmaciones:

i) Si P, <M entonces ‘;—P (0).....0.
t
: dP _
(considerar que E(O) = k.P(0).(M—-P(0)))
ii) ili (t) escontinua entonces por el teoremade .........ccoceviiiiiiiiiinnn, ,
t
‘o dpP
para todo t proximo a cero, o (t)..0,
t
con lo cual la poblacion ..........cceeevveneennnnn. (crece o decrece?)
iii) Si P, > M entonces ‘;—P(O) ...... 0
t

iv) Como ‘fli (t) escontinua entonces por el teoremade .........ccccoeeiiinnns ,
t

para todo t proximo a cero, [fii (t)...0,
t

con lo cual la poblacion .................. (crece o decrece? )

M.P, - M
P+ (M—P,).e” ™50 14 (M), 1) Mht

verifica la ecuacion ().
A esta funcion que aparece en muchos fenomenos bioldgicos y quimicos, se la
conoce con el nombre de “ecuacion logistica o_de saturacion”

d) Demostrar que P(t) =

Completar: i) Si Po= M entonces P(t) =................ vVt 20
i) VPo, IImP(t)= ...cc.c..........
t—>o

e) Si Po>M/2 elgraficode P no presenta punto de inflexién, mientras que si
P,<M/2 la curva presenta un punto de inflexion para un unico t> 0.
El instante en que se produce este “punto de inflexion” la poblacién es
exactamente la mitad de la poblacion de equilibrio.

* El grafico que se adjunta corresponde a la situacion en que Po<M/2 ; evaltay
marca en el mismo P, ; M ; M/2 y el punto de inflexion que segun te
informamos existe en este caso.

Describe luego el comportamiento de la poblacion que describe este grafico,
particularmente que pasa con la velocidad de crecimiento con el transcurso del
tiempo, que indica al respecto el punto de inflexion.



* Grafica en el mismo sistema la funcién P =P(t) en el caso que P, = M .
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NOTA:

La grafica anterior es la forma tipica que toma la ecuacion de crecimiento (decrecimiento)
(I) 6 ecuacion logistica cuando Po < M /2 . Esta ecuacidbn modeliza muchos otros
fenomenos ademds del crecimiento de una poblacion, entre ellos la propagacion de una
epidemia o la concentracion del producto en ciertas reacciones quimicas.

5. Una persona en una cierta poblacion, P*, contrae una enfermedad infecciosa de la cual
son susceptibles de contagiarse todos los miembros de la poblacion. Si con i(t)
indicamos el numero de personas infectadas hasta el instante “t”, con s(t) el nimero
de personas aun no infectadas hasta ese instante; o sea,

ds

1(t) +s(t) =P*;entonces en tal caso se tiene que — = k.s(z). i(t)-

dt

Se pide:

a) Expresar en palabras que dice esta ecuacion. Mostrar que esta es, en esencia,

la ecuacion (I) del problema 4 (expresar la ecuacion con so6lo la funcion s ).

b) Discutir el signo de k para que la ecuacion modelice efectivamente lo que

€ 9

pasa con S .

¢) Dar formula explicita para s(t). (tener en cuenta la solucion dada en el

problema 4 para ecuaciones del tipo (I) )

d) (Qué pasa con s(t) a medida que pasa el tiempo si no llega asistencia

sanitaria; o sea, si no se controla la epidemia? ;Como “estima” esto?,
(tiene sentido el resultado obtenido?

333
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6. Dada fx)=Ax*+Bx>*+Cx+D con A#0 ; Df=R:

a) ;Qué condiciones sobre A, B y C determinan que f sea estrictamente creciente?

b) Demostrar que cualquiera sean los coeficientes, f siempre tiene punto de inflexion.

¢) Demostrar que f puede tener dos, uno o ningin punto critico; hacer un bosquejo del
grafico de f para cada caso completando el cuadro de “graficos” para A>0 ; B<0.
Resumir en palabras, y en orden al nro de ceros de f, todas las situaciones que se
(Sugerencia: en el caso de ser posible, “factorizar” f puede ayudar)

f(x)=0 X1 FF X2 (reales) X1= X2 X1 #F X
(complejos)
Graf. f* > > >
xooiox X= Xm0 XyZeeereen
A § A A
Graf. / > > >
A A A
Graf. f
(Concluir > g -
sobre los
ceros de f) 5
Graficar la'recta tg Grdficar la recta tg
Grdficar los 5 casos posibles: | Graficar 3 casos posibles | Graficar para
1-2) 0 =f (Xm) < f (xm). 1*) f(xq4) > 0. 1**) f (x,) > 0.
3) f(xm) < O0<f(xm). 2) f(x1)=0 comparar con
4-5) f (xm) < f (xm) <0 3) f(x4) < 0. (2%)

7. Mostrar que si fiix)=Ax*+Bx*> +Cx+D con AZ 0 tiene tres raices reales
y distintas X1, X2, X3, entonces la abscisa del punto de inflexion es:

X PI=

xl+x2+X3 )
3

Sugerencia: derivar la forma “factorizada” de f; o sea, f(x) =A (x-x1) (X-X2) (X-X3).

8. Hallar fx)=Ax*+Bx?> + Cx+ D vy graficarlasi se sabe que tiene un maximo
relativo en x=-2 con M:=10 y un minimo relativoen x=1 conm:=-7/2.

Si tiene tres raices reales y distintas verificar que xpi=

x1+x2+x3 )

3
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9. S puede probar quesi f(x)=Ax*+Bx*> +Cx+D con AZ 0 tiene tres raices
reales y distintas xi1, X2, X3, entonces :

-

+ + B
Xptxp+x3 =-——
A

C

J X1-X32 +X3.X3+X1.X3 = Z
D

X1.X2.X3 =—Z

\

Hallar y graficar f(x)=A x>+ Bx*> +Cx+D si se sabe que sus raices son
x1=-1; x2=1; x3=4 y f(0)=4.

10. a) Mostrar que si f(x)=Ax*+Bx> +Cx+D con AZ 0 tiene tres raices
reales e iguales x1=x2=x3= & , entonces
fx)= AX’- 3@ A x> +3a&%? Ax - @>A , y que ental caso
en x= & hayun punto de inflexién a tangente horizontal.
b) Hallar y graficar f(x)=Ax>*+Bx*> + Cx+D si se sabe que
xi=x2=x3=1y f(0)=4

11. Supongamos que la presion p (en atm,), el volumen V (en cm® ) y la temperatura
T (en grados Kelvin) de n moles de bioéxido de carbono (CO2) satisfacen la
ecuacion de Van der Waals:

2
n"a
[P + _ZJ .(V-nb)=n.R.T cona,byR constantes empiricas.
V

Para determinar el valor de estas constantes se realiza el siguiente experimento:
se comprime un mol de CO2 manteniendo la temperatura constante e igual a
T =304 K. Los datos medidos de presion y volumen se grafican en el plano en
una curva pV (isoterma). A la temperatura en que se realiza la experiencia

la curva (que es decreciente) presenta un punto de inflexidon a tangente
horizontal, en V=128.1 ; p=728.
Usar estos datos para determinar a, b y R.

Sugerencia : despejar p en funcion de V de la ecuacion de Van der Waals,
calcular p" y p’ .



5— Vectores

Las distintas ciencias que se ocupan de estudiar fendmenos naturales tienen por fin
describirlos en forma cualitativa y, toda vez que sea posible, hacerlo también en forma
cuantitativa. O sea que un objetivo importante de estos estudios es tratar de caracterizar los
fendmenos a través de ‘magnitudes’” .

(*) magnitud : toda caracteristica de un cuerpo o sistema susceptible de ser
comparada y sumada. ( o sea, medida )

Las magnitudes se dividen en escalares y vectoriales segun alcancen o no los nimeros
reales para caracterizarlas. (escalar ~ ntimero real)

» Magnitudes escalares: longitud; temperatura; tiempo; volumen........
» Magnitudes vectoriales: fuerza; velocidad; aceleracion.....

Para “caracterizar” una magnitud vectorial “no bastan los numeros reales”. Sabido es
que el efecto de una fuerza no queda determinado sélo por su intensidad, sino que depende
también de su direccion y sentido. Luego, para las magnitudes vectoriales, es necesario
establecer un nuevo instrumento matemadtico el cual oficie como los nimeros para las
magnitudes escalares. Tal instrumento debera entonces identificar en forma precisa no
solo una ‘medida’, sino también una 'direccion’ y un ’sentido’.

BUSQUEDA DEL NUEVO INSTRUMENTO: de la geometria clasica conocemos que,
dos puntos distintos determinan un segmento;

PyQ detennﬂ) segmento PQ
y, que en un segmento se distingue: r
e una medida: nimero de veces que la unidad
de long. (U) “entra” en el segmento.
medPTQ=4
U=cm.
_ o )
longitud PQ =med PQ xU = 4 em.
——l
e una direccion: recta determinada por Py Q.

© Se observa asi que los segmentos poseen “dos” de los elementos requeridos.
El elemento faltante, el sentido, se obtiene fijando un orden entre los puntos que
determinan el segmento.



5.1 DEFINICION

DEFINICION 1: segmento orientado

Segmento determinado por un par “ordenado” (*) (P,Q) de puntos distintos.

Q.

E /

P = Primer punto del par: origen

Se indica: PQ 6 F&

(*) par_ordenado:
Par de puntos donde el orden es
otro elemento del par. O sea,

donde (P, Q) #(Q,P)

(P.Q)

Q = Ultimo punto del par: extremo

Asi, en el “segmento orientado” PQ se distinguen tres elementos:

» MEDIDA => la del segmento E Se indica |E| y se llama “médulo”.

» DIRECCION =2 recta determinadapor P y Q.
» SENTIDO => el segmento “se orienta” desde el origen hacia el extremo.

Este hecho se indica poniendo una flecha en el extremo.
OBSERVACION: los segmentos orientados presentan los tres elementos que
caracterizan al nuevo instrumento que estamos buscando. Pero no alcanzan para definirlo,
existe todavia una cuestion a resolver: si P # Q, los segmentos orientados tienen una
medida “no nula”; o sea, con ellos no podemos representar magnitudes nulas (como por
ejemplo: fuerza nula, velocidad o aceleracion cero, etc.).
Esta cuestion se resuelve si sacamos la restriccion de que los puntos sean distintos; o sea,
aceptamos que origen y extremo “coincidan”. En tal caso el segmento queda reducido a un
punto, el cual podemos asimilar a un segmento de “medida cero”.
Finalmente estamos en condiciones de definir el nuevo instrumento, al que llamamos
“vector”.

DEFINICION 2: VECTOR

VECTOR es todo segmento orientado 6 todo punto del espacio.
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VECTORES GEOMETRIA

GEOMETRIA ANALITICA

e vectores no nulos: u = seg. orientado

®pP-q

i = PQ
médulo : | @i| = med PQ
P direccion : recta r
e sentido : P 2Q
e vector nulo: O O = punto P

modulo : 0 (cero)
direccion: (no tiene)
sentido: (no tiene)

(*) en geometria analitica
el vector se define de otra
forma, pues si bien la "flecha’
contiene toda la informacion,
€s una representacion
pictérica mas que un objeto
cuantitativo.
Veremos luego la definicion
‘formal’ del concepto de
VECTOR.
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DEF 3: versor = vector de mddulo 1.

|[to|=1
DEF 4: iig = versor asociado al vector it =2| direccion i ¢ = direccion @

sentido ti¢g = sentido @

DEF 5: vectores paralelos = a3/l b

a ./V a//b < ay b tienen lamisma “direccion”

DEF 6: igualdad de vectores. (existen tres definiciones de igualdad )

a=>b
6.1- LIBRES 6.2 - DESLIZANTES 6.3 - FIJOS
a=b <alb a=b>b < colineales a=b <a=b
e igual e igual e o sea, igual
modulo y sentido modulo vy sentido modulo, direccion y

..................... sentido e igual origen.

= b

a=bhb

| En el desarrollo de la materia trabajamos con “VECTORES LIBRES”

5.2 Operaciones

resultados
| OPERACIONES CON VECTORES: vector numero
0, -SUMA cieeeee | U TV
02— PRODUCTO por un ESCALAR ....... o.u
03 - PRODUCTO ESCALAR  iiiiiiiiiiinieneenans veee u .V
04 - PRODUCTO VECTORIAL  ....... u AV
Os5 - PRODUCTO MIXTO = cvciiiiiiiiiiiiiiennneens e (U AV).W

OBSERVACION: vimos que los vectores admiten dos formas de ser definidos; luego,
existen dos formas de definir las operaciones entre vectores:

a) geométrica;

b) analitica.




a) DEFINICION GEOMETRICA DE LAS OPERACIONES.

| O1— SUMA: a+b =V =es un nuevo vector definido como sigue:
en término en término
de paralelogramos de triangulos
ayb 7 VvV  => diagonal del vV =» 3er lado del triangulo

paralelogramo que

determinan a 'y b

que determinan a 'y b ,

uno a continuacion de otro.

- no existe paralelogramo.

- el triangulo colapsa en un
en un segmento.
¢ Igual Sentido

v

(los dos "contribuyen” al
nuevo vector)

4 Distinto Sentido

I —>

b

a

v

V=a+b

4 Distinto Sentido

e s
a b a b
L e
(el 2do 'resta” al 1ro) v
PROPIEDADES DE LLA SUMA DE VECTORES:
Si ) conmutativa > a+b =Db +a
S2 ) asociativa > (a+b )+C=a+(b+0
S3 ) existencia de neutro: el vector nulo 6 = at+o =a
S4 ) existencia de opuesto de a: x = x+a=2o
%Por definicion, el vector nulo es ‘un punto’. Luego, para que (@3 >
x+a de por resultado ‘un punto’, x debe tener igual mdulo
H ——l
'y direccion que a pero, distinto sentido que a . X

OBSERVACIONES:

1) x (opuestode a)seindicara: -a.

2) laexistencia de opuesto, permite definir otra operacion: resta de vectores
. __ def. _ —

RESTA: VvV =a-b = a+(-b ), opuestodeb )
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V - vector que
 cierra el triangulo :
. que determinan :

ayb

02 - PRODUCTO por un ESCALAR - «a.a = es un nuevo vector

.4 » aeR-{0}

<
Il
=)
&
7}
4

> numero x vector

S esun |
valor absoluto

MODULO: |o.d|=|a|.|a|

VECTOR _|

+

DIRECCION: la de a

SENTIDO:)e ¢l de a ;si aa>0
eopuestodea; si a<0

EJEMPLO : a

o*—>

VvV =3a>|vV|=3|a]

o 3,9 d ,gd |

o >
3a
C—t—

-3a
PROPIEDADES:
1) 0.a = 0
2) a.0= 0 moédulo (-1).a = moddulo a
3) (-1).a=-a - opuestode @, pues: | direccion (-1).a= direccion a
sentido (-1).2 opuesto al de a
4) Ay = L_ a > versor_asociado a_a, pues:
a
- 3\
- 1 - 1 - , _
|a0 =|=.a =T.‘a ‘ =1 2 moéduloa,=1
W [a
- direccidon a , = direccion a
L_ >0 -> sentidoa, igual al de a
a
\ J




5) CONDICION DE PARALELISMO

@y b no nulos;

entonces @ /b < 3 aeR tal que @ = a. b

* ¢] simbolo <> es una doble implicacion, luego “la demostracion de un teorema que
1nvolucre este simbolo consta de dos demostraciones :

una para cada implicacion”.

ao(<) Si a=oa. b

entonces

allb

Demostracion: Si @a=o.b

direccidén a

= direccién b ;

entonces por definicion de nro por vector tenemos:
luego, por def . de paralelismo: @ // b

(=) Si allb entonces a

o b
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(5-1) @y b = igual sentido (5-I) @ y b > distinto sentido
a a
@ — > A4 P »
b b
(5-I) Consideramos los versores asociados[[(5-II) Consideramos los versores asociados
® > ® >
ao a o a
Gy ———p G
bo b b bo
ao = 170 a, = - Fo
da= 1 p da=-1p
al b al b
al al
a= _.b a=-__.b
g g
a =o.b a =a.b

PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE UN NUMERO POR UN VECTOR

Vay b vectores y V a, nameros reales se verifica:

P1 ) Existencia de elemento neutro
P2 ) Asociativa

P3 ) Distributiva respecto de la suma de vectores
P4 ) Distributiva respecto de la suma de numeros

OBSERVACION:

=2 1l.a =a

2o.p.a)=(ax.p).a
= o.(@a+b) =a.ata.b
2 (ao+pP).a=o0.a+p.2a
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Las propiedades enunciadas respecto a las operaciones vistas indican que las ecuaciones
vectoriales se resolveran de la misma forma que las numéricas.

Asi, por ejemplo, si en la siguiente expresion x es un vector incognita y los restantes son
vectores conocidos, x se obtiene despejando en la ecuacion.

2a+3x-5b=5a = 3x=3a+5b => x=a+530b

5.3 Espacios Vectoriales — Bases

El espacio en que vivimos tiene 3 dimensiones, o sea, es tridimensional. Esto significa que
para poder ubicar e identificar puntos y/o vectores del espacio se necesita un sistema de
referencia formado con tres ejes. Muchas veces las particularidades del hecho a estudiar
permite el trabajo en un espacio de menor dimension (uni 6 bi-dimensional).

Para identificar el _espacio_de trabajo, usaremos las siguientes notaciones:

R =» espacio unidimensional = sistema de referencia: un eje graduado

R? =>» espacio bidimensional =¥ sistema de referencia: dos ejes graduados 1 entre si.

R3 = espacio tridimensional =¥ sistema de referencia: tres ejes graduados 1 entre si.

Segtn la dimension también distinguimos tres conjuntos de vectores; a los que llamamos

ESPACIOS VECTORIALES

Vi ={i / i esunvector de R ;o sea, vectores 'contenidos’ en 'una recta’ }
V2 = {1 / @ esunvector de R?; 0 sea, vectores ’“contenidos’ en 'un plano’)}

V3 ={ 0 / @ esun vector de R3;o0 sea, vectores en el espacio tridimensional }

.....En lo que sigue se supone la existencia de un sistema de referencia y los:
‘vectores son concebidos como ‘flechas” con origen en el origen del sistema.

DEF 7 - “combinacion lineal de vectores” (c.l.)

Dado un conjunto de “n” vectores, llamamos “combinacion lineal” al

nuevo vector que resulta de multiplicar cada uno de los dados por un numero real

Por ejemplo, dados los vectores a; b; c.
@ =2.3a +3.b+ % Cc; @ escombinacionlineal deda; b y ¢
v =5.4 ; v es combinacion lineal de a.

Nos interesa particularmente el casode n=1, n=2 y n=3
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vectores escalares combinacion lineal
n=1 a o o.a
n=2 a,b a, B a.a +B.b
n=3 a,b,c a,B,y a.a +B.b+y.cC

Consideraciones generales acerca de la c. l. de vectores

NOTA: En lo que sigue usamos en forma indistinta el término "contenido” o ‘paralelo” ya
que, al trabajar con vectores libres, ambos términos “significan lo mismo’.

»n=1

Un vector (€) determina una recta (r); por ende, un espacio vectorial unidimensional
Vi: el de todos los vectores ‘paralelos” a r .
Vi=A{Vv/ v/ir} ={8 ;b ;C; e }

TEOREMA 1: todos los vectores de un espacio unidimensional se pueden escribir
como combinacion lineal de “un vector” de dicho espacio.

Osea; si € € Vi entonces Vi = { v/ v=q.8, paraalgina € R }

Ejemplos: ¢=2¢& ; b =-3.¢

M n=2 |

Dos vectores no paralelos, @ y b , determinan
un plano, IT ; por ende, un espacio vectorial
bidimensional , V; (el de todos los vectores "contenidos” en II).

V2={u / u /I1}

TEOREMA 2: todos los vectores de un espacio bidmimensional se pueden escribir
como combinacion lineal de “dos vectores no paralelos” de dicho espacio.
Osea; si@; b €V, entonces V2={ u/ u =o0.a@ +B.b , con a;P e
R}

(*) Demostrar este teorema requiere demostrar que:

¢ 0 eV, = existen a;B e R tal que i=a.a+B.»b (lovemos luego)

¢ ii=0.a +B.b = eV, (lovemos a continuacion)

¢ i=0.da +B.b = W cV,
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En el grafico adjunto vemos que si i=a. @+B.b
entonces @ ; a.@ y PB.b formanun tridngulo.
El tridngulo es una figura plana; luego, @i, a.a y
B.b estan en el mismo plano.

Como o.a@ y B.b estan en el mismo plano que
@y b (osea, enel plano IT) tenemos entonces
quetiestda en IT (6, u //II). Concluimos asi
que, €V, .

TEOREMA 3: todos los vectores de un espacio tridmimensional se pueden escribir
como combinacion lineal de “tres vectores especiales” de dicho espacio.

Osea; si @; b ;¢ e V3 entonces V3={v/v=a.a +B.b +7.¢, con a;B;y € R}
(s/demost.)

Ejemplo: v=2.a +3.bh +4.c

OBSERVACION:

Los teoremas propuestos permiten observar que existe una relacion entre el “numero de
vectores necesarios para describir un espacio vectorial” y la “dimension” del mismo:
» Vi > dimension 1 = 1 vector
» V, = dimension 2 > 2 vectores.
» V3 - dimension 3 =2 3 vectores.

Tenemos asi el concepto de base de un espacio vectorial.

DEF 8 - BASE de un ESPACIO VECTORIAL

X> BASE de un ESPACIO VECTORIAL, es el minimo conjunto de vectores
necesarios para escribir con ellos “todos los vectores del espacio .

DEF 9 - BASE CANONICA de un ESPACIO VECTORIAL

X> Es una BASE cuyos elementos son versores perpendiculares entre si.

NOTA: A los fines de estudiar analiticamente los vectores, trabajamos con BASES
CANONICAS.

. Base canénicade Vi 2> Bi={ i / |i|=1}
o Base canonica de V, = Bzz{i;j / |f|=|j|=1;i J_}.}
e  Base candnica de V3 2> B3={i;j;k_ / |f|=|;|=|k_|=1;

iJ_;;jJ_k_ sk Li}
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5.4 Componentes de un Vector

| V1 - ESPACIO UNIDIMENSIONAL

Ya vimos que bastaba un vector para escribir todos los vectores de Vi y s6lo ellos; o sea
que, en el espacio unidimensional, la base esta formada por un tinico vector.

Luego si tomamos Bi={i/ |i|=1} (BASE CANONICA de V;);

(=]

tenemos que: Vi = { v/ v=0.i, a € R} i
y VEMos que:

acada @il € Vq lecorrespmld)aeR;(a/ﬁ=a.f)

acada a € R > eVis(a=o.i)

le coﬁrespon:d

ieVi «5 aeR

B,
En definitiva, vemos que dada una base (B1) podemos establecer una correspondencia
biunivoca entre vectores de la recta y ntimeros reales; o sea, podemos identificar vectores
de la recta con numeros reales .

Al numero a que identificaa @, lollamamos: componente de .

V- ESPACIO BIDIMENSIONAL

Ya vimos que la combinacion lineal de dos vectores del plano es otro vector del mismo
plano. Faltaba verificar que “todo vector del plano se puede escribir como combinacion

del plano constituyen una base en V2. Por simplicidad demostramos esto para B2 (la
base canonica)

Bo={i;j/ |il=|jl=1;iLlj}

Luego, debemos probar que si @ € V2 existen o; e R tal que a=oa. i+ B.j

A P
y \ Sead@ €Vy. Si por P (extremo de @ ) trazamos una
paralela a J, obtenemos Q.
a
Luego: @ =00 + OP
7 00//i=>3 acR/ 0Q=a,.i
o 7 ) g OP /] >3 ayeR / OP= a,.j]

d=ax.i+ ay.J
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Conclusion: todo vector del plano se puede escribir como c.l. de dos vectores ,

iy ] :0sea, B2es base; masaun, esla ‘BASE CANONICA’

ac 'V, <T*(ax;ay) e R?
B,

a=ay .i+ay J

Vemos asi que dada una base (B2) podemos establecer una correspondencia biunivoca
entre vectores del plano y pares de numeros reales; o sea, podemos identificar vectores
del plano con pares de numeros reales (las componentes del vector)

Esta correspondencia la indicamos directamente poniendo a =( ax ; ay)

» Alnamero ax lo llamamos: ler componente de a.

» Alnimero ay lollamamos: 2da componente de a.

Vi - ESPACIO TRIDIMENSIONAL

Si en R se trabaja en forma semejante a lo hecho en el plano se concluye que se puede establecer
una correspondencia biunivoca entre vectores del espacio y ternas de niimeros reales.

o Sea Bs={i;j;k /|il=ljl=|k|=1}

=0Q + QP + PR

)

v

=ay.i tay.Jtay. k

aeVs 4T>(ax,ay,az) e R?
B3

7%,_/_. _
i+ag.j+a, k

=

a=a,.

RESUMEN:

71 Introducido un sistema de referencia encontramos otra forma de representar un vector
En forma genérica hablamos de la forma cartesiana de un vector.

] Existen dos maneras de representar un vector en forma cartesiana (las cuales a su vez
dependen de la dimensién del espacio donde se encuentre el vector).
Asi un vector puede darse como combinacion lineal de los vectores de la base canénica,
la cual llamamos la descomposicion canénica del vector 6, por sus componentes.

AeVi «Bh  a-ai €ty 5 = (ay)
aeVy <22 a=aci +ay.J 40—) 5 = (ax, ay)
AeVs D3 a=avitay.jtak €D
a =(ax,ay,az)
/N T
descomposicion componentes

canodnica del vector del vector
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EJEMPLOS:
R: a=4i+3] R vV =2i+4j+4k
a=(4;3)=0A V =(2;4;4)=0R

-EA(4;3)

R (2;4;4)

A J

Y

e VECTOR POSICION - COMPONENTES

Fijado un sistema de referencia sabemos ya que todo punto A del plano queda identificado
por sus coordenadas cartesianas (x ; y); o sea, existe una correspondencia biunivoca entre
puntos del plano y pares ordenados de nros reales (correspondencia que ‘justifica’ la
expresion “punto (x;y)”)

Para sefialar el punto A, también se puede usar un “vector”. €l OA ; o sea el vector que
tiene como “origen”, el origen del sistema coordenado, O(0,0) y como “extremo” el punto

A(x; ).

El segmento orientado OA es ‘“una_representacion” de ¥ (vector
de igual modulo, direccion y sentido queOA ) entre todas las
representaciones posibles para este vector. A esta particular

_ representacion de 7, dado la forma como se construye, la llamamos
“vector posicion del punto A” .

Facilmente se ve que las “componentes del vector posicion OA ” son
las “coordenadas de A”.

NOTAS:

- Cabe aclarar que trabajamos en el espacio bidimensional solo para simplificar el
tratamiento del tema. EIl concepto puede ser trasladado al espacio con solo
considerar otro eje (el eje z).

- La relacién entre r ; Op y P es tan cercana que en ciertos contextos resulta
conveniente considerarlos como “el mismo objeto matemdtico”. Pero existen
casos en los que resulta necesario distinguir entre r y OP ; tener en cuenta que
r es cualquier segmento orientado con igual largo y direccion que OP , mientras
que op debe tener su origen en el origen de coordenadas.
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- Representacion grdfica de un vector

Dado un vector por sus componentes, @ = (ayx; ay); el vector posicion
proporciona una forma simple y rapida de representar grdficamente dicho
vector.

Basta graficar el punto A (ax; ay); o sea, el punto del plano cuyas
“coordenadas” sean las componentes de @ ; construir luego el vector posicion
de A. Finalmente, @= OA .

- Cabe entonces “recordar” a que llamamos “coordenadas” de un punto A del
plano. Si A (x;y), entonces al par ordenado (x;y) lollamamos “coordenadas”
del punto A. En particular decimos que “x” es la “abscisa” e “y” la
“ordenada” del punto A.

(Como se definen las “coordenadas” ?:
Si Py R son las proyecciones de A sobre el ejex yel ejey respectivamente.

Entonces:

med.c/sig OP = med OP , si P est4 en el semieje x positivo (+)

x = med.c/sig OP

med.c/sig OP == med OP , si P estd en el semieje x negativo (=).

med.c/sigOR = medOR , si R est en el semieje y positivo (+)

y = med.c/sig OR - medOR , si R estd en el semieje y negativo (<)

- med.c/sig OR

Ejemplo: graficar el punto A (-4;3)
> x=-4=med. c/sig OP ; indica P a 4 unidades de O y enel semieje x (-)

> y= 3 =med. ¢/sig OR ; indica R a 4 unidades de O y en el semieje y (+)

Ny
4—»—
2_ —
y =med. ¢/sig OR =3
-
—P, } | } : | : N
5 4 3 2 1 O 1 2 3 4
— _/
~ -+
x =med. c¢/sig OP =-4
2—_
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Ejemplo:

.,
‘e
.
‘e
‘e
‘e
g
.

Graficar a = (-4;3) ..

0
‘e
‘e
‘e
.
‘e
‘e
g
‘e
.
‘e
0
‘e
.
O

Observar que todos los - + o
segmentos orientados
mostrados en el grafico ~., I
adjunto, representan al vector T, N
a (recordar que trabajamos 5 4 3 2 , 0O
con vectores “libres”); queel | e -

mas “facil” de graficaresel | g

“vector posicion del punto | e
A (-4;3)”;0sea, el OA.

[ =
T
s

5.5 Proyeccion de un vector sobre otro

P

O Q b Q O b

Si por P, extremo de @, trazamos una perpendicular a la recta que contiene al vector b

hasta cortarla en el punto Q, determinamos un nuevo vector, el vector 0Q

DEF 10 “vector proyeccion”

Llamamos vector proyeccion de a sobre b al vector determinado por la proyeccion

del extremo de @ sobre la direccion de b ; o sea, a OQ

DEF 11  “proyeccion de a sobre b ”

proy, a =medida_con_signo del yector proyeccion de a sobreb = med. sg., 0Q
NOTA I:

La proyeccién de @ sobre b es la medida del vector proyeccion OQcon “un signo’

b

(+ 6 -) que tiene por objetivo indicar si OQapunta (o no) en el mismo sentido que 5 . Luego:
| OQ; si sentido OQ igual al sentido b ;

med. 8- @ = \ - |OQ; si sentido OQ opuesto al sentido de b ;

0; si OQ=(_)
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Se observa asi que existen tres situaciones posibles para el caso de la proyeccion de un
vector sobre otro, las cuales tienen que ver con el angulo que formen @ y b

(D) (1I) [111))
a a
o) o =90°
0) QE bi‘ Q O bj 0=Q bi
med.sg.5@=|®| med.sg.l—’OiQ=-|O_Q| med.sg.507Q=0
(O_Q!Zug_al sentido que b ) (O_Q sentido opuesto al de b ) (al =0)

NOTA 2:
en lo que sigue veremos coémo, poniendo en juego el “dngulo entre los vectores”, estas tres
situaciones se pueden resumir en una sola férmula.

DEF: An,qulo entre dos vectores: o= @ b

o => por anguloentre@ y b
entendemos el angulo convexo o llano
que forman @ y b al ubicarlos con z e
origen comun. =& 0°<a <180° 0 b 0 b
Luego, y en relacion al 4ngulo que pueden formar @ y b , tenemos las situaciones sgtes:

(I) 0° =a<90° (Ir) 90°< a =180° an o= 90°

) b

med. g 00 =10Q med. 8-, 00 =-10Q med. 8-, 00 =0

Introducido un sistema de referencia en que el eje x tenga la direccion y sentido de b |,
tenemos que:

¢ por trigonometria : abscisa de Q = |a|. cos
¢ por definicion de abscisa: abscisa de Q = med. 8- 00 .

Luego, y dado que, si los primeros miembros son iguales los segundos también lo son,
concluimos que cualquiera sea a:

med. sg. 00 = |a|.cos @ (*)
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Teniendo en cuenta que por definicion: proy; a = med. 8- 00 ;

finalmente y por (*), tenemos que: proy; a=l|d|.cosa.

Concluimos asi una ‘‘formula de cdlculo” para la proyeccion de un vector sobre otro.

....................................................................................................................................................

® Relacion entre las componentes de un vector y las proyecciones del vector sobre
los versores de la base candnica.

X> Sean @ € Va2 y A(ax;ay) tal que: a@ = OA = (ax; ay);
osea: a= a_.di + ay-j
—

vechr pl‘Oyi vector proy.

de.a.sobre.i de.a.sobre.j

)

ay = abscisa de A = med. signo (ax.i)= proy;

Q|

ay = ordenada de A = med. signo (ay .j) =proy ;

A
Luego: ax =proy . a =|al.cos (@ i)

v

A
ay=prayia=|ﬁ|.cos (tf j)

B>aeVs:

En forma analoga tenemos la relacion entre las
componentes de un vector en el espacio y su
proyeccion sobre cada eje coordenado.

A
ax =proy a =|al.cos(a i)

A
ay=proyja =|al.cos(a@a j)

- A
d=a.itaj+tak D a;=proy, a =|da|.cos(@ k)

’

NOTA: los angulos ao=a'i ; = EA} y ¥ =a k se llaman “dngulos directores’

y, Sus cosenos, ‘“‘cosenos directores”.

e Componentes de los versores de la BASE CANONICA :

e Ba={i:;j/ |il=|jl=1;iLlj}

(iy= proy ; i=|il.cos 0° =1
i=(ix3iy)= - =>i=(1;00 y
iy = proy;i =|i|. cos 90° =0
(S
e

J

)

= proy; j= |}| cos 90° = 0

v

J=(isd )= |iy = proy; j=lil.cos 0° =1 = j=(0;1) i x
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 Bs={i;jsk /|i|l=|Jl=|k|=1}
i=(1;050)
Trabajando en forma analoga se comprueba que:\ j=(03;1;0)
k=(05051)

Observaciones:

Para dar un vector “geométricamente” debemos dar el “modulo, direccion y sentido” del
mismo. Para el mdédulo bastaun numero real positivo mientras que para dar 'direccion
y sentido’ se requiere de dos dngulos; los dngulos directores oy B .

. , ’ . : A — o

i damos s6lo un dngulo director, por ejemplo @ i=a =135°,

este identifica dos vectores: @ y a@”; osea, no se identifica

“un unico vector” . Luego , para indicar uno de los vectores a J

(@ 6 a’), debemos dar el otro angulo director; o sea, p=da J. i
wWPB= 45° > a T
» B=135° > a’ a’

Acudiendo a las funciones trigonométricas y a los dngulos trigonométricos podemos dar
direccion y sentido de un vector a través de um unico dngulo.

4 dngulo trigonométrico: porcion de plano barrida por el “semieje x (+)”
0 al girar alrededor del origen de coordenadas. Para estos angulos se

Por ejemplo: 0= +225° ; =-135°

Cualquiera sea la posicion del vector respecto del semieje x positivo, los cosenos
directores se pueden escribir en funcion de 8. Como consecuencia de esto, las componentes
del vector se pueden expresar en funcion de su modulo y _un unico dngulo: 0 (el
“argumento” del vector ).

cos (@ i)=cos 0 ax =|a|
cos (@' j)= sen 0 _ ay=|a|.sen0

En el caso que las componentes de un vector estén dadas por el “dngulo trigonométrico”, O ;
decimos que el vector esta dado en ‘“forma polar”



e Forma polar de un vector

Cuando el vector esta dado en la forma geométrica (“vector flecha’), una forma
réapida de identificarlo es la “forma polar” (basta un nimero real positivo y un
angulo (0)) .

r = modulo del vector (o radio vector)

ry =
0 = argumento (angulo positivo entre el vector y el eje x (+))

A

NOTA: el argumento (0) toma valores entre 0° y 360° y los dngulos directores entre 0°
y 180°;y son estos angulos los que definen las componentes de un vector.

Sin embargo, es una “costumbre” extendida tomar los dngulos agudos que el vector forma
con los semiejes coordenados (B y/6 y ), realizar [uego la discusion del signo que
corresponde a las componentes, segin el cuadrante donde estd el vector. Esta costumbre
“historica” proviene de cuando no existian las calculadoras y el célculo de las funciones
trigonométricas de dngulos mayores de 90° exigia la reduccion al primer cuadrante.
Hoy dia las calculadoras han resuelto este problema y permiten calcular, directamente, el
seno o coseno del dngulo O (con el signo que corresponde, seguin el cuadrante). El hecho
de considerar dngulos agudos puede “confundir” los calculos, particularmente porque seno
o coseno en tal caso dan siempre “positivos”, podemos olvidarnos de “discutir el signo”
que en realidad corresponde al caso.

Por ejemplo para el caso de un vector en el 2° cuadrante, podemos calcular sus componentes

con cualquiera de las siguientes expresiones. ;Porqué se recomienda la primera?: porque
asi se “sistematiza” el calculo, no existe el riesgo de “olvidar” el signo, pues este lo da
directamente la calculadora.

rx =|r|.cos®’ rx =- |r|.sen B rx ==|r|.cos ¥y

ry =|r|.sen 0’ ry = |r|. cos B ry = |r|.sen y

® Pasaje de 'Forma Cartesiana’” a 'Forma Geométrica 6 Polar * y viceversa

A A

ay

v

v

ax 1 i ax

353
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DATO: forma POLAR de Fr

modulo =2 r

direccion 0
y sentido
argumento

= INCOGNITA: forma CARTESIANA

[, componentes de F ?

<= r cos O

ry =r sen O

DATO: forma CARTESIANA de a
(componentes de @)

= INCOGNITA: forma POLAR de a
(modulo, direccion y sentido de @ )

a = (ax; ay)e » |@|=V ay2+ ay?
ax = |a|. cos Qe »cosO = ax/la| > 06
ay = |d@|.sen0 ® >senO = ay/la =0
senfd a,
g 0= = —— = 0 (argumento)
cosd a

X

X> Para obtener 0 ; debemos aplicar la funcion inversa dela tg =» arc. tg

NOTA: esta funcion, cuyos valores obtenemos por medio de una calculadora, estd definida
solo para angulos del ler.y 4to cuadrante; o sea, “arc. tg @’ da directamente el angulo

buscado solo en el caso que © sea un angulo del ler. 6 4to cuadrante. Si el vector esta
en el 2do 6 3er cuadrante, al dngulo obtenido con la calculadora debe aplicarse las
reducciones del caso hasta obtener el angulo que corresponda. (ver ejercicio de la

practica).

5.6 Operaciones por componentes

La correspondencia biunivoca entre vectores y pares (0 ternas) de niimeros reales, permite
identificar los vectores como pares (o ternas) de niumeros reales, hallar asi una forma mas
conveniente de operar con los mismos. Para demostrar esto trabajamos en V;

Vo={ v/ v =(vx,Vvy) con (vx,Vy) par ordenado de nros reales }
Seanentonces @ =(ax;ay) y b =(bx;by)enV;




e OPERACIONES Y PROPIEDADES DADOS POR COMPONENTES

MODULO : [a|= V ax2+ ay? (x Pitagoras)
IGUALDAD: a=b < ayx=bx , ay= by
SUMA : a+b = (ax+bx; ay+ by)

PRODUCTO POR UN ESCALAR: oa.a=(o.ax; o.ay)

COMPONENTES DEL OPUESTO: -4 = (-1).a = (-ax ;- ay)
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RESTA: a-b =

MODULO :

a+(-b) =(ax-by; ay-by)

(x Pitagoras)

v

ax |ax|

En el triangulo rectangulo T el vector a hace
las veces de “hipotenusa”; mientras que las
componentes de a (en valor absoluto)
proporcionan las medidas de los catetos.
Luego para calcular |a| (medida de la
hipotenusa) aplicamos Pitagoras en T.

Observacion: |ax[*=ax* y |a,[*=a,°

Ejemplo: Hallar el modulo de @ y b , si

Y A
B(-4:3).. .. R 30 SO A (4;3)
3 b a 3
T
-4 g 0 X i %

a+b =(axtby; ay+thy)

g
— —r
1Y
+
=
=

v

v
A
v

(0) ax bx *

P(ax+bx;ay+by)

G=(A4:3)y b =(-4:3).

V42+32 =5

V42+32 =5

al
|

Acudiendo a la ley del triangulo para la suma de
vectores flecha, se tiene una justificacion
geométrica simple para la definicion de la suma

vectorial por componentes > @ +b = 0P

a=@3;1); b =(2)
ath =G+1;1+2)=(4;3)
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e VECTOR DADO POR DOS PUNTOS - COMPONENTES

Sean P (xp;yr) y Q (xq;yqQ) origen y extremo respectivamente del vector PO .

;componentes de PQ ?

Observamos que: o
PO = 00 - OP
PO = (xq;yQ) - (xp;yp)

P_Q= ( XQ-Xp 5 Yo-Yyp)

ler componente 2da componente PO =(x0-xr; yo-yr)

Coordenadas del extremo menos
coordenadas del origen

e CONDICION DE PARALELISMO POR COMPONENTES

a = (ax;ay)
17=(bx;by) /

/' b < 3 areal talque @ =a.b  (por propiedad de // )
=a.b < (ax,ay) =a (bx;by) < (axj;ay) = (abx; aby)

N

Luego : allb o a, = a b, < si by#0 y b, =0
ax_a-"'_
be b, °

5.7 Producto Escalar - [O3]

Se definen dos productos entre vectores, producto escalar y producto vectorial.
Estudiamos primero el producto escalar’ (también llamado producto interno 6 producto
punto). Este producto es muy util en fisica y en geometria. Por ejemplo, el producto escalar
permite resolver el problema de, conocidos dos vectores, determinar el dangulo que
subtienden.

DEF 1: PRODUCTO ESCALAR

Dados dos vectores @ y b el producto escalar de @ y b ,
que indicamos @. b , se define como :

a.b =|al.lb |.cos (@"b)

Observaciones:
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1) el producto escalar tiene por resultado un_nimero real.
2) “no se puede realizar el producto escalar de 3 o mds vectores .

) i.i=j.j=Fk.k =1; i.j=i.k =j. k=0

PROPIEDADES:

PE1) a.b =b.a (conmutativa)

PE2) (a+b ). ¢ =4a.c¢ +b .c ; (distributivo respectoa la suma)
PE3) (exda).b =oa(a.b)=a.(ab)/ (aeR)

PE4) a.a=|a|?

IPE5) CONDICION de PERPENDICULARIDAD entre VECTORES NO NULOS |

b
alb < a.b =0 90°
a
Demostracion: Por definicion: ~ a@.b =|al.|b |.cosa’™b ;
=) alb = ab =90° = cos(@"b )=cos90°=0 = a.b =|
0
<) a.b =0 = cos(@"b)=0 = a”b =90° = al b

l@al=0 v Ib |20

TEOREMA: Dados dos vectores @ y b por sus componentes, entonces
si @ = (ax,ay,a,) y b =(bx,by,b,) se tiene que:
a.b = acby+ay by + a,b,

Demostracidon para realizar la demostracion se acude a la descomposicion canonica del
vector y luego a las propiedades del producto escalar.

[ nota: se hacela
- demostracion en
dos variables. Para
tres variables es
similar agregando
la tercer
componente.

=(axi+ayj +(axi+ayj)=[PE2] Ejercicio |

=axi. bxi + ayj . bxi + axi.byj + ayj. byj=[PE3]

— ax by (i.i) + ayby (j.i) + axby(i.j) + ayby(j.j)=
= ax bx 1 + ay bx 0 + ax by 0 + ay by 1 =
= ax bx +ayby

EJEMPLO: @ =(2, 5
! b [2a. b =23+5.(5+(D.4=17
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e ANGULO ENTRE DOS VECTORES

De la definicion de producto escalar = a@.b =|a|.|b |.cos(@"b ) a
Si algunos de los vectores es el vector nulo; por definicion: @ b = 0°
Si los dos vectores son no nulos, entonces:

&

cos (@ b )=

a (luego, de aqui se obtiene @b )
|a].|

b
b |

5.8 Producto Vectorial - [O4]

En esta seccion vemos otro producto entre vectores el cual tiene como rasgos distintivos
que su resultado es un vector y que solo puede calcularse para vectores de V.

Vimos ya que dos vectores no paralelos, @ y b , determinan un plano (I1).

Del grafico vemos que existen infinitos
vectores  perpendiculares  al plano que
determinan @ y b .

(cualquier vector paralelo a r,con r L IT).
Entre ellos distinguimos uno al que,

* llamamos: producto vectorial de @ y b ;e
* indicamos: @ A b 2 ; Quién es @ A b ?

DEFINICION: @ A b esel vector que tiene:

emoédulo =D |a@ Ab |=|a|.b|.sen(@"b)

e direccion = lader ;o sea, perpendicular
al plano que determinan a y b .

e sentido =» elsentido de @ A b es aquel para el cual laterna @a; b y @a A b

Existen distintas reglas para obtener el sentido de @ A b .
Una de ellas: regla de la mano derecha :

Regla de la mano derecha

¢

“si se coloca la palma de la mano derecha

de manera que los dedos se curven desde

el lervector (@) hacia el 2do vector (b ),
entonces el sentido en que apunte el dedo pulgar
es el sentido de @ Ab “
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(*) OBSERVACION: Sabido es que en el espacio trabajamos con tres ejes coordenados perpendiculares
entre si. Luego, adoptada la posicion vertical para el eje z, quedan dos posibilidades para los ejes x e y

Si la configuracion de los ejes es como en I, se dice que el sistema coordenado

y X es un sistema derecho; en el otro caso es izquierdo. Estos dos sistemas son
y diferentes . En este curso trabajamos exclusivamente con sistemas derechos.
I I
PROPIEDADES anb

PVI) aAb =-(b A2) (anticonmutativa)

PV2) a(@Ab)=(ad)ab =an(ab ), (¢ €eR)

PV3) aaAn(b +c)=(@Ab)+(@rcC )
(distributiva respecto de la suma)

«ececcccon

OBSERVACIONES:

a) El célculo del producto vectorial a partir de la definicidon se puede hacer facilmente en

el caso de los versores de la base candnica (i ; J; k ) ya que, en este caso, el angulo

entre los mismos es conocido (0° 6 90°).
Tenemos entonces:

inj=k 3 JAk =i k Ai= i
(verificar aplicando la definicion)

b) Conocidos los “productos vectoriales fundamentales” (los de la base) se pueden obtener

las “componentes” de @ A b conocidaslas de Ay b . Esto se logra en forma similar
a lo hecho con el producto escalar; o sea, trabajando con la descomposicién canodnica de
los vectores, las propiedades del producto vectorial y los resultados de los productos
vectoriales fundamentales.

Asi dados a= ax.i + ay.j+az.k_ y b =bx.i + by._}.+bz.k_ ; se plantea:

a A = (axi+ay_;+az.lf_)A ( bxl: + by‘; +bzk_ )

=

Luego, aplicando las propiedades [PV3; PV2 y PV1 ]se obtiene (ejercicio) :
i/\b_ =(aybz'azby)-l:+(asz' axbz).j +(axby'aybx)k_

c) Las expresiones que permiten calcular cada una de estas componentes de @ A b
resultan “complicadas™, dificiles de recordar, por ello se acude a otros conceptos
matematicos ( matriz y determinante ) a los efectos de encontrar una expresion formal
que facilite el calculo.
(Estos conceptos se presentan a continuacion a los efectos de recordarlos o presentarlos a
quien no los conozca ).
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> APENDICE

MATRIZ : es un cuadro de numeros.

» matriz 2x2 = arreglo de cuatro nimeros reales de la forma:

ail  aiz
azi az2

» matriz 3x3 = arreglo de nueve nimeros reales de la forma:
arl anz an
a2 ax  az
azl  asx a3
DETERMINANTE: el determinante de una matriz es un nimero asociado a la misma
que se calcula como sigue:

ail 12 511

><a = ail a2 - azazl -> =52-13=7
azi azn 312
a1 a12 a3 a2 az3 a3  azi azr  az2
axr ax axs = an + an + a3
asi aii ass azx ass ass  asi as1 as

Recurso mnemotécnico:
- moverse a lo largo del primer renglén para la obtencion de los coeficientes

de los determinantes 2 x 2.
- luego, para formar los correspondientes determinantes 2 x 2 proceder a:

a) eliminar el primer renglén de la matriz 3 x3 ;

—= b ) tomar a continuacién y en forma sucesiva :
2da y 3ra columna para el ler determinante;
3ray lra columna para el 2do determinante y,
Iray 2da columna para el 3er determinante.

PRODUCTO VECTORIAL por componentes

e Dados dos vectores a=(ax;ay; az) y b =(bx;by;b,) lasiguiente expresion

permite obtener la descomposicion canénicade a A b

ay az aZ aX
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e FEsta expresion, a su vez, se puede expresar a través de un “determinante” :

i _] k El concepto de determinante se define para arreglos de
_ — numeros reales. Esta expresion incluye vectores, luego
AaAb =la ay a no es “rigurosamente” un determinante.

bx by b, > Sin embargo, como la resolucion 'formal’ de esta
expresion como determinante 3x3, proporciona las

componentes de A AD , se usa al efecto de plantear y
calcular dicho producto.

EJEMPLO: hallar a A b siendo a =3,-1,1) y b =(1,2 ,-1)

i J k
aAb =3 -1 1|=|-1 1{.i+ |1 3 [J+|[3-1|k =-i+4j+7k
1 2 -1 2 -1 -1 1 1 2
@ . < D). > < @).. > < ... >
e CONDICION DE PARALELISMO EN V;
Dados a y b vectores no nulos de V3 , entonces:
a//'b < a Ab =20
Demostracion:
a//lb <« a'b =0"06 a’b =180° < sen.da'b =0
< |aAb |=|al.|b |.sen.a’b =0 < a Ab =0

e INTERPRETACION GEOMETRICA DE |a A b |

P .__,Q A =area OPQR

CONCLUSION: |a A b | es el area del paralelogramo determinado pora y b .
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5.9 PRoducto Mixto - [Os]

DEFINICION Dados tres vectores a3 b ;3 ¢ de V3 el producto mixto entre ellos
es el numero real que resulta de combinar los dos productos, el escalar y el vectorial:

a.(b AcC)
® Si a=(ax;ay;a;); b =(bx;by;b,); € =(cx;cy;c,); entonces:
by bz bz bx| |bx by

.(b AT )=(axay;a,).(b A €)=(axay; ay). 5 5
Cy Cz Cz Cx Cx Cy

]

by b bz bx bx by

1
P
=n
>
(g}
N’
I
&

+
&
]
+
&
N

Cy Cz Cz Cx Cx Cy

OBSERVACION:

Realizado el ‘producto escalar’ la expresion que se obtiene no es otra cosa que el calculo
de un determinante 3x3 en el cual :

primer fila =» componentes del primer vector
segunda fila =» componentes del segundo vector
tercer fila =» componentes del tercer vector

O sea que: ay ay a,

ﬁ.(b_/\E)= bx by bz

cx C €

OBSERVACION: a.(b AC)=(@Ab).cC (eercicio)

EJEMPLO: hallar (@ A b ). ¢ siendo a =(3,-1,1); b =(1.2,-1) y ¢ =(4, 1,1)

3 -1 1
B . ()—11 12
anb).¢c 5 1 2 -1]| =2. + =
@Arb).ec 1 My
4 1 1

= 3.3 4+ (1).(5) +1.(7) =
EJEMPLO: hallar (3 A b ). ¢ siendo a =(3,-1,1); b =(1.,2,-1) y ¢ =(4, 1,0)

11 1 2
41_

()‘

aAnb).¢ 5 1 2 -1|=3.
@anb).c ‘10‘

= 3.1 + (1.(4 +1.(7) =
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e El producto mixto de estos vectores es ‘cero’: [ nos dice algo este resultado? :
Si, que € esperpendicular a a A b vector que, asuvez, es perpendicular a y b .
Luego, no queda otra opcion: ¢ esparaleloa a y b ; osea, a, b y € soncoplanares.

e INTERPRETACION GEOMETRICA DEL PRODUCTO MIXTO

a) El valor absoluto de (A b ). ¢ es el volumen del paralelepipedo que
tiene por aristas a los vectores a; b y C .

Vb= area base X altura
%,—/

paralelogramo
determinadopor

a.y.b

e

. Vp=[aADb [xh

 h=h

=] Proy. . ¢

*e E
. s
......

Vo= |&AD |.|PrOY. . C|=

= [laAb|.Proy -C|=

anb

[|la Ab|.[€].cosa] = |[@AD).C|

por.def.
prod.esc.

b) a,b y € son coplanares < (AAb).c =0

Demostracién: a, b y €, coplanares <> h=0 < V,=0 < (@A b).¢c =0
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5.10 Actividades

1. Dados los siguientes vectores del plano, se pide:

Vector| Médulo | 8 argumento: 2 a) Graficar @ ,b , ¢y d enun mismo sistema
entre el vector y coordenado, y con origen en el origen del sistema .
el semieje x (+)

b) dar los coordenadas de A, B, Cy D, puntos

a 2 0° _ _ '

5l o2 30° extremos de a , b, cy d ,respectivamente.
P 6 180° c) Hallar graficamente los siguientes vectores:

d 4 70° p=b+a; q=b+2a; r=b+3a.

Leyendo del grafico, dar las coordenadas de P, Q,
R, sus puntos extremos.

d) Indicar V 6 F, justificando la respuesta:
di) Si P,Qy R son los puntos extremos de p, ¢, r entonces dichos puntos

pertenecen a larecta 8 de ecuacion, y=1.

d2) Si v=b +t.a con t R entonces S, punto extremo de V, pertenecea & .

e) Hallar grdficamente y en un mismo sistema coordenado, los siguientes
vectores:

u=c+d ; v=c-d ; w=-c-d ; x

_1 .
=".c
3

cy d .

f) Dar, analiticamente, los versores asociados a a ,

g) Indicar V ¢ F, justificando la respuesta con una propiedad o definicion.
En el caso de ser falso corregirlo para que sea verdadero.

=3a ; |c[=3a| ; X=-a ; | X ]=-]

c a |;
wW=-u ; ut+tw-=0 s u+v=0; Jul=|c|+|d |;
¢7=|¢7|.¢70; l?o:éo ; ;o:';lo ) ;lo=60+d0

h) Dar: (*) dos vectores paralelos y de igual sentido que » . Indicar su modulo
(*) dos vectores paralelos y de sentido opuesto a 5 . Indicar su modulo
(*) un vector paralelo y de sentido contrarioa » y de mddulo 86.
(*) dos vector perpendicular a ¢ y de moédulo 8.

1) Graficar y dar las coordenadas de los puntos K, Ly M si sus vectores
posicion son respectivamente:
-2a ; -b ; % c.

Dar moédulo y argumento de los vectores posicion determinados por dichos puntos.
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a) Indicar modulo y argumento de los vectores que se dan a continuacion.
b) Hallar las componentes de los vectores.

........................................

> ax=|a |cos®
> ay=|a |sen®
>X 3 0 = argumento

Para los vectores a ,b ,cy d del ejercicio 1, se pide :
a) Hallar sus componentes.
b) Escribir su "descomposicidon canodnica’ .

Hallar las componentes y mddulo de los vectores :

@ao,bo,Co,p, q, r, u, vV, w,x, del gjercicio 1.

a) Indicar modulo, argumento y componentes de los versores de la base candnica en V2.
b) Graficar los siguientes vectores:

a =4i c=-3i+4])
b =4i+3] d=-5j
¢) Dar componentesy modulode @ , b ,cy d, del item (a)

a) Graficar los siguientes vectores:

a =(2;3) 3556 =(4;0) 5 ¢=(35-49; d =(0;-5)

b) Dar médulode a , b5 , ¢y d . Escribir sudescomposicion canénica.

Dado el vector a=(4;3), se pide:

a) dar un vector u//a ,de modulo 10 e igual sentido que a .

b) dar un vector wu//a ,de modulo 15 y sentido opuesto al de a.
c) dar el versor asociado a.

a ) Demostrar que si v // i, sumddulo es igual al valor absoluto de la componente
no nula.

b) Demostrar que si v // j , sumdodulo es igual al valor absoluto de la componente
no nula.

c) Dar dos vectores paralelos al eje x y de modulo 5. Dar dos vectores paralelos al
ejey.
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9. Graficar el vector a. Dar sus componentes y su descomposicion canonica.
a) ax=4;a<0; |a|=5.

by a/iy [a|=3

c) aliy |a|=2

d alb con b Lj; |a|=]5]|
e) a/b con b Lj; |a|=]|J|

b
H a/e ; blec ;eli y lal=1|i+]].

10. Graficar; hallar médulo y argumento de los siguientes vectores:
a=(3,-4) c=1(-3;-4)

b =(V242) d=(-6;8)

NOTA: Para hallar el argumento (8) de un vector debemos acudir a la funcion inversa’ de la tangente (arc
tg.). Esta funcion tiene por ‘imagen’ angulos del IC y IVC (lery 4to cuadrante) Luego, si el vector pertenece

a otro cuadrante, habra que hacer las consideraciones del caso. Sea A = (ax; ay ) :

a_ a. a_ a.
tg 6= - tgb = Y =tgp tge0=_" =tgf tg=_Y =tg P
ax ax ax ax
a‘_ a‘_ a‘, a‘_
arctg — Y =0 larctg — Y =B (neg.)|arctg 6 =Y = B (pos) || arc tg 6 = B (neg)
ax ax ax ax
=0 = 180°+B [[=> 6=180°+0 = 0 = 360°+f

11.Obtener las componentes de @; b y ¢ en cada uno de los sistemas de referencia que se
indican, sabiendo que: |@|=|b |=|c|=1.




12. Dados los puntos A(4;1) y B(0;2) sepide:

a)
b)
¢)
d)
e)

f)

Graficar los vectores posicion de A y B.
Dar las componentes de los respectivos vectores posicion.
Dar las componentes de AB y BA . ;qué puede decir de estos vectores?

Demostrar que OA - OB = BA
Hallar un punto C tal que OA + AC = 3 OB .

Dar las componentes del vector OP si  OP = 0A + t.OB; te R.

Hallar graficamente y disponiendo un vector a continuaciéon de otro, los
vectores OP para t=0,1;2; % ; -% ; -1. Concluido el trabajo
observar y discutir qué particularidad presentan los puntos P ; qué se
obtiene si “t” varia en todos los reales.

13. Dado los vectores a=(1,22) ; » =(3,0,2); ¢=(6,8,0), d =(0,0,2) se
pide:

14.

15.

a) Dar sudescomposicidon canonica y, acorde a ella, indicar si el vector presenta alguna
particularidad en cuanto a su posicion en el espacio. Graficarlos en un mismo

b)

c)
d)
e)

f)
g)

sistema.

Dar el modulo de a ,b , ¢, d ,a+p ;3a-c;%d.

Hallar un vector x tal que a -35 +2x=0 .

Hallar los versores asociado a a , ¢ , d , c-4a .
Dar un vector paralelo a a, de modulo 3 e igual sentido que a.

Dar un vector paralelo a d, de modulo 4 y sentido opuestoa d .

Graficar 5 vectores no paralelosy perpendiculares a d . (analizar
graficamente)

Dados los puntos A(2;4;4) ; B(0; 3;4) ; C(3;4,0) ; D(3;0;4)

a)
b)

c)
d)
e)
f)

a)

b)Dadosa =(3;4) y b=(6;8) hallar proy

Graficarlos en un mismo sistema coordenado.
Marcar los vectores posicion, dar componentes y modulo de los mismos.
Dar las descomposicion canonica de los vectores posicion.

Hallar las componentes de los vectores E,A_C,H); 3AB-2CD ;3AB-2AB
Hallar un punto P tal que: OCGHCP=CD
Hallar un punto P tal que: OGFCP+PA=0A

_ A

Dados v=(3;4) y u hallar proy _ v si (yy) =60,

a . Dar una ‘regla’ para esta

S|

situacion.

c)

¢) Graficar v y u talque |v|=|u|=4; 9;(arg. v)=90°; @

Si |a|=|p]| y proy;; :proyzl; , ¢, implica esto que a= b ?.
=30°;

u

ci ) calcular proy y ; graficar y dar las componentes de @ p » €l vector

proyeccion .

c2) calcular proy  ( —y ) graficar y dar las componentes de ® p » €l vector

proyeccion.

c3) Dar las componentes de uo; verificar que ® p (vector proyecc. sobre u) Il uo .

367
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c4) Demostrar que cualquiera sea v, si ®j es el vector proyeccion de vsobre u,

entonces: | ®p =(proy . v).uo.

16. a) Dado v de modulo 4 y argumento 0 =120° se pide:
* graficar v; i ; } Hallar las componentes de v, dar su descomposicion canonica.
* calcular proy ; v, graficar ;( x ) = vector proyec. de vsobre i, dar sus
componentes.
* calcular proy j v, graficar ;( y )= vector proyec. de vsobre j, dar sus
componentes.

* Indicar Vo F:  v=proy; v).i + ( proy }T:).j.

b) Dado v =(vx;Vy) de argumento ‘0" demostrar Sugerencias: recordar que

que: i
- B i vx=[v]cosO ; vy=|v|sen0 i
Vx (S proy ;v) =|v|.cos a N A

. Considerar: a.=yiyB=y j |

Vy (= proy j v)=|v|. cos B

394

Notas: * oy B son los “dngulos directores”, y sus cosenos, los “cosenos directores” del
vector .
* en particular para v, (versor asociado a V), se tiene: Vv, =(cosa; cos B)
o ) . o )

17. En tres dimensiones se concluye también que dado v = (vx ; Vy; vz) , entonces

Vx =proy ;v =|v|.cos a
Vy = proy j vy =|v|. cos B

V. =Proyg v=|v|. cosy

con o ; By y losrespectivos “angulos directores” ; o sea, angulos del vector con

los versores fundamentales, I J sk

a) Dado v=(4;3;0),dar la descomposicion canénica de v .

Graficar v; i ; J; k y los vectores proyeccién de v sobre cada uno de los ejes ;

comparar estos vectores con los de la descomposicion canodnica de v y concluir.
Luego, dar los angulos directores de v .

b) Dado v=(2;4;4), dar la descomposicion canénica de v .
Graficar V; i ;J; k y los vectores proyeccion de v sobre cada uno de los ejes ;

comparar estos vectores con los de la descomposicion candnica de v y concluir.
Luego, dar los cosenos directores de v; verificar que:

cos’a + cos?p +cos’y =1.
18.Sea op =a+tb cona=(1,-1,2) ; b =(23,1); te R ; O:origen.

Mostrar que las coordenadas (x; y; z) del punto P (extremo del vector) satisfacen
la siguiente ecuacion: 5x -3y - z- 6=0.



[, satisfacen la siguiente ecuacion: 10x—-6y—-2z -12=07?
;, satisfacen la siguiente ecuacion: 10x—-6y—-2z - 6 =07
Discutir la respuesta a las dos ultimas preguntas sin reemplazar coordenadas.
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PRODUCTO ESCALAR -PRODUCTO VECTORIAL - PRODUCTO MIXTO

19. Los vectores u y v forman un angulo de 45° siendo /2 y 1/3 sus respectivos
moédulos. Realizar, de ser posible, las siguientes operaciones:

a) El . d) (§+ E}) . 1717 ) g) (7171.})7. u
b) . v e) (uj‘y) ) (uj‘v)i h) (ui.v)7u B
c) Qu).v f) Bu-v).(u+2vy) 1) (u.v)+u

20. Dados los vectores u=(1;-1;5) y v =(2;2;z), hallar “z” (si existe) tal

que:
a) 2u.3v=10 ) |v|=3 e) vl ik
b) uly d |y=1 f) vl i

21. Dados u=(3;4) y v=(-1;%) se pide:
N
a) Hallar u v, angulo formado porlos vectores.
b) Hallar proy-u .
¢) Hallar w paraleloa u sabiendoque v.w =-5.
d) Dar tres vectores no nulos perpendiculares a u.
e) Dar a talque alu y |a|=|u]|. ;Cuantos vectores encuentra?, ;Qué
particularidad tienen sus componentes con respecto a las de u ?

f) Hallar b , versor perpendicular a u tal que b .j<O0.

g) Verificar que: proy}l_l = wu.i Yy que proy jE =u.j

N N

h) Demostrar que, cualquierasean uy v, se tiene: wuwv = u v,

i) Demostrar que, cualquierasean uy v, se¢ tiene: proy-u = u. Vs
v

Verificar estaigualdad para u y v dados.
j) Demostrar que, cualquiera sea u, se tiene: u.u = |ul*. Verificar

22. a) Dar cinco vectores no paralelos entre si y perpendiculares a k& .
Discutir si los vectores dados presentan alguna particularidad en relacion a
su posicion en el espacio.

b) Dar cinco vectores perpendiculares simultineamente a i y a k
Discutir si los vectores dados presentan alguna particularidad en relacion a
su posicion en el espacio.
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23. Dados u=(1;2;2) y v=(1; % ;0) se pide:

A
a) Hallar u v, angulo formado por los vectores.

b) Hallar proy-u .

¢) Dar cinco vectores no nulos perpendiculares a u.
d) Dar a, b , c tres vectores no nulos perpendiculares a u tal que:
a sea paralelo al plano xz; b L k y clv.

24. Verificar grafica y analiticamente que los puntos A = (3;0;5); B=(3;4;0) y C=
(3;4;5) determinan un tridngulo rectangulo. Hallar su 4rea usando geometria
elemental.

25. Sabiendo que u y v se encuentran sobre el plano xy; que | u| =| v| =2 que u es
N -
paralelo e igual sentido que 7; que (u v)=30° y v.J>0; se pide, graficar (si existe)
el vector resultado de las siguientes operaciones:

a) El A 5’ e) i’/\ 7l71 - 1) (5) 171)7/\ ;7
b) va v f) (uj‘ v) Ay ) (Jl A 11) Ay
c) CQu)a v g2) (u +v_) A (u+tvy) k) uan (un v)
d) (vu) o (v.u) hy wa Jj ) (u.v)(ua u)

A

26.Hallar |u A v| si: a) [u/=5; v=(1;2;2) y (uv)=30°.
b)) u=2;-1;2) ; |v|=2|ul y uv=0.

27. Dados los puntos A=(3;0;5) ; B=3;4;0) y C=(3;4;5):
a) hallar, usando producto vectorial, el area del paralelogramo que determinan €4 'y
CB .
b) hallar el area del triangulo que determinan A, By C.
¢) hallar el 4ngulo que forman CA y AB . (Esuno de los angulos del tridngulo?

28.S5i u=(2;5;3); v=(2;7;4) ; w =(3;3;6) ,calcular:

IO OCwn (v D un (Ga W)
b) V/\7 u - e) (E‘V)il\ w h) (ll A li)A X -
) 2Qu)a v f) uan u ) [va (va w)] v

29. Dados u=(4;3;2) ; v=(4;3;0) hallar:
a) Un vector perpendicular a u y v

b) Tres vectores perpendiculares a u y

y v

v.
¢) Un vector a perpendicular a u de moédulo 5 y tal que proy, a>0.
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d) Un versor w perpendicular a w y v tal que w .j>0
e) Mddulo, direccion y sentido de (u o v )a v.

f) Modulo, direccion y sentido de u o (v A )

g) Un vector V1 perpendicular a uy C€=-v.

h) Un vector V2 perpendicular a uw y ¢=2v

i) Un vector V3 perpendicular a u y €=utv

j) Un vector V4 perpendicular a u y C€=u-v

k) Un vector V5 perpendicular a u y €=2ut vy

(*) Discutir que particularidad presentan los vectores vi con i=1,2,34,5, y

que relacion tiene la misma con los vectores ¢ considerados en cada caso.

30. Usando producto vectorial hallar el valor de “o” (si existe) para el cual los

puntos A ; B y C resulten colineales :

a) A(1,23); B246) y C(5,10,a).

b) A(1,23); B(294) y C(3,16,0).

¢ A (123):B(120) y C(a25).

d A(1,2,3);B(120) y C(1,2,a).

&) A(1,23): B(120) y C(1,0,0).

H  A(,23): B(La0) y C(1,0,a).

g A(,23); B(a03) y C(a,4,3).

h) A(1,23): B(@03) vy C(1,0,0).
31. Dados a@=(2;-1;0); b =(-1;5;0) y ¢=(0;-4;1)

32. Dados

a)

b)
¢)

33. Usando producto mixto hallar el

a) Calcular su producto mixto.

b) Verificar (realizando los productos vectorial y escalar) que @~ b .c
A Z‘

¢) Verificar que @. b ~ ¢ =b .Ca

b

a

a :é.d/\ F

a=(50;1) ; b =(3:2,0) y ¢=(-41;x)

Hallar el volumen del paralelepipedo que determinan si x =2. En tal caso, el
paralelepipedo correspondiente a los vectores opuestos a los dados, ;tiene el mismo
volumen que el original ? , ; porqué? .

Calcular x para que el volumen del paralelepipedo sea 10 .

Calcular x para que los vectores sean coplanares.

valor de “a” (si existe) para el cual el

punto P (1;1;0) y los puntos A; B; C resulten coplanares :
a) A(1,23) ; B(226) y C(2,5a).
b)A2,1,3) ; B2,00.4) vy C(2,0,a).
c) A(LLLL3); B(1,20) y C(2,5 a).
dA(,L,3); B(1,200 y C((1,2,a).
e) A(1,23); B(a,03) v C(a,4,3).
) A2,23); B(a,0,3) vy C(1,2,).
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34. Hallar el valor de “o” (si existe) para el cual el punto P (1;1;0) y los
puntos A; B ; C determinan un paralelepipedo de volumen 4:
a) A(1,23); B(226) y C(2,5a).
b)A(2,1,3) ; B2,a0.4) v C(2,0,0).
c) A(1,LLL3); B(1,20) y C(2,5a).
d AL -4); B(1,200 y C(2,5 a).
e) A(LLL,3); B(1,20) y C(1,2,a).
) A(,23); B(a03) y C(a,4,3).
2)A2,23); B(a,0,3) y C(1,2,).

5.11 Problemas

35. Se sabe que si para una sustancia dada se baja la temperatura lo suficiente (o
sea, se disminuye la agitacion molecular) manteniendo inalterable las demas
condiciones, las moléculas se unen formando una estructura solida en la que cada
atomo ocupa un lugar determinado (estos solo pueden vibrar en torno a esa posicion);
o sea, que en general, se da la situacion de una estructura bien ordenada y regular, la
cual recibe el nombre de sdlido cristalino.

Si pudiéramos ver la disposicion de los dtomos en un solido cristalino, encontrariamos
que estos estan en posiciones 'fijas” alineados geométricamente y en forma regular en
las tres direcciones del espacio, de manera similar a los nudos de una red. De alli la
denominacion “red cristalina”. Esta disposicion regular permite ubicar facilmente los
datomos de la estructura en un ’sistema de referencia’ (un sistema de ejes coordenados
X-y-z).

Para simplificar el tratamiento del tema se puede trabajar con una red 'bidimensional’;
o sea, con atomos solo del plano. En tal caso las representaciones se pueden hacer en
el plano considerando para ello que un circulo representa un atomo donde el nucleo
atomico esta representado por el centro del circulo (P) y el circulo mismo significa el
espacio donde esta contenida la nube electronica. La posicion de un atomo (circulo)
queda determinada dando las coordenadas de su nucleo o, por el vector posicion del

mismo que indicamos Yp .




Asi. por ejemplo, el esquema adjunto corresponde a la estructura cristalina de la sal
comun (CI Na); donde los circulos grandes corresponden al Cl1 - y los chicos al Na* .
Para este grafico se pide entonces:

a) Ubicar los a&tomos cuyos centros estdn en P(-4, 2); Q(-5,3 )y R( -3, 3), indicar de

qué tipo de atomos se trata y marcar sus vectores posicion ¥P,rQ,rR . Dar la

distancia al origen de estos atomos y el angulo que forman con el eje x(+).

b) Marcar en el grafico todos los a&tomos cuyos nticleos estén a una distancia menor que
4,5 A del origen del sistema y sus argumentos entre 20° y 120°. Dar sus
coordenadas.

c) Indicar Vo F: “ FR- FP indica cuanto y hacia donde me debo desplazar para
llegar del atomo P al R”

d) Hallar (usando (b)) el &tomo A si ra- ;‘p = (6, 2). Calcular componentes, modulo y

argumento de r . Verificar que |ra|=|Tp| vy, (usando los argumentos) que rx L Yp
. Existe otro 4tomo que también cumple estas condiciones: ;cual es? .

e) Hallar la distancia internuclear CI-Na y la menor distancia internuclear Na-Na .

f) Indicar quienes son los atomos Cy D si: rc+rp =(7,1) y rc-ro = (1;-1).

36. Hallarlas fuerzas F » y F s ejercidas por Juan sobre A y B si Juan pesa 72 kg.
y se mantiene en reposo en la posicion indicada durante 2 minutos de su ejercicio.
Analizar en qué punto, A 6 B, es mayor la intensidad de la fuerza ejercida por Juan.

Sugerencias:

® Fjjar en sistema de referencias en el
nudo de unidn de las tres cuerdas .

® considerar dicho nudo como si fuese el
cuerpo y recordar que, si esta en reposo,

la resultante F* de las fuerzas ejercidas
sobre el mismo debe ser cero.

® Observar que V= Ta+Tp+P .

=

® Recordarque: F A =-T a

Fg=-

=

B

37. Para un objeto en movimiento, sea cual sea el espacio donde se mueve (uni, bi o tri
‘dimensional’), para representar el 'desplazamiento’ del mismo en 't hs’, se acude al
llamado 'vector desplazamiento’ (d ). Este vector, tiene tantas componentes como el

Si el movimiento se realiza a velocidad constante, v, el vector desplazamiento d
resulta paralelo al vector velocidad, o sea d= t.V(“desplazamiento” = “velocidad por
tpo”).

a) Si P,y P son origen y extremo de d (vector desplazamiento de un mévil) demostrar
que oP (vector posicion del movil) se puede escribir en “funcion” de ¢ como sigue: OP

=@+t.i}.

Luego, hallar 0P en “funcion” de ¢ para los movimientos que se indican a continuacion:
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i) unidimensional; v=3i; P,(1); P(x)
ii) bidimensional;, v=(3; 2); Po(1;4); P(x;y)
iii) tridimensional; v=(3;2;4); Po(1;4;0); P(x;y;2)

En cada caso, graficar OP y d para t=1;2; 3 ; realizar una conjetura acerca del tipo de
“trayectoria” que estaria siguiendo el movil.

b) Si con P representamos una paloma volando en linea recta con una velocidad

v=10i +6 j+ k y, con (X, ), z), indicamos las coordenadas de P en el espacio
(z = altura respecto al suelo y v=|v|enkm/h) se pide:

1) dar la posicion P de la paloma
una hora después de observarla si
en el instante que la divisamos
(t=0) su posicion es Po(1,2,3).
Dos horas después: ;donde esté ?;
[tres horas después?; (t horas ?

ii) Verificar que la paloma tarda
36 seg. en subir 10 m.

(*) Tener en cuenta que "lo que sube la paloma” corresponde al segmento ‘Az” del grafico
adjunto y que, para el desplazamiento vertical se tiene: Az= vzt (MRU con v=vz).

38. La descomposicion de un vector o resolucion del mismo en sus componentes horizontal

y vertical (V= vx.i+ vy. J) es una técnica importante en el estudio de fendmenos en los

que intervienen cantidades vectoriales. Por ejemplo si v es una velocidad entonces
esta expresion nos dice que el efecto fisico de solo la velocidad v es igual al efecto

'sumado’ de las velocidades horizontal y vertical, (vx.i)y (. J), respectivamente.

De tal forma un problema "bidimensional’ se puede “descomponer” en dos problemas
‘unidimensionales’ los cuales, normalmente, resultan mas faciles de resolver. Resueltos
los problemas unidimensionales se combinan los resultados (otra vez mediante métodos
vectoriales) y se obtiene la solucion del problema original. Este hecho se usa, por
ejemplo, para estudiar el MOVIMIENTO de PROYECTILES en el PLANO.

a)Sea P un proyectil que se lanza desde el origen
4 v, v con un angulo de inclinacién igual a a (angulo

- /' que forma v, (veloc. inicial) con la horizontal).
VoyJ & En tal caso su aceleracion, @ = (ax; ay) , es la de la

gravedad; o sea, @=-g.J, (g=9.8 m/seg? ).
o Si indicamos con V= (vx; vy) la velocidad de P en
cada instante “¢ ” te pedimos que demuestres,
Vox i acudiendo a las leyes de la fisica para
movimientos rectilineos, que:
“ves ‘funcion’ de ‘t’ ; en particular, que vV=vo+ t.a”

v




trayectoria:
(*) el desplazamiento horizontal es a "velocidad’ (vx) constante e igual a la inicial
(Vo x) (MRU),
(*) el desplazamiento vertical es a "aceleracion’ (ay) constante e igual a la de la
gravedad (MRUA).

b) Indicar V 0 F, justificar la respuesta.
- Existe un instante “t” en que la intensidad de la velocidad es cero.
- vy disminuye a medida que pasael tiempo.
- Existe un instante “t” en que vy es cero.
- Existe un instante “t=0” en que V= V..
- Existeuna v, para la cual v//¢jey.
- Si t= (2vVoy)/ g entonces V= -V,
- OP = v, t+"% a.t? con op (vector posicion del proyectil).

¢) Lanzamos un proyectil con vo = 80 m/s (rapidez inicial) y oo = 30° .
Para este proyectil te pedimos que:
- halles las componentes de Vs ;
- halles las componentes de oP (vector posicion del proyectil).
- demuestres que en este caso la trayectoria es una parabola de ecuacion:

v0
y=-%.x- £ x?

Vox 2v5x

- (Enqué instante el proyectil llega al punto de maxima altura?. ;qué velocidad tiene
en ese instante?

(PRODUCTO ESCALAR, VECTORIAL Y MIXTO)

39. Dados los puntos A (5:0) y B(3:y) , determinar “y” de modo que OA y OB

determinen un paralelogramo de lados iguales. Luego hallar C, vértice faltante, y demostrar
que las diagonales del paralelogramo 0ABC, son perpendiculares entre si.

40. a) Dado el punto fijo A (1,3,0), el punto P(x,y,z) y el vector k , escribir una ecuacion
en x,y,z que diga lo siguiente: AP y k son perpendiculares. Dar una descripcion
geométrica de los puntos que cumplen la ecuacion hallada.

b) Idem con J .
c) Idemcon i .

41. La molécula de metano, CH4, estd ordenada de modo que los cuatro atomos de
hidrogeno estan en los vértices de un tetraedro regular (todos sus lados iguales), con el
atomo de carbono en el centro.
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Suponiendo que los ejes y escalas se eligen de
modo tal que las coordenadas de los vértices del
tetraedro son (0,0,0); ( 1,1,0); (1,0,1); (0,1,1) y
las del centro (%2 ;% ;% ), determinar:

a) la distancia H-H y C-H,
b) ‘a’ (angulo de enlace en la combinacion H-C-

H); angulo entre las rectas que unen el atomo de
carbono con el de hidrégeno.

42. Sea P una particula que se mueve sobre una "curva’ de forma tal que su posicion
inicial es (r; 0) (r>0) y su vector posicion en cada instante “t” viene dado por :

r(t)= rcos (ot). i + r sen (ot).J
a) Demostrar que | r(t)] = r ; Vt. ; Sobre que curva estan estos puntos ?

b) Demostrar que V(t)= -t ® sen (wt). i + r® cos (cot).j es perpendicular
al vector posicion r(t); Vt y que |[vl)|=ro ; Vt

¢) Si =2 y r=5 graficar r(t) y W(t) para t=0; n/4; m/2; 3n/4
(para cada “t” graficar V(t) con origen en el extremo de r(t))

d) Si lalongitud de la trayectoria recorrida se mide en metros y el tiempo en
segundos, verificar que en m/4 seg. la particula recorre 5 /2 m. (= 7,85 m)
En un segundo: ;cudnto recorre ? ; r® m.? .

Discutir la siguiente afirmacion:

“|w(t)| dalarapidez con que la particula recorre la curva”



5.12 Proyecto

Los vectores se utilizan en FISICA para representar FUERZAS ya que las mismas tienen
una magnitud (medida en Kgr o Newton), una direccion y un sentido. Sabido es también
que si varias fuerzas actuan sobre un cuerpo su efecto sobre el mismo es igual al de la
fuerza resultante (vector suma de las fuerzas actuantes ).

Las fuerzas act@ian sobre los cuerpos de distintas formas, por ejemplo: produciendo
“desplazamientos”, produciendo “rotaciones”. La buisqueda de una relacion entre fuerza y
desplazamiento producido por efecto de la misma, lleva al concepto fisicode TRABAJO.

NOTACIONES CONVENIDAS (para los elementos a utilizar):
P = cuerpo en movimiento sobre una recta (Pi : posicion inicial , Py : posicion final )
F =2 vector fuerza que actiia sobre P ;

F=|F | @ médulode F

d= P.P. 2 vector desplazamiento, indica cuinto y en que direccion y sentido la

fuerza mueve al cuerpo.
d=|d| @?mdduloded. (d indicasdlo cuanto se ha movido el cuerpo)

DESARROLLO:

ler CASO ||:: > {_ constante }

F//&;F_ozao

Pi Pr
[ — |

A
v

1-a) Escribir, usando las notaciones convenidas, una formula que exprese lo siguiente:

“el trabajo W realizado por una fuerza F dirigida
alo largo de la linea de movimiento, se calcula como el producto
de la magnitud de la fuerza por la magnitud del desplazamiento .

1-b) Indicar si W es una magnitud escalar o vectorial: ..................c.ooinen.

I- ¢) Una particula P que inicialmente se halla a 2 m. del origen de un sistema de
referencia dado porun eje coordenado horizontal, es desplazada 8 m. en el sentido positivo
por la accién de una fuerza paralela al mismo y de intensidad igual a 3 N.

Se pide: representar graficamente la situacion indicada y calcular el trabajo (en N.m =
Joule) realizado por la fuerza. (Escalas: Im=1cm y IN=1lcm.)

I-d) Un bloque de 5 kg de masa seeleva 10 m. desde el piso donde reposa y luego
se deja caer (caida libre). Representar graficamente la situacion indicada y calcular el
trabajo realizado por el peso del bloque desde que se suelta hasta que toca el suelo, en
un lugar donde la aceleracion de la gravedad es de 9.8 m/seg’.
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Recordar:
F =m.a. El peso es una fuerza en la que a =g, [F] = Newton / N =kg .m/seg’

1-f) (Se puede usar la féormula propuesta en (1-a) , para calcular el trabajo realizado por

la fuerza F =3i +4J , para desplazar una particula desde el punto Pi (-3, 0) hasta el
Pf (3,8)?. Justificar la respuesta grafica y analiticamente.  Sila férmula se puede usar,

entonces calcular con ella el trabajo realizado por F .

1-g) Idem para F =3i +4/ ; Pi(-3,0) y Pf(3,0).

F constante
2do €ASO |I:"> F no paralela a d

d N | X
Py

v

Si descomponemos la fuerza F° en dos direcciones, una segin la direccion del movimiento (F ,

) y otraperpendiculara €l (F | ), el efecto fisico de la sola fuerza F es igual al efecto combinado de

las fuerzas ﬁ y i (F = ﬁJri ). Por otro lado, la Fisica nos dice que el efecto de la

fuerza F es en definitiva el mismo que el producido por F , O, equivalentemente, que F, no

realiza trabajo. Asi, el trabajo realizado por F esigual al trabajo realizado por F , >0sea, al

realizado por la componente de F en la direccién del movimiento.

2-a) Demostrar, usando la formula concluida en (1-a), que en el caso de F no paralela
a d,entonces: W = (proy.F). d

2-b) Demostrar (usando propiedades de vectores) que:

W = F . d

2-c) La féormula hallada en (2-b): ;incluye la dadaen (1-a)?,

SI  =» ;porqué? NO = ;porqué?

CONCLUSION: en cualquier caso el TRABAJO se calcula como el
PRODUCTO ESCALAR de fuerza por desplazamiento.

W= F .d




379

CUESTIONARIO:

1.- Matematicamente : ;puede W ser negativo? ;Fisicamente?

2.- ;Puede W ser cero sin que lo sean F y d? Explicar.

3.- (Cual es el trabajo realizado por una persona que sostiene una valija de 5 kg en reposo,
en el aire?. ;y si va caminando a velocidad constante?

4.- Se sabe que una particula P sometida a la accion de una fuerza paralela a la direccion
del movimiento se desplaza 20 m. Si el trabajo realizado es de - 40 Joules.

(Cuadl es la intensidad de la fuerza aplicada?. Justificar la respuesta.

PROBLEMA 1:

Sea P una particula moviéndose en el plano en la direccion del vector u= ( 8; 6), bajo la

accion de una fuerza F dada porel vector 3 i +4J .
Si Pi esel origen de coordenadas se pide, graficar wy F con origen coménen Pi y
a) descomponer F como la suma de dos fuerzas, una paralela al movimiento (F s )Y

otra perpendicular al mismo (i). Dar las componentes de estas fuerzas.
(Sugerencia: ver ejercicio 15 de la practica) .
b) Verificar que los trabajos realizados por F, y por F para desplazar la particula 20m.

resultan iguales. Calcular el trabajo realizado por F, . Resolver los siguientes

problemas usando siempre la férmula hallada en (2-b).

PROBLEMA 2:
Un vector F representa una fuerza de magnitud 10 N que forma un angulo de 45° con el
semieje x(+). Graficar en un mismo sistema coordenado F y los vectores

desplazamientos di que indican el movimiento de una particula P desde el origen hasta el
punto Pr, si:
a) P semueve 5Sm en la direccion del semieje x(+). (d1)

b) P:(4,3) (d2) C)Pf(\/?,\/s_) (a3) d) Pe(3,4)  (d4)

2

¢) P se mueve 5m en la direccion del semieje y(+) (ds)
DPe(-2, 2) (do)

NORNG
g) P se mueve 5m en la direccion del semieje x(-)  (d7)
hyPr(- = ,- 2) (ds)

NORE)

i) P se mueve 5m en la direccion del semieje y(-)  (do)
Pr(—= - 2) (dio)
"ETR

(*) Verificar que los vectores desplazamiento tienen todos el mismo modulo.

(*) Los puntos Pr estdn sobre una curva conocida, ;cudl es?.

(*) A partir del grafico, sin hacer célculos pero indicando en qué se basa y porqué,
sefialar los desplazamientos para los cuales el trabajo realizado por F  sobre la
particula es: positivo, negativo & cero.

(*) Calcular el trabajo Wi realizado por F sobre la particula para cada di.
Analizar y sacar conclusiones acerca de los valores obtenidos (;Qué origina la
variacion de Wi ?. ;Existe un desplazamientopara el cual el trabajo sea maximo?,
(minimo? . ; Porqué ? ).

(**) Formule en una oracion la propiedad detectada en el caso estudiado.




6~ Curvas

En este Capitulo comenzamos trabajando en forma genérica el concepto de CURVA; luego,
una vez definido el mismo con todo rigor, nos ocupamos de lleno de una curva en particular:
la recta.

Los temas desarrollados en esta unidad corresponde a una rama de la Matematica: la
GEOMETRIA ANALITICA. Esta, a su vez, es una rama de la Geometria. y se desarrolla
a partir de las simples pero potentes ideas de un gran fildsofo del siglo VII; René Descartes.

& René Descartes propone por primera vez en un libro publicado en 1637, la idea de
representar ‘puntos del plano” por ‘pares de niimeros reales’. Este libro produce una
revolucion en la Matematica pues a través de una idea tan simple, Descartes
‘conecta’ dos grandes ramas de la Matematica, la Geometria y el Algebra, hecho que
da lugar a lo que hoy se conoce como Geometria Analitica. A partir de ese momento
historico los conceptos ‘geométricos” pudieron formularse algebraicamente y los
‘algebraicos’, visualizarse grdficamente.

En Geometria, las curvas se definen como “conjunto de puntos que verifica una o mds
condiciones previamente dadas”. Los conjuntos se pueden dar de distintas formas. En este
curso, los conjuntos los vamos a dar:
& por comprension; o sea, indicando primero los elementos del conjunto y
luego, separada por una barra, la condicion que debe verificar un punto para
pertenecer al conjunto.

Por ejemplo; si @ es una circunferencia (plana) entonces geométricamente se define

como:
C = { ptos - del - plano / equidistan- de - un - pto - fijo }

elementos condicion

En Geometria Analitica, la correspondencia entre puntos del plano y pares de numeros
reales (o puntos del espacio y ternas de nlimeros reales) permite, previa introduccion de un
sistema de referencia (sistema cartesiano ortogonal), traducir la condicion geométrica a
una expresion algebraica; expresion que llamamos, ecuacion de la curva.

Ecuacion de una curva: “ecuacion satisfecha por todos los puntos de la curva y solo por
ellos”.

Asi, dada @ definida geométricamente por: (C = { ptos- del - plano / equidistan- de - un - pto- fijo } :
elementos condicion

Si llamamos P a los puntos de ¢; C al punto fijo del que equidistan (centro de la

circunferencia); r a la distancia de P a C (centro) y IT al plano donde se grafica la
curva, podemos escribir:

C={(PeclIl /d(/P;C)=r



Introduciendo un sistema cartesiano ortogonal podemos expresar los puntos por sus
coordenadas, P(x;y), C(a;b) y "formular algebraicamente” la condicion que define ¢:

dP;0)=r = \/(x—a)2+(x—b)2=r = (x—a)’ +(x=b) =+’

Finalmente concluimos que: €={(x;y) e R> / (x - a)z +(y- b)z =r’ L

condicion — ecuacion

El ejemplo muestra como podemos representar una curva por el conjunto de puntos del
plano que cumple cierta propiedad geométrica; dar luego, y a partir de alli, la ecuacion
de la curva.

Cabe aclarar que este proceso no se puede hacer con ’cualquier’” conjunto de puntos del
plano (o el espacio); o sea, que existen conjuntos de puntos que “no definen curva”:

C={(xy)/ x*+)? =25} c R® = circunferencia @ CURVAen II
D={(xy)/ X¥*+)’> <25} c R®> = circulo = FIGURA PLANA en II
D={Pell/d(P.C)<5)}

Resulta necesario entonces indicar con precision que es aquello que ’caracteriza’ y
"distingue” a una curva de cualquier otro conjunto del plano (6 espacio); o sea, que es en
esencia lo que verifican los conjuntos de puntos que llamamos curvas y solo ellos. La
unidimensionalidad es una propiedad que caracteriza al concepto de curva, y lo hace en
forma esencial ya que es la que permite distinguir ‘curvas’ de 'no curvas’ (por ejemplo,
circunferencia de circulo). Luego veremos que entre todas las formas algebraicas de
representar una curva existe una que expresa esta caracteristica. En lo que sigue nos
ocupamos de reconocer y estudiar las “ecuaciones que definen curva”, empezando por las
“curvas planas”.

6.1 Curvas planas

Dada una curva C esta puede o no estar integramente contenida en un plano. Cuando existe
un plano que la contiene entonces decimos que C es una “curva plana”.

En general, una curva plana es el subconjunto de puntos del plano que satisfacen una
condicion dada, la cual se expresa a través de una "ecuacion’.

C, curva plana; entonces

C = “conjunto de puntos del plano solucion de una cierta ecuacion’.

C={(x;y)eR° /... ecuacion .., | .
\_q/_—J

—_—

elementos condicion

Existen distintas formas de dar esta ecuacion, las que iremos viendo una a una, y son
esencialmente tres:

® ecuaciones cartesianas
@ ecuaciones paramétricas
® ecuaciones vectoriales

381



382

® Ecuaciones Cartesianas de una Curva Plana

En este caso la condicion que caracteriza a la curva viene dada por una ecuacion que solo
muestra la relacion entre las coordenadas cartesianas (x; y) de los puntos de la curva; es
decir, por una ecuacion en dos variables (6 incégnitas):

C = “conjunto de puntos del plano solucion de una ecuacion con dos incognitas”.

Normalmente al representar una curva omitimos indicar los ‘“elementos de la curva”
(particularmente cuando esta claro de que curva se trata), escribimos so6lo la ecuacion que
caracteriza a la curva.

Algunas de las ecuaciones en dos variables que definen curvas planas son:

¢ ecuacion de ler grado con dos incognitas: ax+by+c=0 (rectas);

x+2y-2=0; x-3=0; x+ty=0; y=0

¢ ecuacion de 2do grado con dos incégnitas: A x> +B xy + Cy*+ Dx +Ey + F= 0 (cénicas)
x? +y?-25=0 (circunferencia); 4x’ -y + 2 =0 (parabola); 4 x’+y?-16=0 (elipse)

¢ toda ecuacion de dos variables que defina funcion, ya sea, con formula y =f{(x) o x =g(y).

y =senx y:x2+3 ; y=3x,' xy=3; x=y>; Xy+y-5=0

%/__/ v ;T_J
onda senoidal pardbola hipérbola
Observaciones:

1) En algunos casos la ecuacion es directa (o indirectamente) la formula de una funcion

de una variable (y =senx 6, x’y +y-5=0 Dy= ); pero no siempre es asi (x” +

x?+1
y? - 25 =0, no define funcion con formula y = f{x) ni con formula x=g(») ). O sea, no
siempre podemos asociar a una curva dada por una ecuacion en dos variables, una funcion
de una variable (hecho que veremos mas adelante, al estudiar funciones).

2) Sicon F(x; y)= 0 representamos una “ecuacion en dos incégnitas” y, segin dijimos,
C = “conjunto de puntos del plano solucién de una ecuacion con dos incognitas ”
entonces podemos escribir la curva como:

C= {Px;y)ell / F(x;y)= 0 }.

Equivalentemente:

Px;y)eC < F(x3y)=0

3) Determinacion de puntos de una curva dada por una ecuacion con dos incognitas
& Dado P(Xo;yo0) un punto cualquiera del plano, ;cémo decidimos si P pertenece o no a C?
@ Calculamos F(Xo; yo) y concluimos:

* 81 F(Xo;¥0)=0 = P(Xo0;y0) € C
* 81 F(Xo;¥0) = 0 = P(Xo5y0) €C



Ejemplo: C ={P(x;y) eIl / xy +y-5=0}

P(Xosy0) e C &

F(Xo5¥0) =0 & XoYot+yo-5=0

1

i Findica las operaciones a realizar sobre§
' Xo € Yo para decidir si P(xo,; yo)
pertenece o no a la curva C.

‘‘‘‘‘‘ 5(:3.2) F §I = vveeeee € C
\\\\\::::35 xy+y-5=
. Q&)
................................................... NO = .. &
Q41) > 4.1+1 -5 =0 = QeC
S (-3; 2) > (3).2+2 -5 =-9 = S ¢C

@ Ecuaciones Paramétricas de una Curva Plana

Imaginemos ahora una particula que se mueve en un plano (por €j., una hormiga con sus patas
entintadas). Con el transcurso del tiempo se ird dibujando una curva sobre el plano, curva a
la que damos el nombre de ‘trayectoria’ de la particula (hormiga).

Si la curva C representa la trayectoria de una "hormiga” en un cierto intervalo de tiempo,
es facil ver que la hormiga pasa al menos una vez por cada punto P de C y que esto lo
hace en un determinado instante '¢’. Nos preguntamos entonces: ;existira alguna expresion
algebraica que describa C y ademads informe en que instante "t~ la hormiga pasa por
cada punto de la curva ?.

Una ecuacion del tipo F(x; y) = 0, es una descripcion
yt estatica de la curva; indica la forma de la misma pero no
X C Lol (xy) dice nada acerca del movimiento sobre ella. Luego, no es
i 'f:,g.a"’ . la expresion buscada.
7 e e Dado como se genera C, es evidente que la posicion de P
I X ‘ H depende del tiempo; més atin, es funcion del tiempo.
.'.. - " La posicion de un punto viene dado por sus coordenadas,
Treak | P(x; »); luego, son las coordenadas de P  quienes
x | dependen del tiempo.
Osea,existen f y g tal que x=f() e y=g().
y determina s x=f1) ¢ y=g(0) determinan s P(f(t);8(1)) €C

Tenemos asi otra forma de dar la curva plana C:
y = g(); forma en la que aparece una tercera variable,

parametro.

el par de ecuaciones,

x=f(@® ;

t, a la damos el nombre de

* Cabe aclarar que aun cuando en muchas aplicaciones el parametro ¢ denota tiempo y (f{?);
g(t) posicion de la particula al instante 7 ; esto no es siempre asi, se usan también otras
letras para representarlo.
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O sea, y en general, conforme el parametro ( ¢ ) varie en un cierto intervalo [a;b] el punto
P(f (), g (1)) varia también y lo hace recorriendo la curva C, la cual se conoce entonces
como curva paramétrica.

Tenemos asi otra forma de representar curvas; aquella en la que aparece una tercer variable
(el parametro) y consiste en un par de ecuaciones.

Ecuaciones Las ecuaciones: {x =f(t)
Paramétricas y=g(t) ; conteab]
de una

se denominan ecuaciones paramétricas de la curva plana C
y la variable ¢ llama pardmetro.

Curva Plana

(*) Esta forma de dar una curva es la que pone en evidencia la propiedad geométrica que
caracteriza a las curvas: la de ser un conjunto de puntos “unidimensional’. Esto obedece al
hecho de que la "dimension” de un conjunto la define la cantidad de parametros necesarios
para dar sus ecuaciones paramétricas. En el caso de las curvas basta un parametro mientras
que, por ejemplo, en el caso de las superificies planas (conjuntos bidimensionales) se
requieren dos parametros. Asi, esta es la forma que se adopta para definir formalmente el
concepto de curva.

Definicion Llamamos curva plana al conjunto de pares ordenados (x; y) tales
que x=f(t) e y=g(t); con fy g funciones continuas,
CURVA en con dominio comun en algin intervalo del eje real.
R2

C={(x;y)/x=f@), y=gt); fy g continuasen [a,b]}

Ejemplo:

X=5cost

/2

y =135 sent

_".-":(5:0)=(5 cos0; 5 sen0)

En este ejemplo apreciamos como conforme ¢ varia en los reales el punto P(Scost; 5
sen t) varia describiendo una curva C, la que en este caso es una circunferencia de radio 5.
Sabemos que P(x;y) € Circ. radio 5 < x*+y?=25, luego, para decidir si P(5
cost; 5sent) e Circ. radio 5, debemos reemplazar en la ecuacion cartesiana de la curva
y concluir (segun el resultado sea o no igual a “257):

x2+ypr=(5cost)’+(5sent)’= 25.(cos’t +sen’t)=25 = PeC.

Cabe observar que sin restricciones sobre el parametro, el punto P se mueve indefinidamente
sobre la curva ; que, si queremos que el punto recorra un arco de curva (por €j., un cuarto de
circunferencia) debemos restringir la variacién del parametro ¢ a un intervalo (en el ¢j., ¢

€[0; 2 ]1).

Y
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Hasta este punto tenemos entonces dos tipos de ecuaciones para dar una curva plana C':
(1) la ecuacion cartesiana.
(2) las ecuaciones parameétricas.
Cada tipo de ecuacion proporciona un tipo distinto de informacion sobre C, y lo que se
pierde por un lado se gana por otro. Por ejemplo, la ecuacion cartesiana de la curva
muestra so6lo la relacion entre las coordenadas cartesianas (x; y) de los puntos de la
curva; asi con esta ecuacion por un lado "‘ganamos’ informacién en cuanto a la forma
de la curva pero por otro, ‘perdemos’ informacion en relacion al instante en que cada
punto es alcanzado 6 en cuanto al sentido de recorrido de la curva. Vemos asi la
importancia del ‘pasaje’ de una forma a otra; cdmo, cualquiera sea la forma en que esté
dada la curva, esta operacion permite acceder a toda la informacion posible acerca
de ella.

B> Pasaje de paramétricas a cartesiana - Eliminacion de pardametro

Evidentemente para pasar de paramétricas a cartesiana debemos ‘eliminar’ el parametro.
Asi, al proceso por medio del cual realizamos este pasaje se llama: eliminacion de
parametro.

Este proceso consiste esencialmente en despejar £ en una de las ecuaciones paramétricas,
reemplazar luego con este valor, el 6 los # que aparezcan en la otra.

La ecuacion obtenida con este proceso depende de la ecuacion en la que despejamos .
Si despejamos en la ecuacion correspondiente a x, obtenemos y en funcion de x’.

Si en cambio despejamos en la correspondiente a y, obtenemos 'x en funcion dey’.

Ejemplo: C = {(x;y) / x=t-2; y=3t+1; teR}

despejamost

xX=t-2 x+2=t¢ x+2 =1t x=1t-2

y=3t+1 y=¢3t+1 y=3xt2)+1 y=3x+7

y=fx) c;)n f(x)=3x+7

C:

Luego, eliminado el parametro, obtenemos la ecuacion cartesiana de la curva C;
C={xsy)/ y=3x+7; xeR}

y vemos que f, la funcidon que indica la "forma” como se relacionan x ey, es una funcion
lineal lo que nos permite concluir que la C de partida no es otra cosa que una, recta.

¢ Eliminacion del parametro, otro método

Muchas veces el uso de identidades trigonométricas facilita la eliminacion del pardmetro.
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Ejemplo 1I:
t=mn/2_ %
\ ----------- _ P(cos 7; sen 1)
X = cost =0
y= sent; t €[0;2n] — >
t=n"" % 10

Aqui vemos que conforme ¢ varia en [0; 2n] los puntos P(x ; y) varian describiendo la
curva C en direcciéon antihoraria y partiendo de (1; 0). También vemos que si
consideramos el parametro ¢ como dngulo trigonométrico podemos eliminar ¢
acudiendo a la identidad pitagorica; que para hacer esto basta elevar al cuadrado ambas
ecuaciones y luego sumarlas.

x?+y?’=(cost)’+(sent)’=1 = C: x> +y?=1

La ecuacion cartesiana de C, indica que C es una circunferencia con centro en el origen
y radio 1.

Ejemplo 2:
t=T/4
. x = cos (21) \"' P(cos2t; sen2f)
y = sen (20); t €[0 ; 27] =0
Ci 2t

t=m1/2 / r=m

Nuevamente tenemos:

x> +y?=(cos2t)’+(sen2t)’=1 = C: x’+y’=1

* Seglin la ecuacion cartesiana obtenida, C es una circunferencia de centro en el origen y radio
1. Asi, y como ya observaramos, la ecuacion cartesiana indica la “forma” de la curva pero no informa
acerca de cuantas veces se ‘recorre’ la misma. Aqui, cuando ¢ varia en [0;27] los puntos P (cos
2t ; sen 2t) recorren dos veces la circunferencia, en direccion antihoraria y partiendo de (1;0).
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¢ La representacion paramétrica: ; es unica ?

x=2¢ t=% x
Ci: & t=0 2> A0;1)eC

y=1+4t y=1+2x, = Cr =r t=1/29 B(1;3) e G

x=1+1 t=x-1
C:: ~ t=-1 2 A0;1) € C,

y=3+2t¢ y=1+2x|:>CzEr §t=09B(1;3)eC2

Conclusion: C; = C; = r por lo que la representacion paramétrica de una curva no_es
unica, existen distintas representaciones paramétricas para_una misma curva.

B2© Pasaje de Cartesiana a Paramétricas.

Daday =f(x) y C = graf. f, ;como obtenemos las ecuaciones paramétricas de la curva C?
Dado que la representacion paramétrica no es Unica, tenemos entonces distintas formas de
dar estas ecuaciones, formas que dependen del parametro que se elija en cada caso.

Ejemplo: hallar las ecuaciones paramétricas correspondientes a y =2 —% x* usando
el parametro: x=t¢

Si x=1¢ entonces y=2-% x* =2-% £ luego: a1 0

x=t 2

Cr
y=2-%t’
. . .. . -2 2 X

En general: sino existen restricciones en cuanto al sentido / \\
de recorrido de la curva, la forma mas simple de pasar de
explicita a paramétricas es a partir de tomar la variable |1 = -2 =2
independiente como parametro.

x=t X =
S

ECUACION CARTESIANA (EXPLICITA) de C ECUACIONES PARAMETRICAS de C
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> CONICAS.

Ya vimos que una forma de representar curvas planas era a través de una ecuacion de 2do
grado con dos incognitas:

AX*+Bxy+Cy’+Dx+Ey+F=0

Las curvas que estas ecuaciones representan reciben el nombre genérico de cénicas pues
se obtienen de la interseccion de un cono conun plano, variando la posicion del plano.
Las curvas que resultan de este proceso son: circunferencia, elipse, hipérbola y parabola.
La presencia de los términos Bxy, Dx 6 Ey indica que lacurvaesta ‘rotada’ y/o que
"no estd centrada en el origen’. Las ecuaciones que corresponden a conicas centradas en el
origen y no rotadas, para distinguirlas de las otras, las vamos a llamar ecuaciones
canonicas’.

¢ Ecuaciones Canodnicas de las Conicas:

CIRCUNFERENCIA: x?+3)?=7? (r=radio de la circunferencia)

. 2 2
X
\ ELIPSE: — +)b}2 =1 (2a y 2b; longitud de los ejes de la elipse)
> a
/ (vértices: (a;0);(-a;0);(0;0);(0;-b))

2 2

Y 1

, X
» HIPERBOLA: ——"5;= (2a longitud del eje real (s/eje x))
a

/‘
N
N 2
VARN b

(eje imaginario = eje y en este caso)
(asintotas: y=b/a .x ; y=-b/a X)

\J// PARABOLA: y=ax? (Vérticeen el origen, eje simetria x=0)

v

N x=py’ (Vértice en el origen, eje simetria y=0)

¢ Ecuaciones Paramétricas de las Conicas:
Usando un método conveniente eliminar el parametro y demostrar que las siguientes
ecuaciones paramétricas corresponden a las cdnicas que se indican en cada caso.

CIRCUNFERENCIA x=acos; 050<2rx
centro en el origen y radio “a” y=a sen @

ELIPSE x=acos0; 050<2rm
centro en el origen, ejes de longitud 2ay 2b |y = b sen 0

RAMA de HIPERBOLA x=acosht; teR
centro en el origen, eje real de longitud 2a y= b senht
PARABOLA x=t teR
vértice en el origen, eje de simetria: x = () y=at



NOTA: las funciones que definen la hipérbola son :

- coseno hiperbdlico ; cosht= % ; Decosh=R ; Imcosh=[1;+« ]

t -t
- seno hiperbdlico ; senht= %; Dsenh=R ; Imsenh=R

*cosht>0,Vt.Luego, tenemos que: a>0 = x>0 (Vt) y, a<0 = x<0 (Vt);
de alli que las ecuaciones dadas corresponden s6lo a una de las dos ramas de la hipérbola.

* las funciones hiperbélicas verifican que: (cosht)>—(senht)’=1; Vt.

Ejemplo: a través de la eliminacion de pardmetro obtener la ecuacion cartesiana de C.

x=a cos 0 R
C: y
y=bsen 0 ; 0[0;2n]

(Despejamos sen 0y cos 6): cos 0=~ ; sen 0= %
a

(por la identidad pitagérica) cos? 6 + sen? =1

(sustituimos) ()2 + (2y2=1
a b
2 2
(obtenemos) x—z + y—2 =] (ecuacién canonica de la elipse)
a b

Eliminado el pardmetro obtenemos la ecuacion cartesiana de C, la cual permite
identificar C como una elipse con centro en el origen.
Esta elipse presenta centro de simetria (el origen) y ejes de simetria: los ejes coordenados.

Ejemplo: a través de la eliminacién de parametro obtener la ecuacion cartesiana de C .
1

3

x=rcos 0+ a r

C: b
=rsen 0+ b; 0€[0;2n] k

y—b
r

(Despejamos sen 6 y cos 0): cos 6= -4 ; sen O =
r
(identidad pitagorica) cos? 6 + sen? 0 =1

(sustituimos) (?) 2+ (?) -1

(x-a)®  (y-5)’

r? r?

(obtenemos ) =1 = (x-a) +(y-b)=r

389
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Eliminado el pardmetro obtenemos la ecuacion cartesiana de C, la cual permite
identificar C como una circunferencia de radio r y centro (a; b).

Observacioén: desarrollando los cuadrados obtenemos x° + ) -2 a x-2 b y+(a’ + b*- ¥*) = 0;

0 sea, una ecuacion de 2do grado donde los coeficientes de x e y, no son nulos. Verificamos
asi que cuando tales coeficientes no son nulos, la curva no tiene su centro en el origen.

® Ecuaciones Vectoriales de una Curva Plana

En @ definimos una curva plana C como el conjunto de pares ordenados (x; y) que
satisfacen las ecuaciones paramétricas:
N C

x=f() A4 P(x,y)
C:

y=8®1; telab]

A continuacion veremos como los vectores proporcionan otra forma de dar una curva.
En particular, dado un punto P de la curva, trabajaremos con r, _vector posicion de P.

« Si P(x;y) y r=0P (vector posicion de P) vimos entonces que r = x I + y}'
e SiP(x;y) eC = Fte[ab] talque x=1(t) e y=g(t) = P(f@t);g)).

Luego, PeC = P(f(W);g@®); y r=0P = f(@)Ii+g() j; yconcluimos que
el vector posicion de los puntos de la curva es funcion del pardmetro t.

NOTA:

Al variar t en [a/b]; r(t) barre” una region del plano S (similar a un sector circular)
mientras que los puntos extremos de r (#) ‘trazan’ una curva plana C.

Concluimos entonces que las funciones vectoriales proporcionan otra forma de
representar curvas y a la ecuacion r (1) = f(t) i +g() j la llamamos , ecuacién
vectorial de la curva.

F

y c B—
T (=a > 1= 04
S t=b > r(b)= OB
_ " vb
= t > r(t)y=0P
0 xh

Ejemplo: obtener la ecuacion cartesiana de la curva C, determinada por:

r(t)= (cost) I + (sentt) }
Iro) pasamos C a paramétricas :

x= 2cost
C: | y=2sent

2do) eliminamos el pardametro y obtenemos la ecuacion cartesiana de la curva C:
x> +y?=(2cost)’+(2sent)’=4 = C: x?+y?=¢4



6.2 Curvas en el espacio

La definicion dada para el caso de una curva plana se extiende ficilmente a CURVAS en R®.

Definicion
_ Llamamos curva en R* al conjunto de ternas ordenadas (x;y;z)
CURVA tales que
en R x=ft); y=gt)y z=h() con f, g,h funciones continuas de ¢
con dominio comun en algin intervalo del eje real.
Las ecuaciones: x=f(t)
ECUACIONES y=g(t) ; con t € [ab]
PARAMETRICAS -
z=h(t)
de una
CURVA en R3 son las ecuaciones paramétricas de la curva Cde R>.

La variable t se llama pardmetro.

(Cual serd la curva determinada por estas ecuaciones paramétricas? O sea, jcomo graficamos
curvas en el espacio conocidas las ecuaciones que las definen? Discutimos a continuacion
algunos casos particulares; pero previamente aclaramos que las curvas de R® también pueden
representarse a través de funciones vectoriales, en este caso con tres funciones componentes.

DEFINICION Una funcion de la forma: \
de B - _ =
FUNCION r(t)=f) L+g@) j+ ht) k
VECTORIAL . . 3 . -
en R es una funcion vectorial en R’ si las componentes del vector r,

son funciones de un parametro ¢ a valores reales.

NOTAS:

1) f(®,8(® vy h(® son las funciones componentes de r.

2) El dominio de la funcion vectorial es la interseccion de los dominios de las
funciones componentes: Dr = Df n Dg » Dh .

3) En forma similar a las funciones vectoriales en el plano las funciones vectoriales en el
espacio pueden usarse para representar curvas en el espacio.
En este caso la ecuacion vectorial de la curva es la ecuacion determinada por el
vector posicion r tal que r = Op con P(x; y;z) €C; osea,

c)=f1) i +g) j+ b)) k

* Asi, al variar ¢, los puntos extremos de los vectores r(?), determinan una curva cuyas
ecuaciones paramétricas estan dadas por las funciones componentes de r, y nuevamente
podemos pasar sin dificultad alguna de la ecuacion vectorial de C a las ecuaciones
paramétricas de C 'y viceversa.

Ejemplo: x=3+t
C: Jy=2+4t¢
z=1-5¢ ; C: r()= 320 i +2+41t) j+(U-5t) k

* Enel plano para decidir que curvaera C esto pasamos de paramétricas a cartesiana.
¢ Podemos hacer los mismo en el espacio?: la respuesta a esta pregunta es, NO.

391
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6.3 La recta

La recta es un caso especial de curva. Luego para representar una recta acudimos a
cualquier ecuaciéon de las que disponemos para representar curvas (cartesianas,
paramétricas o vectorial). Cual elegimos depende en cada caso de los datos que se
tengan. Cabe sefialar que, cualquiera sea la representacion algebraica por la que optemos,
los elementos geométricos que caracterizan una recta son dos: punto de paso'y direccion.
Al respecto:

* existe una unica forma de dar el punto de paso, sus coordenadas;

* existen distintas formas de dar la direccion de una recta.

Luego, el tipo de ecuacion usado para representar una recta depende fundamentalmente de
la forma en que este dada la direccion de la recta. También influye el espacio geométrico
en el que se trabaje; o sea, hay que distinguir el trabajo en el plano del trabajo en el espacio
propiamente dicho.

Estudiamos entonces por separado: recta en el plano y recta en_el_espacio.

6.3.1 La recta en el plano

Vimos que los datos necesarios para hallar la ecuacion de una recta r en el plano son:

* punto de paso : Po (xo; yo)
* direccion.

La direccion la podemos dar a través de:

@ la inclinacion de la recta (pendiente 6 angulo de inclinacion) > cartesiana / explicita.

@ un vector paralelo a la direccion de la recta -> vectorial, paramétricas.
® un vector perpendicular a la direccion de la recta —> cartesiana/ implicita 6 general.

Estudiamos cada uno de los casos propuestos.

® ECUACION EXPLICITA de r
DATOQOS: punto de paso, Po (xo,yo) y pendiente de larecta, m.

Este caso ya lo estudiamos al ver funcion lineal. Efectivamente, en tal oportunidad

una funcion con formula y=mx+h,; m=pendiente y h = ordenada al origen.

ECUACION EXPLICITA de r: y=mx+h

ty A _
o« m= V) ; pendiente (cualquiera sean las escalas)
Ax  x-—x,
\ 0,h) e m=tgo; pendiente (para escalas iguales en ambos ejes).
\a e h=1(0) : ordenada al origen.
N "X

En este caso vimos que una forma rapida de obtener la ecuacion explicita es a través del
planteo y calculo de la que llamamos ecuacion punto-pendiente:

PO(Xo,yo)el"

m (pendiente) 7)) Y-Yo=m(X-Xo)
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Ejemplo 1: hallar la ecuacion explicita de la recta que pasa por ( 3 ; 4 ) con pendiente -2.

Po(3;4)er = r) y-4=-2(x-3)
m=-2 r) y=-=2x+10

Ejemplo 2: hallar la ecuacion explicita de la recta que pasa por (3;4) y (2;8).

Pl(3:4)er gy YTV 84,
P2(2:8)¢er X, -x, 2-3
PI(3.4)er j[: r) y-4=-4(x-3)

m= -4

Ejemplo 3: hallar la ecuacion explicita de la recta » que pasa por (0; 5) yes paralela a
larecta r; de ecuacion y =2x + 3.

*incognitas: my h talque r: y=mx+h.
* datos: r//vi = r//r tienen la misma pendiente = m = 2.
0;55er = h=3.
= y=2x+5 eslaecuacion explicita de la recta r.

® ECUACION VECTORIAL de r

* Datos: Po (xo, yo) € r,; U vector direccion tal que W/ r .

Damosuni YV u
punto /
P
P 0

vt Existe y

A

u una unica u
/ recta que / - genérico de
. pasa por la recta
P, Po,y es P, Pxy). —

x X PP

* Condicion de pertenencia:
Per & PP // u.

Dada una recta, para expresar algebraicamente la condicion que debe cumplir un
punto para pertenecer a la misma; o equivalentemente, para obtener una ecuacion
que la exprese, basta con traducir la condicion del lenguaje coloquial al lenguaje

A

* Traduceién: y u
Iro) Dado P (x,y) € r, asignamos simbolos / , .

a los elementos que vamos a usar para "traducir’:

r, = OPo , vector posicion de P,

r = OP , vector posicion de P —
y observamos que por la ley del triangulo para la suma de
vectores, la relacion entre estos vectores es:

r=ro + PoP (¥ 0

v

—
paral_ela a Obtenemos
R . . el vector >
> — x
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2do) Traducimos ahora la ‘condicion de pertenencia’ :

PP //u < INeR / PPy=h-u

3ro) reemplazamosen (*): r=r, +1-u ;
y obtenemos que para cada A€R; r da el vector posicién de un puntoP er.

Luego: P er < existe A real tal que r =7y + L-u .

4to) Conclusion: hemos obtenido una ecuacion que establece la condicion que debe

cumplir un punto para pertenecer a la recta que pasa por P, y es paralela U o sea, una
ecuacion que representa la recta.

Como estd dada a través de vectores, esta es la ecuacion vectorial de la recta; para W/ r

ECUACION VECTORIAL delarecta:  r=r, + A-U ; LeR

(® ECUACIONES PARAMETRICAS de r

* Datos: punto de paso Po (xo, yo) y U= (ux; uy) vector paralelo ala direccion de la recta.

En el parrafo anterior obtuvimos la ecuacién vectorial de la recta:

0 = 0Po , vector posicion de P, (Xo; Vo) .

o — » F
r=r, * A-u » r=o0P ,vector posicion de P (x; y).
» W/r ; U= (ux uy)
» A€ER

También vimos que conocida la ecuacion vectorial de una curva era posible obtener,
facilmente y a partir de ella, las ecuaciones paramétricas de la misma; las determinadas por
las funciones componentes de la funcion vectorial que la define.

* Pasaje a paramétricas:
Trabajamos la funcion vectorial r hasta hallar sus funciones componentes.
Para ello tenemos en cuenta que:

- las componentes de r,, coinciden con las coordenadas de Po 2 r,, = (xo,)0);

- las componentes de rcoinciden con las coordenadas de P = ;Z(x;y); luego,
reemplazando en la ecuacion vectorial y operando, obtenemos:

r=r 0 +A-u

= (Xo , yo) + A (ux,uy)

= (Xo,Yo) + (A ux, A uy) (producto de nro. por vector);

~ |

~ |

=Moot M ux; Yot A uy) (por suma de vectores );

~

finalmente, como dos vectores son iguales si y s6lo si sus componentes también lo son,
tenemos el siguiente par de ecuaciones escalares:
X =Xo + A Ux , y:y0+ A Uy
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y obtenemos un par de funciones continuas de A ; o sea, las ecuaciones paramétricas de la
recta.

ECUACIONES PARAMETRICAS der:[x=xo+ A ux Py (Xoye) €I

» U= (uyuy) //r

=y +A uy; e R
Yo g » A € R, parametro

Cada valor del parametro A da un punto (x; y) de la recta que pasa por (Xo;yo) y es paralela a U

Ejemplo 4: hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por P(3,4) y Q(2; 8).

P(3:4)er =<P(3;4)er S qx=3+4.(1) = rnix=3-A
0(2,8) er u=PQ =(-1:4)//r P=4+ 1 4 y=4+4L ;he

R

Ejemplo 5:
a) hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por P(3,;4) y R(4, 0).

b) dar otros dos puntos de la recta.
¢) analizar si el punto S (1, 12) pertenece a la recta determinada por Py R.
d) analizar si el punto 7 (6, -3) pertenece a la recta determinada por Py R.

a) ecuaciones paramétricas.

TP(3,4)Er:>{P(3,4)er :){x=3+l.(l) :r2{x=3+x
R(4,0) ex U=PR —(1;-4) I/ r y=4+ A .(-4) y=4-4 A

b) para obtener un punto de la recta basta con dar un valor al pardmetro A

A =5 :Tx=3+5=8 :Tx=8 = A(8; -16) €1 ;

y=4-45=-16 y= -16
A —_J = xX= 3+(-1) =2 = x=2 = (2’8)6['2
{y=4-4.(-1)=8 y=8 0

c) S(1,;,12) er: siy sblosi existe unico A€ R, tal que:

1/1=3+x — s =13 =22
2=4-4 ) — A =U2-4)/(-4)=-2

Tomando A =-2 obtenemos S. Luego, S(5,-4) er2

d) T(4, -8 )e r 2 si y soOlo si existe #nico A tal que:

{43”, .TL4-31
8= 4-4 A A = (-8-4)/(-4)=3
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No existe ununico A que verifique simultaneamente las dos ecuaciones paramétricas.
Luego, T (4;-8) & r:.

Observaciones:

a) Las rectas obtenidas en los ejemplos, r; y r2, pasan ambas por el punto P(3; 4);
luego, hay dos opciones: P es el punto de interseccionde r;y r2 6 r;y r2 ‘coinciden’.
Como Q (2; 8) pertenece tanto a r 2 como r; y una recta queda determinada por dos
puntos, tenemos entonces que rz y ry son, la misma recta (ain cuando sean distintas
las ecuaciones paramétricas que las representan ).

O sea; las ecuaciones paramétricas de una recta no son unicas.
Si cambiamos el punto o el vector con el que las escribimos obtenemos pares de
ecuaciones todos distintos entre si, pero equivalentes.

b) Si la representacion paramétrica no es unica, dadas dos rectas rz y r7por sus ecuaciones
paramétricas, ;como sabemos si se trata de la misma recta o de dos rectas distintas?.
Existen distintas manera de resolver este problema.

Sean r; y r2 dos rectas dadas por sus ecuaciones paramétricas.

xX=X1+ A a X=x2+ A a
Fr r:

y=yi+ A bi y=y2 + A b2
» Pr1(x1;y1) €ri » P2(x1;y1) €r2
» U= (ai;b1) // i » W= (axb2) /1

Para decidir si r; y r2 son la misma recta podemos hacerlo geométrica ¢ analiticamente:

*geométricamente: condicion necesaria (pero no suficiente) para que dos rectas coincidan
es que los vectores de direccion sean paralelos. Luego, partimos de alli:

J L

< NO )

SI

— L

P1€r2

rill r
F1 o= 1

* analiticamente: si bien distintos vectores pueden dar la direcciéon de una misma recta, no
sucede lo mismo con la pendiente de la recta ya que la inclinacion es unica.
Consecuentemente, la ecuacion explicita de la recta es unica y tenemos asi un instrumento
para decidir si dos rectas dadas en paramétricas son iguales: pasar ambas a la forma
explicita, comparar las ecuaciones obtenidas.

Las rectas seran iguales o distintas segun sus ecuaciones explicitas sean iguales o distintas.

A
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i : r1 r2 u uaci Stri iz i i
Fjemplo 6: dadas or sus ecuaciones paramétricas analizar si las mismas son
paralelas, coincidentes o secantes (distintas).

= = S - -
x=1+2A . x= 2+ =21
rp:. ° . = -
y=-2+4 y=22 P1(1.2£er2(7» 1
% , . i _ _
geométricamente. W/l w
. . » P1(1-2) eEr2 =—r Er
» Pi(l;-2) €r » I_’z (2,0) € r2 —) ; 1 J
»y W= (2,4) // 11 »w U= (1;2)// r h
* analiticamente: pasamos de paramétricas a explicita.
x=1+2A\ x-1=2A (x-1)/2 =M\
rp: ., Ir1: —, I1:
y=2+4 A y=-2+4) y=-2+4L

Luego; reemplazando el A de la segunda ecuacion por el valor despejado en la primera:

(x-1)/2= A (x-1)/2 = A

r; . — r;.

2

y=2x-4

—_—

Ecuac. explicita de r;

Trabajando en forma semejante para r2 obtenemos la ecuacion explicita de r2: y =2x—4 la
cual, como era de esperarse (ya vimos que son coincidentes) da igual a la de r;.

Observaciones:

e Si ninguna de las componentes (ux ; uy) del//r es cero, tenemos otra forma de describir .
En este caso podemos eliminar el parimetro A en ambas ecuaciones a través de "despejar’
A , en cada ecuacion e igualar los resultados. Asi obtenemos la siguiente ecuacion:

w0y w |—» X=X V),

u, u,

Ecuaciones Simétricas der

e Si alguna de las componentes de ¥ es cero ( por ejemplo, y
ux=0), esto indica que el vector direccion es paralelo a uno de los
ejes coordenados (en el ejemplo, el eje y ).

X = Xo

<

y=Yot A uy x

Luego, la recta es paralela a uno de los ejes, en el ejemplo r // ejey.
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® Vemos entonces que existen formas de representar una recta con las que podemos
escribir todas las rectas del plano, mientras que existen otras que presentan excepciones:

» con las ecuaciones paramétricas podemos escribir todas las rectas del plano.

» con la ecuacion explicita, escribimos todas las rectas del plano, excepto las paralelas
al eje y.

» con las ecuaciones simétricas, escribimos todas las rectas del plano,

excepto las paralelas al eje xy las paralelas al eje y.

® Ecuacion General de r (6 forma implicita de la ecuacion de r)

Datos: punto de paso Po(xo, yo) yRBvector normal () a la direccidon de la recta.

................. . A Damos un A
" Existe y Y
y — o e punto
.V una unica 2
genérico de
recta que
la recta
: el Py
P, Y Obtenemos
L n el vector
B x PP e

Condicién de pertenencia:

Del grafico concluimos que: P € r < P P resulta perpendicular a i

Traduciendo: Per < HPln < PP.n=0

Luego, si conocemos las componentes del vector normal, #=(a,b), tenemos que:

Per & a’ .n=90

P e r & (x-x0,y-y0).(a;b)=0 (resolvemos el producto escalar)
Per & a(x-xo) +b (v-y)=0  (agrupamos los términos con solo datos)
Per < ax+by+ (-axo - by, )=0 (hacemos, -a.xo-byo= c)
Per & ax+by+c=0

y tenemos la ecuacion general (6 implicita) de la recta.

ECUACION GENERALder: a.x+ by+c=0
( implicita)

Ejemplo 6: hallar la ecuacidon de la recta normal a #=(8;2) y que pasa por P (3,4).

> Acorde a los datos del problema la ecuacion que buscamos es la ecuacion general de la
recta; o sea, la ecuacion de la forma, ax + by + ¢ = 0. Las incognitas son: a, by c.

n=8;2) Lr = a=8b=2 =r) 8x+2y+c=0 ;c? ,

> para obtener el término independiente ‘¢’ , tenemos en cuenta que un punto
pertenece a una recta si y s6lo sisus coordenadas (x, y) verifican la ecuacién

» H(a;b) Lr

de la recta. Luego:

P(3,4) e r = 8.3+24+¢c=0 = c¢=-32



> Finalmente entonces, hallado todos los coeficientes, podemos dar la respuesta:
r) 8x+ 2y -32 =190

Ejemplo 7: hallar la ecuacién general de la recta paralela a U =(1;-4) que pasa
por P(3,4)
> En este caso el vector direcciéon que se tiene como dato no es el conveniente
para escribir la ecuacion que pide el problema. Se tienen entonces dos
opciones:
- hallar las ecuaciones que usan el vector direccion paralelo a la recta, o
sea las paramétricas, y luego pasar de paramétricas a general.

- hallar un vector s L r y escribir directamente la ecuacién general.

® De paramétricas a general:

P y=4-4 2\ y=4-4 A

P(3,4)er =r.3x=3+ A\ = {x-j’:}\‘
u=(1;-4)//r

Reemplazamos A de la segunda ecuacion por el valor despejado en la primera y
obtenemos la ecuacion explicita de la recta: y =-4 x + 16.
Luego, pasamos de la explicita a la general: -4x-y+ 16 =0

® Directamente damos la general, buscando h1l r:

A

» Evidentemente para hallar ;u r basta hallar ;1 J_;{
nlu e nou=0
H=(a:b) L h=(1:-4) < (a:b).(I:-4) =0
;1=(a;b)L;i=(1;-4) < a-4b =0

» Para obtener H debemos resolver una ecuacion con
dos incognitas: @ -4 b =0 ; lacual, como era de
esperar, tiene infinitas soluciones, ya que existen
infinitos vectores perpendiculares a uno dado.

» Para hallar una solucién, damos un valor a una de
las incégnitas y calculamos la otra.

Asiparaa=1tenemos / —4b=0;b=1/4 ;y h=(1;1/4)
Finalmente (como en el €j.6) obtenemos la ecuacion general de la recta: x + 1/4. y - 4= 0

Observaciones:
a) Respecto a la busqueda de un vector perpendicular a otro en el plano, tenemos

que si el datoes U= (ux; uy) y la incégnita k= (a/b), entonces :
hlu & (a;b). (ux; uy)=0 & a.ux + bouy=0 (2 ;a?; (b?)

y que, una forma rapida de hallar M (entre los infinitos que cumplen la
condiciéon) resulta de hacer: a=uy y b=-ux (0, a=-uy y b=ux); o sea, invertir el

orden de las componentes de U y cambiar el signo a una de ellas. Esta es una
regla mnemotécnica que conviene recordar para agilizar el cdlculo de vectores
perpendiculares a uno dado.

Asi u=(1;-4) = K=(4;1)ylaecuacion generales: 4 x +y -16 = 0.

399
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b) Dijimos que existen infinitos vectores perpendiculares a uno dado. En consecuencia
existen infinitas formas de dar la ecuacion de la recta pedida :

n=(4;,-1) 2 r: -4x-y+16=120 P(3:;4) vy Q(40)

- i verifican todas estas ecuaciones; luego,
n=(1;14) 2r x+1/4y-4=20 todas ellas definen la misma recta ya que,
B i dos puntos determinan una unica recta

n=(4;1) Sr 4x+y-16=0

Conclusion: la _ecuacion general de una recta no es unica.

o Relacion entre dos rectas dadas en forma implicita

Sean r; y r2 dos rectas dadas por sus ecuaciones generales.

ri:arx +biy+tci=0; M=(a,; b)) Lr

r2: axx +bhy+c:=0; MmW=(a2,; b)) Lr:

- condicion necesaria pero no suficiente para que dos rectas coincidan es que los vectores
de direccion sean paralelos. Luego, partimos de alli:

1T y
r2

Pl e r NO rjirz/ /
rill r

|III ﬂ

by

I}

~

(]
~
ey
I
~
(3%

Conclusiones: r:1//r2 6 r1=r: < W=(ai;b1)) // W=(az; b)) <& FaeR /= 0.

& (az by) =Q .(ai;b) < a2=CQ.a;r; b, =0Q .b;

Dado Pi1 ¢ 1, analizamos si Pie r2.
o Pi(xi;y)eri < arxitbiyitci=0 < c1=-(aixi+biy)

o Pi(xisy)er: & axxitbyitc:=0 < (Q.ar))xi + (Q.by)yr+c2=0.
SO (arxi+biy)+c2=0& c2=-Q (arxi +biyr) < c2=0c¢; < crver=0 (c1.0)

a, b, ¢,
RESUMEN: ri=n & = =_%2-=-_*%2
a, b, ¢
b
rlln o f2_.72.,%
a, b, ¢
b
rE e 3 + 2
a b1

1



« Relacion entre dos rectas dadas en forma explicita

Sean r; y r2 dos rectas dadas por sus ecuaciones explicitas:
rr:y =mix+hi; b= (ar; b))l ry

r2: y=m2x+h2; h2=(az; bs) L rs

En este caso las pasamos a general y resolvemos:
ri: mix-y+hi=0; bp=(mi;-1) Lr

r2: mex-y+h=0; H=(m2;-1) Lr;

my, -1 _h
RESUMEN: ri=n & —S=—=-"2 <& m=myy h=h

m, -1
m, -1 _h

rillrm & —=—%-—= < m=myy hi % h;
m, -1 hn
m _

rFErn & —27&—1 & mpF m
m _

o Interseccion de rectas

Dadas dos rectas r; y 2, las mismas pueden ser paralelas, coincidentes o secantes.
Para decidir esto tenemos que resolver un sistema de ecuaciones.
La forma de resolverlo dependera de las ecuaciones de las rectas que se tengan.

> Sean r; y r2 dos rectas dadas por sus ecuaciones generales:
ri: arx +bry+ci=0;
r2: axx +bxy+c2=0;

airx+bry=-ci
P;(x;y) e rinr: & satisface el sistema S:
ax+bhy=-c:

Tenemos entonces que:

a b c . ) ) .
o 2 -2 _"2 = y;= rp = S tiene infinitas soluciones: S=r;
a, b1 c,
a b c . .,
o 2 -_"2,"2 = r///r» = S no tiene solucion : S=¢
a, b, ¢
a b . cr
o« X 2 b—2 = 71 #r2 = S tiene solucion unica: S={ P(x* ,y*)}
a

1
y en este caso el punto P(x* ,y*) resulta de resolver el sistema por alguno de los métodos
conocidos para resolver sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas:

- sustitucion
- sumas y restas ( 6 método de Gauss)
- regla de Cramer

401
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> Sean r;y r; dadas r; por sus ecuaciones paramétricas y rz por su ecuacion
general

x =x0+ Aui Po(xo, yo) < 11
rr: ; rnsaxtbytce=0; u=(unuz)//r
y=yo+ Au: n=(a;b) Lr

xX=x0+ Aui
P;(x;y) e rinr; < satisface el sistema S: Yy =yo+ A w2
ax+byt+tc=20

X=x0+ Aui X=x0+ Aui
St y=yot Au ~ y=yo+ Auz
ax+by+tc=20 a(xo+ Aui)) +b(yo+Auz)+c=20
xX=x0+ Aui x=x0+ Aui
& Yy=yot+ Adu ~ y=yo+ Auz
axo+ byo+c + A (auit+ buz) =0 axo + byo+c =-A (aui+ bu)

Luego; si llamamos A=axo+byo+tcy B=- (aui+buz) =-(n. u);lasolucion del
sistema depende de la solucion de la ecuacionen 4: A= AB

o B#0 = n.u# 0= ny unoson L = r; y r2 no son paralelas
=> r7 y F2 secortan en un Unico punto = S= { P(x* ,y*)} (A'= A/B)

n

M B=0 = ».4=0 = »l u. ] 2

Pg u r]

El resultado, en este caso depende de A, pues en este caso, queda: A= A.0

(II-a) A # 0= axo + byo+c# 0= Po(Xo, yo) €¥2 = r1//r2 :>S=®(£7\')

II-b) A=0 = axo + byo+c=0= Po(Xo,yo) e ¥2 = r1 =12 =>S=r (\Vl}\t)

Resumiendo: al resolver A= A.B se pueden dar tres situaciones:

M B#F0 = " =A/B = S={PxE*y*)/ x*=xo+ 1" wr;, y*=yo+ 1" uz}
(II-a) B=0 ; A# 0=> A= A0 ( ZA-> incompatible ) = S=0

(II-b) B=0 ; A=0 = A= A.0 (valida V A infinitas soluciones) = S=r;

[ S
P

B #0 B=0, A¥F0 B=0,A=0
SISTEMA COMPATIBLE SISTEMA INCOMPATIBLE SISTEMA COMPATIBLE
(a SOLUCION UNICA) (no tiene solucion) INDETERMINADO (@  soluciones)
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o Distancia de un punto a una recta

Dados P (x1,y1), puntodel plano vy,
r) ax + by +c=0, recta del mismo plano,
determinamos una férmula para hallar la
distancia de Pa r; d=d (P, r).

Sea Po (X0, yo) un punto cualquiera de la

d= d(P, r)

recta y P P el vector que determina con P.

7

En la figura vemos que d es igual a la medida del segmento HQ ; 0 sea, al valor absoluto

de la proyeccion de E’ sobre el vector normal a la recta, »= (a,b). O sea:

AP, 1) = [proy B, |= | [7,7]-cosc |= | [ |- [P, Pleos [=| mp PpP |
n

;
‘ _ |(a’b)'(x1 X, Y, )
‘;‘ Va?+b?
a2, ) +0(r 2, )

Puesto que Po (X0 , yo) pertenece a la recta, sus coordenadas satisfacen la ecuacion de la
recta, asi a. xo + b. yo + ¢ =0; osea, ¢ =-(a.xo+ b.y,). Luego:

- n-P,P
. n ‘ 0

Teniendo en cuenta que n, = ‘T ; tenemos que: d(P,r) =

n

‘ n-P,P

Realizando el producto escalar, d(P,r) =

‘a-x1 +b-y —(a-x_ +by, )‘

ax, + by + c‘

va’+b’

dP,r) = ‘
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6.3.2 La Recta en el espacio

Como en el plano, los datos necesarios para hallar la ecuacion de una recta r
en el espacio son: punto de paso Po (X0, Yo, Zo) y direccion; pero, a diferencia

de la recta en el plano, en este caso existe so0lo una manera de dar la direccién a

través de un vector, a través de un vector paralelo a la recta.

< 4

2\

ECUACION VECTORIAL de r, en el espacio.

Dado u
existe
unica

recta 7,
tal que

PO € r

youllr

Datos: Po (xo, Vo, zo) € ¥, Uvector direccidon tal que W/ r .

4
u
g

/‘

P _

#\

e Condicion de pertenencia:

Del grafico: P (x,y,z) er <
o Trabajando igual que en el plano, obtenemos la:

Existe
una unica
recta que
pasa por
Po, y es
paralela a

ECUACION VECTORIAL de la recta:

PP y u tienen la misma direccion.

r=rﬂ+7t.'u

Dado »

existen

infinitas
rectas v,
tal que
Poe r vy

n 1L r

Damos un
punto
genérico de
la recta
P(x,y).
Obtenemos el
vector

e con:
vector posicion de P,

r = OP, vector posicion de P (x,y,z) .
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ECUACIONES PARAMETRICAS de r, en el espacio.

Datos: punto de paso Po (xo, Vo, Zo) y ;l: (ux,uy,uz) vector paralelo a larecta.
De la ecuacion vectorial de la recta: r = Z + A l_l ; pasamos a las ecuaciones
paramétricas a través de buscar las funciones componentes de r:

;=r0+)\,'u

(X,y,Z):(X0+ )\;ux) ; + (yo + )\;uy)}'i‘ (Zo + )\;Uz);f

ECUACIONES PARAMETRICAS der: | X=Xo + A uy » Po (Xo0,0,20) €T
y=yotA uy;

» U= (ux, uy,uz) // r
Z=Zo+?t. Uz , XER ( . )

» A€ R, parametro

Cada valor del parametro A da un punto (X,y,z) de la recta que pasa por

(X0,Y0,Z0) y €s paralela a # de componentes (ux, uy,uz) .

Ejemplo: hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por P(2,4,1) y
0(3,8,3).

P241)er = _P(2,4,1)er = xiiiﬁ .
0(383) er u=PQ =(1:4:2) // r zy=1+2,)'b

ECUACIONES SIMETRICAS DE r

e Otra forma de describir una recta r es eliminando el pardmetro A en todas
las ecuaciones paramétricas. Si ninguna de las componentes (ux ,uy, u-) del vector

U/l res cero podemos resolver cada una de las ecuaciones para A , igualar los
resultados y obtener:

0 Y= Do T %
u, u, u,

Ecuaciones que llamamos: ecuaciones simétricas der

e Sialguna de las componentes de Ues cero
( por ejemplo, ux= 0 ), esto indica que el
vector direccién es paralelo a uno de los
planos coordenados (en el ejemplo, al plano

yzZ ).

X = Xo

F:Ry=Yot A uy

Z=Zo+?b Uz
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Luego, la recta es paralela a uno de los planos coordenados, en el ejemplo r//
plano yz.

« Rectas ‘oblicuas” o "alabeadas’

Al igual que en el plano, a través de la comparacidon de los vectores direccion de
cada recta, podremos decidir si dos rectas dadas en forma paramétrica son
paralelas, coincidentes, perpendiculares o, en el caso de rectas en el espacio,
oblicuas o alabeadas.

Decimos que dos rectas son oblicuas o alabeadas, cuando no siendo paralelas (ni
coincidentes) tampoco se intersecan; o sea, no estan en un mismo plano.

Por ejemplo; si:

zu

ri) x=t ; y=2,; z
r2) x=0 ; y=3s, z

4 2

entonces r; estd en el plano xy mientras que Ao
rz esta en el plano yz, y no se intersecan. x

Sean r; yr» dos rectas dadas por sus ecuaciones paramétricas.

x=x1+ ait x=x2+ bis Pi(x1, yi1, z1) eri

rr:< y=yr + axt r2:q y=y2+ bas 1'_’2(x2,y2,22) er

a=(aa,sa,)/r

z=2z] + ast z=2z2 + bss _
b=(b:b,;b,)/r,

Una condicidén necesaria pero no suficiente para que dos rectas coincidan es que
los vectores de direccion sean paralelos. Luego, para comparar las rectas
partimos de alli:

S
T ry = n

(*) en este caso, las rectas pueden o no, cortarse; ;jcomo resolvemos esta cuestion?
Resolviendo el sistema de 3 ecuaciones con 2 incdgnitas (los parametros, t y s)que
resulta al plantearse la interseccion de las dos rectas.

X1+ art=x2+brs | art-bis=x2-xi
P (x;y;3) « riNr2 < satisface el sistema S: <y1+ a2t = y2 + bos & Nazt- b2s = y2 - yi

zi+azt=z2+ bz s ast-bz3s =z2 - zi



Ejemplo:

ri) x=1+t,;, y=-2+t; z=1

r2) x=1+2s; y=s ;z=a+2s
1 +t=1+2s t-2s=0 (D)

S: {-2+t= s L t-s=2 (1)
t=a+2s t-2s=a (1)

De (D y(l); t*=4 y s*=2.

En (III):
-st a=0; t*=4 y s* =2, satisfacen (III)
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ecuaciones y obtenemos t=t* y s=s*.

(*) ¢como resolvemos este sistema?

1ro) analizamos si @ /I'b. Silo son,
concluimos segun el cuadro anterior.

2do)si 4 A b; entonces resolvemos el
sistema formado por las dos primeras

3ro) reemplazamos t* y s* en la tercera
ecuacion y vemos si la satisfacen.
4t0) concluimos:
- sino lasatisfacen > S=r;Nr;=J
- silasatisfacen > S=rnr={P}
P=(xitait*; yitayt*; zi+ast*)

S ={P(I+ t*; -2 + t* t*)} > riowr2 =P (5; 2; 4)

-si @aF 0; t*=4 y s*=2,no satisfacen (Ill) 2 rinr:=9
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6.4 Actividades

6.4.1 Rectas

1) Muchos de los problemas que se presentan en Geometria Analitica requieren el el planteo
de “una ecuacion”, la busqueda de su “conjunto solucion” (S). En lo que sigue en la ler
columna se indican algunos “tipos de ecuaciones”y en la 2da columna algunos “conjuntos
solucion”, S, junto al espacio al cual pertenecen. Se pide unir con una flecha cada tipo de
ecuacion con su conjunto solucion:

(Dax + b = 0(a # 0)— lineal; incognita: x (A) S(infinito) € R

(I) ax?® + bx + ¢ = 0(a # 0)— 2do grado; incégnita: x  (B) S(finito) € R?

(IIT) ax + by + ¢ = 0— lineal; incognitas: x; y (C) S(finito) € R

(IV) (x — a)? + (y — b)? = 0— 2do grado; incognitas: x; y (D) S(infinito) S R?

(V) (x —a)? + (y — b)? = r?(r # 0)— 2do grado; incognitas: x; y (E) S = @

(VD) (x — a)? + (y — b)? = —4— 2do grado; incégnitas: x; y

2) Determinacion de puntos de una recta dada por su ecuacion general.

Dadas las rectas: r)ax+by+c=0 (b+0); Pen?
) by + ¢ = 0(a = 0; b # 0); Q ENy?
n)ax+c=0 (a+#0;b=0); R ery?

Dar “un punto” de cada recta. (P; Q ; R)

— Clasificacion de las “ecuaciones”: lineales; dos incognitas: x; y
— Solucion: S(infinito) € R?

rn —S; ={(x;y)/ax +by +c=0}= {(x; _az_c)/x € R}

rn —>S,={(xy)/by+c=0}= {(x;_?c)/x € R}
ry =8 = {@y)/ax+c=0={(7:y)/y R}

> OBSERVACION: si en una ecuacion el nimero de incognitas es mayor a “1” se dice que
la ecuacion tiene “variables libres”. La existencia de variables libres es lo que determina
que la ecuacion tenga “infinitas soluciones”.

> DEFINICION: “variable libre” incognita de la ecuacién cuyo valor no incide en la
solucion; o sea, a la que se puede dar un valor particular cualquiera al efecto de obtener una
solucién particular cualquiera (de la ecuacion).

> RTA: “x” variable libre en r; P (2 ; _ZZ_C) En
“X” variable libre en r, P (2 ; _ZZ_C) En
“y” variable libre en r3 P (2 ; _ZZ_C) EN

3) Para las ecuaciones de la recta en el plano que se dan a continuacion se pide completar
los espacios en blanco con lo que corresponda en cada caso:



409

@) 1)ax + by 4+ ¢ =0 €CUACION ...ttt
—N = (A; D)ENtONCES TLES .vnvvieiintie it
ek S LS 1 110) 1 (61T S

b)r)y=mx+b Lo 102 (0] | B
P(xg;v0) ET —>m=j—i= .......................................................
Q(xy;v1) ET — h=0 entonCeS I' .......oiiriiiiii i

¢) Ecuacion pto-pendiente der —> 1) ...o.oieiiiiiiii e,
Deducir la “ecuacion pto-pendiente de r” completando el siguiente esquema:

Datos: my P(x(; V) € r ; Incognita: h

Proceso:

Pasol) h=.......... (usando los datos, despejar h dey = mx + b).

Paso 2) Reemplazar el “h” obtenido en el “Paso 1” en la ecuacion explicita de r

Paso 3) Concluir la ecuacioén buscada trabajando algebraicamente la ecuacion que resulta

del “Paso 2” (en particular, sacar factor comun en el 2do miembro).

d) Dadas )y =myx + hyyr) y = myx + h,

—>T‘1 " 1‘2 D i e e i e e,
-1 = Iy L
—>T1 1 rz D i e e et ettt e,

4) Dada las rectas del plano, ef)x = 0; e2)y = 0;r) x + y — 3 = 0, se pide:
a) Dar tres puntos de e;. Indicar quien es e;.
b) Dar tres puntos de e». Indicar quien es e.
¢) Analizar si los siguientes puntos pertenecen a r:
P(1;2); Q(1/5;12/5); R(V2;3 = 2); S(1/2;5/2); T(=4; 0)
d)
dy) Dar las coordenadas de P1(25y41); P2(x2; -1); P3(05y3); P4(x430); si se sabe que dichos
puntos pertenecen a r. Graficar r.
dz) Dar tres puntos de r distintos a los hallados hasta ahora. Graficarlos en r.
d3) Para responder tanto (d;) como (d;) es necesario plantear y/o resolver “una
ecuacion”. En cada caso, se pide analizar de que “tipo” (entre los del ej. 1) es la ecuacion
que queda; indicar si la solucion es Unica, si hay mas de una (pero en cantidad finita) o si
hay infinitas soluciones.
e) Dado C(2;1) € r hallar todos los P € r tal que d(C;P) =+/8. (A que otra curva
conocida, I pertenecen los P hallados? Graficar P, r y I.

5) Dado 7 = (2; —1)

a) Hallar la ecuacion de ry, si se sabe que P;(4;2) Ennyn 1L n

b) Hallar la ecuacion de r, si se sabe que P,(2;3) En,yn L

¢) Hallar la ecuacion de r3, si se sabe que P3(0;4) Eryyn L 1y

d) Hallar la ecuacion de ry, sise sabeque P €, yw = (1;2) L 1y

e) ;Como son ry, r2 'y r3? jPor qué? Graficar ry, r2 y r3 en un mismo sistema de referencias.
P Graficar r4 en el mismo sistema que ri, r2 y r3. /Qué observa? ;Por qué?
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6)

a) Hallar la ecuacion explicita de r, recta que pasa por P(-2;0) y Q(0; 2).

b) Dar r4, recta paralela a r y que pase por R(2; 5).

e) Dar r,, recta perpendicular a r y que pase por R(2; 5).

d) Graficar todas las rectas halladas, verificar que cumplen con lo pedido.

e) V o F (justificar): si a = dngulo que forma r con el semieje x positivo, entonces o = 45°
P V o F (justificar): si f = dngulo que forma r; con el semieje x positivo, entonces 3 = 45°

7) Dados u=(3;4) y P(2;-1) y sabiendo que P € r y ullr.
a) Dar la ecuacion general de r.
b) Dar la ecuacion explicita de r.

8) Hallar la ecuacion de la recta r en cada uno de los siguientes casos:

a) Es paralela al eje y y corta al eje x 5 unidades a la izquierda del origen.
b) Es paralela al eje x y corta al eje y 7 unidades por encima del origen.
¢) Es paralela a la recta r;) x+4=0y esta 10 unidades a la derecha.

d) Es paralela a la recta rp) y+8=0y dista 6 unidades de P(2;1).

e) Es perpendicular a la recta r3) y-2=0y dista dos unidades de O(0;0).

P Equidista de las rectas y+5=0y y-2=0.

9) Dada r) y = (k+2) x + 5, hallar el valor de “k” para que r) sea:
a) Paralela a ry) y=7-5x.

b) Perpendicular a r;) y=x-3.

c¢) Paralela a r3) 2x-y+4=0.

10) Hallar el valor de “k” de modo que:

a) La recta 4x-ky-7=0 tenga pendiente igual a 3.

b) La recta kx-y=3k-6 tenga ordenada al origen igual a 6.
¢) La recta 3kx+5y+k-2=0 pase por el punto P(-1;4).

11) Hallar la pendiente “m” y el d&ngulo de inclinacion de las rectas que unen los pares de
puntos siguientes. Dar ademas la ecuacion de cada una de dichas rectas y graficarlas.

a) (-8;-4)y (5;,9) b) (10;-3) y (14:-7)
o) (-11;4) y (-11;10) d) (8;6)y(14;6)
12) Dada la rectar {; : iz_ _E i

a) Analizar si los siguientes puntos pertenecen a r:
P(-2;-1); Q(75-4); R(132); S(05%5); T(2;0);
b) Dar las coordenadas de P4(-8;y1), P2(x25-1), P3(0; y3) y P4(x4;0) si se sabe que dichos
puntos pertenecen a r. Graficar r.
¢) Dar dos puntos de r distintos a los hallados hasta ahora. Graficarlos en r.
d) Decir, por simple inspeccion, si las siguientes rectas coinciden (o no) con r. Justificar la

respuesta.
{x=—2—3/1 {x=1+3/1 {x=—5—6/1
&1 2 T3

y=—142 y=-2-2 y =24
x=1-—3t
13) Dada la rectar{y — 2+t

a) Dado el punto C(0;5) hallar (si existen) los Per tal que d(C; P) =Kk para:
Hk=V50 (@) k=40 (i) k=V10.



b) Completar la siguiente oracion:
— Geométricamente, lo que se pide es hallar rN\Ckpara Ck: ....oooveniiiiine.n.

¢) En un mismo sistema de referencias graficar r y I'k para los distintos Kk y, a partir de lo
graficado, completar las siguientes proposiciones. Hecho esto, comparar lo obtenido
“grdficamente” con lo obtenido “algebraicamente” en (a).

— si k=50 entonces rNTk= .........................

— si k=40 entonces rNT,= .........................

— si k=\10 entonces rNTk= .........................

— si k=\/40, | allken ...,
x=-2+2 . e N
14) Dada la rectar y=1+3 Aobtener la ecuacion paramétrica de las siguientes rectas:

a) tlir que pase por A(-1;4)
b) sLt que pase por B(0;-2)
¢) q que pase por Ay B

15) Escribir las ecuaciones paramétricas de las siguientes rectas;
a) Contiene al origen de coordenadas y es paralela al eje x.

b) Contiene al punto (3;-5) es paralela al eje y.

¢) Contiene a los puntos A(1;2) y B(-2;3).

x=-1+21

d) Contiene al punto (7;-5) y es paralela a la rectary { y=3-1"

16) Obtener la ecuacion general de las siguientes rectas:
a) Contiene al punto (-1; 6) y es perpendicular al vector (4, 3)
b) Contiene a los puntos ( 2; -3) y ( 5; 4).

: _ x=-3+2A
¢) Contiene al punto ( 1;-2) y es paralela la recta{ y =4+
d) Contiene al punto (3; -5) y es paralela al eje x.

e) Contiene al punto (-1; 2) y es paralela al eje de las ordenadas.

X =3+ uyt

y=1+u,t

a) Dar u si se sabe que r || eje x. Escribir las ecs. paramétricas de r para este caso.

b) Dar u si se sabe que r || eje y. Escribir las ecs. paramétricas de r para este caso.

¢) Hallar la ecuacion general de r con los métodos indicados. Luego, dar la ec. explicita.
—Método 1: Paso I: Buscar nlu

Paso 2: Reemplazarenlaec. gral. der:ax+by+c=10

Paso 3: Obtener “c” usando un punto de pasode r .

Paso4: DarlaRta: ...................... [—uyx - uxy - 3uy - uy) = 0]

17) Dada la rectar { con u=(ux;uy) |l r

—Método 2: Paso I: Despejar “t” de la ecuacién que mas convenga.
Paso 2: Reemplazar el “t” hallado en la otra ecuacion.
Paso 3: Trabajar algebraicamente la expresion que queda.
Paso4: DarlaRta: ...................... (si existe).
d) Analice ambos métodos y concluya acerca de la “aplicabilidad” de los mismos para
obtener cada tipo de ecuacion (general 6 explicita). O sea si, cualquiera sea u, se pueden
usar ambos, s6lo uno 6 ninguno.
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18) Para las rectas que se indican a continuacion, se pide:

a) Dar la ecuacion general de la recta.

b) Dar (si existe) la ecuacion explicita de la recta.

¢) Graficar las rectas, verificar que se cortan en un punto, que una de ellas es paralela al eje
X y otra al eje y.

{x=1—2t { x=1 {x=1—2t
My=-2+t  "2ly=-2+t Bly=-2

19) Determinar la pendiente, la ordenada al origen y pasar a la forma paramétrica las
siguientes rectas:

a) 2x-3y-6=0

b) 3x+2y=0

¢) Sx+3y+2=0

d) 5x-y+15=0

e) y-3=0

f) xty+4=0

g2) x-5=0

20) Hallar las ecuaciones de las rectas que satisfacen la siguientes condiciones:
a) Pasa por los puntos (6,0) y (8;2).

b) Pasa por los puntos (-1;1) y (-1;1).

¢) Pasa por el punto (1,-3) y su pendiente es m=2.

d) Corta a los ejes en (3;0) y (0;-2).

e) Pasa por el origen y es paralela a la recta 2x-3y=4.

) Pasa por el origen y es perpendicular a la recta 5x+y-2=0.

g) Pasa por el punto (3;2) y es paralela a la recta 4x-y-3=0.

h) pasa por el punto (6;-2) y es perpendicular a la recta y=-2x+5.
i) Su ordenada al origen es igual a 5 y pasa por el punto (6;3)

J) Su pendiente es 2 y pasa por el origen.

k) Es perpendicular al segmento AB en su punto medio:
i) A(2; 1)y B(-3; 3)

i)  A(3;1)yB(2;4)

i) A1 1) yB(3;7)

21) Dada r) x+3y-3=0 determinar la pendiente de las rectas:
a) rqllr. Dar tres rectas perpendiculares a “r'" en forma general, paramétrica y explicita.
b) rzllr. Dar tres rectas paralelas a “r'" en forma general, paramétrica y explicita.

22) Determinar k de manera que:

a) 2x-3y+k=0 pase por (-2,1).

b) 2kx-5y+3=0 tenga pendiente 3.

¢) x+y-k=0 pase por (3;4).

d) x-3ky+4=0 tenga ordenada al origen igual a -2.
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23) Determinar el valor de t para que la rectas:
t t—-2 3t
rl)y=Ex+2; rz)y=Ex+1
a) Resulten paralelas

b) Resulten perpendiculares.

Ademas, en cada caso, con el “t” hallado escribir la ecuacion de cada recta, graficarlas y
verificar que cumplen lo pedido.

24) Calcular la distancia del punto a la recta en los siguientes casos:

a) x-3y+5=0 P(-1;3)

b) y=(-4/5)x+6 P(2;-1)
x=1+4+u

o, 5 Pe)

25) Hallar la ecuacion de las rectas que pasan por (2;-1) y cuya distancia al origen es 2.
26) Hallar la ecuacion de las rectas que pasan por (5;10) y cuya distancia al origen es 10.

27) Verificar que las siguientes rectas son paralelas. Hallar la distancia entre ambas.

ry) 4x-3y+10=0 r, {y =x—=21+ t

28) Muchos de los problemas que se presentan en Geometria Analitica requieren el planteo
de un Sistema de Ecuaciones, 1a busqueda de su “conjunto solucion” (S).

> Interseccion de ds rectas dadas por su ecuaciéon general.

rq: 3.1X+b1y+C1:O; ﬁlz(al;bl)lrl

Iz a;x+byy+c2=0; N;=(az;bz) L1z

arNry =222

ax+byy+c =0
a,x+b,y+c, =0
> Conjunto Solucion: S, es el conjunto de todos los puntos del plano, P(x; y), que verifican
ambas ecuaciones “a la vez”.

P*(x*;y*) € r1Nr, © (x*;y*) satisface el sistema ¢: {

> Algebraicamente, y respecto a &, tenemos 3 situaciones posibles:

(I-A) COMPATIBLE DETERMINADO = solucién “tnica” = S={P*(x*;y*)}
(I-B) COMPATIBLE INDETERMINADO = infinitas soluciones
(II) INCOMPATIBLE = no tiene soluciéon = S=@

> Geométricamente, tenemos 3 situaciones que se corresponden con las anteriores
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riNr2={P*(x*;y*)}

\Qiik/ l -
C}E]t_ - ‘“chﬁi>"IIII"

Luego, y al efecto de hallar S, procedemos segtn el siguiente proceso:
Paso 1: Analizamos si las rectas son paralelas (proceso valido para a;#0 y b;#0)

,a2 _ b2 _ C2
¢a; " by o

rnNr=e

IrinNr=n

= SI — nylln; — rqllr; —ir al Paso 2

= NO —r;Nr={P*(x*;y*)} — ir al Paso 3

Paso 2:
a b [ . . . .
;,a—z = b—z = C—Z? — SI — r; =r, = § tiene infinitas soluciones: S=r;
1 1 1

a b c . .
;,a—j = b—i * i? — SI — r4llry y riZr; = £ no tiene soluciones: S=@

Paso 3:
% * %—> riy #Zr; — riNry =P* = £ solucién tinica: S={P*(x*;y*)}
1 1
El punto P*(x*;y*) se obtiene “resolviendo el sistema &” .

Para resolver el sistema & podemos acudir a alguno de los siguientes “métodos”.
- Sustitucion
- Sumas y restas (6 Método de Gauss)
- Regla de Cramer

El método mas conveniente o posible de usar depende de las ecuaciones que forman el
sistema. Por ejemplo, si las rectas son paralelas (coincidentes o no) la Regla de Cramer no
se puede usar. Si en una de las ecuaciones una de las incognitas “no aparece” , conviene
entonces resolver “por sustitucion”. En general el método que sirve para cualquier caso
(incluso para sistemas con distinto nimero de ecuaciones que de incdgnitas) es el Método
de Gauss.

Ejemplos:
1. rq: 2x+y-5=0; ny=(2;1)1ry
rz: 10x+5y-25=0; n,=(10;5)Lr,
. { 2x+y—5=0
5 10x +5y—25=0
82 -0z G2 5— r;=r, — infinitas soluciones: r;Nr, =r;
aq b1 Cq
2. ri: 2x+y-5=0; n;=(2;1)Lrq
rz: 4x+2y+10=0; n,=(4;2)1r,

) { 2x+y=5
ok 4x + 2y = —10
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ap _ & _
a_1 = 2— rqllr;
&2 _b +2=_2 rillrz y ry#r, — ninguna solucion: r;Nr, = @
aq bl Cq
3. ri: 2x+y-5=0; n;=(2;1)Lrq
ry: x+5y-7=0; n,=(1;5)1r;
2x+y =5
“E: _
x+5y=7
% * %—> € tiene solucién unica: r;Nr, = {P*(x*;y*)}
1 1

Resolvemos el sistema por cualquier método, en este caso por GAUSS.
Para ello procedemos a:

1) “Identificar* las ecuaciones con E1 y E2

2) Realizar “operaciones elementales” entre las ecuaciones al efecto de pasar a un
“sistema equivalente” pero donde la incégnita “x” no aparezca en E2.

3) “Despejar” la incognita “y” en E2.

4) “Reemplazar” “y” en E1 por el valor obtenido en (3). Despejar “x”.

{2x+y=5—>E1 {2x+y=5 {2x+y=5 {2x=4

x+5y=7->E2 -9y =-9 y=1 y=1
x =2
£ 2 1= rare= Prasny

29) Hallar, si existe, la interseccion entre los siguientes pares de rectas. Graficar las rectas y
verificar si la respuesta dada es correcta.

L ry:2xt2y=4 4. ry2xt2y=4
rz: x-y=-4 ry: xt+y=-4

2. ry: 2x+2y=4 5. ri: 2x+2y=4
rz: y=-4 ry: x+ty=2

3. ry: 2x+2y=4 6. ry: 2x+2y=4
rz: x=-4 rz: x-y=0

> Interseccion de dos rectas con distintas formas de ecuacion.

>Seanry y ra,
Po (xo; yo) € 4]
rp) axtby+c=0<{u = (ug;;uy) Il ry

r){x=xo+lu1
1
n=(ab) L n

Y=Y +Au,

X =x,+Au; - E1
> P*(x*;y*) € r,Nr, & satisface el sistema S:{ y =y, + Au, — E2
ax+by+c=0-E3

*) S es un sistema de 3 ecuaciones (E1; E;; E3) con 3 incdgnitas: x, y, A
**) El método a usar en este caso consta de tres pasos:

Paso 1: en la ecuacion E; , reemplazar “x” e “y” por los valores indicados
para estas variables en las ecuaciones El y E2.
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Paso 2: Trabajar algebraicamente hasta que en E3 quede una ecuacion en sélo A
de la forma: AA+B=0

X =%, +Auy x =x,+Au; > E1
$: Y = Yo + AUy - &ly=y,+Au, > E2
a(x, +Aug) + by, + Aup) +¢c=0 AA+B=0-E3

Paso 3: Hallar A y dar la respuesta, la cual caerd en alguno de los siguientes casos:
(I) Solucion unica — A#0 = A=B/A — r1Nr,=P*(x*;y¥)
(ID) infinitas soluciones — A=0y B=0= 0 2=0 — vale VA — riNr,=r,
(III) Vacior;— A=0yB#0 =2 0A=-B > AL > r;Nr,=0

30) Hallar si existe si punto de interseccion entre les siguientes pares de rectas:

x=12+3u

a) ri: x-3y+2=0 b) 1‘1-{ y=2+2u
.{x=—2+3t _{x=2—2t

) - 2y =1-7t

31)
a) Determinar en cada caso si los pares de rectas dados son:
i) Paralelas ;Son coincidentes?
ii) Secantes ;Son perpendiculares?
b) Calcular la distancia entre las rectas o la interseccion seglin corresponda.

D rq: -3x-y+17=0 ) rq: 9x+12y-13=0
rz: x-3y-2=0 ry: 3x+4y-2=0

HI) ry:x=-2y IV)  rp:y+5=0
ry: 2x-4y+3=0 r: 3y-1=0

x=1-—4t
V) rl.{y — 143t VI)  ry: 2x-4y+3=0
x=6+2u

| X y—(4/3)X-5/3 l‘z.{ y = 3+u

31) Dadas ry: 2x-3y+6=9 y r,: x-y=0 se pide:
a) Graficar ambas rectas en un mismo sistema.
b) Hallar r;Nr,.
¢) Dar la ecuacion de ri) ritkrz=0 (para k=0; £1; +2) o sea de ri) (2x-3y+6)+k(x-y)=0.
Graficar todas las rectas en el mismo sistema que ry y r».
d) ry) ritkr,=0; k€R, recibe el nombre de “haz de rectas”. Teniendo en cuenta lo hecho
en los items anteriores, indique cual es la propiedad geométrica que caracteriza a un “haz
de rectas”.
e) Sabiendo que la recta r pasa por la interseccion de ry y r, se pide dar su ecuacion para los
siguientes casos; hacer esto usando el “haz de rectas”.

i) Pasa por (-1; 3).

ii) Su ordenada al origen es el doble de su pendiente.

iii) Es paralela a la recta que une los puntos rNeje x y rMNeje y.

iv) Su distancia al origen es 6/N23.
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6.4.2 Conicas

1)
(A) Para cada una de las ecuaciones dadas a continuacion:
- Identifique la curva
- Indique la propiedad que cumplen los puntos de ella
- Grafique la curva
- Del gréafico haga una "hipoétesis" sobre la cantidad de puntos de interseccion entre la
curvay los ejes coordenado. Luego verifique o refute su hipotesis
(a) xX’+y°=25 (b) (x- 3)P+(y- 1)0=1
(c) (x=3)+(y-1)=9 (d) (x-3)+(y-1)=9
(B) Escriba las ecuaciones paramétricas de las curvas

2)

(A) Para cada una de las ecuaciones a continuacion:

- Identifique la curva

- Grafique la curva

- Dar un punto que pertenezca a la curva y otro que no

x2 y2 x2

(a) 54“121 (b) x> +4y2 =09 (c) ?Jrzyz:g
x2 y2

(d) T6+?5:1 () 4x>+ y° =16 (f) 4x>+25,% =1

(B) Escriba las ecuaciones paramétricas de las curvas

3) Encuentre la ecuacion para la “familia” de elipses con vértices en 1,(-10,;0) y ¥,(10,0).

Luego halle el miembro particular de esta familia que pase por A(6;4) .

4) En cada uno de los sistemas que siguen grafique las curvas que lo forman en un mismo
sistema, marque los puntos de interseccion (si los hay) y dé sus coordenadas.

2 2 2 2
x*+4y" =36 XYy R

(a) 22 g (b)<16 16 (©)136 36
Ty y=Xx x+ty=6



7— Superficies

En este Capitulo nos ocupamos de la nocion de superficie, de manera analoga a lo hecho
con las curvas. Por superficie entendemos un conjunto de puntos del espacio que satisface
ciertas condiciones o propiedades que caracterizan a las superficies y solo a ellas.

S ={ (7 R’ [TTr R

condicion

Asi, dar una superficie, es dar la o las condiciones que debe verificar un punto para
pertenecer a ella. Esta condicion puede indicarse de distintas maneras:

(I) dandouna propiedad comun a todos sus puntos.

Ejemplo; S= { ptos- del - espacio/ equidistan- de - un - pto - fijo }

elementos condicion

(II') indicando la relacidon que liga a las coordenadas de un punto que pertenece a la
superficie; o sea, através una ecuacién a la que llamamos ecuacion de la superficie
ya que es satisfecha por todos los puntos de la superficie y sélo por ellos.

Ejemplo:  S={P(xp,) e R/ z-x~p?=01}.

(III') indicando coémo se genera la superficie:

.
.
IEY Lae

(Il a) SUPERFICIE CILINDRICA z I
r
...... ot

__________________

se mueve tocando una curva plana C y en
forma paralela al eje coordenado
perpendicular al plano que contiene a C.
r se llama generatriz de la superficie
cilindrica, C se llama directriz de la
superficie cilindrica.

Enel ejemplo: Cesta contenidaenel plano

xy, r es paralela al eje z.
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(III b ) SUPERFICIE de REVOLUCION A

Superficie generada por una curva plana C que
gira alrededor de un eje coordenado contenido en
el mismo plano que la curva.

En este caso, el eje se llama “eje de revolucion”. -
En el ejemplo: C esta contenida en el plano xy,
C gira alrededor del eje x. <

B> En cualquier caso y como ya vimos, un objetivo de la Geometria Analitica es expresar
la condicion que caracteriza a los puntos de la superficie por una o mas ecuaciones ( previa
introduccion de un sistema cartesiano ortogonal).

Por ejemplo; si definimos superficie esférica segin la propiedad que presentan sus puntos:

SE = { ptos- del - espacic / equidistan- de - un - pto - fijo } K

elementos condicion
si luego llamamos C al punto fijo (centro) y r a la distancia al centro,

SE={PecR/dPC)=r};

y finalmente introducimos un sistema de referencia y expresamos los puntos por sus
coordenadas:

P(x; y; z), C(a; b, ¢); podemos dar la condicioén que define SE a través de una ecuacion:

SE={(xyz) eR/ (x-0)2 +(y-0)2 +(z-0)2 =2 }

condicion — ecuacion

Cada vez que tengamos una superficie dada geométricamente nuestro objetivo sera entonces,
traducir la condicidon geométrica a una expresion algebraica; o sea, hallar la ecuacion de

la superficie.

Algunas de las ecuaciones que definen superficies son:

@ ecuaciones de Ier grado con tres incognitas: ax+by+cz+d=0;
Ix+2y+4z-2=0; x-3z=5; x+y=0; y=0 (2 planos )
@ ecuaciones de 2do grado con tres incognitas:

AX+By +C7?+Dxy+Ey;+Fxz+Gx+Hy+Iz+J=0
X+ +z2-25=0; xX? +)y? -z=0; 4x’+)y?+16z2=1 (> cuddricas)

® toda ecuacion en la que una de las incognitas esta o puede expresarse en funcion de
las otras dos; por ejemplo, z en funcion de x e y ; o sea, con formula z =F(x; y).

z=x?+y?+4 ; z=3x+2y; z=y ,;, z=x’
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X> si observamos los tres casos vemos que, en ultima instancia, todas las expresiones
propuestas son ecuaciones con tres incognitas. Luego, y en general, una forma de dar una
superficie es a través de una ecuacion con tres incognitas.

En general, una ecuacion con tres incégnitas la podemos representar en forma genérica
como:

F (x;y; )=k

(con F funcion de tres variables que indica como se relacionan las incdgnitas entre si).

Tenemos asi una forma genérica de dar la condicion que define a los puntos de una superficie §:

P(x;y;z) € S < P satisface laecuacionde S < F (x,p,z) =k ‘

Por ejemplo, si F (x,y,z )= x> +1y? +z7 y k=25, queda definida la superficie:
S={(xyz)eR/ F (x,y,z)=25}; laque en definitiva queda:
S={(xyz eR/ x> +)”+2z2 = 25}=SE
(superficie esférica, centro en el origen, r = 5)

- (, Como obtenemos puntos de SE ?: resolviendo la ecuacion, x? +3? +2z7 =25.

- {, Como resolvemos una ecuacién con tres incognitas ?:
dando valor a dos de las incdgnitas y calculando la tercera; asi tenemos que:

0,5,0);(3,4,0); (-3,4,0); (4,0,3); (0,-4,3);...., sonpuntos de SE.

-, Como decidimos si un punto dado pertenece o no a la curva ?:

e]emplo

«—y ecuacion de la superficie ¢

indica las operaciones a realizar sobre
X, ¥,z alos efectos de decidir si P(x,y,z)
pertenece o no a la superficie .
P(x,y,7z) e SE & x? +y? +72 =25

P(3 4,0)> 32+42+0=25 = PcSE
S(32 1) D> 32422412 =14 :>S§£SE

B> SiF(x,y,z)=AXx’ +By’ +CZ2 +Dxy +Eyz+Fxz+Gx+Hy+Iz+J, yk=0;

obtenemos un tipo particular de superficies, las llamadas superficies “cuadricas”
S={(xy,z) eRP/F (x,y,z)=0);

en definitiva

S={(xy,2eRP/AxX*+By’+CZ2+Dxy+Eyz+Fxz+Gx+Hy+Iz+J= 0}
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Las superficies cuadricas tipicas son:

ELIPSOIDE :
PARABOLOIDE :
x2
CONO: 5 +=>-z
a
x2 y ? 2
HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA: =5+ — z—z =1
a b c
x2 y ? 2
HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS: =5 —=5 - z—2 =1
a b c
2 yZ
PARABOLOIDE HIPERBOLICO: x—z -5 —z=0
a b

(“silla de montar™)

A continuacion estudiamos un tipo particular de superficie: EL PLANO.

7.1 EL PLANO

Aligual que la recta, un plano, 7z, estd determinado z
por un punto y una direccion.

Para el plano existe una tnica forma de dar la direccion oo Aa=(ash;c) Ll &
y es por medio de un vector “perpendicular” al
plano (un vector “paralelo” al plano no basta para P ~ \4 .:
definir “un plano”; existen infinitos planos paralelos a Py y
un vector dado ). I —

Asi, un plano estd dado por un punto de paso, Po, y A
un vector n perpendicular al plano (el vector x
“normal” al plano).

o Condicién de pertenencia:  del grafico; P(xy,5) € # < PP 1 n

o Traduciendo: P en < a’l n < PP.n=0
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Luego, si conocemos el vector normal, = (a; b ; ¢) y Po (x0,y0,20)€ T tenemos:
P(x,y,z)en < P P.n=0
P (x,y,z) en < (X-Xo, V-Yo, Z-20). (a; b; c)=0
(resolvemos el producto escalar)

P(xy,2) en < a(x-xo) +b (v-yo) +c (z-20)=0
(agrupamos los términos con s6lo datos)

P (x,y,z2) en < ax+ by +cz+ (-axo - byo- czo )=0
(hacemos, -a.xo-byo-czo=d)

P(x,y,z) en < ax+by+cz+d=10

y obtenemos la ecuacidén general (6 implicita) del plano:

ECUACION GENERALde 7: a.x+ by+cz+d=0
(implicita)

Ejemplo 1: hallar la ecuacion del plano normal a n=(3; 2; 1) y que pasa por
P(2,3,-6). Hallar su interseccion con los ejes coordenados y dibujar el plano.

> La ecuacion que debemos buscar es la ecuacion de la forma, ax +by +cz+d = 0.
Luego las incognitas son: q, b, ¢, d.

n=(32; )L T o 3-3:b=2;c=1>7)3x+2y+1Iz+d=0—;d

> para obtener el término independiente 'd’, tenemos en cuenta que un punto
pertenece al plano si y sd6lo si sus coordenadas (x,y,z) verifican la ecuacion

del plano. Luego:

P2, 3,-6)en = 3.2+23+1(-6)+d=0 = d=-6
> Finalmente damos la respuesta: #) 3x+ 2y +z - 6 =0.

> Buscamos la interseccion de 7z, con cada uno de los ejes coordenados:
A (x,y,2) € TN ejex @[A(x,y,z) pertenece al eje x = y=z =0 = A(x,0,0)
v, A (x,0,0) en= 3x+2.0+0-6=0=4(2,0,0)

Idem, hallamos: B (x,y,z) € nnejey 2 B (0, 3, 0)
C (x,y,z) e mnejez 2 C (0,0, 6)

» Conocidos los puntos de interseccion con los ejes,
podemos dibujar la parte del plano que estéd en el primer
octante. e

Ejemplo 2: tres puntos definen un plano. Hallar la ecuacion del plano z que pasa
por P (1, 3,2 ), O(3,-1,6) y R(5,2,0).
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> para escribir la ecuacion del plano #
necesitamos un punto de paso (tenemos
3) y un vector normal a © (no tenemos
ninguno).

Pero P, Q y R determinan los vectores
a=PQ y b= PR
vectores que estan en el plano buscado;

luego, su producto vectorial es perpendicular al plano y podemos tomarlo como
vector normal.

O sea:

Si n= anrbentonces nl =«

a=PQ=(2-44) ‘ s n=anb- }z 44 ‘=(12,20,14)
b=PR=(4, -1, -2) 4 -1 2

= (12,20, 14) L x

n w) 12x+ 20y + 14z =d
P (I, 3, 2) € =

r) 12.1+203+14.2=d > d= 100

Rta: #) 12x+ 20y + 14z = 100 (*%)

NOTA:

Respecto a la busqueda de un vector perpendlcular al plano, resulta claro que si
nJ_n entonces cualquier otro vector C//R,es también normal a 7z Sea € =1/2n =

C//m= €Ll x y tenemos otro vector para dar la ecuacion de .

c=12n=1/2.(12,20,14)=(6,10,7) =>x) 6 x+ 10y + 7z =d
P(1,32)emn = 7)) 6.1+103+7.2=d = d= 50
= m) 6 x+10 y+7z= 50 (distintaa (**)).

Conclusién: vemos que existen infinitas formas de dar la ecuacion de un plano;
o sea, la ecuacion general de un plano no es unica.

e Relacidon entre dos planos

Sean m y m dos planos dados por sus ecuaciones generales.
m:oarx+biytciz+di=0; Mm=(ai, bi;ci)Ll m
m: ax+tby+tcz+d2=0; Mm=(a2;b2;c2)Ll m
- una condicidén necesaria pero no suficiente para que dos planos coincidan es

que los vectores de direccion sean paralelos. Luego, partimos de alli para
analizar la relacion :
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U9
n,
U3
Dado Pe 7y: NO
éPem?
n,
[
. , . - a, b, ¢,
Conclusiones: 7i//m2 6 m1 = m2 < M=(ai;bi;c1) I/ B=(a2 b)) — = — = =0
a b c
1

Al igual que vimos para la ecuacién general de la recta en el plano; dado Pem,
Pen2< d2/dir= Q. Luego, resumiendo:

a, b, ¢, d,
Ti= M2 & —==-2=-2=_2 (a:20;b120;c1#0;d;#0)
a, b, ¢, d,
a b c d
T/ M e 2= -2 F 2
a, b, ¢ d,
a b a c c b
m#*EnN, & L2 6 L2 2 2
b1 a c b,

1 1 1

7.1.1 Interseccion de planos

Dados dos planos 77 y 7, los mismos pueden ser paralelos, coincidentes o cortarse segin
una recta. Para decidir esto tenemos que resolver un sistema de ecuaciones.

Sean m y m2 dos planos dados por sus ecuaciones generales.

mi: arx +tbiytciz+di=0;, Mm=(ai; b cr) Ll m

m2: axx tbhoy+c2z+d=0; Mm=(az;b2;,c2) L m

alx + bly + Clz == _d1

P(x;y;z) € minm2 < satisfice el Sistema S: {azx + by + ¢z = —d,

Tenemos entonces que:

o S = _* - _*—-_- =m = m = Stiene infinitas soluciones: S = i
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e - 2-2#_ 2 om//my m# m = Sno tiene solucién: S =

1 G d,

« En cualquier otro caso, w1 # m2 = S tiene infinitas soluciones pues es un sistema de dos
ecuaciones con tres incognitas y las infinitas soluciones son los puntos de al recta que
determinan 71y 72 al cortarse. O sea: S = miNm =r.

a1 x +byy+cz=-d;

P(x;y,z) € minm = r< satisface el Sistema S: {azx + byy + ¢yz = —d,

,Coémo obtenemos un punto Per? Damos valor a una de las variables (por ejemplo hacemos
z=z*) y luego resolvemos el sistema 2x2 que queda determinado. Obtenemos asi x=x*; y=y*.
Finalmente, P(x*;y*;:z¥).

X> La recta en el espacio como interseccion de planos

Al plantearnos la interseccifion de planos hemos descubierto otra forma de dar una recta en
el espacio: “como interseccion de dos planos no paralelos™

a;x + by + ¢z = —d;

r {azx + bzy + CrZ = _dz

Al respecto observamos que si tenemos la recta en la forma simétrica,

si expresamos estas igualdades como:

X=X0 _ Y= Yo y Y—=Yo -2y
Uy uy uy u,

)
re

y=yo _ z-20

Y w2

7.1.2. Interseccion de recta y plano

Dados una recta r en el espacio y un plano t; r puede ser o no ser paralela a w. Si no es
paralela entonces corta a 7 en un inico punto, y si es paralela, puede ser que esté contenida
en el plano o que no lo esté. Para decidir esto tenemos que resolver el sistema formado por
las ecuaciones de la recta y la ecuacion en el plano.

425
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o Sean ry T, dada r por sus ecuaciones paramétricas y T por su ecuacion general:

X = X9 + Auy

r:iy=y,+Au, ; A€R;

Z=ZO+/1‘U,3

n:ax+bytcz+d=0;

Po(xO;yO; Zo) Er
u=(upuyuz)llr
n=(a;b;c) L =

X =x9+ Auy
Yy =Yoo+ Au,
Z=Z0+AU3

ax +by+cz+d=0

P(x;y;z) € rmmt < satisface el Sistema S:

» Reeplazando x, y, z en la Gltima ecuacion de S por los valores dados en las tres primeras,
llegamos a la siguiente ecuacion en A:

a (xo HAur)+ b (yo tu2) + ¢ (zo +Ausz) + d = Alaur + buz + cus)+axo+byo+ czo+ d=0
Luego, si llamamos A=axo +byo+czo+dy B= aur+ b uz+ cuz=n.u; la solucion
.del sistema depende de la solucion de la ecuacion resultante en A:

A=LAB - / r
Entonces, tenemos las siguientes posibilidades: I -
u
(D Bx0=nu=#0 ; ;P
= 7Ny unoson._L n
= ry T se cortan en un Unico punto /
= S§= {P(x*;y*;z*)} P,

<l
=]
=)

S|

El resultado en este caso depende de A: T

(II-a) A=0=axo + byo+ czo+d+0= Po(xo,yo,z0)gn =>r//m =>S=03.

(II-b) A=0=axo + byo+ czo+d=0= Po(xo,y0,z0)em =>rcn =>S=r.
Resumiendo: al resolver A = A B se pueden dar tres situaciones:

D B#0=A%=A/B=S={P(x*y*z¥)/x*=x0+A*ur;, y*= yo+ A\ *uz; z*=zo+A*us}.
(II-a) B=0;A#0 = A=10 (AA — incompatible) =>S=0.

(II-b) B=0;A=0 = A=A0 (valida VA — infinitas soluciones) =S =r.

|

S|
Sl

S|
>——
~

!
w
<>

T 0 T
B #0 B=0;4 + 0 B=0:4A=0
SISTEMA COMPATIBLE SISTEMA INCOMPATIBLE SISTEMA COMPATIBLE
(a solucion unica) (no tiene solucion) INDETERMINADO (x soluciones)




7.1.3 Interseccion de tres planos

m) arx+biy+ciz+di=0

M) azx +byy+crz+d2=0 e X ey, 71aY i

) azsx +bsy +czz +di=0
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[ 1e — ® (vacio)
2e —> un punto: P

3e > una recta: r

| 4¢ — un plano: n,=1,=m,

Para decidir esto tenemos que resolver el siguiente sistema de ecuaciones; o sea:

P(x;y;2) e miNnman w3 < Psatisface S:

aix +byjy+ciz+di=0
ax+by+tcz+d=0

asx+bsy tczz+d;=10

d
1@ —= =—¢d—1 S |m/reynna=3] =2 mna2Nnr3=0
2

[mi//m2l= minmonas=J

|

o
Il
e

]

o

|z/msym=m]=nnr2Nnn3;=0

6; No paralelos, pero zi N w2 N 73 =L

60 —=—"=—"# " S| m/mymnr:=3| = mnr2Nna3=J

S| lm/asy minn:=3| = mna2Nna3=J

/ 9

|/ m2l/ 3] = rinmr2naz=9

3

No paralelos, peroxriNw2N w3 =
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]

2 ® S tiene solucion tnica: S = { P(x*, y*, z%)} 7

2

T3

3 ® S tiene infinitas soluciones: S =recta r

1

-.,_
oV

T

1

]

4@ —= =— = =TT = W2

—> @ = w2 = w3 (se trata de un plano )

|
I
I
|
U
3
I

= 73 — S: oo’y soluciones (el plano)

TINT2NT3= T

7.1.4 Distancias

e Distancia de un punto a un plano

Dados P(x1,y1,21) punto del espacio y el plano
n) ax + by+ cz= 0, determinamos una
formula para hallar la distancia de P a m;
d=d (P, n).

Sea Po(xs,y0,20) un punto cualquiera del plano

d=d(P, m)

y PoP el vector que determina con P.
En la figura vemos que d es igual a la medida

del segmento P, Q; o sea, el valor absoluto de

la proyeccion de PP sobre el vector normal
al plano, n = (q, b, ¢). O sea:

d(P, m) = |pr0y7P0P | = ||P0P|-cosoc |= | ‘E‘-‘P()P‘cosa |=‘ n, - -P,P ‘
n

- ‘ n-P,P
‘T; tenemos que:  d(P,m) =
n

Teniendo en cuenta que n, =
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n-P,P ‘
' o (a,b,c).(x1—X0, Y1—Y0, Z1—Z0)
Realizando el producto escalar, d(P, m) =—‘ == ’ ‘ -
— 2 2 2
‘n‘ a“+b4+c

axq+b yi+czi—(axyg+b yg+c zg)

vaZ+b2+c?

_ |aGa—x0)+b (1-yo)+¢ (21—20)

vaZ+b2+c?

Puesto que Po (X0, yo) pertenece al plano, sus coordenadas satisfacen la ecuacion de la recta,
asi a. xo+b.yo+czo+d=0; osea, d=-(a.xo+ b.yo+ c. zo). Luego:

axq+byi+czi+d)

P (xpynz) > d(P,m) =

VaZ+bZ+cZ
e Distancia entre dos planos paralelos
Para hallar la distancia entre dos planos paralelos, basta P .
buscar un punto de uno de los planos y calcular la su  / ' Ty
distancia al otro plano. i | -/
Asi: d (mtg; m2) = d(P; m2), tal que P € my my

Ejemplo: hallar la distanciaentre 7z7) 2x + y + 2z -4 =0 ym) 2x +y +2z—-10=0

Pxjyzyeme2x+y+2z—4=0..Siy=z=0,entoncesx =2y P(2, 0, 0)

2.2+1.0+2.0-10) -6
d (i m2) = d(Ps ) = | = 7057 | = ﬁ|:2

7.2 Superficie Cilindrica

Una SUPERFICIE CILINDRICA es una superficie conformada por rectas paralelas,
denominadas generatrices (8), que contienen los puntos de una curva plana I', denominada
directriz del cilindro. En particular estudiaremos las

superficies cilindricas generadas por una recta o s
paralela a alguno de los ejes coordenados, que se 4
desplaza apoyandose en una curva I" contenida en un

plano coordenado.

V<

O sellama generatriz de la superficie cilindrica
I' se llama directriz de la superficie cilindrica

=1

. |

Ejemplo:

Un ejemplo clasico es el cilindro circular recto, superficie cuya directriz (I') es una
circunferencia en un plano coordenado y cuya generatriz ( d ) es una recta perpendicular
a dicho plano.

B> Consideraremos el problema de obtener la ecuacién de una superficie cilindrica.
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o/lejez;
S: s/ecuacion de la

It y=fx); z=0#)

superficie cilindrica??

P (x0;y0; 20) € S = P (x0;y0; 20) € S.

Sea Q la proyeccion de P sobre el plano mtyy (z=0)

Q(x0; yo;0) pues 0L mxy y Qemnxy. Ademas, del grafico
vemos que NI = Q(xo; yo30) = Q(xo0; yo30) € I

. Luego,

Finalmente, Q(xo; y0;0) € T <> yo =f(x4) por ((#))

Luego: si P(xo; yo; Zo) € S entonces yp = f(xg); 0 sea, xoe yo verifican la ecuacion de I

independientemente del valor de z.

| Osea; P(x;y;7) € S < y=f(x) (Vz) > ECUACION de la SUPERFICIE CILINDRICA

Luego; y =f (x) (V z) en el espacio tridimensional es la ecuacion de una superficie, y su

grafica es wuna superficie cilindrica con
generatriz / eje z y directriz y =f (x).

Conclusidn: si se trabaja en R3, la grafica de una
ecuacion que tenga a lo sumo dos de las tres
variables, es una superficie cilindrica con
generatriz paralela al eje asociado de la variable
que falte.

Ejemplo: z = x* [z= f(x), Vy — superficie
cilindrica con generatriz // eje y].

NOTA: cuando se trabaja con superficies

A

N

cilindricas es importante distinguir la superficie de la curva directriz de la misma.

y=f(x) ; Vz =» ecuacion de la superficie S

y=f(x) ; z=0 =>» ecuacion de la directriz T’

X> Cilindro provectante sobre el plano xz

I': z=vV4 —x?; y=0 (directriz)
S: z=V4 —x?%; Vy
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X> Planos provectantes

Entre las superficies cilindricas de mayor interés encontramos los planos proyectantes.
Estos planos se obtienen cuando la directriz es una recta. Asi tenemos:
- Plano proyectante en xy (7txy) z

Ejemplo:
ri. y=-x+2; z=0 (directriz)

Tixy: Y =-x +2; Vz (plano proyectante)

- Plano proyectante en xz (7txz)

Ejemplo:

r z=-x+2; y=0 (directriz)

Txz: Z=-X+2; Vy (plano proyectante)

- Plano proyectante en yz (tyz)

Ejemplo:
r. z=-y+2; x=0 (directriz)

Tyz. =-y+2; Vx (plano proyectante)

7.3 Superficie de Revolucion

Una SUPERFICIE DE REVOLUCION, es la obtenida al
hacer girar una curva plana alrededor de una recta fija que
esté en el plano de la curva . La recta fija se llama “eje de
revolucion” (no estudiamos estas superficies).

Observacion: una misma superficie puede obtenerse de
distintas formas. Por ejemplo la superficie esférica ya vista
puede también obtenerse como una SUPERFICIE DE
REVOLUCION haciendo girar una semicircunferencia
alrededor del eje z.
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7.4 Curvas en el espacio (como interseccion de superficies)

En el capitulo anterior se presentd el concepto de CURVA EN R3 (pag. 391). Ahora
mostramos como en el espacio existe otra forma de dar la misma recta: como
interseccion de dos planos, o sea de dos superficies, por ejemplo,

r) x-3=0-2)/4 (m1)
x—-3= (z-1)/(5) (m)

X> Esta idea se puede generalizar y decir que otra forma de dar curvas en el
espacio es como interseccidon de dos superficies; es decir:

Fi1(xyz) =0 ;5 (S1)
D)
F, (x,y,z) =0 5 (SZ)

Si se realiza una combinacién lineal entre las ecuaciones que definen a S1 y S,
se obtiene entonces una nueva ecuacion en tres variables:

ki Fi (x,y,z) + k2 F2 (x’y,z) =0 ki k2eR
-

Gxyz) = 0 (S

G (x,y,z) = 0 es la ecuacion de una superficie S, en general distinta de S1 y Sa.

G (x,y,z) = ki1 F1 (x,y,z) + k2 F> (x,y,z7) =0 = ecuacion de otra superficie S.

Resulta simple de comprobar que la curva I estd también contenida en S:

Poel' = Fi(Py) =0 y F;(Py) =0 = G(Py) =0 = Py e S

= I < S

Luego, la curva T" se puede obtener también como intersecciéon de cualquiera de
las superficies S1 o S2 con S.

O sea que I" se puede representar a través de sistemas “equivalentes” al original.



Ejemplo:

r) 3x+y+z=8 (m)
{ x ty-z =0 (m)

n) ki 3x+y+z-8) + k2 (x +y-z) =0

(familia de planos)

Si se elige k1 = k2 = 1 se obtiene un plano de la familia de
planos. Lo llamamos m3:

m3) 4x+2y-8=0 (plano proyectante sobre el myy)

Luego: r) 3x+ty+tz =8 (m)
4x +2y =8 (m3)

Pero ahora el hecho que m3 sea un plano proyectante permite encontrar la
proyeccion de r sobre el plano xy, ya que esta proyeccion no es otra cosa que
la “traza del plano 3 sobre el xy”.

4
8

d: proyeccidn de r sobre el xy

> Esta posibilidad de escribir una misma curva I' como interseccion de distintas
superficies resulta importante a la hora de buscar la curva proyeccion de I sobre un

plano coordenado.

Esta tarea resulta relativamente simple si una de las superficies que determina la
curva ' es una superficie cilindrica (un plano proyectante es una superficie

cilindrica).

Sino fuera asi, un método conveniente para hallar la curva proyeccion de I" sobre

un plano coordenado es:

- Dbuscar un sistema equivalente al que define I, en el cual al menos una de
las superficies sea una superficie cilindrica proyectante sobre el plano en

cuestion.

y [8:4x+2y=8;z=0]
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- para obtener un sistema equivalente al dado reemplazar una de las

superficies por una conveniente combinacién lineal de las dadas.

- Una combinacioén lineal conveniente sera aquella que permita eliminar al
menos una de las variables.

Ejemplo:
z-x -2 =0 (S1) z-x2 -2 =0 (S1)
r OzSz—S1 T
2—16 =0 (S2) : 24y =16 (S)
zlk
16

x?+y? =16 ;Vz

v

superficie cilindrica

C =proyT/xyy: x*+y? =16; z=0




7.5 Actividades

7.5.1 El plano

El PLANO es otro objeto de la Geometria Analitica para cuya representacion se acude a
“una ecuacion” y cuyos puntos constituyen el “conjunto solucion ”’ (S) de la misma.
Asimismo para resolver el problema de la interseccion de dos o mas planos se acude a un
“sistema de ecuaciones” (2x3 ; 3x3 ; 3x4; ...).

En funcién de ello, al final de esta practica se adjunta el Apéndice D donde se desarrollan
algunas ideas bésicas acerca de los “Sistemas de Ecuaciones”.

PLANO: n = { P(x;y;z) / ax+by+cz+d=0 }

>ax+by+cz+d=0esuna “ecuacion lineal con tres incégnitas: x; y; z ”.

© n = (cantidad incognitas) = 3; m = (cantidad ecuaciones) = 1. o sea, m<n lo cual
implica que la ecuacion tiene “variables libres”; o sea, “infinitas soluciones” (—S infinito)

o Si m<n y vl = cantidad de variables libres entonces vl > n- m, en particular, si
m=1, vl=n-1.

o ;Cuantas “variables libres” presenta la ecuacion del PLANO?

n=3 = vI=3-1=2 = la ecuacion del plano presenta 2 variables libres.

1) Determinacion de puntos de un PLANO.

Para los PLANOS dados a continuacion se pide escribir el vector normal al mismo. La
presencia de a, b y/6 ¢ en la ecuacion significa que a#0, b#0 y ¢£0. La existencia de ceros
en el vector normal determina que el plano tenga una posicion particular respecto a los
planos o ejes coordenados. En cada caso que esto pase se pide graficar el plano, sefialando
cual es la particularidad que presenta. Luego, escribir el conjunto solucién (S) y dar un
punto particular de cada plano.

7)) ax+by+cz+d=0; il (R § P;€m; 22

7z by+cz+d=0, D= e e ); Pyem, 22

m3) ax+tcz+d=0 = eeee) e ); P3;€En3 ?2?

7y ax+by+d=0; = eeee ) v S )s Py 22

7s) ax+ d=0; D= e e S i)y P;€Enrs ??

71'6) by+ d=0 N _:( ..... ey e ),' P66”6 2?2

71'7) cz+ d=0 N ﬁ:( Y eeee ), P7E7T7 2?2
>> Solucion: S “infinito” € R?

nt; — S1={ P(x;y;z) / P1€Emy } = {(x; y; —_ax_cby_d)/ xER A y€ER }

n, — Sz = { P(x;y;z) / Py€Em, } = {(x; y; _bi_d)/ xERAyER}

s — Ss = { P(x;y;7) / Ps€Ems } = {(}f Ly z)/ yER A zER }

* COMPLETAR PARA LOS OTROS PLANOS.
* Dar un punto de cada plano.

2) Dados los planos, 1) x=0, 72) y=0 y 7t3) x+y =3, se pide:
a) Dar tres puntos de @y e indicar VoF: ;= my, (plano yz).
b) Dar tres puntos de &, e indicar quien es 7.
¢) Analizar si los siguientes puntos pertenecen a m3:
P(1:2;0); Q(152;3);  R(0;053); S(0;3;0); T(3;050).
d) m3 es un plano “proyectante” sobre un plano coordenado: ;sobre cual?
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dz) ;Cuando un plano es proyectante sobre otro? ;Como lo detecta? Graficar ms.
d_) Hallar las coordenadas de los siguientes puntos si se sabe que pertenecen a 7.
Graficar todos los puntos en un mismo sistema que grafico ms.

P1(35y15 0); P2(35y352); P3(35y354); Pa(3;5y45-1);

Q1(x15 35 0); Q2(x25 35 2); Qz(x35 35 4); Pa( X435 35 -1);

Rx( x5 3-x; 0) parax=0; 15 2; 3
d3) Dar tres puntos de 73 distintos a los hallados hasta aca. Graficarlos en 3.

3)

a) Dado el plano m1) 5x+y+3z-15=0 se pide:
i) Verificar si los puntos P(-1; 25 6), Q( 35 -4; 3) y O( 0; 0; 0) pertenecen al
mismo.
ii) Dar, si existen, los puntos de interseccion con los ejes coordenados.
iii) Dar, si existen, tres puntos pertenecientes a m1(\plano xy (idem para yz y xz).
iv) Dar tres puntos pertenecientes a 7y, que no pertenezcan a los planos
coordenados.
v) Hallar Kk, si existe k tal que A( k; 0; 2)em;.
vi) Dar tres vectores perpendiculares a 4.
vii) Dar dos vectores paralelos a 7.

b) Idem (a) con el plano 7,) 2x+5y+z=0.

¢) Idem (a) con el plano 73) y+4z-8=0.

4) Hallar la ecuacion de un plano conociendo un vector normal y un punto de paso en los
siguientes casos:

a)  =(3;58); P(2; 4 -3
b)  a=(7;2;-5); P(0; 4 3)
¢  =(0;58); P(235)
d)  a=(3;,0,0); P(541)
e  i=(0;50); P(2;0:1)
pH w=(0;0;-2); P(1;5;0)
g i=(-3:0:8); P(0; 4;0)
h)  a=(1;-2;3); P(0;0;0)
i) a=(0;0;1); P(0;0;0)
j) m=(4:0;0); P(0;2;0)

5) Para cada uno de los planos que se dan a continuacion, se pide:

a) La interseccion del mismo con los ejes coordenados.

b) Las ecuaciones de las trazas del plano sobre cada una de los planos coordenados. Graficar
las rectas obtenidas.

¢) Graficar el plan (su porcion ubicada en el primer octante):

i) mq) 2x+3y+4z-24=0; ii) my) 5x+20=0
iii) n3) z=0; iv) my) 5x-2y=10
v) ms) y=4; vi) mg) 3y-4z=12
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6) Dar la ecuacion de cada uno de los siguientes planos:

a) Pasa por el punto P( 5; -1; 3) y es normal al vector n=( 1; -4; 2).

b) Es paralelo al plano coordenado xy y pasa por el punto Q( -2; 4; 3).

¢) Es paralelos al plano coordenada xz y pasa por el punto R( 1; 15 -1).

d) Es perpendicular al eje x y pasa por si punto A( 0; -4; 5).

e) Contiene al eje y y es normal el vector w=(3; 0; -4).

f) Pasa por los puntos A(-3; 25 4), B(1;5;7) y C(2; 25 1).

2) Es paralelo al segundo eje coordenado y contiene a los puntos P( 25 3; -5) y Q(1; 0; 4).
h) Es paralelo a los vectores u=( 3; 1; 1) y v=(-I; 2; 0) y pasa por el punto B( 1; -1; 0)

i) Es paralelo al plano m1) 3x-y+z-6=0 y pasa por el punto R( 3; -3; 2).

J) Pasa por los puntos A( 2; -1; 6) y B( 15 -2; 4) y es perpendicular a 73) x-2y-2z+9=0.

k) Es perpendicular al segmento de recta que une los puntos P(3; 4; -1) y Q(5; 2; 7) y pasa
por su punto medio.

l) Pasa por el punto P( 1; 2; 0) y es perpendicular a los planos 7@3) -2x+y-z=2 y
my) x+y-3z=4.

7) Hallar la distancia de P a @ en cada uno de los siguientes casos:

a) mt) 2x-5y+3z-2=0; P(-1;-4;2)
b) &) 5x-3y+15z=135; P(2;3;-2)
¢) © determinado por los puntos ( 15 -15 1), (45 -5; -2) y (-25 15 3); P(0; 0; 0).

8) Determinar si los siguientes pares de planos son paralelos, coincidentes o no. Si son
paralelos, hallar la distancia entre ellos.

a) ) 2x+5y-6z+8=0 y my) 6x+15y-182-5=0

b) ) 6x-3y+2z-7=0 vy ;) 3x+2y-6z+28=0

¢ ) 3x-5y-4z+7=0 vy m,) -6x+10y+8z-14=0

d) 1) 2X-y+2z+9=0 y ;) 4x-2y-4z-21=0
e mq) -2x-y+z=0 y m3) x+2y-z=0
P M) -x+3y-15=0 y m2) 3x-9y+45=0

9) Dado el plano m) x-2y+2z+12=0 , se pide hallar la ecuacion del (o los) planos paralelos a
7 cuya distancia al origen es igual a 2.

10) Dado el plano m) x+2y-2z+3=0, se pide hallar la ecuacion del (o los) planos paralelos a
© cuya distancia al punto Q(2,1,1) sea igual a 2.

11) Hallar el lugar geométrico de los puntos equidistantes de los planos ;) 3x+4y-36=0y
m,) 34+4y-12=0. Graficar los planos @y, m, y en el mismo sistema graficar el lugar
geométrico de los puntos que equidistan de ambos.

12) Dado el plano &) 2x+2y+z=4

a) Dar la ecuacion de un plano paralelo a @ que equidiste 8 unidades de w. Graficar ambos
planos en el mismo sistema.

b) Dar la ecuacion de un plano perpendicular a T que pase por el origen ;Hay tnica solucion
a este problema? Graficar @ y el plano hallado.
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13) Dado el punto P( 4; 2; 4) perteneciente al plano & y sabiendo que P es el pie de la
perpendicular desde el origen de coordenadas a dicho plano, se pide hallar la ecuacion de 7.
Luego calcular su distancia al origen. Con los datos del problema, ;Necesita hallar la
ecuacion del plano para dar su distancia al origen?

14) Sea OP=a+t b con a=( 0; 1; 3), b=( -1; 1; 3), teR y O(0;0;0), entonces:
a) Los puntos P(x; y; z) determinan un “lugar geométrico” conocido: ;Cual es?.

b) Mostrar que Vt, P(x; y; z), el extremo deOP, pertenece al plano 6x+3y+z-6=0. ;Qué
interpretacion geométrica se puede dar a este hecho?
¢) Graficar el plano y el lugar geométrico determinado por los puntos P.

7.5.2 El plano y la recta en el espacio

RECTA en R?:

X =x9+ tuy
r={P(x;y;z) / x=xo+t ug; y=yo+t uz; z=zo+t uz; teR) )Y = Yo + tu,
Z=2Zy+ tus
& r es la solucion de un sistema 3x4; o sea, con 4 incognitas: X, y, Z, t.
o n=(cantidad incégnitas)=4; m=(cantidad ecuaciones)=3. O sea, m<n lo cual implica
que el sistema tiene “variables libres”, o sea, “infinitas soluciones” (—S infinito).
o Si m<n y vl=(cantidad de variables libres) entonces vI>n-m. En este caso, vl=n-m=1.
& Para este sistema, ;Qué variable se toma como “libre” ?— t
o Luego, para obtener una solucion cualquiera del sistema (equivalentemente, un punto
cualquiera de la recta), basta dar un valor arbitrario a “t”.

x=1+t¢t
1) Dadar)jy = -1+ 2t
z=2-t

a) Dar tres puntos pertenecientes a r.

b) Determinar si los puntos A( -1;5 -5; 4), B( 0; -3; 3) y C(4; 5; 2) pertenecen ar.
¢) Dar dos vectores paralelos ar.

d) Dar dos vectores perpendiculares a r.

2) Hallar la ecuacion paramétrica, de las siguientes rectas:
a) Pasa por el punto P(2; 0; 1) y es paralela u=( 1; 1; -2).
b) Pasa por el punto Q(1; 2; 1) y es paralela al eje z.
¢) Pasa por el origen de coordenadas y es paralela al eje y.
d) Pasa por el punto S( 0; 0; 1) y es paralela al primer eje coordenado.
e) Pasa por el punto R( -1; 25 0) y es perpendicular al plano coordenado yz.
Jf) Pasa por el punto T( 2; 4; 0) y es perpendicular al plano coordenado xz.
g) Pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular al plano coordenado xy.
h) Contiene a los puntos A( 2; 15 -1) y B( 15 05 2).
x=1-—t
i) Contiene al punto D(2; 1; -1) y es paralelaas); y = 2t
z=3+t




x=3-—3t
3) Dadar); y =4t hallar las coordenadas de los puntos de interseccion de la recta r con

z=2+2t
los planos coordenados. Graficarla.

4) Dar la ecuacion de la recta que contiene al punto P y es perpendicular al plano & siendo:

a) P(1; 15 -1); m) 2x-y+3z+1=0
b) P(2;0; 2); n) -x+2y-z=0
c) P(0; 0; 0); n) 3y+z+3=0

5) Dar la ecuacion dela recta que pasa por el punto P y es paralela a los planos w1 y @, en
cada uno de los siguientes casos:

a) 1) Xx+2y-z-1=0 my) X-y+z=0 P(1;0;1)

b) 1) 2x-z-2=0 m2) 3x-y-z+2=0 P(0;0;1)

6) Hallar la ecuacion de la recta que contiene al origen de coordenadas y es perpendicular al
plano determinado por los puntos A( 3; 4; 2), B(-1; 5; 3) y C(2; 1, 4).

> INTERSECCION ENTRE RECTA Y PLANO:

& Dados r y &, deseamos hallar rNz:
X =xq9+ Auy Po(x0; Y03 20) €T

)iy = Yo +Au, @) ax+by+czt+d=0 = (uj;uguz) llr
Z =2zy+ Aus

x=x9+Au; - E1

Yy =Yo+ Au, = E2

zZ=12y+ Auz - E3
ax+by+cz+d=0-FE4

& P(x;y;z)ErNn < satisface el sistema S:

*) S es un sistema de 4 ecuaciones (E1, E2, E3 y E4) con 4 incognitas: X, Y, z, A.
**) El método a usar en este caso consta de tres pasos:

Paso 1: En la ecuacion E4, reemplazar x, y, z por los valores indicados para estas variables
en las ecuaciones El, E2 y E3.

Paso 2: Trabajar algebraicamente hasta que en E4 quede una ecuacion en sélo A de la forma:
AA+B=0 (ecuacion en 1 incognita: LAMBDA)

Paso 3: Hallar A y dar la respuesta, la cual caerd en alguno de los siguientes casos:
(I) Solucién tnica;  (IT) Infinitas soluciones (IIT) Vacio

(I) A#0 = A=B/A (se reemplaza en E1, E2 yE3) —»rNa=P*(x*; y*; z*)
(ID) A=0y B=0 = 0A=0 — vale VA —ren

(I11) A=0 y B#0 = 01 =B —7 L —>rN*n=6
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7) Hallar, si existe, el punto de interseccion entre la recta r y el plano & en cada caso:

x=3-—-t

a) ry=-1+t m) 2x-y+z+4=0
z=1+4+2t
x=2-—t

b) ryy =2—2t ) x+y-3z+2=0
z=2-—t

x=t

c) ryy=1-t ) -2x-y+z+1=0

z=4+t

8) Hallar, si existe, el punto de interseccion entre las rectas r y s:

x=1+t¢t x=2-k
r){y=1—2t s){y=1+k
z=2—t z=-1+2k

o Distancia de un punto P a una recta r en el espacio: d(P;r)
Proceso para hallar d(P;r):

I) Hallar el plano 7 que es perpendicular a r y contiene al punto P.
IT) Hallar el punto Q=rNC.

III) Hallar d(P; r) teniendo en cuenta que d(P;r)=d(P;Q).

9) Hallar la distancia del punto P a la recta en cada caso:

x=-3+2t
a) r){ y =3t P(-1;2;2)
z=6—t
x=t
b) r){y=—1+2t P(1;051)
z=2+3t

10) Hallar la distancia entre los siguientes pares de rectas paralelas:

x=2-—t x=3—-k

a) r){y=1+2t sy =1+ 2k
z=1+ 3t z =3k

x = 2t x=2-2k

b) r){y=1—3t sy =—-1+3k
z=2—t z=k




RECTA como interseccion de DOS PLLANOS (ver Apéndice D)

11) Para los planos @, y @, que se indican a continuacion, se pide:
a) Analizar si son paralelos o coincidentes. Graficarlos en un mismo sistema.
b) Si no son paralelos ni coincidentes:
b,) Hallar las “ecuaciones paramétricas” de la recta que determinan.
bz) Graficar los planos y la recta en un mismo sistema.
b3) Dar la “ecuacion simétrica” de la recta.
b, Escribir la recta como interseccion de otros planos, al menos uno distinto a los
dados.Graficar estos planos en el mismo sistema que antes grafico la recta, verificar si
su respuesta es correcta.
D 1) 2x+4y+z=9
mp) X+2y+z/2=4
I m)4x+6z=12
my) 2x+3y+z/2=12
1) my) x+ty+2z=8
TCz) X+y=4
IV) @) 2x+3z=12
my) 2x+3y=4

12) Para el punto P(0;2;6) y los planos m1) 2x+2y+z=10 y mp) x+2z=8:

a) Hallar las “ecuaciones paramétricas” de la recta r=n,Nn,.

b) Graficar los planos y la recta en un mismo sistema.

¢) Hallar las “ecuaciones paramétricas” de la recta s , paralela a 1 y , y que pasa por P.
Graficarla en el mismo sistema que w1 y 7.

d) V 6 F, justificar: s|lr.

13) Dados los planos m,) 4x+3y=12 y ;) y=2:

a) Hallar las “ecuaciones paramétricas” de la recta r=mn,N7,.

b) Graficar los planos y la recta en un mismo sistema.

¢) Demostrar que si se busca el lugar geométrico de los puntos que equidistan de 7y y 72, se
encuentran dos planos: w3 y ms. Graficar @3 y @4 en el mismo sistema que 7y y 5.

d) V 6 F, justificar: r=n3Nm,..

14) Hallar las “ecuaciones paramétricas” de la recta que pasa por A y es perpendicular a
n. Hallar rNa. Luego, y de ser posible, hallar las “ecuaciones simétricas” de larectary, a
partir de ellas, escribir la recta r como interseccion de dos planos proyectantes.

a) A(1;0; 3) @) 3x+2y+z=6

b) A(2;3;1) ) x=4

c) A(0; 0; 0) @) x+y+z=6

15) Hallar la ecuacion del plano que contiene a la recta r)x%1 = % = z y es perpendicular

al plano m) x+3y-z=8.

x+2y—z—-6=0

x_y+3z+13=0con el plano

16) Hallar el punto de interseccion de la recta r){2

m) 3x-2+3z+16=0
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17) Demostrar que la recta r) % = % = ? esté situada en el plano ) 3x-8y+2z-8=0.

18) Verificar que la recta r) XTH = ysz = ? es paralela al plano @) -2x+3y-6z+7=0.

Determinar la distancia de la recta al plano.

19) Hallar la interseccion de cada una de las siguientes rectas con los planos coordenados;

x=1-4 5x+3z=15

a)r){ y=t b) s) _
oot {2x+32—12

20) Determinar si son paralelas u ortogonales los siguientes pares de rectas:

2y+z=0 5y—-2z=8
%) r1){331—42= 0 rZ){4y+1lz=44
_y-1_z 2x+3y—8z+3=0
b)rox =" =3 l’2){3x+y—52+1=0

> INTERSECCION de TRES PLANOS: ©, 7, y 73 (ver Apéndice D)
M) a;x+by+c,z+d;=0
T[z) 32X+b2y+C22+d2:0
73) azx+bzy+csz+ds;=0

mNmNaz: 1) o (vacio) — INCOMPATIBLE
IT) P (un punto) — COMPATIBLE DETERMINADO
III) r (una recta) — COMPATIBLE INDETERMINADO

1V) n,=n,=n3 (un plano) - COMPATIBLE INDETERMINADO

Para decidir debemos resolver un Sistema de Ecuaciones 3x3

ax+byy+cz+d; =0
P(x;y;z)€ nyNa,Nnz & P satisface S{a,x + b,y + c,z+d, =0
az;x+byy+cz3z+d; =0

1) m,Nm,Nmz=6 — INCOMPATIBLE

a b [ d

a—l = b—1 = C—l * d—1=> [rillm, y myNmo=0] = n; N, Nns=0
2 2 2 2

ap bz Co dz

=L = #* = [72llts y mN7tz=0] = wNAN7T3=0
3 3 3 3

a b c d

= =2 =2 % 23 [myllaz y nyNng=e] = n,Na,Nnz=0

a3 bz c3 d3

cEjemplo 1: [m4ll7;]= ;N Nwz=0

1

4x + 2y + 62z = 24(m;)

—

2x +y+ 3z = 6(my)
y = 3(”3) w3
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cEjemplo 2: [w4ll7;llns]= N, Nnz=0

4x + 2y + 6z = 24(m;) S /
2x +y + 3z =6(m,) / o
8x +4y + 12z = 0(m3) -
T3
SEjemplo 3: [n;llns]= m1NnNns=0
4x + 2y + 6z = 24(m,) R
2x +y+ 3z =12(m,) -
2x +y + 3z = 0(1r3) e
cEjemplo 4: No paralelos, pero w1 Nn,Nn3=0 T
y = 0(my) |
x = 0(my)
x+y = 3(m3) ?T-2|7T1
‘II) N Nnz={P} — COMPATIBLE DETERMINADO
1

y = 0(my)
x = 0(ry)
z = 0(m3)

1

o™

3

‘III) N Nns={r(recta)} - COMPATIBLE INDETERMINADO

x+y+2z=28(m)
x +y = 4(m;)
z = 2(m3)

T

-~

1

W]

R

1V) n,Nm,Nmz={ ny(plano)} - COMPATIBLE INDETERMINADO

a b [ d
az b, C2 da
a b [ d
—Z=—2=—2=—2=}n25n3
a3 bs ¢z d3

w1 =n,=n3 = S: Infinitas soluciones = ©;Nn,Nn3=n,
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> METODO PARA HALLAR 7t;N\w,N1a:

Paso 1: Comparar los vectores normales a los planos: ny, , y n3.
(PARALELOS 2 a 2? >SI —Paso2
=>NO —Paso3

Paso 2: Analizar si los planos “coinciden” (ecuaciones “proporcionales’)
[,ﬂlzﬂz:ﬂfg? o SI —>nlﬂnzﬂ7T3= M — FIN
> NO —>7rlﬂ7t2r\H3=0 — FIN

Paso 3: Calcular A=det(A); A=(matriz de los coeficientes del sistema)
(A£0? = ST —Paso 4
> NO —Paso5

Paso 4: A#0 = Solucion Unica = my N Nmz={P*(x*;y*;z*)}
(P*? —Resolver algebraicamente el sistema
— por Cramer (aconsejable en este caso)

Paso 5: A=0, el sistema puede ser:

—(II) COMPATIBLE INDETERMINADO (infinitas soluciones)

—(III) INCOMPATIBLE (S=0)
JaD 6 (1II)?

L Resolver algebraicamente el sistema.

L por Gauss (aconsejable en este caso pues ademas de decidir el tipo de

solucién, por este método se puede hallar el conjunto solucion) (ver ejemplos en el Apéndice
D).

21) Cada uno de los sistemas a continuacion se obtiene al hacer la interseccion de tres planos.
Se pide analizar cada sistema segun lo indicado anteriormente y clasificarlo. De ser posible,
antes de resolver, predecir el resultado de la interseccion: jPunto? ;Recta? ;jPlano?.
NOTA: hay un sistema que, sin resolverlo, se puede dar el resultado: ;Cual es? ;Por qué
pasa esto?
2x—3y+z=-7 x+y=15 2x+y—z=0
a){3x +2y —2z=13 b){y+z=25 c){—x+2y+2=0
x+y+z=0 x+2z=20 y+z=0

22) Cada uno de los sistemas a continuacion se obtiene al hacer la interseccion de tres planos.
Se pide:

a) Analizar cada sistema segun lo indicado, clasificarlo y “resolverlo”.

b) Graficar los tres planos y controlar si el resultado hallado es correcto.

x+y+z=1 x+y+z=1 xt+ty+z=4
I [2x+2y+22=2 II){2x+2y+22=2 III){2x+2y+22=8
—-x—y—z=-1 xX+y+z=4 x =2

23) Dados los planos m1) 3x+y+z=6, T;) x+z=4y m3) x= 1, se pide:
a) Hallar m;Na, N7z (con el método mas simple para el caso).
b) Graficar los tres planos en un mismo sistema, controlar el resultado hallado en (a).



24) Dados los planos m4) 3x+y+z=6, m,) x+z=\y @3) 2x+ay = 2, se pide:

a) Determinar el valor de a para que A=0.

b) Con el a hallado, discutir los resultados posibles para w1 NwyN73.

¢) Con el a hallado, determinar el valor de A si se sabe que el punto A( 3; 15 -2)en,.

d) Con a y A hallados, resolver el sistema que permite hallar la solucion de m3NwN73
(conviene por Gauss).

¢) Con a y A hallados, graficar los tres planos en un mismo sistema, controlar si el resultado
hallado en (d) es correcto.

25) Dados los planos 71) 3x+y+z=6, mz) x+z= A y ®3) 2x+y=2, se pide:

a) Discutir los resultados posibles para w1 NwyN73.

b) Determinar A si se sabe que el punto A(2; 15 2)em,.

¢) Con el A hallado, resolver el sistema que permite hallar la solucion de myNmN73
(conviene por Gauss).

d) Con el X hallado, graficar los tres planos en un mismo sistema de referencia, controlar si
el resultado hallado en (¢) es correcto.
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Apéndice D — Sistema de Ecuaciones

Ecuaciones lineales con “n” incognitas - EL (n)

9

Llamamos ecuacion lineal con “n” incognitas a toda ecuacion del tipo:
arxr tazx2tazxs to. + an-1Xn-1 +anxn= A (1)

donde a; e R, i=1;...n > coeficientes; A € R > término independiente ;
xie R, i=1;...n = incognitas
En particular:

» n=2 > ax+tby=A = ecuacion lineal con “2” incognitas
» =3 > axt+tbytcz=A > ecuacion lineal con “3” incégnitas
» n=4 2> axtbytcz+tdu=A - ecuacion lineal con “4” incognitas

donde a,b,c,d,A € R;, x,y,z,u sonlas incognitas.

Solucion de una EL (n)

Una solucion de una EL(n) es foda n-upla ordenada (o1 ; o2 ; ......... ; On ) que al ser
reemplazada en la ecuacion (1), hace cierta la igualdad.

Una EL(n) tiene infinitas soluciones. Asi, tenemos un conjunto soluciones, al que
indicamos con S.

S={(o1;02;.c.... ;0n) / aront azo2t ..., +anon= A }.

* (Porque una EL(n) admite infinitas soluciones?: porque existen incognitas o variables
“libres” (v.l.), es decir, incognitas cuyo valor no depende de las otras incognitas presentes
en la ecuacion, a las que se puede entonces asignar cualquier valor real .

Definicién: llamamos “variable libre” a toda incdgnita de la ecuacion cuyo valor se puede
fijar en forma arbitraria al efecto de obtener “una solucidon” entre las infinitas soluciones.

Ejemplos:

1) 3x+9y=6 Solucion (algebraica)
2 incogs. > (au1;02) =2 par ordenado
1 ecuacion

=_ y=1 1.
21=1 | , x=-3y+2 —— ((-1;])
1 incog. libre x=—]

———1 (0:2)

_Y=r (3442 0)
x=-3\+2

S={(34+2; A1) /AcR }

Solucion (geométrica)

S={(-3A+2; A1)/ AcR} =recta plana




2) 3x+9y+12z=6

Solucion (algebraica)

x=6
y=»Aj;z=p
x:_—37L—4p.+2

13elcrilc;:gi(s')'n > (aut;012;03) = ferna ordenada
3.1 =2 | x=-3p—dz+2 2=12=0 1. 1;0)
e
2 incogs. libres x=-1

y=0;z=-1 _ 6,0;-1)

(B3A-4put2;4; p)

S={(-3A4-4u+2; A, p) /A, u R }

Solucion (geométrica)
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S = plano

3) 3x+9y+127-3t=6

Solucién (algebraica)

v

4 incogs.
1 ecuacidn

y=1;z=0; t=0

4-1 =3 > x=-3yAz+t+2
3 incogs. libres x=—]

y=0;z=1;t=2

x=0

y=A;z=pjt=v _

x=-3A-4p+v+2

(ou1;00;03;014) 2 “4-upla’ordenada
(-1;1;0;0)
0,0;1;2)

(B3A-4utv+2; A; u; v)

S={(-3A4-4u+v+2;4;1v)/ A v R}

Solucion (geométrica)

S = ;admite interpretacion
geométrica en R3?

Sistema de Ecuaciones Lineales-pxn (SEL-pxn). Conjunto solucion del SEL

& Resolver los problemas de interseccion entre curvas (rectas) y superficies (planos) requiere

del planteo y resolucion de un Sistema de Ecuaciones Lineales pxn ( p=n°ecuaciones;

n =n° incognitas).
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La cantidad de ecuaciones puede ser igual o distinta que la de incognitas (m=n; m<n; m>n).
Por ejemplo:

airxr taizx2+aizsxs + aiaxs= Aq

axixi+ax»x2+asxst+ayxi= A
axxr taxxx:+tasxs+axxs= Az > SEL3%x4 (3 ecuacs.— 4 incogs.)

< Solucion de un SEL mxn:

(x,; v, z) que verifican simultanemante todas las ecuaciones del sistema.
e Sistemapx4 (= 4 incognitas, x ; y; z, t): conjunto de 4-uplas (x, y; z, t) que verifican
el sistema.
& Tipos de solucion de un SEL p*n:

Un SEL pxn puede que tenga: solucion Unica; infinitas soluciones 6 ninguna.

(CD) compatible determinado > solucion unica (existe una tnica “n—upla” solucion).

(CI) compatible indeterminado > infinitas soluciones (existen o’s “n —uplas” solucion).

(INC) incompatible > no tiene solucion (no existe ninguna “n—upla” que sea solucion).

Para buscar la solucion S tenemos que tener en cuenta el siguiente resultado teodrico:

» si vl = cantidad de variables libres entonces:
a) si no hay ecuaciones que son combinacion lineal de otras del sistema, vl =p — n.
b) si hay ecuaciones que son combinacion lineal de otras del sistema, vl > p — n.

. Como hacemos para saber si hay o no ecuaciones que son combinacion lineal de otras?
En algunos casos nos lo dira el método de resolucién que usemos (ver mas adelante), en
otros “acudiendo a resultados” de la Geometria Analitica. A continuacion vemos esto con
ejemplos.

= Sistema 1x3: ax + by + cz=d (c#0) => vi=p—n=3-1=2

— COMPATIBLE INDETERMINADO

=>S={(x; ;7)) / xeR; yeR; z= w}

d-2a
c

. s . . x=2;y=
— una solucidn: “x”; “p” variables libres —— P (2, 0, )e S



ax+by+ c1z= dq

ax + b,y + ¢z = d, (a120)

= Sistema 2x3: {

= vli>2p-n=3-2=1 (pues no podemos saber a priori si las ecuaciones son
combinacines lineales o no)

— COMPATIBLE INDETERMINADO

— ¢una_variabe libre o mas?...;cudntas?...;cudles?....;da lo mismo tomar
cualquier vI? ;;NO!!

Para explicar estd aseveracion y dar respuesta a las preguntas pendientes, desarrollaremos
los métodos de resolucién de SEL mas conocidos.

& Métodos para resolver SEL pXn:
Existen distintos métodos, los mas conocidos: Cramer y Gauss.
o Cramer se puede aplicar s6lo a SE nxn (los que llamamos sistemas “cuadrados”
pues p =n).

e Gauss sirve para cualquier sistema. Luego, en funcion de ello y a los efectos de

& Método de Cramer para resolver SEL nxn:

* Ejemplos SEL 3% 3

x—2y+3z=4 x=0 2x—-y=0 x+y+2z=28
(I){ 5y—10z=-5 (II) {z:O (III){x—yzO (IV){ xX+y=4
—-3x+4y—z=-2 z=3 x+y=4 z=2

Para resolver un Sistema usando la relga de Cramer hay que partir de A = “matriz asociada
al sistema” — A = matriz de los coeficientes de las incognitas en el sistema del caso.

1 -2 3 1 0 0 2 -1 0 1 1 2
AD=1]0 5 —-10; AAD=|0 0 1|; AdID=(1 -1 O0f; AODV)>=|1 1 0
-3 4 -1 0 0 1 1 1 0 0 0 1

MATRIZ del Sistema (I) MATRIZ Sist. Il MATRIZ Sist. (IIN) MATRIZ Sist. (IV)

Indicamos con A al determinante de A; o sea, A = det A.
El tipo de solucion depende de A:

CasoI: A#0— Sist. COMPATIBLE DETERMINADO (sol. unica).

Caso II: A=0— II a) Sist. INCOMPATIBLE (no tiene solucion).
— II b) Sist. COMPATIBLE INDETERMINADO (c0’s sols.).
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o Resolucion CASO I (A #0):

Paso 1) calcular A = det A.

Paso 2) calcular los determinates Ax, Ay, Az
Ax — se obtiene cambiando en A, la primer columna de A por la columna de los
términos independientes (t. i.).
Ay — se obtiene cambiando en A, la segunda columna de A por la columna de los t. i.
Az — se obtiene cambiando en A, la tercer columna de A por la columna de los t. i.

Paso 3) hallar la solucion tnica — P (x; y; z)

o Resolucion CASO II a (A = 0; incompatible):
El sistema sera “incompatible” si “al menos uno” entre Ax, Ay, Az es distinto de cero.
Ejemplo: si A=0y Ax =5 como x . A = Ax queda x.0 = 5; o sea, 0 =5 (absurdo; Ax).

o Resolucion CASO II b (A =0; «’s sols.):
El sistema serd “indeterminado” si Ax = Ay = Az =0.
Ejemplo: siA=0y Ax =0 como x. A = Ax queda x.0 = 0; o sea, 0 = 0 (vale Vx).

Resolucion por Cramer del Sistema (I):

x—2y+3zi=4 | -om 1 -2 3
@ 5y —10z =\-5 - T —> A(D= [ 0 5 —10]
—3x+4y—zi= -2 2T3 -3 4 -1
1 -2 3
Paso 1) calcular A=| 0 5 —-10( =20.
-3 4 -1

Paso 2-3) calcular los deteminates Ax, Ay, Az. Calcular x; y; z.

4 -2 3 Ax 80
Ax =|—5 5 —-10| =80 - x=f=2—0=4.

—2 1 4 -1

14 3 Ay 60
Ay=0 —5i —10] =60 —> y=f=5=3'

3 -2 -1

1 -2 4 Az 40
Az =]0 5 —5{ =40 - Z=X=E=2'

3 4 -2

geométricamente

S ={(4; 35 2)} SH=mNmnn3
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Resolucion por Cramer del Sistema (II):

x=0} > m 100
() jz=0} >7 - AOD={0 0 1
z=3| — T3 0 0 1

[T

1 0 0
Paso 1) calcularA=|0 0 1| =0.
0 0 1

Paso 2-3) calcular los deteminates Ax, Ay, Az. Concluir.

0i 0 0 1 {0 0
Ax=}0i 0 1| =0; Ay=|0 i0i{ 1| =-3#0=INCOMPATIBLE.
i3/ 0 1 0 i3} 1
geométricamente
SN =J TNTN 3= (M2// M3y T2 #73)

Resolucion por Cramer del Sistema (111):

2x—y :,:*"(;; - my 2 -1 0
(I10) { x—y=i0 : -1 — A(ID= [1 -1 0]
x+y=i4i > m3 1 1 0

Paso 1) A=0.

Paso 2-3) calcular los deteminates Ax, Ay, Az. Concluir.

0l -1 o0 2 {0} 0 2 -110
Ax=[0{ -1 0| =0; Ay=[1 {0} 0| =0; Az={1 -1 {0] =420
4 1 0 14! 0 1 1 i4
geométricamente
SAI) =9 TN MmN 3= (pero no son paralelos).
Resolucion por Cramer del Sistema (IV):
X+y+2z2£8 Om 11 2
av) | x+y=z4,/ 2T -5 AOV)=|1 1 0
z=2 /; —m3 0 0 1

~
s\ll

Paso 1) A=0.
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Paso 2-3) calcular los deteminates Ax, Ay, Az. Concluir.

Verificar que Ax =Ay = Az=0 = COMPATIBLE INDETERMINADO

. geométricamente
S(IV) = o0’s soluciones TN M2 N 3= ¢, recta?

— En este caso, por Cramer, podemos concluir que el sistema tiene infinitas soluciones pero
no podemos dar ninguna de ellas, ni siquiera decir si los puntos solucidon son puntos de una
recta o no. Si necesitamos puntos solucién, debemos recurrir a otro método, el método de
Gauss.

& Meétodo de Gauss para resolver SEL pxn:

Se basa en el siguiente principio: “transformar, el sistema original en otro equivalente pero
mas simple; hacer esto por medio de operaciones elementales”.

*Sistema equivalente: sistema que tiene el mismo conjunto solucion que otro dado,
aunque su “forma” o “aspecto” sea distinto al mismo.

*Operaciones elementales: operaciones que, realizadas sobre las ecuaciones de un
sistema, permiten “modificar su forma” sin “cambiar su conjunto solucion”; o sea,
operaciones que permiten pasar de un sistema a otro equivalente (y solo ellas!!).

O1: multiplicar (6 dividir) toda la ecuacion por un nimero distinto de cero.

se reemplaza.

Objetivo:

Llevar el sistema a uno equivalente pero de forma “triangular” o “pseudo-triangular”.

El tipo de solucion que se obtenga depende de que se pueda (o no) llegar a un sistema
“triangular”.



453

» p<n > SEL pxn = sistema “rectangular ancho” (p<n) 6

“cuadrado” (p = n)

Q =c
—| 0 =C2
0| opw| =[C3 Casol: p=n
. n_(incdgnitas) ol ol 0 s
0| 0] O] O = “triangular”
g AN —A1 o/ o[ o[ o[ 0 =,
- =A2 ol ol o[ o o[ 0 - solucidn finica (CD)
dipgopial = 0| o] of of of o] ope] =k,
p =
(ecuac..) = —
J4a:| Gauss 2 121 CasoIl: p< n
| ._[‘ ;Av T g g : j (pseudo triangular)
«—  — -
. 0/ 0] 0f O =G n-p_incdgnitas libres.
p (incog:) o[ o[ o/ 0] 0 ey
000000 = = infs solucs (CT)
0 of o o of o o] =l
B iz‘ Caso III:
=&
0 0 = [ i 9
ool o — ‘pseudo triangular
ol ol ol 0 =le, | infssolucs (CI) o
0| 0| 0| o] o of of of o] o] =l,.,| ning. seluc. (ANC)
0| 0] 0] 0] 0] 0| 0f 0] Of Of =
ol ol o ol ol o ol ol o/ o] =lc (depende de los valores
. de Crel} e 1Cp)
Casol p=n (SEL3x3)
x+ y+ z =0 E; x+ y+z =0 E;
Sl: {-x+ y+z =-2 E, —Z> J0x+2y+2z =-2 E>=E;+E;
2x—y =2 E; Ox+3y+27=-2 E3=2E;-E;
x+ y+z =0 E; X+ y+z =0 E;
—= 5! 0+6y+67 =—6 E>=3E;, —2>! 0i6y+6z =6 E;
X " " "
=E;-E";

0+6y+4z =—4  E5=2E} 0+ 042z =2  Ej

; sistema equivalente “triangular”
. (todos ceros “debajo de la diagonal™)

X=-y—2z despejandox x=1 calculandox
— y=—I—-z despejandoy —= y=0  calculandoy
z=-1 resolviend para 7 7=-1

(solucion unica )

S1={(1;0;-1)} (el conjunto solucion tiene un unico elemento)

Geométricamente el sistema S1 corresponde a la interseccion de tres planos.

S1=P e R3

= los planos se cortan en un unico punto P (1; 05 -1)
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Casoll: p<n (SEL2x3)

2x+5y +5z =55 E;

2x+5y+5z =55 E;
S2: 4 x +3y + 2z=25 E; ——> {2x+6y+4z =50 E5=2E;
2x+5y+5z =55 E 2x+5y =55-5z E;
—> 10Xt y— 7 =-5

E5=E)-E; —> y =-5+z Ej

i sistema equivalente “no triangular”

. = el sistema tiene infinitas solucs.
n-p=3-2=1 > incég. libre > “z” 5

(que resultan de hacer z=4)

2x+5y =55-5\

2x =55-5A-5(-5+A) x =40 -5\
y =—5+A —> y =5+ —= 5 ]y —_54) | ccuacs. params

de una recta en R®
z = A

S2={(x;y;2) / x=40—-10L ; y=-5+L; z=A ; AeR}

Geométricamente el sistema S2 corresponde a la interseccion de dos planos.
S2= r (rectaen R®)

Dando valor a A obtenemos puntos de la recta (sol): A=2 = P(30;-3;2)e r

Caso I1I: cualquier caso que derive en un sistema pseudo triangular del tipo III (SEL 3x3)

2x+5y +57 =55 E;

2x+5y+5z =55 E;
S2:4 x +3y + 2z=25 E, —Z> {2x+6y+4z =50 E=2E;
4x+10y+10z=120 Ej; 2x+5y+5z=60 Ej =§E3
2X+5y+5z =55 E; 2x+5y+5z =55 E;
—2 5 10x%y— 1 ==5 E3=Ey-E; —=> {0+ y-z7 =-5 Ej
Ox+0y+0; =5 Ej=E;—E

0=35 ABSURDO

sistema equivalente “no triangular” (**)

(hay un cero en la diagonal y el t.i.»=0)

= el sistema no tiene solucion
(no existe (x; y; z) tal que Ox+0y+0z=5) |
S2= & (el conjunto solucion es “vacio” )

Geométricamente ¢l sistema S2 corresponde a la interseccion de tres planos.
S2 = = al menos dos de los planos son paralelos, no coincidentes
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Ejemplo (SEL 3x3 )

2x+5y +5z =55 E; 2x+5y+5z =55 E
S3:4 x+3y + 3z=30 E, —Z> {2x+6y+6z =60 E5=2E,
x+4y+ 47 =35 Ej3 2x+8y+8z =70 E3=2E;

2x+5y+5z =55 Ej
—Z > 0x+y+z =5
Ox+3y+3z =15 E3;=E3;-E;

(2x+5y+5z =55 Ej

—=— <0+ +z.=5 Ej
0=0 Verdadera
I~ 5*3 2x+5y+5z =35 Hz
— y+ z=5

E5=E,-E; —>

{2x+5y+5z =55 E
E>

1’

E5' =E3 -3E5

0+_)g+ 7.=5

Ox+0y+0z=0

sistema equivalente “no triangular”
(hay un cero en la diagonal pero en este caso,
el ti.=0)

= el sistema tiene solucion;
esta viene dada por los puntos que

satisfacen las dos primeras ecuacs.
(la ultima ecuacion ‘sobra’ pues
Ox+0y+0z=0, vale V (x;y;z))

SEL 2x3 — (dos ecuacs; tres incogs)
Sistema rectangular “ancho”
Jcomo se resuelve?

Geométricamente el sistema S*3 corresponde a la interseccion de dos planos (no paralelos).
La interseccion de dos planos no paralelos es una recta = S3 =recta ; jcudl??

S3 =¢¢88?7??

| » p<n > menos ecuaciones que incognitas = SEL pxn => sistema “rectangular-ancho”

n (incég:=17) —_—

=b,
= b-,

P (=9) - | Gauss

(ecuac:.) —
= bp

—r 4>
P l=npE2

=lcy
0 —© infinitas
0 0 m soluc,
0,00 =
0[ 0/ 0] O =lc,
o =lc;| infinitas soluc,
o) = 6 ninguna soluc.
0] O = Esto depende de los valores
0] 0[O0 I Of «| <] = del término independiente
0/ 0] Of 0y Of «| «] =lcp| (ultima columna)

Un sistema “rectangular-ancho” admite infinitas soluciones o no admite solucion.

2x+5y+5z
y +

S*3:
y=

2x+5y=-5z+55
—-z+5

(llevo a sistema ' triangular " )
(queda una )

(incognita " libre" : z7)
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P~ 2x+5y=-5z+55
%
y= —z+5

2= A (tomo z como pardmetro )

o~ 2x+5(-A+5)=-5A+55  reempl
s ( ) ply
y = —-A+5 reempl 7
T = A
Ecuacs Paramétricas de
~ x=15 (resuelvo para x) una recta en R’. Recta
? y=5-2 que pasa por A(15; 5,0) y
- cuyo vector de direccion
es u=(0;-1; 1)

S3 = {P(x;y;2)/ x=15; y=5-A; z=A} = rectar

15

X

» p>n > mas ecuaciones que incognitas > SEL pxn -> sistema ‘“rectangular-alto”

e =0
Oe = 0
" 0| o& = 0
< > r=zn 0/0]0 0l > solucién anica
A Jo 0/ 0] 0| O = 0
= 0] 0] 0] 0] 0 = 0 x= Omy
-0 o/ ofofojo/oe| J=0
= 0 Gauss 0| 0] O] Of O] O| OP@| =| O
p = 0 0l0 0lofololo *=l0
-0 0/ 0| 0] 0] 0] O] O *| = O
=0
=0
=0 =09. x
il o r<nm p o infs solucs (¥)
0/ 0 =0
0/0 0 = 0
0/0[0] Ol @snnusn]= 0
0/ 0| 0] O] O] O] O] O} =| O
00/ 0[O0/ 0OfOj0OOI=0
0| 0| 0] O] O] 0] 0] O] = O
0/ 00/ 00l 00 0O=0
0] 0] 0] O] 0| O] O] O] = O




Para buscar la solucion del sistema S procedemos a:

A) aplicar Gauss, hasta reducir el sistema a la forma “triangular” o “cuasi- triangular”.

B) el sistema “reducido”, puede tener o no solucion, lo que se decide observando las
ultimas ecuaciones.

Si tiene solucion consideramos la cantidad de ecuaciones “significativas” (m)y la cantidad
En tal caso tenemos dos situaciones posibles: n= m 6 n>m.
* n= m - solucion Unica.

* p>m - infinitas soluciones

Si r =n—m entonces r = cantidad de variables no ligadas; o sea, las que podemos fijar
arbitrariamente.

r= “grado de libertad” del sistema

[r define la dimension del conjunto solucidon del SEL: unidimensional (recta); bidimensional
(plano); etc.]
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Apéndice E: METODO AXIOMATICO - SISTEMAS AXIOMATICOS

Una de las aplicaciones del Algebra Lineal es el estudio de los Sistemas Fisicos,
particularmente el de los sistemas que tengan un comportamiento lineal. El sustento
tedrico para el abordaje de estas cuestiones son los SISTEMAS AXIOMATICO. Estos
sistemas constituyen el grado de abstraccion maximo (y util) alcanzado dentro de la
matematica, posibilitan asi que distintos conjuntos de objetos (vectores, matrices,
funciones, etc) puedan ser abarcados por una TUnica estructura algebraica la cual
representa a todos en general y a cada uno en particular. Si una rama de la ciencia
se desarrolla en base a estos sistemas recibe el nombre de “axiomdtica” y el método
empleado se llama “método axiomatico”. Cabe aclarar que si bien la primera ciencia
en acudir a este método fue la Fisica, hoy en dia estd ampliamente difundido, siendo la
Biologia Molecular otro importante ejemplo al respecto.

La matematica siempre ha gozado de la reputacién de ser la ciencia mas exacta y
rigurosa, aquella cuya verdad estd mas alla de toda duda. A través de la historia se han
dado varios intentos de justificar estas pretensiones de verdad. Los primeros fueron
los griegos quienes a partir de revisar los resultados prdcticos de sus antecesores
egipcios y babilonios, terminan por dar a la matemadtica un cardcter distinto al dado
hasta entonces. No les basta que el conocimiento matematico sea “corroborado por la
experiencia”, tratan de mejorar esto organizandolo en forma de “sistemas deductivos”.
Asi, y hace mas de 2000 anos, se origina el método axiomatico cuyo ejemplo mas
acabado dentro de las matemadticas griegas lo constituye la obra “Elementos” de
Euclides. Este recogid y organizd en secuencias logicas practicamente todos los
resultados “geométricos” conocidos hasta entonces, sentd las bases de la que hoy
conocemos como Geometria Euclideana, geometria con la que, por casi 2000 afios, se
cree haber alcanzado la tan anhelada “verdad absoluta” (al menos, en geometria).

Sin embargo, durante el siglo XIX empiezan a observarse resultados y paradojas que,
al ir contra de la intuicidon, comienzan a generar fuertes dudas y controversias. Dentro
de este contexto surgen varios programas de revision critica de los fundamentos de las
matematicas; entre ellos el programa logicista encabezado por Russell y Whitehead
quienes en su obra “Principia Mathematica” se proponen codificar todos los métodos
validos de razonamiento matematico en un “sistema logico” del cual se pudiera
derivar “toda la matematica”. Sin embargo, y ya publicada esta obra, las dudas
persisten: ;puede realmente derivarse toda la matemadtica del sistema expuesto en
“Principia Mathematica”?; y en tal caso, ;coémo asegurarse de que dicho sistema sea
“consistente”, es decir, que de ¢l no se puedan desprender “contradicciones
logicas™?.... Esta segunda cuestion es planteada por el matematico aleman David Hilbert
como uno de los problemas abiertos mas importantes que debian ser investigados por los
matematicos de comienzos del siglo XX. En 1931, Kurt Godel da una respuesta inesperada
al problema de la consistencia y completitud del sistema expuesto en “Principia
Mathematica”: Godel “demuestra”, en el llamado Teorema de Incompletitud de Godel, que
ningin sistema que pretenda producir todas las verdades “aritméticas” (por ende,
“matematicas”), puede probar su propia consistencia; mas aun, demuestra que
cualquiera sea el sistema, siempre habra verdades aritméticas que no se pueden
“demostrar” dentro del sistema.

Ciertas interpretaciones filosoficas del teorema de Godel, sehalan que lo que este
resultado implica es que cualquier tentativa de “mecanizar” totalmente el razonamiento
matemdatico, esta condenada al fracaso. (;gana el hombre?, ;no hay maquina que lo pueda
suplir ?).
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1. SISTEMAS AXIOMATICOS

Definicion

Un Sistema Axiomatico es, en esencia, un conjunto de elementos sin definir para los cuales
se asumen, sin demostrar, ciertos enunciados llamados “axiomas”. Luego, a partir de los
axiomas y a través del razonamiento logico se “deducen” otras afirmaciones a las que se
da el nombre de “feoremas’.

O sea, en un Sistema Axiomatico se distinguen los siguientes elementos:

1) términos primitivos: términos cuya naturaleza no queda especificada de antemano.

2) axiomas : propiedades que deben satisfacer los términos primitivos.

3) definiciones: cuestiones inherentes a ese sistema.
4) teoremas : propiedades que se “deducen” de los axiomas.

OBSERVACIONES:

1) Dado un Sistema Axiomatico, de no aclarar nada, se sobreentiende que las
deducciones se realizan segiin las reglas de la “Légica Bivalente”. Cabe sefialar
que hoy dia existen otras Logicas, a las cuales se acude seglin el problema a tratar.

2) Cuando a los términos primitivos les asignamos un significado concreto; decimos que
tenemos una “interpretacion del sistema axiomatico”. Si la interpretacion dada es tal que
los axiomas resultan proposiciones verdaderas, decimos entonces que tenemos un
“modelo del sistema axiomdtico”.

3) Decimos que un Sistema Axiomatico es “conmsistente” cuando en su desarrollo no
aparecen axiomas o teoremas “contradictorios” entre si. Tal consistencia se prueba
(indirectamente) cuando se puede exhibir un “modelo”.

2. LEYES DE COMPOSICION

Def. 1: producto cartesiano
Dados dos conjuntos Sy T, llamamos producto cartesiano y lo indicamos SxT
al siguiente conjunto: SxT ={(s;t)/ se S ;teT }

Def. 2: operacion o ley de composicion “interna” .
Una funcion definida de AxXA en A, A

que indicamos (*) , *: AXA 2> A a1
(ai3a2) > a1 * a; e
a;

es una operacion o ley de composicion “interna” sobre
A, sicumple las siguientes propiedades:

PROPIEDADES:

1= ASOCIATIVA

2% CONMUTATIVA: ar*a; =a2*¥a1V ceevevnnnn...
3% EXISTE NEUTRO: e /.eeeuunnnenn.

2% EXISTE INVERSO: a! / vvueeerenrnns

Def. 3: ley de composicion “externa” en A con operadores en K.

Una funcion definida de KxA en A, que indicamos (°),
: KxA 2> A
(k;a) > k-a
K
es ley de composicidon “externa” sobre A.
Nota: en general K es el conjunto de los reales o los complejos; en particular, en este
trabajaremos con el conjunto de los reales.
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3. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

Por estructura algebraica entendemos cualquier conjunto de objetos sobre el que se
define una o méas operaciones (internas o externas). Estas estructuras se diferencian
una de otras segun la cantidad y tipo de operaciones que se definan entre sus objetos,
las propiedades que las mismas verifiquen.

Veremos tres de estas estructuras y, en particular, estudiaremos en profundidad una de
ellas: espacios vectoriales.

3.1- GRUPOS: (1 operacién binaria interna)
3.2 - CUERPOS: (2 operaciones binarias internas)
3.3 - ESPACIOS VECTORIALES: ( 1 operacion binaria interna ,
1 operacion externa sobre un cuerpo K)
3.1 - GRUPOS:

Def : Es una estructura algebraica formada por un conjunto no vacio dotado de una operacion
interna que combina cualquier par de elementos para componer un tercero, dentro del mismo
conjunto y que satisface las propiedades asociativa, existencia de elemento neutro y
simétrico.

Ejemplo: El conjunto de los nimeros enteros, que estd formado por los nimeros enteros,
que estan dotados de signo (positivos y negativos) junto con el {0} y la operacion suma “+”.

3.2 - CUERPOS:

Def: Es unaestructura algebraicaen la cual las operaciones llamadas adicion y
multiplicacion se pueden realizar y cumplen las propiedades
asociativa, conmutativa y distributiva de la multiplicacion respecto de la adicion, ademas de
la existencia de inverso aditivo, de inverso multiplicativo y de un elemento neutro para la
adicion y otro para la multiplicacion, los cuales permiten efectuar las operaciones
de sustraccion y division (excepto la division por cero).

Ejemplo: Los nimeros reales con las operaciones usuales forman un cuerpo.

3.3 - ESPACIOS VECTORIALES

Def. 1:

Diremos que un conjunto V es un ESPACIO VECTORIAL sobre R (reales), si estan
definidas dos operaciones, una suma [®] de elementos de V y un producto [#] de elementos
de V por escalares (reales) que satisfacen las siguientes propiedades:

1) clausura respecto de la suma: u,veV = ud®v €V
2) clausura respecto del producto: aeR; ueV = aeu €V
3) conmutatividad de la suma: udv=veou
4) asociatividad de la suma: Udv)@w=u @ (vOw)
5) existencia de elemento neutro (cero:0) para la suma: u®0=1u; YVueV
6) existencia de opuesto para la suma: -ueV/u®(-u)=0

7) asociatividad para el producto de escalares y vectores: (o B)eu=oc e (3 eu)
8) distributividad de la suma de vectores por escalar: o e (U@ v) =a eu @ o ev
9) distributividad de la suma de escalares por vector: (oo +[p)eu= o eu® 3 eu
10) existencia de idéntico (unidad: I) para el producto: Ieu=u; VueV

Def 2 : [ dimension de un espacio vectorial]



Def3: [ BASE] V espaciovectorial ; B c V
B es BASE de V < es el menor subconjunto de V que genera V

Teorema 1: Si V es finito dimensional, V admite una base; o sea, existe

n

B={eie2 ....en} talque VxeV = x=> x,.¢; y Besel menor subconjunto de
k=1

V con tal propiedad.

Teorema 2: si B={ej,ez,.....,en} esuna base del espacio vectorial V, entonces B es
un conjunto lLi. (linealmente independientes) y “n” es el maximo ntimero de vectores L.1.
en V.

espacio.

Def 4 : [ DIMENSION 1.

¢ SiV es finito dimensional, llamamos dimension al numero de elementos de la
base. Lo indicamos: dim V = n.

¢ Si V es infinito dimensional decimos que tiene dimension infinita.
(dim V = o).

Observacién 2 : si dim V=n y B base de V, del teorema 1 tenemos que, todo xeV
admite una representacion como c.l. de elementos de B y del teor.2 y la definicion

podemos identificar cada xeV con su representacion segun la base B.
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8— Funciones vectorniales

En esta unidad utilizaremos los vectores para estudiar el movimiento de un punto en el
plano coordenado o en el espacio. Antes de empezar su lectura, es conveniente releer el
Capitulo 6.

Si las coordenadas del punto movil en el instante ¢ estan dadas por las ecuaciones
paramétricas x = f{z), y = g(t), entonces el vector

) =fOi+g®)j 6 F=xi+y]j
es el vector de posicion del punto. La ecuacion anterior determina una funcién vectorial

T =7 (t) que asocia al nimero # el vector de posicion ¥ (t) del punto mévil. En notacion
vectorial, una funcion vectorial es un par ordenados de funciones reales: 7 (t) = (f(?), g(1)).

8.1 Limite y Continuidad de funciones vectoriales

Gran parte del calculo de las funciones reales (ordinarias) se aplica a las funciones
vectoriales. Para comenzar, el limite de una funcion vectorial 7 = (f, g) se define como sigue:

i 7 = (limf © limg ) = T(1m/ ©) + 7 (1o ©)

si el limite de las Gltimas dos expresiones existe. Asi, los limites de las funciones vectoriales
se obtienen mediante los limites de sus funciones componentes.

Decimos que 7 = 7 () es continua en el nimero a si
lim7 (t) =7 (a)
t—-a

Esto equivale a decir que T es continua en a si y solo si sus funciones componentes son
continuas en a.



8.2 Derivada de una funcion vectorial

La derivada 7 'de la funcién vectorial 7 se define exactamente de la misma manera que la
derivada de una funcion real. Especificamente,

F(t + h) — 7(b)
h

7 (D) = lim

si este limite existe.

El significado geométrico de esta definicion se muestra en la figura de abajo. Si los puntos
Py Q tienen vectores de posicion 7(t) y 7(t + h), respectivamente, entonces PQ representa
el vector 7(t + h) — 7'(t), el que puede, por lo tanto, considerarse como un vector secante.
Si & >0, el vector (1/h)(r(t + h) — 7(t)) tiene la misma direccion que 7(t + h) — r(t).
Cuando 4 — 0, parece que este vector se aproxima a un vector que esta en la recta tangente.
Por esta razon, el vector 7' (t) se denomina vector tangente a la curva que esta definida por
T en el punto P, siempre que 7' (t) exista y 7'(t)#0. La recta tangente a C en P se define
como la recta que pasa por P y que es paralela al vector tangente 7' (t). Mas adelante,
daremos esta interpretacion en forma analitica.
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h

y A y A
F(t+h)-T(t)=AT RG]
) A7 T+ -7 _ AT
F(1) | F(t) "
N Q Q
r(t+h) C r(t+ h) C
Vector secante Vector tangente

Por otro lado, suponga que una particula se desplaza en el plano de modo que su vector
de posicion en el tiempo ¢ es 7(t). Segun la figura de arriba, para valores pequefios de £, el
vector

r(t+h) —7()
h

es una aproximacion de la direccion de la particula que se mueve a lo largo de la curva C.
Su magnitud mide el tamafio del vector de desplazamiento por unida de tiempo. Podemos
decir que este vector da la velocidad promedio sobre un intervalo de longitud 4 y su limite
es el vector de velocidad v(t) en el tiempo #:

rt+h)—-7r() _,
h =7'(t)

v(t) = }ll_r}(l)

Asi, el vector velocidad es también el vector tangente y sefiala la direccion de la recta
tangente.

Finalmente, la rapidez de la particula en el tiempo ¢ es la magnitud o mddulo del vector
velocidad, o sea, [v(t)]
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El siguiente teorema demuestra el importante hecho de que 7' se puede calcular
derivando componente a componente.

Teorema 1: “derivacion componente a componente”
Sea T, con ley ¥ (t) = (f(1), g(1), donde f y g son funciones derivables.

Entonces,

() = (f'(),g' (D)

Demostracion

r(t+h) —7() y (f&+h),gt+h)—-(f(t),glt))
= |lim =
h h—0 h

r'(t) = }Li_r)r(l)

= Jim h o h ; h

- F+h)-fO),git+h) —g®) _ lim (f(t+h) —f®) gt+h —g(t)> _

(o fEER-F@®) . g+ —g®)\ _ g )
= (}ngr(l) P ,}ngr(l) - )—(f (1), g'(v).

Interpretacion geométrica de 7’

Sea la curva C dada por

,{x=f(t)
ly =gy

La curva paramétrica C es suave si las derivadas f’ y g’ son continuas y no se anulan en
forma simultanea. Si f'admite inversa A, entonces la curva se puede dar en forma explicita;
0 sea, a través de una ecuacion con formula y= @(x). Para ello sustituimos # = h(x) en y=g(?),
y obtenemos:

t € [a, b]

yh

( t=h(x)
¢ {y = g(h(x))

Luego: y = g(t) = g(h (x)) = P(x),cond =g o h

®() = (g o h) () =g (h() . h'() = g'(). h' () =52

f@® = 0(x)

(por deriviada inversa)

X
Conclusion:
!
La pendiente de la recta tangente s a una curva paramétrica suave es ?,—Eg = ®'(x). Esto
significa que el vector de componentes (f ’(¢), g°(2)) es un vector paralelo a la recta s. Este

vector es 7' (t); luego, concluimos que 7' (t) es tangente a la curva en el punto (f (2), g(?).
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Teorema 2: Formulas de derivacion

Sea u y v funciones vectoriales derivables. Sea & una funcion a variable real y
sea ¢ un escalar. Entonces

L @® vy =u')+7v'®),

. (cua@y=cu'(®),

. (h@®. u®) = h’@.u(®) + h@. u' (),
@@ . v@))y=u’'(t) . v)+ut).v'(e).

A W N =

Demostracion Demostraremos la parte (4) y dejaremos el resto como ejercicio.

Si u(®)=(i(1),/21) y v(t)=(gi(1),g(t)); entonces
u(t) . v(t)=fi(t). g1()+ f2(1). g2(1)

Por lo tanto, la regla del producto para las funciones a variable real ordinaria implica
() . v(1)) = (/1(1). g1()+ f2(1). g2(1))’ =
=i’ g1+ 11(1). 1)1 + [12(0) . g2+ f2(1). g2(1) '] =

=u'(t).v(®)+u () v'(t). (q.e.d)

8.2.1 Vector velocidad y vector aceleracion

Ahora analizaremos con més detalles el movimiento de un punto con vector de posicion
r(t) = f(t)i+ g(t)j. Su vector velocidad v(t) y vector de aceleracién a(t) son:

v(t) = 7'(t) = f'(Oi+ g'(0)j

alt) = 7' = f"®i+g"©®)j

También escribimos
__dar dx7+ dy -
V= " ar T ae

_ d21_‘_d2x__+d2y__
= a4 T A T aee!

El punto movil tiene rapidez v(z) y aceleracién escalar a(?), funciones escalares que
simplemente son las longitudes de los vectores velocidad y aceleracion correspondientes.
Asi,

o =ol= (&) +(2) vy a0 =lani= () + ()
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Estos ultimos resultados no deben confundirnos y hacernos suponer que la aceleracion escalar
a y la derivada dv/dt de la rapidez son iguales. Aunque esto ocurre en ciertos casos para el
movimiento en linea recta, es falso por lo general para el movimiento bidimensional.

Ejemplo 1:
yA
y= 1 [P@
a(2)
4 P (2,4)
2 x'

Una particula en movimiento tiene el vector de
x=t

e e, = _ - 27 .
posicion r(t) = ti+t*j - C: {yz +2

Determine los vectores velocidad y aceleracion, la
rapidez y la aceleracion escalar cuando ¢ = 2.

Solucion Como T(2) =21+ 4j, la particula
estd en el punto P (2,4) sobre la parabola y = x?
cuando ¢ =2.

Su vector velocidad es D(t) = i+ 2tj.

De modo que B(2) = i+4j y v@2) =¥ (2)| = V17. Entonces, la velocidad v(2) es un
vector, mientras que la rapidez es un escalar.

El vector aceleracion es @(t) = 2j. En particular cuando ¢ = 2, su vector de aceleracion es
2j y suaceleracion escalar a = 2. En la figura se muestra la trayectoria de la particula con
los vectores v(2) y a(2) anclados al punto P(2,4) correspondiente a ¢ = 2.

8.3 Curvas y movimiento en el espacio

Gran parte del analisis hecho sobre las funciones vectoriales en el plano se aplica, con ligeros
cambios, a las curvas y el movimiento en el espacio tridimensional. La diferencia principal es
que los vectores tienen ahora tres componentes en vez de dos.

A

<

Z|.

_ ~ P(x.).2)

=

Pensemos en un punto P que se mueve a lo largo
de una curva C en el espacio. Podemos describir
su posicion en el instante ¢ mediante las
siguientes ecuaciones paramétricas:

x=f1), y=2g(1), z=h(t)

que dan sus coordenadas en el instante ¢. De otro
modo, podemos determinar la posicion del punto
mediante su vector de posicion

7(t) = f()i+ g(t)j+ h(Dk 6
F=xi+yj+zk

tal como se muestra en la figura.



Podemos derivar una funcion vectorial tridimensional, como 7(t), componente a componente,

igual que una funcién vectorial bidimensional (véase el Teorema 1).

Asi, el vector velocidad ¥ = v (t) del punto en movimiento en el instante ¢ estd dado por
v(t) = 7)) = f'O)i+g'(0)j +h'(Dk

en notacion diferencial,

_ dr dx_. dy. dz_

V= —= +

dt dt dt

Su vector aceleracion a = a (t) esta dado por
a) = v't) = f'©i+g"@®)j +h"(Ok
o bien,
dv d2x7+ d2y7+ dzzl_(
dt —dez o ae2) T dr?

a=

La rapidez v(z) y la aceleracion escalar a(z) del punto en movimiento son las longitudes de
sus vectores velocidad y aceleracion, respectivamente:

v(t) = [B()| = (%) * (%) * (%)

d2x\*  [(d2y\® (d%z\°
== [ (2 ()

Ejemplo 2:

Las ecuaciones paramétricas de un punto en movimiento son
X(t) =acos ot, y(t) =asen wt, z=bt
donde a, b y w son nimeros positivos.

Describa la trayectoria del punto en términos geométricos. Calcule su velocidad, rapidez y
aceleracion en el instante .

Solucion

2 2

Como x’+y? =a’cos’ wt+a’sen’ ot = a’,

la trayectoria del punto en movimiento esta en el cilindro que esta arriba y abajo del circulo
x>+ )7 = a’ en el plano xy, extendido de manera infinita en ambas direcciones, tal como se
muestra en la figura.

Las ecuaciones paramétricas dadas para x e y nos dicen que la proyeccion del punto en el plano
xy se mueve en sentido contrario a las agujas del reloj en torno del circulo x? + y°= @’ con
velocidad angular .

Por otro lado, como z=b ¢, el punto asciende con velocidad vertical b. Su trayectoria en el
cilindro es una espiral llamada hélice, como también se indica en la figura.
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La derivada del vector de posicion z

7(t) = (a cos wt)i + (a sen wt)j + (bt) k

w

del punto en movimiento es el vector velocidad

Trayectoria v_ —

?(t) = (—aw sen wt)i + (aw cos wt)j + bk (1)  helicoidal | _
Al derivar de nuevo, obtenemos su vector aceleracion

a(t) = (—aw? cos w)i + (—aw’sen wt)j =
= —aw?(cos wti + sen wtj) (2)

La rapidez del punto en movimiento es constante ya

que
v(t) = |v(t)| = Va?w? + b?
Observe que el vector aceleracion es un vector
horizontal de longitud a@w’. Ademas, si pensamos que
a(t) esta fijo en el punto en movimiento en el instante x

t de evaluacion, de modo que el punto inicial @(t) sea
el punto terminal de 7(t), entonces a(t) apunta directamente hacia el punto (0, 0, b¢) en el
eje z.

=
-
—

Observacion La hélice del ejemplo es una trayectoria tipica de una particula cargada en un
campo magnético constante. Esta particula debe satisfacer la ley de Newton F =ma y la
de la fuerza magnética F = (q¥) A B, donde q es la magnitud de la carga de la particula, g¥
la corriente eléctrica y B es el campo magnético.

Por lo tanto, sus vectores velocidad y aceleracion deben satisfacer la siguiente ecuacion
(gV)AB=ma (3)

Si el campo magnético constante es vertical, B = BK; entonces con el vector velocidad
hallado en (1) tenemos que

_ i j k _ _
(@V) AB = |q(—aw sen wt) q(awcoswt) gb|= qawB(cos wti + sen wtj)
0 0 B

Asimismo, el vector aceleracion hallado en (2) implica que
ma = —maw?(cos wti + sen wtj)

Cuando comparamos los dos ultimos resultados, vemos que la hélice del ejemplo satisface
la ecuacion (3) si:

qawB = —maw?; es decirw = —% (B = |B))

8.3.1 Propiedades de la derivacion

La derivacion de las funciones vectoriales tridimensionales satisface las mismas propiedades
formales enumeradas en el Teorema 2 para las funciones vectoriales bidimensionales:

@@® +v@)y=u'(t) +v'(®),

2. (cu(t)y=cu'(t),

3. (h@.u(t))y = h@’. u(t) + h@®.u'(t),

4. u@®) . v@)y=u'(t) . v@)+u(t).v'(t)

[y
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En todo caso, u y ¥ son funciones vectoriales con funciones componentes derivables y & es
una funciodn real derivable. Ademas, es valida la esperada regla del producto para la derivada
de un producto vectorial:

5. @@Av@)y=u'(t) Av@)+u(t) Av'(t).

El orden de los factores en la tltima ecuacion debe ser preservado, ya que el producto
vectorial no es conmutativo.

Queda como ejercicio la verificacion de las propiedades recién enumeradas, que, en realidad,
se puede hacer de manera muy sencilla derivando componente a componente, como se hizo
en el caso de la demostracion del Teorema 2.

Ejemplo 3:
Siu(t) =3j+4tk y v(t) =5¢ti— 4k entoncesu'(t) =4k y ¥'(t) =51

Por lo tanto (U(t) AD(t))’=4kA(5ti—4k) +(3j+4tk) A 5i=
=20¢(kA ) —16 (k Ak)+15(GA D+ 20t (kAQ) =
=20¢j+16.0 +15.(-Kk) + 20t =

=40tj—15.k

sin tener que calcular el producto vectorial u(t) A v(t).
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8.4 Actividades

1) Para las funciones vectoriales cuyas leyes se dan a continuacion, se pide:

Escribir las ecuaciones paramétricas de la curva C asociada.

Hallar la ecuacion cartesiana de C'y, de ser posible, la ecuacion explicita, indicando
el Dominio.

De ser posible reconocer C.
Graficar la curva C, indicando su orientacion y la cantidad de veces que se recorre al
variar el pardmetro en el intervalo indicado en cada caso.

Para Po/ OR) =;'(t0); hallar la ecuacion explicita de la recta tangente a C en Po a
partir de la ecuacion explicita de C.
Hallar r'(ty) . Graficar r'(ty) ”anclado” a Po € C.

Hallar ;"(to) . Graficar ;"(to) “anclado” a Po € C.

Verificar que r'(ty) es tangente a C en Po. (Sugerencia: apoyarse en la recta

tangente a C en Po.)
Dar las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a C en Po.

a) r()=(3+t;4+t) ; te[-4;0] ; tg=-2
b) r(®)=(t; t*) ; te[-2;2] 5ty =
o r()=(t3;t-1) ; tel0;2] 5 tg=0;31

d) ;'(t)=(2cost;2sent) ; te[0;41c] H t0=0;§;n;3§
- T T

e) r(t)=(cos(2t); sen(2t)) ; te [0;41t] 5 tﬂ:O;Z; n;35

) ;(t)=(sen(2t) ;cos(2t)) ;5 te [0;211:] ;5 tp= %

2) ;(t)=(sen(2t) ;cos(2t)) ;5 te [0;1t] ;5 tp= %

h) ;'(t)=(3c0st+3;35ent+5) ; te[O;Zn] H t0=3§

i) r(()=(3cost;4sent) ; te[O;ZTC] ; t0=§

j)1_‘(t)=(4sen(2t);2c0s(2t)) 5 te|:0;§} ;5 to=

Krit)=(t+2;e') 5 te[-2;2] ;5 t4=0
D r()=(t;5) ; te[0;8] 5 to=4
m) r(t)=(e';e*")

n) r()=(In(t);t?) ; teR" 5 to=1

M teR . t0=0

0) ;(t)=(e't;et) ; teR 5 to=0
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2) Para cada una de las siguientes curvas dadas en ecuaciones cartesianas:

i) Hallar ecuaciones paramétricas sabiendo que las mismas se recorren una sola vez. Escribir
una funcion vectorial que las represente. Graficarlas indicando sentido de recorrido.

ii) Idem (i) recorriendo las mismas en el sentido opuesto.

a) X +y =25 d) 9x* +4y* =1
b) y=In(x) 1<x<e e) y=x+1 -2<x<5
¢) y=3x" +6x f) y=¢* 0<x<3

3)
a) Dados los puntos A( a1 ; a2 ) y B( b1 ; b2) verificar que ;'(t)=O_A+ t.AB ;te[();l]
es una funcién vectorial que representa al segmento 4B recorrido de A hacia B.
b) Dados P(3;5)y Q(6;6),dar la ecuacion vectorial del segmento que une Py Q,
b1) recorrido de P hacia Q
b;) recorrido de Q hacia P

4) Para las funciones vectoriales cuyas leyes se indican, se pide:

e Escribir las ecuaciones paramétricas de la curva C asociada.
e Sies posible reconocer C e indicar si es curva “plana”.
e Graficar C; indicar la orientacion de la curva y cantidad de veces que se recorre.

e Hallar ;'(to). Graficar ;'(to) “anclado” a Po € C'y tal que OFy = ;(to).
e Dar las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a C en Po.
a) r(t)=(3-3t;2+2t;4t) ; te[0;1] ; £,=0

b) r(t)=(3t;5-5t;4) ; te[O;l] ; t,=0
¢) r(t)=(2;5t;4-3t) ; tel0;1] : 1,=0
d) r(t)=(2;3;t) ; te[0;5] ; t,=0
e) r(t)=(03+2¢;0) ;. tel0;1] . 1,=0
f) r(t)=2tk ;  teR i t,=0

g) 1(@)=(cosf ;senf ; 4) ; 0<0<2r ;' 6,=0
h) r(@)=senfj + 2k ;  OeR ;. 6,=0

i) 1(0)=(4 ; cos@ ;senf) ; 06[0;272] ;0 6,=0
7) r(@):(cosH;senH;i) : 6e[0;27] ;' 6,=0

5) Hallar una funcién vectorial que representa la curva que es interseccion de las superficies
dadas:

a) (m;)) x+y+z=10 ; (7r,) z=5

b) (7)) x+y =4 ;o (m) y+z=2
o) (S) xX*+y° =9 ; (o) z=5
d) (S) y=x" Vz ; (o) z=3

e) (1)) x=3 Vx;Vy ; (m) z=5
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6) Siendo ;’(t)=(r1(t);l'2(t)) y fv(u)=(s1(u);s2(u)) , 'y Sse dicen “equivalentes” si
definen la misma curva. (O sea, definen distintas representaciones paramétricas de la misma
curva.)

Si r y s son equivalentes existe t = h(u) tal que g(u) =r o h(u)

Se pide: Analizar si ¥y S dadas son “equivalentes”; si lo son, hallar “h” tal que
s(u)=r , h(u):

a) r()=(1+t;2+t) conte [0;2] s(u)=(3-u;4-u) conuel[0;2]
b)l_‘(t)=(t;t2) conte [0;1] g(u)=(\/a;u) conue[O;l]

¢) r()=(t;t*) cont > 0 s(u)=(e";e*™) conu>0

d) ;(t)=(t;2t+1) conte R g(u)=(c0su;2c0su + 1) conueR

e) ;(t)=(2+t;-t;2+2t) conte[();l] ;(u)=(3-u;u-1;5-2u) conue[O;l]
f)r@=(t;t*;1) conte [0;1] s(w)=(usiu;l) conue[0;1]

7) Determinar si las siguientes funciones vectoriales son equivalentes:

r()=(t;2t+1) ; te R

g(s)z(coss;2coss +1) H se R
r3(p)=(eP;2eP +1) ; pe R
ry(q)=(e932¢9 +1) ; qe R

8) Representar mediante una o mas funciones vectoriales cada una de las siguientes curvas
dada por sus graficas si se sabe que las mismas se recorren solo una vez:

a) recorrida en sentido antihorario  b) )

v

9-x2

Y= cos x

ns2

-n/2
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9) Si u y v , con ;l(t)=(u1(t);ll2(t)) y ;(t)=(V1(t);V2(t)) , son dos funciones
vectoriales derivables, se pide demostrar:

a) (u@O+v())'=u"O+v' (1)

b) (h(t)u())' =h'(t).u@)+h(t).u'(t)  (hfunciénescalar)

c) ((10 h(t))'=v'(h(t)).h' (1) (h funciénescalar)

10) Encontrar la velocidad, aceleracion y rapidez de una particula con una funcion de
posicion dada. Graficar la trayectoria de la particula y los vectores aceleracion y velocidad
en los valores de t dados:

a) r(t)=(t" -1;t)  t=1

b)r)=e'i +e™j t=0
e _ ~ .

c) r(f)=senti 2cost ] t_£

11) Una persona en un planeador vuela en espiral hacia arriba debido a una corriente de aire

de rapido ascenso en una trayectoria cuyo vector posicion es ;(t) =3 cos(t),3sen(t);t2 )
para 0 <t <4m.

a) Realizar un bosquejo de la trayectoria.
b) Determinar
i) Los vectores velocidad y aceleracion.
if) La rapidez del planeador.
iii) El tiempo, si existe, en que la aceleracion del planeador es ortogonal a la velocidad.

¢) Graficar sobre la trayectoria los vectores posicion, velocidad y aceleracion iniciales,
como asi también el vector desplazamiento.

12) Si la funcion de posicion de una particula esta dada por ;(t)=(t2 ;5t;t2 -16t)
(Cuéando es minima su rapidez?

13) Graficar con un software adecuado:
;(t) = (sen(3t)cos(t);sen(3t)sen(t),t) te|0:4r]

;(s) = (cos(s);sen(s);sen(2s)) s e[0;2x]
q(a) = ((4+ sen(200))cos(a);(4 + sen(20a))sen(a);cos(20a)) o €[0,27]

Variar los coeficientes para modificar las funciones y graficar las distintas curvas.
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14) Graficar con un software adecuado las siguientes hélices, modificar los dominios para
visualizar las distintas curvas:

1 (1) = (cos(2); sen(t);t)  t e [0;27]

g(s) = (cos(s); sen(s);0,3s) s <[0;2x]
r3(t) = (cos(3q); sen(39);q) q < [0;2n]
rq(u) = (u33 sen(u);cos(u))  u € [0327]

E(w) = (cos(Zw);wssen(2w)) w e [0;27]

8.4.1 Problemas adicionales

15) La posicion de un electrén en un dtomo a un tiempo ¢ (en pseg = 10712 seg) puede
describirse, segin el modelo clésico, mediante una orbita eliptica.

Si con#(r)= (3 cos t ; 4 sen t) modelamos la posicion del electron en un intervalo acotado
de tiempo (durante pseg), se pide:

a) Dar posicion inicial (¢ = 0), la posicion final del electron y el desplazamiento. Luego, dar
la ecuacion cartesiana de C, curva que describe la posicion de la particula en cada instante
“¢’, explicando claramente los pasos para obtenerla.

b) Graficar C, r(0) y r(m) en un mismo sistema. Marcar en el mismo grafico el vector
desplazamiento.
¢) Dar v ; funcion que describe la velocidad del electron durante los 7w pseg en que se mueve.

Graficar v (0) yv (zn), anclado en sus posiciones respectivas.
d) Indicar Verdadero 6 Falso, justificar:

(i) La rapidez del electron al tiempo inicial y final es la misma.
(i) El electrén se mueve con rapidez constante.
(iii) La aceleracion del electron durante su trayectoria nunca es el vector nulo.

16) Dada 7 (1) = (t_Ll;t)

a) Indicar donde estan contenidos los conjuntos dominio e imagen de r. Dar condiciones
sobre r para poder pasar de la ecuacion vectorial a la ecuacion explicita de la curva descripta
por r.

b) Si r representa, para cada instante ¢, la posicion de una particula que se mueve en el
plano, determinar el dominio de ¥ sabiendo que la posicion inicial de la particula estd dada

por OP = (15 2) y la posicién final por ®= (1/4; 5). Graficar OP , @ y el vector
desplazamiento.

¢) Dar la ecuacion cartesiana de C, trayectoria de la particula. Graficarla en el mismo sistema
que el item anterior indicando el sentido de recorrido.

d) Dar v , velocidad de la particula durante las # horas que se mueve. Graficar v (¢;,;. ) Y

V (t finar) » anclado a las posiciones correspondientes.
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