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9— La Integral

9.1 Introduccion
El Célculo Diferencial y el Célculo Integral son las dos areas basicas de una rama de la
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matematica que se conoce como Analisis Matematico 0 simplemente Calculo.
Tanto el Calculo Diferencial como el Integral se ocupan de los procesos de cambio.

< El Célculo Diferencial del estudio, calculo y aplicaciones de las razones de cambio.
En particular, de determinar el cambio instantaneo de una magnitud.

< El Calculo Integral, se ocupa de determinar qué cosa cambidy cuanto lo hizo.
O sea, de determinar:

""el resultado 6 efecto total de un proceso de cambio™

Por ejemplo el Calculo Integral da respuestas a cuestiones tales como:
- si un objeto se mueve a una velocidad variable, ¢cudl es el desplazamiento total del

- de la Fisica elemental sabemos calcular el trabajo (W) realizado por una fuerza para
mover un cuerpo sobre una recta, cuando la fuerza tiene la direccion del movimiento e

Si observamos las cuestiones que resuelve la integral, detectamos un rasgo comdn a todas
ellas: que si la funcién del caso (velocidad, densidad, tasa de variacion, intensidad de una
fuerza, altura de una figura, etc) es “constante”, f(x) = k y definidaen | =[a; b], entonces la
solucion del problema viene dada por el producto: “k™” x “amplitud de I ”. O sea,
abordamos aqui un tipo de problema que sabemos resolver si la “funcién dato” es
“constante” pero cuya resolucion desconocemos si tal funcion es “variable”.

Observamos también que la problematica que da origen al Célculo Integral, “determinacién
del resultado total de un proceso de cambio” tiene que ver con situaciones concretas, muchas
de las cuales enfrentamos y resolvemos cotidianamente, aun sin tener conciencia de ello. Se ha
observado que individuos sin conocimientos de Calculo enfrentados a problemas de
naturaleza “integral”, los resuelven procediendo de la misma forma en que se hacia esto
histéricamente, antes de que se desarrollara y formalizara del Calculo Integral.
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Asi, con el objetivo de promover un aprendizaje que permita tanto la cabal comprension de los
conceptos como el acertado y efectivo uso de “la integral”, en lo que sigue se proponen las
ideas bésicas del Calculo Integral a partir de lo intuitivo y relacionandolas con aplicaciones
conocidas. Lograda la familiarizacién con tales ideas, se procede finalmente a la
“formalizacion” de las mismas.

9.2 Calculo del “resultado o efecto total del cambio”

Ejemplo:
*Proceso: entrada/salida de liquido (agua, solucion salina, etc.) en un tanque.

*Resolucién: como todo problema, esta depende del dato de que se dispone:

©) Dato: V = V(t); volumen total de liquido en el tanque, al instantet.
Aqui, el célculo de AV remite a una simple resta: AV = V/(tr) - V(ti).

®) Dato: v=V’'(t); o sea, velocidad a la que se desarrolla el proceso.
Este caso remite al problema tipo que resuelve el calculo integral; 0 sea, Al
caso en que la obtencion de AV depende de como sea *“v
*si v=cte, AV se calculaatravés del simple producto “v x At”; pero,
*si v=cte, nosabemos (hasta ahora) como proceder para obtener AV.

@® Cuando el investigador se encuentra ante un problema cuya resolucion desconoce lo primero que

(A) CASO SIMPLE (v =cte).
Célculo de la “variacién de volumen” para “velocidad constante”.

Problema 1: ElI grafico adjunto corresponde al registro de la velocidad (v) con que
entra agua a un tanque durante 4 hs. y a partir de las 2 hs. de iniciado el proceso. Se
desea conocer la “variacion de volumen™ en el tanque en este lapso de tiempo.

*Funcidn del proceso: V= V(t)

¢ V-> vol. de agua en el tanque, al instante t

....................................

*Datos: v = 30 (Is/h) > velocidad del proceso = cte (*)
At= tr —ti = 4 (tr = tfinal; ti = tinicial )
*Resolucidn:ipor (*) v = % = AV=V.At

ti tr v=30;At=4 = AV=30.4=120

Rta: entre las 2 y las 6 el volumen de agua en el

30

I ihs)
—

tanque “aumenta” 120 Is.

» Conclusion: v=cte = AV =v X At (variacion de vol. =*‘velocidad” x “tiempo’’)

» Observacion: AVps1=V(6)-V(2) = V(6)=AVp.e+ V(2) =120 +V(2)




(B) CASO CUASI _SIMPLE (se resuelve en forma simple, aunque no sea el caso simple).

Célculo de la *“variacion de volumen” para “velocidad constante a tramos”.
Problema 2 : EIl gréfico adjunto corresponde al registro de la velocidad (v) con que

de volumen” de agua en el tanque, en ese intervalo de tiempo.

50 M .,
% *Euncion del proceso: V= V(t)
Vi
V. . - g
30 ¢ —_— ncognita: AV = variacion de vol. en 8 hs.
]
20
w0l *Datos: v =v(t) > velocidad del proceso
4 t i b ty .

0 ' P v =vga —>velocidad #=cte

4ot 23S s
Vi =|0: i=0: =

At=ts —ti = 8

Observamos y concluimos:

— Vgf CONStante “a tramos”.

— 4 subintervalos Ii=[ti1; ti], 1=1,23,4; talque licl y v({)=vi, Vtel

Conclusion 1: en cada I; estamos en el “caso simple” (v =cte); luego,y segun la
formula hallada en (A); encadali: AVi= vi X At;.

Por ejemplo:
e 11=00;2], vi=40 = AVi=vixAt1 = AV1i=40 x 2 = 80

La variacion de volumen (en este caso, aumento) en las 2 primeras horas es de 80 Its.
o I3=[5;6], v3=-10 = AVz =vsxAtz = AV3=-10x1=-10

La variacion de volumen (en este caso, disminucién) entre la 5tay 6ta hora de
iniciado el proceso, es de 30 Its.

Conclusion 2: AV, indica la “variacion de volumen” en un subintervalo (= Ii).
Luego, al AVi lo llamamos “variacion parcial”.

Finalmente vemos que para obtener la “variacion total”; o sea, la correspondiente a las

8 hs. que dura el proceso, basta “sumar” las “variaciones parciales” .

CONCLUSION FINAL parael problema 2:

v = cte a tramos = la variacion total en | es lasuma de las variaciones parciales

AV 081 = suma de las “variaciones parciales”
4
AVios = D, Vix At
i=1
AV o;8) = ViX At1+ V2 XAtz + VaX Atz +Va X Ata,
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Resolucion del Problema 2: calculo de la “variacion total” de volumen en 8 hs.

I; Aty | v AV, [f,-_. it ] )
tpo(hs) VARIACION TOTALen |t,5t;]
vi x At; = variac. parcial

| 0 R
t | 2 [0:2]] Auy=2] 40 [ 40x 2 = &0 (entran 80 I5) &VIH;ZE = 80

2:5]] Atz =3 0] 20x3=460 : Is ;
t | § [ ] 2 2 X {entran 60 Is) AV rasi = 80+60

5:6]] Ats=1 | =10 |-10x 1==-10 (salen 10 Is .
I._‘... 6 ["s ] 3 X (salen 10 Is) d\.“hﬁl = R0+ 60 =10

f; 8] Aty=2 O0x2=60 (enr 5 . .
L 8|l 1| Aty 30 | 30x 60 (entran 60 Is) AV 0.5, = 80+ 60— 10+ 60 = 190

tanque en 8 hs. es de 190 Is.

CONCLUSION FINAL parael CASOB:
Lo observado en el ejemplo puede generalizarse a cualquier proceso de cambio con

1°) hacer el producto “v x tiempo” en cada |; donde v = cte (variacion parcial)
2°) sumar las “variaciones parciales”. (VARIACION TOTAL)

O sea, si subdividimos el intervalo genérico | =[to; tn] en los n subintervalos
li=[tiz1; ti] dondela velocidad permanece constante e igual a vi; tenemos que:

A n
\'Ito;tn] = ViX Ati+ V2 XAtz +V3XAts +........ +VnXAth = ) vj x At
i=1

Observacion1: AV][a;b]=V(b)-V(@) = V(b)= AV][a; b]+ V(a).

Ejemplo: si en el problema2 se agrega el dato V(0) = 15, se puede hallar V(8).
V(8) = AVio:g+V(0) = V(8)=190+15 =205 = V(8) =205 (Is.)

Observacion 2: si v es cte a tramos entonces se puede reconstruir la funcion V tal que
V" =v puesen cada li donde ves cte, V=V;(t) con V;(t) funcién lineal.

Ejercicio: para el problema 2, hallar y graficar V tal que V" =v.

50 & (s b A V(lts)
40 .T »
sy ¥y 200+ 205 Is
=n J L —
10 ¢
5 ty t 1z £ ty
i il 1 2 3 4 5 L] T Er
=1 Vs tths) | 15
—

2p L = I t(hs




(C) CASO DESCONOCIDO

Calculo de la “variacion de volumen™ para “velocidad variable con continuidad”

En la generalidad de los procesos fisicos los g V(Is/hs) |@|
cambios no son tan bruscos, a “saltos” como en el 88
ejemplo anterior, sino que se desarrollan en forma 70 /

continua. Asi, lo natural es que si una funcién v 0 I

= f () representa una razon de cambio o velocidad, £/ L

entonces f sea continua. El grafico continuo
adjunto es mas representativo de la velocidad
con que varia el volumen de agua dentro del
tanque, que uno escalonado, como en el ejemplo
anterior.

En este caso: ¢como obtenemos AV, volumen acumulado en 4 hs.?

Y este es, en esencia, el problema que resuelve el célculo integral:
"célculo de la variacion total debida a un proceso de cambio
cuando la velocidad del mismo varia con continuidad "

El primer paso para resolver este problema es “simplificarlo”:

(**) Construccion de la fesc.; ¢ancho y alto del “escalon(i)” de la “escalera” ?:

a) “ancho(i)” - resulta de dividir I (intervalo dato) en n subintervalos (= I;).

b) “altura(i)” —> resulta de elegir un ci €l; , calcular f(ci) y tomar este

valor como altura del escaldn(i) = alturagy = f (ci ).

Observaciones :

e Ladivision de | =[a;b] en subintervalos se hace en *“forma arbitraria” ;
decir, “n” puede ser cualquier “nro natural”. De hecho, esta division se logra
dando “n+1” puntos arbitrarios de I con la sola condicion de que se tomen en forma

2 li = [ti-1; ti] = anchog = longitud Ii = Ati =ti - ti-1,

e Los ¢ también se eligen en “forma arbitraria” (unoy solo uno por cada li).

Calculo de una aproximacion de AV para f de la fig.1

1°) Construimos una fesc (fig. 2)

a) ancho escalon - dividimos | = [0; 4] en n subintervalos i =[ ti-1 ; ti]

*EJ: n=5 2> {t,=0; t1=05; t=2; t3=3; ©=35;
2 li=[ti-1;ti]; Ati=ti-ti-1, 1=1,2,3,4,5.

ts=4}

€S
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b) alto del escalon > elegimosun cien i, i=1 . 5;

-> calculamos f(ci)=vi . Hacemos v(t) =vi; Vte |

V ls/hs.) ] lfig 2
8@ fesc/s /;7 Va "\
- vl /15 |\

N AL E A

SN y4AEE |

: : : : t
C1 efs 102Y; 2.503#04 3]5 Cs 4

(M L L (3 s ts

Ejici €11=(0;05) ; vi=f(c1)=40 > fee ()=40; Vtelr y At1=0.5
C2 € 12=(05;2); v2=f(c2)=20 2 fesc ()=20; Vtelz y Atz2=1.5
C3 €l3=(2;3) ; va=f(c3)=60 > fesc ()=60; Vtels y Ats=1
Cs €14=(3;35); va=F(Cs)=80 > fec. ()=80; Vtels y Ats=0.5
Cs € Is=(3.5;4); vs=f(cs)=50 > fesc. ()=50; Vtels y Ats=0.5

5
2°) Calculamos: AV (fesc) = > vix Ati = AV(fec) =175 ( verificar)
i=1
3°) Concluimos: AV = AV(fes) = AVigy = 175 (Its).

& Para n =7 obtenemos otra fesc (fig 3) cuyos escalones son “menos anchos” ,
“mas finos” que en la (fig 2). Vemos que esta fesc Se “ajuste mejor” al graf f.

vt fig.3
: fesc/7 y /’" Ve \ J
58 “.-7[-. \
7
N / \
AN A -
20 ? \l
Y V3 —
t
a.s Y 2 2.5 3+5

Calculando AV (fesc) para la fesc de la fig. 3:
7

obtenemos: AV(fesc 17) = ). Vix Ati = AV(fec/7) =157,5 (verificar)
i=1

Concluimos: AVo4 = AV(fesc/7) = | AVioa = 1575 (Its)

@ El hecho que la fesc correspondiente a n =7 se “ajuste mejor” al graf f que la
construida con n=5 induce a suponer que la aproximacioén obtenida con n=7 tiene que
ser “mejor” que la correspondiente a n =5 ; en otras palabras, que 157,5 debe estar méas
proximo al verdadero valor de AV o4, que 175.
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X> Asi, el problema de hallar la “variacion total” cuando la velocidad es “continua”
queda ligado al de las funciones escaleras a través del siguiente interrogante:

¢ podran construirse funciones escaleras que permitan aproximar cada
vez mejor y tanto como se quiera la “ variacion total ” resultado de
un proceso que se desarrolla a velocidad v=f(t) con f continua?

Antes de investigar esta cuestion, reforzamos algunos conceptos e ideas:
Definiciéon 1: [lamamos funcién escalera a cualquier funcion constante a tramos.

Reflexion:

Existen infinitas formas de construir funciones escalera (basta cambiar ancho y alto del
“escaldn’). En definitiva, existen infinitas formas de aproximar el resultado buscado. Asi,
el problema que se presenta ahora es determinar el “caracter” de estas aproximaciones, Si
realmente mejoran al afinar el ancho de los escalones; vy, si lo hacen, ir por mas, tratar de
establecer que “comportamiento” tienen los sucesivos valores que se van obteniendo.
Particularmente, determinar si tienen un “comportamiento definido”, se acercan tanto como
se quieraaun “dnico nimero”. (en otras palabras, determinar que pasa con el limite de estas
aproximaciones cuando el “ancho de los escalones” tiende a cero).

Definicidén 2: region escalonada

Dada una funcion escalera, llamamos region escalonada a la region R que resulta de unir
los rectangulos determinados por la graf. f y el eje x.

Ejemplo: (fesc fig. 4 = fesc fig. 2)

o . ) v—| fig. 4
Sea f definida por la grafica de la fig 4. yte- - - - - .
5 28 . . . § :
Luego: R = Urj = nUroUrsUraUrs| lee. - .......\./.f_-: ve
i=1 5@ . : E : ""“‘
L. ; Vi i iy :
Curiosidad: ¢area de R ?? S S R
s g RV E o rs .
areaR :Z area r; = 175 (verificar) E i op, ' : ;
i=1 S S bnd X
¢Casualidad?: AV (fesc fig.2) =175 | o5t 25 2 253 3.5 4

9.3 El problema y su contexto
9.3.1 Relacién entre el célculo de la “variacién total” y el calculo de “&areas”

En el parrafo 2 para aproximar AV usamos una fesc (fig.2), luego vimos que tal funcion
define una regidn escalonada (R-fig.4). Calculada el area de R observamos que aun cuando
ambos problemas son de naturaleza muy distinta (uno fisico, el otro geométrico), se
resuelven a través del mismo “proceso de calculo”.
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Area de r: Variacién de volumen:
En cada Ii donde f es cte. o Encada I; donde f es cte:
h(alt) = f(ci) (=20) f ) v (vel.en 1) =f(ci) (=20)
b (base) = Ati (=1.5) 18 :2_:520 =V (tpo de proceso) = At (= 1.5)
BiS CI 2 t=
-18 .
areari = h x Ati=30 AViij= v X Ati = 30
areari= f(Ci)X At AVr1ii1 = T(Ci) X At
areari = f(ci) x Ati = AV[iij

Idem: si f representa la intensidad de una fuerza aplicada sobre un cuerpo, entonces:

areari = f(ci)x Ati = Wrii] (~>trabajoen li)

Conclusién: superficie del rectdngulo (h = cte), variacién de volumen parav = cte. y trabajo
para f =cte., se calculan de la misma forma.

Nota: por usoy costumbre es habitual referirse a estos resultados con expresiones como:

< lavariacion de volumen en [a; b] es “igual” al &rea bajo la graf f > ; ¢,
< el trabajo realizado por f en[a; b] es “igual” al area bajo la graf f >

Cabe observar que en estas oraciones el término “igual” esta usado en “sentido amplio”; que
esto, de no tenerse en cuenta, puede generar equivocos, puede llevar a “confundir” el
“concepto” (por ejemplo: trabajo) con su “forma de calculo”. Hacemos algunas
reflexiones al respecto.

» Entonces: ¢por qué el uso de estas expresiones?. Porque cuando una comunidad de trabajo
hace suyo un concepto, lo asimilal, todos en ella entienden de que se habla aun cuando no
se lo haga con precision. Asi, se aceptan ciertos deslizamientos del lenguaje ya que los
mismos alivianan la comunicacion sin grandes riesgos en cuanto a que se desvirtle su
esencia.

! Asimilar: comprender lo que se aprende, incorporarlo en forma efectiva y significativa a los conocimientos
previos. Asi, y por ejemplo, haber asimilado el concepto de “trabajo” permite interpretar correctamente la
expresion “el trabajo realizado por f es igual al area bajo la graf. f”; entender que lo que la misma



9.3.2 Resolucion de Problemas y “pasaje de contexto”

Dada la funcion f (positiva) de la fig.1, la graf f determina con el eje x una region (T).

El contorno superior de esta region es
“curvo”; vy esto plantea un problema para
el célculo del area T. (problema que, como
dijimos en la introduccidn, es del “tipo” de
los que resuelve la integral).

volumen en un tanque donde entra o sale
agua a unavelocidad v =f(t).

Ejemplos: aproximamos f por distintas funciones escaleras y concluimos:

a) Dada R, region escalonada de la fig.5

correspondiente a la fesc/ 5; tenemos:

5
R = _Ulri =nUrUrUrnUrs
1=

5 5
a(R)= X a(rj) :Zhi xAt; =175
i=1 i=1

aR)= a(T) = a(T)=175.

b) Dada R, region escalonada de la fig.6
correspondiente a la fesc/7; tenemos:

7 7
a(R)= Ya(r;)= 3'h, xAt; =157, 5
i=1

i=1

aR)= a(T) = a(T)=157,5.

904

804

80 :
7 f /
0 esc/ 5
sef
8.5 1 1.5 25 3 3.5 4
F Tfig. 6 |
8 esc/ 7 dﬂ
78 /
RELLLLE
68 —
s seeeade
——] / %
E—smssles.
ro ; ©
\ /;
8.5 1 1.5 25 3 3.5 4
-18

Observacion 1: de los graficos podemos “ver” que la region escalonada R formada por la
funcion escalera mas “fina” (fesc/7) brinda una mejor aproximacion del &rea T que la de la
region R de escalones mas “anchos” (la determinada por fesc/s).
Estos ejemplos muestran como trabajar en el contexto geométrico permite visualizar mejor
el caracter de las distintas aproximaciones. En particular, ver que es factible construir
funciones escaleras cuyo comportamiento sea el conveniente al objetivo propuesto; o sea,
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resolucion en el mismo proceso matematico que este ultimo. Entre ellos y como vimos:
el calculo de la “variacion total” debida a un proceso cuya velocidad describe la curva, del
“trabajo” requerido para mover un cuerpo por una fuerza cuya intensidad describe la curva,
etc. En particular este hecho habilita una muy poderosa herramienta de la Matematica: “el

(donde, y segun mostramos, la “visualizacion” del problema facilita su resolucion).

Cabe aclarar que para un proceso de cambio relativo a un fendmeno fisico la interpretacion
del resultado depende de la f del caso; no es la misma si f indica una velocidad de
disolucién que si indica la velocidad de un movil.

Por ejemplo:

- Si v=x" eslavelocidad (constante) de un movil en una trayectoria rectilinea, entonces
arear =alturax base <« velocidad x At = Ax (= desplazamiento del movil en ese At)
- Siv=m" es la velocidad (constante) de disolucién de un soluto (m) en un solvente;
entonces area r = altura x base <> velocidad x At =Am (= masa disuelta en ese At).

Observacion 3: concluimos asi que resuelto el problema del area para una region de
contorno curvo, automaticamente tenemos resuelto cualquier otro problema relativo a
razones de cambio variables. Luego, y en razon de esto, nos abocamos al problema del
"calculo del area de regiones planas con contornos curvos' ; hacemos esto teniendo
en cuenta lo que podriamos llamar la idea fuerza del Calculo Integral:

“el area de la regién debajo de una curva C gréafica de una funcion, se puede
aproximar por rectangulos cada vez més delgados y esta aproximacion se puede
hacer tan exacta como se quiera”.

< El importante avance tecnoldgico habido en las ultimas décadas permite hoy dia calcular
rapida y efectivamente aproximaciones del verdadero valor del area de la region bajo la curva;
“mejorar” estas aproximaciones con sélo tomar “n” cada
vez mas grandes.
Asi, y por ej., acudiendo a un utilitario podemos
proponer una funcién escalera con 1000 “escalones”  7°T |
(tomando n =1000), la que, como “vemos” permite  sot
obtener una muy buena aproximacion del area T. ol
(al graficar la funcion escalera con el utilitario,
podemos “ver” que la misma practicamente se
confunde con la graficade f ).

9ot

404

309

areaT = a(R)(n-=100)
1000

areaT = ) vix Ati = 162,133
i=1

9.4 Area de Regiones Planas

Comenzamos a trabajar a partir de la region de contornos curvos méas sencilla que
encontramos; 0 sea, a partir de una region particular a la que damos el nombre de
“trapezoide”. Luego, y a partir de los resultados hallados en el caso particular, resolvemos
el caso general.
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TRAPEZOIDE:

Dada f:[a;b] > R ; f definida positiva,
Illamamos trapezoide T a la figura plana limitada por,
la graficadef, el ejex y las rectas x=a, x=h.

T={(xy)/a<x<b; 0<y<f(x)}

Histéricamente, es Arquimedes quien desarrolla un método para el célculo del area de
regiones con contornos curvos, el conocido como “metodo de exhauscion”.
consiste, en esencia, en sustituir la curva original por funciones escaleras “especiales”.
En la explicacion de este método usaremos las siguientes notaciones:

El mismo

—> nlmero de subdivisiones del intervalo | = [a ; b]

Xi - punto de subdivisién del intervalo I .
P - particionde | = {Xo=a; X1; X2} X3} .....; Xi;....., Xn=b}
I —> subintervalo [xi.1; xi |
Axi=xi-xi1 = amplitud del subintervalo I
Ci - punto del subintervalo [ ri
f(c) - hi: altura del rectangulo r;
. f (c)Ehi
f (). AXi - areade ri
m; - minimo de f en | Xy G %
A "
M - maximo de f en |; Axi -
AN
r= .L_Jl I —> region escalonada . g
n >
a(r)= Ya(r;) > areader
i-1
Xo= a b= Xn

Area de un trapezoide definido por una f positiva y continua en su I.

Dado T, definido por f en 1=[a; b], hallarel areade T por el método de exhauscién requiere:

(ver ejemplo en el APENDICE)

ler paso) Dar una equiparticion (particion de I en n subintervalos de igual amplitud)

AXi=ﬂ;Vi
n

2do paso) Construir dos funciones escaleras ““especiales™ :

a) fescint. > toda por debajo del graff (hi=mi=min.f en li)
b) fescsup. = toda por arribadel graff (hi=Mi= Max.f en li).

3er paso) Obtener las dos regiones escalonadas definidas por fesc inf. Y fescsup.,

n
a) rpn= | J ri > region escalonada inferior. > rpg T

i=1
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n
b) Rmi= (JR, > region escalonada superior. > T Rm
i=1
4to paso) Repetir los pasos anteriores para distintos valoresde n 'y con N — +;

generar dos sucesiones de regiones escalonadas, r ] y R [n; tales que:
rhj€ T <Rp): VneN

luego, si T fuera medible, por propiedades geométricas:

arearn; < a(T) < areaR[ny;; VneN

n rm > an=arearn) <|a(M|< An=areaR[n] € R

2 |r21=r,Ur, > az=érear[2) : A2=area R[2] € R[z]leuR2
3 i . i 3

3 | rps1= Ur; 2> as=arears] : Asz=areaR[3] € R[31= UR,;
i=1 i=1

5to paso) Analizar el comportamiento de la sucesion de valores formadas,

d2; a3; a4; as; ae; ar;

Az. As; As; As; As; Ar An, ... (sucesidn decreciente, acotada inferiormente).

Calcular el limite para n = o de ambas sucesiones (los cuales existen seguin un resultado
bésico del Calculo): an - L1 para n=> o ; Ay 2 L» para n—> «.

6to paso) CONCLUIR

si Ly=L,=L = Tesmedible y a(T)=L

si Ly = Ly = T no es medible , no existe a(T)

Notas:

> Muy pocas veces el método de exhauscion puede aplicarse hasta el Gltimo paso y hallar el valor
exacto del area. En el ejemplo del apéndice (T trapezoide determinado por f (x) = x? en [0;1] ) el
método puede ser aplicado con éxito debido a las caracteristicas de f.

Lo que en este caso posibilita la ejecucion del método hasta el final es que:

o f(x) = x? es estrictamente creciente en | = [ 0;1]. Esto facilita el calculo del area de las regiones
escalonadas (inf. y sup.) pues méaximo y minimo absoluto de f en I; se producen,
respectivamente, en el extremo superior e inferior de I; =[xi.1; xi]. Particularmente, esto permite
“generalizar” el calculo de dichas areas:

e por otro lado, como se conoce una formula para “la suma de los cuadrados de los k primeros
numeros naturales”:

12422432 +...4K? :—k'(k+lé(2k+l)

esto permite reducir la expresion generalizada de las areas a una formulaala que se puede calcular
el limite; obtener asi, y finalmente, el valor del area buscada.



X> Los factores que posibilitan la aplicacion del método de exhauscion en el ejemplo son muy
especificos y propios de la funcién del ejemplo; luego, es facil ver que el método de exhauscién no
resulta aplicable en general.

Meétodo alternativo para el calculo del area de un trapezoide definido por una
funcion continda (y positiva)

La region T cuya area se quiere calcular se aproxima por una region escalonada Q en la que

del subintervalo Ii; osea, tal que hi = f(ci) con cieli.

A

Luego, Q = iLnlei —areaQ =~ areaT. ’
Por otro lado f continuaen Ii implica: f('::/:)i‘:: .....
m < f() < M P Vi (3T S
miAXi < T(Ci) AXi< MiAXi  ; Vi
a(r) < a@Qi) <aR) ; Vi : ;
_anl a(ri) < _nl a(Qi)Sil a(Ri) a X Cx b
i= i= iz

arearm< areaQm < areaRpy ; VneN.

y tenemos entonces que la sucesion originada por area Qny queda “encajada” entre las
originadas por area rp y area Rn. Concluimos asi que el comportamiento de aQpn) para
n—> oo depende del comportamiento de &rea rpnp y area Rnj para n—> oo ; sucesiones que,
segun vimos, tienen limite paran-> « .

limarp =Li| | L=Lp=L = Tesmedible y a(T)=L

n—oo

lim aR[n]: L. si =Ly = T no es medible no existe a(T)
n—oo

Porotrolado: * Li=Lz2=L = lim aQp =1L

n— oo

Concluimos asi que: Li=L:=L = IlimaQ=a(T)
n—oo

El método puede generalizarse mas aun ya que en este caso no es necesario tomar
“equiparticiones”. En tal caso debemos cuidar el planteo del limite.

b-a

e En el casode una “equiparticion”, Axi = , Y se tiene que:
*nNo o = Axi—> 0; Vi

e Para una particién “cualquiera”  * n = o« noimplica Axi=20; Vi.
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EQUIPARTICION PARTICION ‘CUALQUIERA’
a b a b

n=2| [ | ] Ax = (b-a)2 E % ]

n=4 | ———+— Ax = (b-a)/4 [ —+——]

n=8 | H—++++++3 ax=(b-ay4 — -+t

\—Y—J
AX;—  cte.

Luego, para particiones cualesquiera, hacerlas cada vez mas “finas™ requiere pedir que

los Axi—> 0, Vi ; equivalentemente, que para n 2« el max AX; 20

i=1,2,..,n

Estamos asi en condiciones de definir “area de un trapezoide”

DEFINICION:

Si existe L, resultado del proceso de aproximacion por regiones escalonadas, decimos que

T es medible y L su medida.

AL

Osea,| a(T)= lim | fle) x Ax; |
1

lo llamamos é&rea del trapezoide e indicamos a (T) .

max Axi-»0  ji=

RESUMEN: &rea de un trapezoide T para f definida positiva en 1=[a; b]

Proceso de busqueda y/o aproximacién del a(T):

1) Damos una particién de “n+1 puntos cualesquiera” del intervalo 1.
Determinamos n subintervalos i, de amplitud AXi= X; — Xi1

Seleccionamos un ¢ en cada subintervalo ;.

n
Construimos Q ={JQ; ;con Qi rectangulos de altura f(ci)y base AX .
i=1
2) Calculamos las aproximaciones parciales (areas parciales):
a(Q;) = f(ci)xaxi

3) Calculamos la aproximacion total (suma de las areas parciales):

4) Estudiamos el comportamiento de las aproximaciones obtenidas (X f (¢;) x Ax; )-

Si existe un ndmero L al que lassumas se acercan tanto como se quiera
cuando el max Ax ;=0 y para todas las elecciones posibles de los ci,
decimos que,

n
4 lim [ > flci)xax ] = L (L puede existir o no existir)

max Axi—0 i=1

» area(T)=L
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9.5 Problemas relativos a razones de cambio “variables”

Resuelto el problema del célculo de areas de figuras con contornos curvos, queda resuelto el
problema del célculo de la “variacion total” de algo que “cambia” a velocidad “variable”.
Quedan resueltos también otros importantes problemas como por ejemplo: trabajo realizado
por una fuerza “variable”. Una aclaracion: en este capitulo y en el préximo, cuando hablemos
de fuerza o velocidad, nos referiremos a la intensidad de las mismas, o sea, las trabajaremos

como magnitudes escalares. Resumiendo:

EXPERIENCIA PREVIA

| CONFLICTO

1- AREA RECTANGULO

=< AREA TRAPEZOIDE

S :[a:b]=>R [ flx)= Kk (positivo)

S :la:b] 2 R/ fix)= k; f(x)>0 ¥x
( f —» altura variable del trapezoide T)

&= &(x) con &(x) =k =

M = k.(b - a)

(masa = densidad x longitud)

8= 8x) con bH(x)=k =

E n
S e A O

Y
k A 17 R
[ H n
i P a(T) = k.(b-a) ! a(T)= lim > T(c) > Ax
M i . - max Axi—0 i=1
a cb* a b*
2- M, masa de una varilla &= cte > & # cte [ & = densidad lineal]
varilla X varilla X
- o R L R R
a b a b

3. DESPLAZAMIENTO [Ax]: v=cte |=> v # cte (v =velocidad )
(movimiento rectilineo)
P P o=k P P Pvi=f(ci) P f—-
o—> s o—> —> b——
RN O e S = _'9/'///////’””‘“’////@ 4”“ Yy
Xa 4 Xb X Xa ; s b X
\-._ -: "'/ \"_ ., '.'..
Y £ 9 N o o >
a ci 3 t a ¢ b t
vV con vt) =k = vEv(t) con vty #Fk =
Ax = k.(b - a) n
Ax= lim 2 f(c) xAt;
(desplazamiento = velocidad x tiempo) | RAAG
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4. Trabajo W efectuado poruna fuerza F / F: [a; b] 2 R

EXPERIENCIA PREVIA

CONFLICTO

F = K (fuerza constante)

F # k

» Hallar el trabajo “W? requerido para
levantar una bolsa de arena de 400 kg,

una altura de 10 m. o

XA
10
Xreeaa F(x)=400 (fuerzaa X mts.)

(x=altura al piso)

ol [
I |

'P=400 (peso)

F:[0;10] > R
x 2 F(x)= 400 (fuerza cte)

7 W 100 = 400 x 10 = 4000

W*0:d) =F x d (d’=desp;!a:am:'en!a)§

» Idem, si labolsa “pierde arena” a
razon de 4 kg/m.

i p= pérdida a x mts
P= P(x) (lineal)

XA
L D
10t e,
x{-==-J 0] F(x) =400 - p(x)
v=4(kgm)
| of [ Po= P(0) =0
P(x)= 4x
O
F: [0;1012> R
v
X =2 F(x)=400 - 4x (ff variable)
7 W10 = ¢é00e??
%WIU:“ﬂ] - fiﬂ z T'(':'I-) X Ml
: max Apg—0 i=1

1

1

» tomamos ci € |;;

i=12,...n

» “partimos” el [0;10] en subintervalos 1 = [Xi.1; Xi ], i=1,2,..., n

» hacemos F(x)=F(ci)=ki, Vxel;; obtenemos “aproxs parciales”
del trabajo requeridoenel I; > W*pi1= F(ci)xAX; = ki x AX;
» sumamos las “aproxs parciales” obtenemos la “aprox. total”

n n
Wio:10] » Z W*1i =Z F(ci) x Ax;
i=1 i=1

Ejemplos: n=1-> 1=[0; 10] ; cel, F(c)=k = W1~ W*n1=k x 10

% c=3.5; F(3.5)=386 = k k=386 d=10
K pax =400; d=10

% ¢=0 ; F(0)= 400 = F max ,
G ¢=10 S F(10)=360= F i —min=360; 4=10

W*[0:100 =3860 &~ Wio;101 (F no cte)
W*[0:10=4000 > W/o:107 (F no cte)
> W*[0;100=3600 < Wio;101 (F no cte)

seguridad se halla el “verdadero valor” de Wo;10;. Y esto no es poco cuando no se conoce (0 es
muy complicada) la expresion matematica que permite calcular dicho valor.
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=20
*. ............................ =ﬂ{T:|' ﬁ Ry

lim ZI(‘ i 1% A S e E‘_I:tl]t._l'lf"!‘! ...... = w[n:b] P Y

a b t

— X
Avi—sll {=f —_— .
muax Avi— (trabajo) a b
1 " (densidad)
\.....J.(densidad) =My ——
(masa)

n
lim 2 f(c) xAt; | f. L.(elosidad) = Ax x
max At —+0 i=I idesplaz.) |

¢Resolvemos el problema del trabajo realizado por una fuerza no constante?

CONTEXTO GEOMETRICO: CG

. Si con T indicamos la region comprendida entre el
...trabajo para levantar una bolsa de
arena de 400 kg una altura de 10 m: grafico de F y el eje X, segln vimos el proceso
si pierde arena a razén de 4 kg/m. para calcular a(T) es.el _mismo que para calcular

Segun lo visto: el trabajo para levantar la bolsa ( W [0;10])

n n
Wow=_ lim Y F(ci) xAx; ¢ lim  TF(ci) x A = [area(m
max AXi —>0ij=1 max Axi ->0j=1 o

Y Existe |l
ara [resolver caminp
4 cambiamos [de contexto . alterpatwo
10 A

. V4 de célculo
X-mnfmmme- il F(x)=400-4x 228 T\2 :F(X): 420 —4x
2004 T |
10

por geometria elemental

......

ANALISIS DEL RESULTADO

B En el caso considerado podemos “evitar” el calculo del limite a traves de “recodificar”

el problema; o sea, de “trasladarlo a otro contexto” (el geométrico) donde disponemos de
herramientas mas accesibles para resolverlo.
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B ;otras herramientas?: formulas de calculo de area de la geometria elemental
(rectangulo, triangulo). Obviamente el traslado del problema al contexto geométrico sirve
en este caso porque el trapezoide determinado por la funcion F, intensidad de la fuerza,

para el calculo del area de la region que delimita F .

B /resulta este recurso accesible cualquier sea la funcion de la fuerza?
Evidentemente no, ya que, salvo para el circulo, la geometria elemental no provee
formulas para el calculo de areas de regiones con contornos curvos.

B ;como se procede si no se puede acudir a la geometria basica?-> jjproblema!!

Problema del que nos ocupamos a partir de ahora. Asi, en lo que sigue, nos
dedicamos a la busqueda y determinacién de técnicas algebraicas simples para el calculo del
limite de sumas. ( jj que existen!!, y para muchas funciones aunque no para todas. )

9.6 La integral

En péarrafos anteriores hemos visto como problemas totalmente distintos terminan por
resolverse a través de la misma expresion, el siguiente “limite de sumas”:

fire I "ff(c;JxAx; )‘

max Axi—» @ i=

Dada la importancia de este limite; su dificultad de calculo, nos abocamos a su estudio al

una funcion genérica f prescindiendo de cualquier tipo de interpretacion geométrica o fisica
que se pueda dar y comenzamos aclarando el significado de los términos a usar.

= Dadaf: [a; b] 2 R, llamamos:

Particion del [a;b]: P={Xo; X1; X2; X3 .....j Xi}.uouu) Xn }

al conjunto de “n+1” puntos del intervalo [a;b]; tal que el primero coincide con “a”,
el dltimocon “b” y wverifican: a=Xo < x1 < X2 < X3 <...< Xi<...< Xn=b

= Cada particion determina n subintervalos I; =[xi-1; xi] de amplitud AXi = Xi - Xi-1
= Entre los n subintervalos hay uno que es el de mayor longitud.

Norma de la Particién : /P/

La “norma de la particion” es la longitud del subintervalo de mayor longitud.
Osea: /P/=maxAxi; 1=1,2,3,...,n

= Dada la funcion y la particién se selecciona un punto “ci” en cada subintervalo al
efecto de construir la funcion escalera. A este conjunto de puntos lo Ilamamos:

Seleccion de puntos compatible con P: Q = {c1; c2; C3;.....; Ci;j.....; Cn }
tal que cie |
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Proceso de Integracién: construcciony busqueda del “limite de sumas”.

El proceso consta de cuatro etapas:

1. Subdivision _del problema (o construccion de la funcion escalera, fos).

Este paso consiste en:
* partir el intervalo [a; b] = dar P, particion del [a; b] .

* fijar, en cada subintervalo Ii , la altura del “escalon” dela fesc

= dar @, seleccion de puntos compatible con P .

2. Calculo de las aproximaciones parciales: calculo de los “n” productos: f(ci) . Ax;.

3. Calculo de la aproximacion TOTAL:

n
suma de las aproximaciones parciales: Y f(c;)-Ax; .
i=1
Estas sumas se conocen con el nombre de “SUMAS de RIEMANN” y con el
simbolo:

S(1.7,0)= 3 f(e;)-Ax;

i=l

4. Calculo del limite de las Sumas de Riemann para /P/ = 0.

Estudio del comportamiento de las Sumas de Riemann a medida que se “afina” la
particion; o sea, a medida que los escalones se hacen cada vez “mas cortos”.

En definitiva, calculo: [lim - S( f;P;Q ) (limite que puede o no existir).
(P)—>0

Definicion 1: FUNCION INTEGRABLE

Dada f: [a; b]=> R; decimos que f es integrable en [a; b] siy s6lo si existe un nimero “L” tal
que para /P/ > 0, las correspondientes sumas de Riemann S(f P , Q), seacercan tanto como
se quiera al nimero L, cualquiera sea la seleccion Q considerada.

Si esto ultimo sucede decimos que: fim - S¢ f:P;Q )=L
P =

Definicion 2: INTEGRAL

Si existe L =Ulim- S¢f;P;Q ) a estenlimero
P =

» |ollamamos: integral de f en [a;b]

b
* o indicamos : Ia f(x)-dx

Osea: jbf(x)-dfr= lim X f(c¢;)xAx;
ia P =0 i=l
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Observaciones:

a) “a” y “b” se llaman extremo inferior y superior de integracién, respectivamente.
En la definicién 2, “a” y “b” son los extremos del intervalo dominio f, luego, a<b.

b) El concepto de integral se amplia definiendo el simbolo para el caso de otra relacién
entre los extremos de integracion; o sea, para los siguientes casos:

b
Definicion 3: Si a > b; entonces: _[ f(x)-dx= —J; f(x)-dx
a

Definicion 4: Si a =b; entonces: Iaf(x)-dx =0
a

c) Para f>0 en [a; b], definimos: a(M= " |im [i fc) x AX; 15
=1

max AXi—0 i

b
luego, porla definicion2: a(T)= _[a f(x)-dx.

NOTA: Definido el concepto de integral como el “limite de sumas”™ cabe preguntarse bajo
qué condiciones existird finito este limite de sumas; o sea, “la integral”. Existen teoremas
que dan respuesta a esta pregunta (teoremas que sélo enunciamos).

TEOREMA: f continuaen [a; b] = f integrable en [a; b].

TEOREMA: f seccionalmente continua en [a; b] = fintegrable en [a; b].

Nota: f seccionalmente continua en [a; b] < tiene un nro. finito de discontinuidades de
salto finito en [a; b]. Ejemplo: las funciones escalera.

9.7 Propiedades de la integral

En todos loscaso f y g son funciones integrables en el intervalo en que se plantea
la integral.

(L) [0 kf(x)dx =

(12)
(L) 2 f(x)dx =
(L) 2 f(x)dx <

k- j: f(x)dx ;donde k escualquier constante.

1P FOO)+g00]dx = 2 F(x)dx + [° g(x)dx

€ F(x)dx+ 2 f(x)dx;

a

sin importar el ordenentre a,b y c.

2 g(x)dx

posi f(X)< g(x), VXe[a,b]

(1s) [0 f(x)dx = [0 k-dx=k.(b-a) ; si f()=k , Vxe[a,b]
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Observaciones:

a) lre Iz se pueden reunir en una sola propiedad que se llama propiedad de linealidad:
[0 ke F(X)+kog(x)]-dx = ki [0 f(x)dx +ke j;’ g( x).dx

b) I3, para el caso de f definida positiva y a<c <b, admite la siguiente interpretacion
geomeétrica

/’\ f Si T=S UR.
si iR Entonces: [P (x)dx = [SF(x)dx + [PF(x)dx
‘ A equivale a: a(T) = a(s + a(R) .

c) ls ,para f y g definidas positivas, admite la siguiente interpretacion geométrica:

\ Si S={(xy)/as<x<b;0<y<gXx?}
R={(xy)/a<x<b;0<y<fx)}

/ /\ y, 0< f) < g(x), vx e[a,b]

: -

mm g” Entonces: R< S y a(R) <a(S)

T il y se verifica I4:

a b [2F(0).dx < [Pg(x).dx
. dx < [g(x).

n
d) Lapropiedad Is se prueba facilmente teniendo en cuenta que ). Ax; =longde [a,b]
i=1
=b-a

J2 k-dx = lim > (k)- & = lim {(k)éAxi} [(k)-(b-a)] = k.(b - &)

= lim
IPI-0 i=1 IPI—0 P9
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9.8 Teorema del VValor Medio del Calculo Integral

Dada f funcién continua en [a; b], existe al menos un ¢ e (a; b) tal que:

j: f(x)-dx = f(c).(b - a).

® Demostracion:
f continua en [a; b]. Luego, por el teorema de Weiertrass, admite maximoy

minimo absoluto en [a; b]; osea, existen Xxm Yy Xm en [a;b] tales que:
f(Xmy=ma y f (Xm) = Ma
y; ma < f(x)< M, . VXe[a,b]

b b b
Luego, por l4: Iama-dXS jaf(x)-dxﬁ jaMa~dx

por Is: ma. (b-a) < I:f(x)-dxﬁ Ma (b-a)

Dividiendo por, (b-a) (con b-a>0 dado que b>a) tenemos entonces que:

m, < < My
¢ [P (x)-dx
) b-a
equivalentemente : f(xm < " L < f(xwm)

Finalmente, por el teorema del valor intermedio aplicado al intervalo [Xm; Xm] (0
[Xm; Xm]) tenemos que existe ¢ € (Xm; Xm) < (a;b) talque f(c)= k; o sea que:

j:f(x)-dx
b-a

equivalentemente : I: f(x)-dx =f(c).(b-a); conce(a;h).

f(c) = con ce(a;h)

g.e.d.

Observaciones:
1) El teorema es valido también enel caso de a> b (ejercicio).

2) En el caso de una f definida positiva en [a; b],
el teorema admite una interpretacion geométrica:

“existe un punto “c € (a;b)” para el cual el
area del rectangulo de altura f(c) y ancho (b - a)
esigual al area bajo la curva grafico de f.
a(T)= [2f(x).dx
a(R )= f(c).(b-a)

Luego, por el teorema: a(T)=a(R)



9.9 Problemas que resuelve “LA INTEGRAL”

n
Por definicion f:f(x)~dx:|im > f(ci) -A%;. Luego, la integral resuelve todos
P—0 i=1

aquellos problemas que, segun vimos, resuelven por medio de “limite de sumas”.

Y,
J.bf(X)'dX: .......... f 20 ............ >=a(T) [N
a |

a b =x
b f
j F(x)dx = " f.(fuerza)........ > = Wi o p_f
a (trabajo) >
a b x
. il
Ibf(x).dx I 1 T R
a i a b x
('masa)
[PH()dt = o Lfrelodtat) y = px GG A e x

( desplazamiento)

Observaciones:

1) En el Apéndice al final del Capitulo se calcula el area de una figura plana a partir del
correspondiente “limite de sumas” y con el metodo histéricamente conocido como “método
de exhauscion”. Se calcula el area de T, trapezoide determinado por f (x) =x?en [0;1].

Se demuestra que |im Zn: f(ci)-4ax; =1/3. En otras palabras que a(T)=1/3.
|P|—>0 i=1

- 1 i . 1
Como con la nueva notacion, a (T) :.[o x? dx ; concluimos asi que: Io x? dx =1/3.

2) Si Ax indica el desplazamiento de un mdvil a velocidad variable, si la velocidad es
conocida y la variable independiente el tiempo, v=f(t)=t? en[0; 1], entonces:

1 n
AX[o;11 = IO t?dt = AX(o11= lim Y f(c)-At
PI—0 i=1
Es facil ver que el “limite” resultante es “igual” al planteado para el célculo del area (T)
con f(x) = x?(sélo difiere en la letra usada para representar la “variable independiente”).
; n n 1 1
COMO [|im S f(ci)-At = lim X f(ci)a =1/3 = jo t? dt= jo x%dx=1/3
PI->0 i=1 [P0 i=1

Vemos entonces que el objetivo del diferencial (dx, dt , u otro) en el simbolo integral es
sefialar la letra que corresponde a la variable independiente de f. Asi :

b b b
j f(x)-dx =I f(t)-dt =I f (z)-dz | El resultado slo depende de:
a a a @ la funcién integrando (f) ;

1 5 1., 1 5 & del intervalo de integracion;
'.[ox -dx = Iot -dt = L}; -dz = 1/3. 0 sea, de “a” v “b”.

’j:: x2dx # L: t2 dx = t% (prop. Is)
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) b
9.10 Calculo de la integral: Ia f(x) dx

...................................

¥ s [ (0= liM SR Q) = —ywl?

P|—0

|

|

1
Ejemplo: dada f (x) = x?; ;cdmo calculamos Io f(x)dx?

[.] :
) x*dx =lim S(fiRp;1y5Q = H—’Lﬂ/3

P|—0

En el APENDICE se muestra el calculo por definicion de [, x?dx

—En este caso las caracteristicas de la funcion integrando (x?, creciente en [0;1]) hacen
posible el calculo del correspondiente “limite de sumas”; por ende, el célculo de la integral
“por definicion”.

Pero, y en general, este limite es practicamente imposible calcular.
—Asi, nuestro objetivo en lo que sigue es la busqueda de un camino “alternativo” para el
“calculo de integrales™”; o sea, de un camino que permita “obviar” el “limite de sumas”.

PROBLEMA: hallar un camino alternativo al de la definicion para el calculo de integrales.

PLAN DE TRABAJO: como venimos haciendo hasta aqui, primero procedemos a analizar

Andlisis_de un caso simple: f(t)=t; Ds=[0; b]

X
Objetivo: calculo Io tdt, x € [0; b]

e f(1)20en [0;b]
e T (trapezoide asociado a f) = triangulo.

: X
r Io t dt = area (T)
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X
1ro) Calculamos -[0 t dt para distintos x’s en [0;b] trasladando el problemaal CG .

CG eler ANALISIS:
_1x1
aly) = 2 ¥~ Calculada la integral para distintos
| 01 J extremos superiores vemos que;
X = 1 A e cscscesescscscesecescssssssesene » *
S I tde 2 I[ ]tdl - depende del ext. sup.
0

queda definida una funcién: F

1

— 2 2
XL L tdt— F:[0;b] > R

X =2 FX) = IO[X]:‘ dt

qgue llamamos

A 4

f FUNCION INTEGRAL ;

NOTA:
Se puede demostrar que toda f integrable en [a; b], define una “Funcién Integral”.

Definicion 1: FUNCION INTEGRAL

Dada f integrable en [a; b] llamamos funcion integral a la funcion F tal que:

> Fx= [ f(t)-dt

» Dom.F = Dom. f = [a; b]

Se vislumbra asi otro camino para el calculo de integrales: el célculo de F(x).

Pero.... F(X):jax f(t).dt vy jax f(t).dt = |IFjlmOS(f;P[a;x];Q)

O sea, y hasta aqui, el célculo del “limite de sumas” sigue siendo “inevitable”....
¢ Qué hacemos?, ¢abandonamos este camino o persistimos en busca de pistas?...
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_ _ 2 _4/ _ 22
X =2 9F(2)—Iotdt— 27 5

_ _ (3 _9/ _ 3°
X =3 9F(3)—j‘0tdt— 2° 5

_ [xo] _ Xg
X =Xo =2 F(Xo)—J tdt = T

2
Conclusion: si P(x) = XT; tenemos que:

*) F(x) =P(x), Vx e [0;b]

finito de operaciones algebraicas bésicas (+ ;X ; +;\f) entre funciones “conocidas”.
Ejemplos: potencias, polinomios, cociente de polinomios, raices, x>+ sen X, etc.

Observaciones:
- La complejidad de F, funcion integral asociada a una integral, radica en que por

(algebraico, gréafico, numérico y verbal) y que, dentro de un mismo registro, es posible el
proceso de “conversion”; o sea, de reescribirla de otra forma pero dentro del mismo registro.

e 2do ANALISIS:
1) Para el caso simple investigado, el cambio de contexto (del analitico al geométrico)

jzt-dt=F(X): FO=P() PR=% = Lx)t-dtzxj

2) Dado que las funciones admiten distintas formas de ser representadas, hemos hallado un

PROBLEMA REFORMULADO (1):

Dada F(x) = I;( f(t).dt, pomF=[a; b]
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3) En el caso simple investigado, lo que permite hallar la funcion elemental P/ P=F esel

e 3er ANALLISIS: (Caso Simple: f(t) =t; Dr=[0; b])

Expresada F por medio de la funcion elemental P ( F(x) = P(X) = % vV x e [ 0;b]),

procedemos a derivar F, observar que resulta de esta operaciéon. Y descubrimos ....,

gue la derivada de la Funcion Integral es, jla funcién original! > F (x) = f(x).

Cambio de variableH x¢yt |

FUNCION FUNCION INTEGRAL
| ORIGINAL_ [
— v 7] 0 R [x] ¥ def
f(x)=x > J'O tdt= F(x) = lim S(f.P[0:x]Q)

|P|—>0

T integrando

e nIF e =1

OBSERVACIONES:

poderosas del calculo: la Integral y la Derivada.
En razon de ello a este circuito lo llamamos, “circuito ID” (Integro-Diferencial).

Tenemos asi el:

I: Primer_interrogante fundamental:
Cualquiera sea la f de partida, ¢siempre sera F* (x) =f (x)?

Al cual da respuesta el:

ler Teorema Fundamental del Calculo Integral - ler TFCI:

Demostracion:
-------------------------------------- (més adelante)

esderivable y F(x)=f(X), Vxe[a;b]”.




34

¢ Como?: recordando que si dos funciones son iguales, sus derivadas lo son (P = F")

X
[..)] X S
B T LT g
f(x) (cont integrando 1
+——— :
: vuelvo * reemplazo
- ; deriVandO :....i .........
Camino l!(x) =iP)
alternativol === Z&A ———— Ll rererecucperet
........................... reemplazo
. F=P= F =P et B ~ buSCO P ..................
¥ propongo P(X)_f(X) ........................ * P()_|elementall
EJEMPLO:
[
o, J[costdt= Foo < senx
f(>_<): COos X integrando Feegggeeerenneens i
: ¥ :
: vuelvo [1lerTECI = reemplazo
» derivando v -
Camino F(x) = EIP(x)
alternativo .............. !....
R S —— : reemplazo
. o - . busco P ...............................
¥ propengo’ T - PO ZCOSX Rt bV B0 "% P9 = sen x|
.................... T

Momento de Reflexion: trasladar el problema al contexto del Calculo Diferencial permite

PROBLEMA (original): f:[a;b] 2 R ;
% hallar un camino alternativo parael calculo de la integral j:f(t) dt con xe[a; b]

PROBLEMA REFORMULADO (1): f:[a; b] 2 R; f continua en [a;b]

NOTA: en este punto vemos que la existencia o no de una funcién elemental P tal que P" = f
es determinante para el célculo de la integral por un camino alternativo. Luego, dado su
importancia, damos un nombre a esta funcion y estudiamos sus propiedades.
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Definicion 2: PRIMITIVA (o ANTIDERIVADA)

P es una primitiva de f en [a;b] si y solo si P'(x)=f(x); Vxe€[a;b].

Finalmente el problema original (calculo de la integral) queda reformulado asi:

PROBLEMA REFORMULADO (3):

Ejemplos:

a)si f(xX)=x ; una primitivadef es P(X)=x%2 ; [P’(x)=x-> verifica]
b) si f(x)=cosx; una primitivadef es P(x) =senx; [P (X) =cos x = verifica]
c)si f(xX) =1 ; una primitivadef es PX)=x ; [P (X)= 1 - verifica]

Notas:

1.- Derivada en los extremos del intervalo:

Luego, cabe aclarar que las derivadas en los extremos, P’(a) y P’(b), se definen de la misma
forma solo que reemplazando “limite” por “limite lateral” para x> a* y x> b respectivamente.

PROPIEDADES DE LAS PRIMITIVAS

Teorema I-Pr: Si una funcion tiene una primitiva P, entonces tiene infinitas (P + k, keR)

Demostracion:

e Sea P primitiva de f > P (x) =f(x)
e Dada G(X)=P(X)+k, keR => G (X)=[P(X) +k] = P" (x) + (k)" =f(X)
e Luego, G=P+k es primitiva de f. (g.e.d)

Teorema II-Pr: Dos primitivas de f difieren en una constante; o sea, G(x) —P(x) = k

Demostracion:

e P primitiva def = P (x)=f(x)
e G primitivadef = G (X)=f(x)
o SeaH (X)=G(x)-P(x); Vxela;b]
H X)=[GX)-PX)] =G X)-P  x)=f(X)-f(x) =0; VX e [a;b].
Luego, H" (x)=0; Vxe[ab] = HX =k; Vxe[a;b].

e Conclusién: G(X)-P(x)=k 06 G(X)= PX)+k; Vxel[a;b]. (g.e.d)
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Observacion: F(x) = j:f(t)dt es una primitiva de f . Luego, por el Teo I1-Pr, si P es
otra primitiva de f, entonces existe keR tal que F(x) = P(x) +k; V x e [a; b].

Teorema I11-Pr:

Si Py G sondos primitivas de f en [a; b] y existe X, € [a; b] tal que G (Xo) =P (Xo)
entonces G (x)= P (x) ; V x € [a; b].

e Py G primitivasde f en[a;b] = G(xX)-P(x)=k ; V x € [a; b] (Teo II-Pr)
luego, para Xo € [a; b] tenemos: G(xo) — P(Xo) = k

e Por hipotesis: G(Xo) =P(Xo) = G(Xo)—P(X)=0 = k=0

Conclusion: G(X)-P(xX)=0; VX €[a;b] = G(X)=P(X); VX €[a;b]. (g.e.d)

e 4to ANALISIS:

e Por definicion de igualdad de funciones, sabemos que:
F=P < DomP=DomF=[a; b] y E(X)=P(x) ¥ xe[a;b].

PROBLEMA ENGORROSO:

Si F(x) = j;f(t)-dt,vX ela;b] —Pr %, Fa) = ij(t)-dt =0.

@ Y aqui es donde el Teorema IlI-Pr_nos rescata de esta engorrosa situacion!!!
Fy P son primitivas de f; luego, y segun este teorema, si existe X, € [a; b] tal que
F (Xo) =P (Xo) entonces F(x) =P(x); V xe[a; b]. O sea, para decidirsi F=P basta

X
Conclusiones: si f:[a;b] D> R; F(x)= ja f(t). dt: P primitiva elemental de f .
1) P=F < P(a) =F(a) & P(a) =0.

P = F, tenemos “casi” resuelto el problema del calculo de integrales.

X
CONTROL Sl >F=pP = |[, fO.dt=Px); v xefa; b]
¢, P(a)=0? #)[
NO= PzF = 77?7?77
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EJEMPLO: f(x)=cosx; x e€[0; b]

X
-[O[] .
o | sent dt = F(X)= | sem x
f(x) = cos b integrando > jﬂ' ! ‘
| - ! igualamos
o VUEIVO [1erTFCI] !
Camino | -+ _._ Y R
. R T~ i S| :
______ ' g dertinde [ Eo [ BGa) «i——1

; P(0)=0?

¢
busco P
(prueba yerror)i P(x) = sen x

P~ (X) = cos X

CONCLUSION: .
= 2 = o —_
- _'.OXCOS tdt - sen X > X =T11/2 > J-O cos t dt sen 2 1
>X=1T > j‘oncos tdt = sen ©m = 0
2
»>X=2 > Iocos t dt = sen 2

. exploramos el circuito ID para otra funcion

X
f(x)=sen x |n.[2grando I:sent dt =F()= I—

(continua) T
; i
vuelvo !
Camino | ; [ler TFCI] L
|t t . Lo ’, = ~ [iV7-TaTe [o D O T > I
alternativol - o CF=fx) - _derivando _ | F(X):l r LS
¢P(0)=0?
busco P T
prueba y error) e
CONTROL l
(1) 15?2?2272 <

(I'l) ¢tenemos alternativa?: SI, proponer otra primitiva. ¢CUAL?

Y tenemos asi el:

Sequndo interrogante fundamental: dada F(x) = J':f(t) dt y P otra primitiva de f:
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Al cual da respuesta el:

2do Teorema Fundamental del Célculo Integral — 2do TFCI :

entonces F(X)=P(X)+k, Vxelab] conk=-P(@) ”.

. Demostracion:
i (més adelante)

J'ax [-]

¢G(a)=07?

. G&
f(x) (cont) Integrando > ; Geo)
: l (5) igualamos
, vuelvo [1erTFCI] !
Camln_o L e, - Y ars,
alternativo . _. ,\ F* (%) = f(x) ;. <. derivando___ F 0= | G <I—S|‘—T
2) busco P
(1) propongo " (x) = F(x) (2) > /
('prueba vy error) @
CONTROL

(3) propongo
otra primitiva

- . . X
Ejemplo: usemos el circuito para calcular J'O sen t dt

G(x) =P(x) - P(a)

on [-]

|-COSX+1

X
f(x)=sen x Integrando > .[o sen t dt = F(x)=
A i
vuelvo '
Camino | _[_1 Er.TFE:I] Y
alternativo S - i
. m = CFT(X)=f(x) } ,4.._de_r!\La.n_d_o_._. F) =| G <5

propongo busco P

P~ (x) = sen x

(prueba y error)

G(x) = P(x)-P(0) .=

J— .t

=-C0S X (,G(O):O'?




CONCLUSION:

N

2
X > X = I sentdt=-cos (m/2) +1 =1
Io sent dt=-cosx +1 = REWE 2 0 ( )~

T
>X=1T - -[0 sentdt=-cos(m) +1=2

2
FR=Z 2 Iosentdt:-cos(2)+1

Ejemplo: dada f(x) =2x, Df =[3; 7] usemos el circuito para calcular I;(f(t) dt xe[3; 7]

[
. :
o| [2tdt=F()= | x2.g
f(x)=2x 4 integrando
1 vueivo [1erTFCI] :
Camino T =, Y
alternativo| S "'~ derivand
€ - (‘\F_.()f)_i,fE)f)_.»'ﬂ-'-'e_r!\@n-.o_'_' FO=| 6oy 4TS
S B .1
propongo ~ Iy} = P — 2 3
F s (prueba y error) P(X)_ < - 1e63)=0?
[2°TFCI:i
[ G() =P -PE) .~
concLuslON: o enTTTTE

[f2td=x-9 = >[j2ta =5-9=16
3

>I42t dt =42-9=7
3

x> Resumiendo el trabajo hecho tenemos un:

Proceso alternativo _para el célculo de LX f(t)dt= F(x)
1) Proponer P"(x) = f (X)
3) Plantear todas las primitivas que difieren de P en una constante: P(x)+C, CeR
4) Hallar k de modo que F(x)=P(x) +k 2> (2° TFCI) > k=-P(a)
5) Volver a J: f(t)dt =F(X) ;
reemplazar F por la primitiva elemental obtenida en (4); concluir

una férmula elemental para calcular la integral: IX f(t)dt=P(x) - P(a) .
a
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En lo que sigue nos dedicamos a validar este proceso; o sea, a demostrar todas las
cuestiones que hacen a la circulacion del circuito ID tanto en forma directa como al reves.

9.11 Relacion entre el Calculo Diferencial y el Calculo Integral

» En parrafos anteriores vimos los fundamentos del Célculo Integral, su aparicién
como una rama independiente de la matematica la cual, entre otras cosas, resuelve el
problema del calculo del area de regiones de contornos curvos, permite determinar el
“efecto total” o “acumulado” en un proceso de cambio con velocidad no constante.

* Vimos también la necesidad de buscar métodos alternativos al de la “definicion de
integral” para posibilitar el “calculo de integrales”; como esta bdsqueda contribuye
tanto al hallazgo de importantes resultados tedricos como al descubrimiento de que el
Caélculo Integral se podia trabajar como Calculo Diferencial “al reves”. La deteccion
de este hecho tiene consecuencias practicas transcendentes pues es el que finalmente
permite hallar “metodos alternativos” para el “calculo de integrales”.

» Cabe mencionar que aun cuando lo Gtil de este hecho en su momento (y aun hoy), el
desarrollo de nuevas tecnologias y como consecuencia de ello de los “metodos
numeéricos”, ha permitido volver la mirada al calculo por definicién de la integral. Y
este hecho tiene su ventaja ya que permite abordar el calculo de integrales de cualquier
tipo de funcidn, cosa que no siempre es posible con el Calculo Integral pensado como
Célculo Diferencial “al revés”.

< Una de las cuestiones que vimos al investigar el circuito ID, fue que variando el extremo
superior de la integral generdbamos una funcién, la funcién integral.

Definicién 1: (FUNCION INTEGRAL)

Dada f integrable en [a; b] Ilamamos funcion integral a la funcién F tal que:

> LeyF: F(x)= [ f(t)-dt

» Dom.F = Dom. f = [a; b]

Observaciones:

1.- Por definicién, F noes una funcién elemental; F

su calculo requiere el célculo del

“limite de sumas de Riemann”, E:vz Rk j "]1'(t)-dt

0 sea, Una operacion que trasciende : o0 ’
los métodos del algebra y que, salvo casos s
muy puntuales como el de f (x) = x?,

resulta imposible de realizar.

2.- Para ciertas funciones, bajo ciertas condiciones y trasladado el problema al contexto
geomeétrico, pudimos calcular F(x) paraalgunos valores de Xs y luego, por induccion,
expresar la ley de F por una formula “elemental” .

Asi, dada f(x) = x calculamos F(x) = j K

. t-dt para distintos valores de X’s y concluimos,

/]

| F(x)=x*/ ‘

X > F(x) = lim S(f,P(,. 1,Q)= L :x% S
|P|—>0 ’




Luego, derivamos F , obtuvimos F'(x) = f(x); o sea, descubrimos que la derivada de la
funcién integral nos volvia a la funcién original. Este hecho crucial nos lleva al,

Primer Interrogante Fundamental: “cualquiera sea f, ;siempre sera F~ (x) =f(x) ?”

La respuesta a este interrogante la dio el ler TFCI, el que demostramos a continuacion:

ler TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL (1° TFCI)

X
Sea f continua en [a;b] vy F(x):ja f(t)-dt la funcion integral que ella genera.

Entonces, F es derivable en [a;b] v F(x)= f(x), Vx e [a;b].

Demostracion:

a) Dado X, € (a;b) nos proponemos analizar la existencia de F"(Xo).

Xn +h X
F h)— F oM ft).dt = [* f(t)-dt
F(X)= lim o #M)=F(Xo ) _ iy Ja () J 7O =

h—s0 h h—0 h

o f()-dt + [ f()de - [0 f(t)-dt
lim ° =

propf(ls) h—0 h
f continua en X,
Xp +h
I D R ORI i
= lim = [|im- =lim f(c) =f(x,)
h—0 h h—0 h h—0
(C>Xo)
Por TVMCI (Teo. Valor Medio del Calc. Int.) *sih>0 entonces,
existe ¢ €[Xo; Xoth] (*) (6 [Xo+h; Xo]) . :fo+h-)xo y, por (*),
(h>0) (h<0) e C VX,
tal que: . - >
Koy [ Xo + hy
Xo+h X‘I‘, x‘;q- -
[ 77 f()-dt =)0 hxa] = fe)h e
XO xo‘_c Xy +h3
h1> h2 >h3 220

b)Si xo,=a 6 x,=b.
La prueba esla misma s6lo hay que tomar, h-> 0" é h-> 0%, seglnsea x,=a ¢ X,=b.

Conclusion: como X, es genérico hemos probado que: F,(x) =f(X); Vxela;hb]
(g.e.d)

@ Otra de las cuestiones que vimos fue que para recorrer el circuito ID “al revés” dada f
debiamos buscar P talque P"=f. A esta P le dimos un nombre: primitiva de f.
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Definicién 2: ( Primitiva ¢ antiderivada de una funcion)

P es una primitiva de f en [a;b] si y sélo si P’(x)=f(x); Vx e [a;b].

< Vimos también las siguientes propiedades de “primitivas” (pags. 30 -31):
Teorema I-Pr: Sif tiene una “primitiva” P, entonces tiene infinitas (P + k, keR)

Teorema I1-Pr: Dos primitivas de f difieren en una constante: G (x) -P (x) = k

Teorema IlI-Pr: Si Py G son dos primitivas de f en [a;b] y existe X, €[a; b] tal que
G(xo) = P(xo) entonces G(x) = P(X) ; V X e [a; b].

De estas propiedades concluimos:

< Por 1erTFCI: f continuaen [a; b] y F(x) :jx f(t)ydt =F(X)=f(x),V x e [a;b].
Osea, F, la funcionintegral , es una primitiva de f en [a;b].

& Por Teo II-Pr: dos primitivas de f difieren en una “constante”.
O sea, que dada P, otra primitivade f, existe keR / F(X)=PX)+k > ¢k?

FUNCION o 2 FUNCION

ORIGINAL | prueba\ | unaprimitiva: P(x) =%~ | dP/dx |  oRIGINAL
_ v error £(3) = x

f()=x todas: X—22+ C; CeR ()

L=

12 3 45

|_I| ¢cual? I—

X
f(x)=x _* . A f(x)=x
= :otra_primitiva
FUNCION _.[a_) F(x) ja f(t) dt: otra primitiva | dF/dx FUNCION
ORIGINAL FUNCION INTEGRAL ORIGINAL

“dadas f continua en [a; b]; F(X)= J': f(t)dt y P otra primitiva def;

el valor de k tal que F(x)=P(X) +k , V x €[a; b], ¢ se puede hallar ? .
Interrogante que resuelve el 2°TFCI.
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9.12 Relacion entre funcién integral y primitiva

2do TEOREMA FUNDAMENTAL del CALCULO INTEGRAL (2°TFCI)

Hipoétesis: Dadas: f funcién continuaen [a; b]
P primitiva cualquierade f en [a; b]

F funcién integral asociadaa f: F(x) = J-Xf(t).dt;
a

Tesis: para cada x € [a;b] setieneque: F(x) = P(x)-P(a);

0 Sea que:

I?{tj.dt = P(x)-P(a)
a

Demostracion:

» Por hipétesis > P primitiva de .
» Por 1°TFCI > F primitiva de f.

» Luego, por teorema Il Pr., Fy P difieren en una constante > F(x) = P(x) + C

X
Osea > J.af(t)'dt: PX) + ¢ vxe [a;b] (%)

M

a
Six=a > J.af(t)-dt =P(a) ; ¢

0=P@+C »>=C=-P(a)

M

N

X
> Reemplazando en (*) > J.a f(t).dt=P(x)-P(a). Vxela;b] (ged)

e Corolario: REGLA de BARROW

En el 2°TFCI; si x=b > I;f(t)-dt=P(b)—P(a) = P(t)\g

e EI 2°TFCI prueba que k= -P(a); osea, resuelve el Gltimo interrogante planteado

interviene el extremo inferior de la integral (a) .
2 2
Enel ejemplo de la pag. anterior: jx t.dt = XT +C >(2°TFCI) C=- aT
a

2 2 2
y finalmente: I: t.dt = XT _aT . (ej: a=3> stt dt = XT -% )

hallazgo de esta regla hemos entonces concluido exitosamente (sera asi?) la bdsqueda de un
camino alternativo para el calculo de la integral.

Ejemplo: [ 15.t2dt=P(6)-P(0) =  56%-5.0° =1080
(P(t)=5.t%)
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. . 10
¢Hemos resuelto exitosamente nuestro problema? ; ;podemos, por ej., calcular Jl Inx dx?

Evidentemente resulta practicamente imposible hallar P, primitiva de f (x)= In x, por
“pruebay error”; por ende, aplicar Barrow y calcular la integral. Vemos asi que la aplicacion
de la potente regla que acabamos da hallar (la de Barrow) queda supeditada al hallazgo de
al menos una primitiva elemental y que esto, salvo algunos casos simples, no es algo que se
pueda hacer por “pruebay error” Surge asi la necesidad de hallar “métodos” mas eficaces
para la basqueda de primitivas. En el parrafo que sigue nos abocamos a esta cuestion e
introducimos para ello un nuevo concepto el cual facilita el trabajo “metodico” que nos
proponemos para esta instancia.

9.13 EIl concepto de “integral indefinida”

Definicion (INTEGRAL INDEFINIDA)

Al Conjunto de Primitivas de f,
* lo llamamos: Integral Indefinida,
* lo indicamos con el simbolo: Jf(x)dx.

O sea, If(x}dx = P(x)+C; Poprimitivade f y CeR (C =cte de integracion)

9.13.1 Tabla de “Integrales” (Primitivas) Inmediatas
NOTAS:

1)El uso y costumbre ha impuesto el término “integral” para referirse a la “integral

indefinida” de f . Esto sin dudas crea importantes confusiones pues el mismo término se
en [a; b] (“limite de Sumas de Riemann de f en [a; b] ). EI dominio de ambos conceptos
es indispensable entonces para usar este término en el modo y forma que corresponda
segun el contexto de trabajo.

2) El primer recurso del que disponemos para hallar “integrales indefinidas” 6 “primitivas”
las primitivas de las funciones prototipicas basicas con las que construimos la Tabla de
Integrales “inmediatas”. El resto de las primitivas se encuentran a partir de esta tabla y
con el recurso de “técnicas de integracion” que se construyen apoyandose en las
“técnicas de derivacion”.

e Integrales “inmediatas’:

Xa+1

1) Ixa.dx = + C ; ax-1
a+l

2) E.dx - In/x/ + C

3) Isen.x .dx = -cos.x + C
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4) jcos.x dx = senx + C

5)j 12 dx = tg(x) + C
COS“ X

6) Iex dx = eX + C

7) j ! dx = arctg(x) + C

1+x2
8) dx = arcsen(x) + C
1—x2
9) dx = -—arccos(x) + C
1—x2

9.13.2 Técnicas de “integracion” ¢ de “busqueda de primitiva”:

Existen distintas técnicas que permiten buscar primitivas “con método”. Veremos s6lo
algunas de ellas y, dado su caréacter, las veremos directamente en la practica. Los métodos
que vamos a ver y usar son:

I) método de integracion por descomposicion

I1) método de integracion por sustitucion

I11) método de integraciéon por partes

V) método de integracion por desarrollo en fracciones simples

9.13.3 Propiedades de la integral indefinida

II-1) Si f y g admiten primitivas en un intervalo I , entonces “f + g” también admite
primitivaen 1 y vale: J(f(x)ig(x)).dx - J.f(x).dx + jg(x).dx
I1-2) Si f admite primitiva en un intervalo I, k € R ; entonces “ k. f” también
admite primitiva en | y vale: Ik.f(x).dx = k-.ff(x).dx
1-3) (Jf(x)dx) = f(x)
Por definicion: jf(x).dx =P(x)+C con P (x)=f(x);
entonces ([ f(x).dx ) =(P(x)+C ) =P'(x)=1f(x) (qed)
1-4) [f'(x).dx=f(x)+C
Por definicion: jf’(x).dx =P(x)+C , con P primitiva de f .

Como f (x) es obviamente una primitiva de f“(x), entonces P(x) = f(x). (g.e.d.)
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9.13.4 Notas:
a) ll-1y 11-2 se resumen en una sola condicion, llamada propiedad de linealidad .
I(kl.f(x}rkz.g(x)>.dx = klljf(x).dx + kz.Jg(x).dx

b) Cabe sefialar que 11-3 muestra que al aplicar los dos procesos uno a continuacion
del otro (integracion y derivacion) comenzando por el de ““ integracién™ volvemos a la
funcién original.

Esto puede hacernos pensar que ambos procesos son “inversos uno del otro”.

Sin embargo I1-4 muestra que si hacemos lo mismo, pero comenzando por la derivacién
volvemos a “mucho mas” que la funcidon original pues, debido a la constante de integracion,
volvemos a un conjunto infinito de funciones (f + C, CeR).

FUNCION d...]
ORIGINAL: f |—9 5 FUNCION

DERIVADA:

£ +cl| JI l

(FUNCION ORIGINAL + C

Luego, y en rigor, “integracion” y “diferenciacion” no son procesos inversos uno de otro.
(Aplicados uno a continuacion del otro, no siempre se vuelve al punto de partida: al
“integrar” una “derivada” recuperamos mucho mas que la funcion original).

Y este hecho tiene consecuencias practicas que vemos a continuacion a través de un ejemplo.

Ejemplo: Se comienza a llenar un tanque con agua que sale de una canilla a una velocidad
v(t) =3 t2, [v] = Its/h.. Si el tanque tiene 6 Is al inicio, y una capacidad de 70 Its.
¢Cuanto tarda en llenarse ?

» Datos: velocidad del proceso = v(t) =3t2
volumen inicial =6 (Is) ;  capacidad del tanque: 70 (Is)

» Incognita: tr = instante final ¢ instante en que el tanque se llena.

Si introducimos la variable V =volumen de agua en el tanque en cada instante t ;
* podemos reescribir la incognita de manera mas “operativa” 2 tf/ V (t¢)=70.

» Resolucién

El problema, reformulado segin el analisis previo, queda: “conocida v, velocidad a la
que se desarrolla el proceso (v =V"), hallar V=V(t), funcién que rige el proceso” ;

Concluimos asi que el problema consiste en hallar la funcién de la que proviene v; en
definitiva, en hallar “la primitiva de v”.

v=3g PUAYemOr by —¢3. P primitiva cualquiera de v, ¢csera V ?
Por Teor.llPr.: Vt)=P(t)+C = V{t)=t3+C > (C?

e Aqui apreciamos el rol de la cte de integracion C, que es otra incognita del problema y

En este caso, tenemos ese dato: V(0)=6.

Asi: V()=t3+C = V(0)=0+C = C=6.
Finalmente obtenemos V: V()= t®+6 yhallamost;: V(t)=70 = t3+6=70 =
t =4 = el tanque tarda 4 hs. en llenarse.
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realidad pues la velocidad de entrada del agua no depende del volumen inicial). Y asi, este
hecho que por un lado valida el modelo, por otro, ocasiona un problema a la hora de
reconstruir V a partir de su derivada v.

: t)dt [ Pm+c > v
FUNCION dV/dt_|v-> FUNCION jV( (t) (
ORIGINAL: V DERIVADA. ?| (P primitiva cualquiera de V)

(*) Obtenemos una familia de funciones entre las cuales una de entre todas ellas es la funcién de la
i que partimos. Para rescatar la de partida se hace necesario tener algin dato adicional para, a partir
i de él, determinar el valor de la constante y, por ende, la funcion original .

En este punto resulta conveniente detenerse y reflexionar acerca de los conceptos vistos.
O Integral e Integral Indefinida son dos conceptos distintos.

_ b . .
(*) La integral, _[a f(x)-dx, se calcula sobre un intervalo y su resultado es un ndmero.

(*) La integral indefinida, jf(x)dx, refiere al calculo de primitivas de f y su resultado
es un conjunto de funciones: ff(x)dx: PXxX)+C [ P (x)=f(x)
(*) Laconexion entre ellas se establece en el 2°TFCI (regla de Barrow).

[roodx= P = [Fe9-dx = ( [ ftydt )|

O La regla de Barrow,
¢resuelve el problema del calculo de la integral para toda funcién f ?

Ya hemos dicho que no, pues no siempre existe primitiva “elemental ” de f.

Resulta claro entonces que si no existe primitiva elemental, volvemos a foja cero ya que no
podemos expresar la funcion integral a través de una “férmula elemental”, obviar asi el
calculo del limite de sumas. Cabe aclarar que cuando decimos que no existe primitiva
elemental, ello no obedece al hecho de que no se conoce un método para hallarla, sino a

2
Ej: la funcion f(x)=e* no admite primitiva elemental; 0 sea, no existe Pgeiem)/ P* =f
Luego, y por ej.; dada IO3 ex’dx No existe Pelementa) / j'03 ex? dx = P(3) = P(0)

= ¢Implica esto que la jos ex? dx Noexiste ?
2
- No, f(x)=e* escontinua, por ende integrable. O sea, jo3 ex?dx =L e R.

Lo que no existe es un método sencillo para calcular “L”

. . . X sen X
Lo mismo pasa con otras funciones como por ejemplo:  sen (x?); 67 ;

¢Como evaluamos la integral en el caso que no existe primitiva elemental ?

En este caso no podemaos dar el valor “exacto” de la integral pero podemos dar “estimaciones”
del mismo tan buenas como queramos. Y podemos hacer esto de distintas formas:
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e Acudiendo a la definicion de integral:

Por definicién la integral es el “limite de Sumas de Riemann”.

Si  por alguna propiedad de la funcion integrando podemos asegurar que el limite existe
sabemos entonces que las “Sumas de Riemann” se acercan tanto como quieran a dicho
valor. Luego, dichas sumas proporcionan un valioso instrumento para calcular valores

“aproximados” de la integral; valores que seran tanto mejores cuanto mayor sea “n”,
la cantidad de sumandos que se tomen.
32 n ;2 3 2 2
j edx= lim D el -AX] = I e dx ~ ) e Ax
0 P[>0 =1 0 =

e Aproximando la funcién por otra funcion “integrable” (polinomios de Taylor)

O sea, otra forma de obtener un valor aproximar de la integral esa partir de:
1) aproximar primero la funcion integrando f por un conveniente polinomio de Taylor,
f(x) = e pol.de Taylor pa(x) =1+ x2 + x4/ 2

2
eX = 1+ x2+x42

2) integrar luego el polinomio de Taylor.

3
3 5
js X dx =~ jg’(l+x2+x4/2)-dx:[x+%+)l(—o] = 36,3

© Evidentemente tampoco podremos utilizar la Regla de Barrow cuando la funcion
integrando venga dada por un grafico o una tabla de valores. En estos casos, lo Unico que
podemos hacer es dar aproximaciones de la integral, y hacer esto a través de “Sumas de
Riemann” convenientemente construidas a partir de los datos que se tengan.

Ejemplo:

La gréfica adjunta muestra el registro de la tasa de “disolucion” (en mg/hs.) de un soluto
en un solvente, durante las 3 primeras horas de puestos ambos en contacto.

|

Se pide: hallar una aproximacion de la masa disuelta al cabo de las 3 hs .
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- funcidén del proceso: m = masa de soluto disuelta al instante “t”.
m = m(t)

- dato: graf.v ; v=velocidad de disolucion del soluto en el solvente.
v =m (t)

- incognita: Am = *“variacion de masa” en el solvente, en 3 hs.
Am = m(3) - m(0)
> resoluciéon:  Am = jj m’(t).dt

3
Am= [° v(t).dt = Y v(c;).At,

i=1

= Particion_del [0;3]: P={0;1; 2;3}; Ati=1
= Seleccion de puntos compatible con P: Q = {c1= 0.5 ; c.=1.5; ¢c3= 2.5}

3
= Calculo de la aproximacion TOTAL: > v(c;).At;
i=1

23: v(c;) At; = 23: v(c;) = v(0.5) +v(1.5) +v(2.5)

i=1 i=1

~ 520 + 600 + 700 =1820

- Rta: la masa disuelta al cabo de las 3 hs es de, aproximadamente, 1820 mg.

tv

600
520

' A
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9.14 Apendice

Calculo, por el método de exhauscion, del area de T,

trapezoide determinado por f(x)=x?> en | =[0:1].

1e Comenzamos calculando para n = 4.

2e Seguimos con n= 8; 16 ; ............ ;

3e Paracada n,tomamos: AXi= =

4 e Construimos Sumas de Riemann (Inferior y Superior):

*SR(inf) > cie li / f(ci)=mi =minimode f enl; = altura del r;

n
rmp= (Jr; (region escalonada inferior) ; a(ri)=mix %
i=1

*SR(sup) > cie li / f(ci) =Mi =maximo de f en |; - alturadel R;

n
R = [J R; (region escalonada superior) ; a(Ri)=M; X %
i=1

»[n=4]—> 4li; AXi = Y; Xi = Xi-1+ Y4 ; Xo=0 = P = {Xo=0; 1/4; 2/4; 3/4; x4=1}

i 1
8.9 8.9
6.8 8.8 Re
8.7 8.7
8.6 8.5
8.5 8.5 R;
6.4 8.4
6.3 r4 6.3
8.2 8.2 R, /f
8.1 rs 8.1 #ff/,f’/
1 ro R1
- fl 25 a.5 L5 &E o 3-25 a.s a.wrs E%
I' 41 = region escalonada inferior (n=4) R =region escalonada superior

1= i i:l l-:I

4 4 4 4
arm= Y a()=2 M., =022 aRu =Y aR;)=2 M;.} =047
=1 i=1
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»[n=8]— 8li; Axi=1/8 = Xi = Xi-1+1/8 =>P={xo= 0; 1/8; 2/8; 3/8;...; xs=1}.

8. s

8.3 r7

s

Is

| Iy

0.25 8.5 @a.7s i

I ;s = region escalonada inferior (n=8) Rg =region escalonada superior
8 8
arg=2,a(r; )=0.27 aRg = 2a(R,)=039
i=1 i=l
> En ambos casos (n = 4; 8) vemos que: rn|< T < Rn]
> que, si T fuera “medible”: any < a(T) <aRy.

> Vamos entonces al 4to y 5to paso del proceso; es decir, a ordenar el célculo de modo
que si existe algn “patrén” en la formacion de los términos de la sucesion , este se
haga “visible”.
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Repetimos el proceso tanto como sea necesario hasta hallar un patrén de formacion

N | Axi ar[n]=zn:(mix%)=i. m; <

4 n 4
i=1 i=1

a(T)

< arp =M x2)=L 3w,

i=1 i=1

A | Ya| Ya. [(U4)? + (2/4)? + (314)%]
(Va)2. (12+22+32) = 0.22 < |a(T)

Ya . [ (L14)%+ (214)* + (3/4) + (4/4)?]
< 0.46 = (%) (12+22+ 32+ 4)

8| Va| Va.[(U8)2+ (208)2+ .. +(7/8)]

(v6)3.(12+22+ 32+....+72) = 0.27 < |a(T)

Vs [(1/8)2 +(2/8)%+....+(7/8)% + (8/8)?]

< 0.39 = (%)3.(12+ 22+ ...+ 72+ 82)

16|1/16

.....................................................................

..............................................................

>
S|
——
|~
N—
—
—
S|
N—
)
+
—_
=EIN
N—
)
+
+
—
‘3
S
[y
N—
)
N—

\n | ) \
3 ! 3 ¥
(% (12422 + 324+ (n-1)7) (%) (4224 3 v+ (0D )
! Y
(%)3,01 -1)- n6-(2n -1)  <[a(m)|< (%)S.n-(n +1)6-(2n +1)

(*) resultado obtenido al aplicar la siguiente formula:

12+ 22+ 32+

______ +kZ2= k - (k +1)-(2k + 1)

6

» El trabajo realizado permite:

a) Expresar el area de cada region por medio de una “férmula elemental”:

* &rea region escalonada inferior = ar [ =

* &rea region escalonada superior 2 a R [n]

b) Observar que se generan dos funciones, a(n)
ambas con dominio en los naturales.

Al conjunto imagen de una funcién con dominio

13
Z) ., (n-1)-n-(2n - 1)
(n) 6

= 1y n-(n+1)-(2n+1)
(2)°.

6
=arm Yy A() =aRiny;

en N, se lo llama sucesién; asi,

vemos que al variarn, con n —+o0, Se originan dos sucesiones:

* |a correspondiente a las areas de las regiones escalonadas inferiores: { a r ] }nen

* la correspondiente a las areas de las regiones escalonadas superiores: {a R [n] ) }nen
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Ademas, para todo n siempre resulta ar [ menor que aR n .

ar <. <arg<..... Sarg < ....<aRpgs....aRpgs....<aRy

0.22<........ <0.27<........... <030 £ ... <034 <. <039 <. < 0.46

Observaciones:
Se puede probar que ar [, esta acotada superiormente y que a R [,] esta acotada
inferiormente; que esto implica (segun un resultado basico del Calculo) que ambas

tienen limite para N> o Asi:
-para N> ;ar 2 L

-para n> © ; aR[] 2 L2

si Lyj=Lp,=L = Tesmedible y a(T)=L
Luego: si Li# L, = T no es medible, no existe a(T)

En el ejemplo tenemos:

lim ar]= lim [(

1y (n-1)-n-(2n-1)
n)' 6 ]

n—oo n—oo
= 1im [;.2n3—3n2+n]: 1
N O n3 3
lim aR[n]= lim [(2). n(n+1)(2n+1) ]
N—»o0 N—>o0 n 6
= 1im [;l2n3+3n2+n] _1
n—o 6 n3 3

Osea, Li=Ly= % )

Wl

Conclusion: T es medible y a(T) =
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9.15 Ejercicios

» Dom.f=[a;b]

» P > particionde I; P ={Xo=a; X1 X2} X3 vere} Xi }oroer) Xn=b}
» AXi = xi-xi1 = amplitud del subintervalo Ii = [ Xi1; Xi].

» Ci - puntodel subintervalo I;

» Q - seleccion de ptos compatiblescon P ; Q ={ci; ¢2; €35 ... ; Ci;

» S(f;P;Q) - SUMA de RIEMANN ; S(f;P;Q):Zn: f(c;)AX,

i=1

e, b
INTEGRAL | Definicion: J'af(x)dx= lim S(fiP;Q) (cuandoel limite existe)

(de una funcién

. |P |—0
en un intervalo)
1) Para la funcion f adjunta se pide:
a)dadas Py Q en[0;3]; ¥

P={0;1; 2; 3}

<10 D
i ;

Q ={%; 3/2;5/2}. L ffgrap
controlar que Q sea compatible con Py, g é\ == ===
leyendo del graf., calcular S(f; P ;Q ). 6 —t—
Indicar que representa el valor obtenido. gs V===
b) dar una aproximacion por defecto de 1.5 \\ ——
I:f f(x)dx, tomando n =6. g.s A
*Sug: tomar ci tal que f(ci) ~ minfen I; %5 \ 1
c) dar una aproximacion por exceso de iE N
I:f f(x)dx, tomando n =6 @.5 Y
*Sug: tomar ci tal que f(ci) * max fenl; :?‘ZSB S _i\\j 1'_5 j 2 T
_1..5 : 1 ' : :
3
d) para I'=["f(x)dx | S ) 1 o
H H H H _3 I 1 1 | A | : I I : _r'.
i ) dar una cota inferior y otra superior - S I \’1. S
de I. BTN P P P S T S T sl
i) si 1*=[" f(t)dt:cesI* =17 - s I Y O = =
0 cig

porqué?.
i) si I** :IOS f(t)dx:¢es I* =17?; porque?. (Sug: calcular I** aplicando
props de integs)

e ) En el proceso de llenado/vaciado de un tanque indicamos con V al volumen de
agua en el tanque y con v, ala velocidad de variacion de V en el tanque. ([t]= hs ;
[VI=Is.; [v]=Is./h ). Si V=V(t), Vo=10 y v ="fgrmn, entonces :

i) fgrary, ¢€s el gréaficode V'(t)?; V, ¢esuna primitivade v ?, porqué?.

i) ¢ AV(3hns)=V(3) = V(0)?. Aqui, ¢se puede calcular AV(3) con esta diferencia?;
Jporqué?

iii) Dar una estimacion del “resultado 0 efecto total”” del proceso de cambio
dentro del tanque al cabo de 3 horas de haberse iniciado el mismo.

iv) Si me informan que j: f(t)dt=-2,2, ¢puedo calcular V( 3)?, ¢es V(3) =7,75?
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f) En el proceso relativo al movimiento de una particula P sobre una recta,
indicamos con x = posicién de P sobre la_recta y v = velocidad de P.
(Ix 1= ms., [t]=hs.)

Six=x(t), Xo=1 y Vv =fgran, entonces :

i) frary, ¢€s el graficode x'(t)?; X, ¢es una primitiva de v ?, porqué?.
i) ¢AX(3hsy = X( 3) — x(0)?. Aqui, ¢se puede calcular Ax (3) con esta diferencia?;
(porque?

iii) dar una estimacion del “desplazamiento total de P ” al cabo de 3 horas
de haberse iniciado el movimiento.

iv) si me informan que j; f(t)dt=-2,25;¢puedo calcular x(3)?, ¢es x(3)=- 1,25?
v) Realizar un bosquejo de la trayectoria de P durante las 3 primeras horas de

movimiento.

t4 t3 2

g) Si me informan que P(t) = T—?—9t7+9t es una primitiva de fgran,

explicar porque este dato permite:
i) dar la ley de f por medio una formula. Obtenerla.
ii) calcular con exactitud el valorde | = jj f(t)dt. Calcularlo.
iii) dar la ley de V (t) por una formula. Darla.
iv) dar la ley de x (t) por unaférmula. Darla.

Primitiva

Definicion: dada f definidaen[a;b];

(de una funcion
en un intervalo)

P esuna primitivade f en [a;b]< P (x)= f(Xx),Vxe[a;b].

Las primitivas son = una herramienta para el calculo de integrales.

entonces
Ib f(x)dx = P(b) — P(a) (Regla de Barrow).

Las primitivas son = una herramienta para el calculo del resultado

0 efecto total de un proceso de cambio a v=cte
b
=P > [P(x)dc = P(b) - P(@) = AP a1
a
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2) a) Cada una de las funciones “g” de la columna (I1) es “primitiva” de alguna
funcién “h” de la columna (). Se pide unir cada funcion de la columna (1) con
su primitiva.

() (1)

1) h(x)= 3senx-=" a) g(x)= 4e¥

2) h(x)=Y+senx. b) g(x) = - (3 cos x +1/2 senx)

CoS X
3) h(x)= *2 c) g (X) = In(x-3) = In (x-2)
X-3 + 5
4) h(x)= 8e¥ d) g (x) = 3senx+ 1/2 cos
X
5 h(x)= m e) g(x) =%.x — Y .cos (2x) + 3

sen x
2

6) h(x)= 3cosx- ) gx)=In(x-3)+x+ =

b) En cada caso que esto sea posible, calcular jg h(x)dx aplicando la Regla de

Barrow.

. * Conocer 0 saber obtener primitivas de una funciéon f continuaen un intervalo

| . , . b .
i [a;b], permite transformar el calculo de la integral, ja f(x)dx , en una simple

resta (regla de Barrow). En lo que sigue, y dado la utilidad de esta herramienta,
trabajamos sobre el concepto de “primitiva”

3) Verificar por el método mas simple las siguientes afirmaciones. Dar luego tres
primitivas de f .

a) P(X) = Y% .x - Y%.sen (2x) + 3 es una primitivade f(x) =sen?x, vx <[a;b].

b) P(x)=In(1+ L ) s una primitiva def(x):;, vxe[a;b], tal que 2;3¢[a;b].
2-X X2 -5x+6
c) P(x)=In|x| es una primitivade f(x) = % ; Vxela;b], tal que 0 ¢ [a;b].
d) P(x) = Larctg (X) es una primitivade f(x)= .+ _ , vxe[ab]yV a0.
a a a2+x2

e) P(x) = azzarcsen(;)+%(x.x/a2 —x2) esuna primitiva de f (x) =-/a2-x?,

va=0y vxelab] < [-la] ; |a] ]

4) Hallar por pruebay error la primitiva F de f que satisface la condicion que se

indica. Verificar.
a) f(x)= 5x4-3x? . F(0)=4
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b) f(x)= 1- 1 © F(1)=0
1+X
c) f(t)= et+sent . F0)=-2
d) f = fgan adjunta  ; F(0)= 1 21 fgran

F continua en [0; 3].

v

5) Hallar por pruebay error g si se sabe que:

a) g (x)= % /x.x" , 9(4)=5

b) g" (x) = 1/x ;) Xx<0;9(-1)=5

) g ()= x*+x+2 5 g(1)=1

d g (x)=2x+1 ;g'(0)=é y 9(1)=0

e) x=g(t) y g eslafuncion de posicion de una particula que se mueve en linea

posicion inicial Xo .

f) x=g(t) y g eslafuncién de posicién de una particula que se mueve en linea

posicion inicial X, =9 (ms.)

* CALCULO de PRIMITIVAS de f > P/ P'=f
En lo que sigue procedemos a sistematizar el calculo de primitivas. Para ello vamos a:

1°) Construir una tabla de primitivas “inmediatas” (aquellas que se obtienen por
“pruebay error”)
2°) Estudiar métodos para obtener primitivas, cuando las mismas no sean
“inmediatas”. Estos son:
I) Descomposicion
I1) Sustitucién: (I1-a) Directa; (11-b) Inversa.
I11) Integracién por Partes
IVV) Descomposicion en Fracciones Simples

INTEGRAL “Indefinida” | Definicion:

If(x)dx:P(x)+C /CeR, Pprimitivadef.

(o sea, simbolo usado para indicar todas las primitivas de f)
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TABLA de INTEGRALES INDEFINIDAS *Inmediatas”

* Completar la siguiente “tabla” procediendo por “pruebay error”:

P(x)

jf(x)dx: P(x) + C

1 (x)

jdx =x+C

1+ %2 (arc tg x)

J

5 dx =arctgx+C

Método I: Descomposicion = I[a.f(x)+b.g(x)]dx - aj f(x).dx + bjg(x).dx

6) Resolver usando el método de descomposicion y la tabla de integrales

inmediatas.
a) J‘(Sx4 +12x2 ) dx

b)j [(x—2)2 +4x—3].dx

3 2
C)IX + X
X

+Xx-3
5 .dx

d)f{%+%+ﬂ.dx
e)jﬁ.(x—ﬁu).dx

COS X
2

f)j (3senx - ). dx

3x.sen?x —(1—cos? x
g)J. ( ).dx

sen?x

i) I (1 +tg*x) dx

. (1-cosx).(1+cosx)
J) I senx o
_ 3 X
K) J'ﬁ X .e3+2.x+e.d
X
) jeX(1+ze-X).dx

m)j .
n) f szztz

o [ e

X

2, 42
X<+t
5 .dx

.dt

t.X
j.dx
senx
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Método I1: Sustitucién

I1-a) Directa:

[teongdx = [fwdu = Pu)+C=P(g(x))+C

7

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

1.7

7.8

7.9

g(x)=u P tal que

g'( x)dx=du P(u)=f(u)
Calcular : Tabla Integrales “Semi -
Inmediatas”
1 1,
3) Ix+3dx .[x+bdx_
1 1 1 _
) s ® D) x5 & [acip®=
_— p : polinomio
X+ 3x? +4
a)| ————dx b)
J.x2+5x+1 J.x +4x p((xx)) X
1 1
b dx dx =
)J-25+x2 J-a2+x2
a) I 2.e2%+3 gy b) J‘—S.e1*5’< .dx J eMX+h gy =
a) jese”-x cos x dx b) J eX*+3 2x .dx jeg(x)-g'(x)-dx =
a) Icos(x3 ).3x2 dx b)IM_dX J. cos( g(x)).g'(x).dx =
X
2 ’
a) [(x? +3x)5(2x+3)dx p) IM.dX [Ca0an®.g'(x).ax =
X
5x% +12x3 1 g'(x) 4
)-[x +3x4 .dx b).[x.lnx'dx g(x)

8) A) Calcular usando el método de sustitucién directa o tablas de integrales

(inmed. 0 semi-inmediata). Verificar los resultados obtenidos mediante derivacion.

a x2 +6x-2)20 (x+3)dx h .dx
) ¢ )2 (x+3) ) I
4x3 +x
b 2x —4)7° dx i X+ .dx
) I( ) ) -[x +6x% +3x2 +2
c) Je‘5x.dx i) jcoszx sen x dx
d) Iexs X2 .dx k) .[COSSX dx
e) Ixel‘sxz.dx 1) J. 1x II:;( dx
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f) Icos X sen x dx m) I sen?x dx (aplicar:sen?x=2-2 cos(2x) )
g)Im dx n) j[cos(Zx)+x.cos(x2).+cos(x—2)]dx

B) Para las f del item (A) calcular Ionf(x).dx aplicando la Regla de

Barrow, en cada caso que ello sea posible.

C) El “método de sustitucién” consiste esencialmente en un “cambio de
variable”. Asi, para calcular una integral ("definida”) con este método, no es necesario
volver a la variable original.

Verificar la validez de la siguiente formula para el cambio de variable en la integral
("definida’) suponiendo que se conoce P, una primitiva de f.

b b
[ tleongooae = [ f(u).du= P(o(b)) - P(g(a)).
a —— Jg(a)

g(x)=u
nl?2 nl2
* Calcular de esta forma: Jo sen x cos X.dx ; Jo sen(2x—m).dx;
n/2 cos u 1 X2 +4x3 4+ x
I 5 .du ; j 5 2 5 .dx .
0 sen“u—4senu+4 0 X° +6X7 +3x°+2

D) Verificar que las siguientes integrales no se pueden calcular por sustitucién
directa.

j«/4—x2dx; I 1 ax J'senx.dx; jexzdx

x2 -1 X
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Método Il: Sustitucidon

11-b) Inversa:

jf(x).dx = [rkyka = P()+C=Pk(x)+C

x=Kk(t) P tal que
dx=K'(t)dt P =(fok)K

* ¢ Qué condiciones deben darse para poder realizar una ““sustitucion inversa”?

9)A) Establecer un intervalo donde la integral indicada exista. Calcular luego la
integral usando el método de sustitucion inversa. Verificar los resultados
obtenidos mediante derivacion.

a)jw/4—x2dx . x =2sent (dato: [cos?t. dt

Yot + Y. sen(2t))

1 C oy =
b)_[m.dx ;o X=sent
1 - —
C) J.W.dx ; X=3sent
d)j x* dx ; X =sent (dato: [sen?t.dt = %t - %. sen(2t))
W. ; = . . = 4.

B) En este caso tampoco es necesario volver a la variable original para calcular
la integral ("definida’) aplicando Barrow ya que, supuesto que se conoce P, una
primitiva de (fo k). k™ vale la siguiente formula para el cambio de variable por sustitucién
inversa (x =Kk(t)).

b d
j fx)ax = Lf(k(t)).k’(t).dtz P(d)-P(c).

- t =k1(x)
c=k1(a)
d=k~1(b)
2 05 0
* Calcular de esta forma: J N4 - x2 dx ;J. Lo : I Lo
0 0 R 1_X2 -0,5 1— X2

* Justificar la siguiente igualdad con un argumento “geométrico”:

Iosﬁd_zj Ji

C) Verificar que las siguientes integrales no se pueden calcular por sustitucion
(ni directa, ni inversa):

sen 2
jx sen x dx I 1 dx; I X dx : Iex dx
x2 -1 X
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Método I11: Integracién por Partes ju.dv =u.v—jv.du

10) A) Calcular usando el método de descomposicion y la tabla de integrales
inmediatas 6 semi-inmediata.
Verificar los resultados obtenidos mediante derivacion

a) j x eX dx p)jcoszxdx
b) j x? e X dx a) I sen? (x-1) dx
0) | x e dx r) [ cos(Inx) dx
d)jx.senxdx S) jlnxdx

e) j X2 .cos X dx t) Ix. In? x dx

f) f X .c0os® x dx u) IXZ- In x dx

g) J eX sen x dx V) jarcsen X dx

h) Jx.mdx W)jx.arctgxdx

X) J.ﬂ sen +/x dx (sustituir: x = t?)

B) Calcular Jon f(x).dx para f del item (A); en cada caso que se pueda aplicar la Regla

de Barrow.

C) Verificar que las siguientes integrales no se pueden integrar “por partes”

j 1 gx ;Isenx.dx; Iexzdx
x2 -1 X

r(x)
a(x)

El método de desarrollo en fracciones simples, permite integrar cualquier funcién
racional.

No estudiaremos este método en forma exhaustiva, pero profundizaremos lo suficiente
para mostrar como cualquier funcién racional se puede integrar mediante reduccion a
las formulas basicas:

Método IV: para funciones racionales 9J' f(x)dx con f(x) =

[xMdx=Loxmlic (ne-1); [Lax=mixsc:

n+1 X
j 1 dx =arctg x +C ; J 1 _dlemL‘lJrC
1+ x2 x2 _1 2| x+1

* Una funcion racional g((:)) se dice “propia” siel grado de p es menor que el

de q.

* Asi, en la integracion de funciones racionales, tenemos una primera cuestion a
resolver:
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(%) dividiendo encontramos polinomios t (x) y p(x)/
f X) = r(x i gr r < gr q no .........
™ q(x) : t r(x):t(x) +i p(x): ;grp <grq

. . q(x) q(x)
IS' |

desarrollando en fracciones simples, reducimos a las formulas
basicas.

Desarrollo en fracciones simples

p(x)

Dada la funcién racional “propia” a0 (grp <grq);
donde grg=n y q tiene m raices realesy distintas (m < n), X1, X2, X3
pereeeas , Xm ; existen n numeros reales Ai, Az, .ccooeeennn. , An, tal que:

=— "1 4 "2 424 -1 a(x): lineal; c(x):
a(x) " (x=x1) (x-x2) c(x) (x—xm)’ 2 ®)
cuadratica

* Luego, dada la funcion racional propia, si_hace falta, realizamos su desarrollo en
fracciones simples e integramos. Las integrales a la derecha del igual son o pueden ser
reducidas a férmulas basicas.

11) Calcular (grp<grq) Formas Basicas:
b)
1 1
) - l1: =
11.1)  a) Ix+3dx | 1 1 jx+bdx
X-5
b)
X X X
11.2 : -
) a) .[x+3dx j—4x+8dx l2 .[ax+bdx
a) b)
2X+5 3x2 + 4 p'(x)
11.3 d dx | dx =
) J.x2+5x+1 J‘x3+4x I (x)
b)
1 1
11.4 a dx —— dx la: dx =
) J.x2+9 J.4x2+16 J‘x +a?
b)
1 1 . 1 —
a .dx dx Is : j ax=
115) )J. x2 -1 J-x2 -9 x2 _a?
11.6) aj x2 +5%+36 dx |6:J' . 3F’(X)2 dx
(x2—4)(x2—9) X* +bx® +cx“ +dx+e
(4 raices reales #s)
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b)
11.7) 1y 1
a)I(X_4)3.x JA(x+2)2
118)a)j X241l g
(x-2)(x-1)°
11.9) b)
J‘ 2X+5
R 2
a)Ix2+4x+5 X X +4X+5
(b*>-4ac<0)
11.10) . I p(x). dx
(X2 +4x+5).(x-1)
(b%-4ac<0)

A A A A
|6:I|: 1o, "2 78 4}.dx

X=X1 = X=X2 = X=X3 X—X4

[ ax =
! J‘(x+a)” §

(n #1)

dx = (unaraiz

ls J' (Xx)
x* +bx® +cx? +dx+e
triple)

A A A A
I 1+ 2 4 8, }.dx
(x-x1)%  (x-x1)? XX X7X4

—trab.alg. + I3

o #*
.dx IgJ‘L-’-BdX

2
ax® +bx+c o = 0; completar
cuadrados
'#Z.dx 2140 Is
Y (x+h)* +k
p(x). dx

J(ax? +bx+c)(x+d)

’|: A X+ Ay Az :|
n .
ax? +bx +¢ (x+d)

12) A) Calcular usando el desarrollo en fracciones simples.
Verificar los resultados obtenidos mediante derivacion

a)j
X2 +4x— 5

mjggggggf

X2 +4x+4

CJ‘ dx
2x2 4 2x 12

3x2 -10x -4
d)jX3 dx

2 _4x+4
5x-1
e)[ °2X=1 4«
'[XS—XZ
2
nj X2 +4 dx

(x-2)(x%? -4x+4)

2
g)J‘ X +3x—2 dx
x4+ x3 -5x2 4+3x

mj

2 _x-2

i J‘Zx 12x3;i32x 17 dx
J‘ 6.X dx

i) (x-1)(x2 +1)

I dx

k) ¢ x2+6x+10
(2x +3)dx

) x2 +6x+10

.dx
m) J x4 41

1
b ax
n)Ix4—16

B) Calcular Io f(x).dx para f del item (A); en cada caso que se pueda aplicar la Regla

de Barrow.
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C) Lassiguientes integrales, ¢se pueden integrar usando el desarrollo en fracciones
simples?

Ise;X.dx : Iexzdx

..... y se terminaron los “métodos”.

¢Qué pasa con estas funciones?, ;son integrables? Investigue esta cuestion.

13) Calcular [ sen®x dx usando la siguiente “formula de recurrencia”:

-1 n—1
I, = ]sen“x dx =1, = —sen™ 'x cosx +
n

14) Calcular “formula de recurrencia”:

dx 1 sen* n—2
I, = f = fsecnx dx = I, = + L., (n=2)

cos™dx n—1cos"1x n-1

15) Calcular utilizando el método que més convenga:
a) [Vx (x?+1)%dx

b) J H;Tx

) f X arcsenx

V1—x2

d) [V2x+1 dx

x?2 d
e) fx2+x—6 x

f) fsen X

cos X

1+tg2Vx
Q) [~ dx
h) [ x~2 sen% dx

. dx
I) f x3—x2—x+1
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R uZ_xZ
S dx

u3
K) [ x arctgx dx
l) [In(3t —2)dt

m) [ arcsen(2x — 5) dx

t4

n) 52

O)f 2 Inx -3 dx

(1+In2x)x

p) [~

4x249

x3
A [ =



10— Aplicaciones de la Integral

10.1 Problemas que resuelve la Integral: f:f(x)dx

La integral es una herramienta que permite resolver problemas de muy distinta
naturaleza (fisicos, bioldgicos, geométricos, etc...). Para estudiar esta cuestion resulta
atil recordar que el proceso de integracion admite tres “representaciones” distintas:

a) simbdlica,
b) verbal ,
c) grafica.
L b
2) Z f(c;) AX; cuando n—o 5 J'af(x)_dx
i=1 se aproxima cada
Vez mas a

b) el resultado “aproximado”
cuando n—o

del cambioen [a;b] » al “cambio total” en [a;b].
0 se aproxima cada
, ez mas
la suma de las areas e
de los rectangulos ri, cuando n—wo al areaT.
(&rea der). 7 T region bajo la graf f (f def. positiva)

se aproxima cada
Vez mas

A A

o . 4
LA ~
cuando n—o /
li i ] 7
r Se aproxima cada T
Do . vez mas
a=X, b=x, a b

El item (b) resume dos de los problemas que resuelve el célculo integral: calculo del
resultado ¢ efecto total de un proceso de cambioy calculo del area de regiones con
contornos curvos.

Respecto al problema del area hasta ahora s6lo hemos dado respuesta al caso particular de
las regiones que llamamos “trapezoides”; o sea, las determinadas por una f “definida
positiva”. Resta entonces resolver este problema para otro tipo de regiones planas; por
ejemplo, aquellas determinadas por una funcion f definida negativa (f(x) <0, Vx e
[a; b]) o que cambien de signo en [a; b].
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Ejemplo: dada f (x) = -5 con dominio en el intervalo B

[2; 6], calcular el area de R, region determinada por la : -

graf. f y el eje x. S T

Evidentemente, y por geometria elemental: 2_" -T s _ﬁ i
a(R)= base x altura = 4x5 = 20. ' - ]

También por geometria elemental, 514 r .

a(R)=a(T) (T trapezoide determinado por -f).

6
Por otro lado, -f es definida positiva = a(T) =L(— f(x))-dx =5x(6-2)=20.

6
Conclusién: a(R):L(—f(x)).dx
Si para f(x) =-5 calculamos ISf(x)-dx, tenemos que:

J6f(x)~dx:j6(—5)-dx: ~5x | =-30 -(-10) = - 20
2 2 2

Conclusiones:
*si f es positiva en todo el intervalo la integral da por resultado un nimero positivo.

*si f esnegativa entodo el intervalo laintegral da por resultado un nimero negativo.

b
Asi, para f negativa: a(R) # j f(x)-dx (pues a(R)>0 y laintegral negativa).
a

X> f definida negativa en [a,b]; el areade R, region comprendida por la graf. f y el
: eje x se obtiene integrando (- f), la funcion opuestade f.
: y s

b -
a(R)=a(T) = ja(—f(x)).dx.
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! ® fcambia de signo en [a,b]; el area de R, regién comprendida por la graf. f y el eje

i x se obtiene subdividiendo el intervalo en cada punto donde f cambia de signo; calculando :

i las areas de las regiones en cada subintervalo donde el signo f permanece constante; :

i sumandolas. :

Y

O’sea;R:RluRz 1] =f ViEti
AreaR=4drea (Rt UR2)=4reaRi+areaR 2 ! ]

Por lo visto: a (Ry) = IC f(x)-dx Ry
a f

L

b
a(R2) = a(T) = L(—f(x))~dx

= .

"~

ﬂ
B

=

Luego: AreaR = a(R1)+a(T ) = Ef(x)-dx + jcb(—f(x))-dx

c Y b
AreaR = a(Ri)+a(T) = ja|f(x)|.dx + jc|f(x)|-dx

b
Finalmente: areaR = ja |f(x)|- dx

> Area de la region determinada por la gréfica de_una funcion vy el eje x

Los tres casos vistos para el calculo del area de R, regién comprendida entre el gréafico
de una funcién f definida en [a;b] y el eje X, pueden resumirse en uno ya que, en
cualquier caso, el area de R_se obtiene calculando laintegral entre ay b, del valor

absoluto de f

F| =
——

b b
o f definidapositivaen [a;b] > a(R)= j f(x).dx = j | f (X)) dx
a a

o f definida negativa en [a;b] 2> a(R)=
[ f|=—f

b —~— b
[CTomax = [ 0x)].dx

o f definida en [a; b] > a(R)= j:|f(x)|.dx

Ejemplo 1: R
Graficar R, region determinada por f(x) = 2x+1y el eje x, si Df =[1;3].

Hallar al area de laregion R. /

3 >0 3 3
a(R):j'1 [f(x).dx — L f(x).dx :j1(2x+1).dx =10

v
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Ejemplo 2:

Graficar R, region determinada por f(x) = x?-2x yel eje x, si Df =[0; 2].

Hallar al area de laregion R.
f<0

a(R) = Ioz|f(x)|.dx — IOZ(—f(x)).dx:

2
= jo—(XZ—ZX).dX = 4/3

Ejemplo 3:

A 4

Graficar R, region determinada por f(x) =sen x yel ejex, si Df =[0; 2x].

Hallar al &rea de laregion R.
2n 27
a(R) = .[0 | f(x)|.dx = Io |sen x|.dx

T 2n
= I |senx|.dx+j |sen x|.dx ==
0 b
I 2n
= I senx.dx + I(—sen X). dx =4
0 I

2 27
Nota: Observar que, Io senx.dx =-cos x

0

Ejemplo4: dada f(x)=-x +5 con Df =1, 8]

8
a) calcular L f(x)-dx

A

f(x) =sen x

\\\\\\‘~.fi-f”’////

=(-cos2m) -(-cos0)=-1+1=0

b) calcular el &rea de R region comprendida por la graf. f y el eje x.

c) Comparar los resultados.

2 8
+5X
1

8 8
a) L f(x)-dx = L (—x+5)-dx =
Barrow

) 8
b) éareaR :L | f(x)|-dx

freaR = LSf(x)-dx ¥ j:(-f(x))-dx .

= 8+g:§
2

2

= (-32+40)—(%+5):

[NCNEN

aEmanas sl

* En este caso, donde f es lineal, podemos calcular
mas rapido y facil acudiendo a la geometria
elemental. Asi, subdividimos convenientemente el
intervalo y calculamos el area de los tridngulos

=1

I'i.i.ithﬁ.u.u'g

B T P R A P P P T

formados.

R=Ri UR2 = a(R)=a(R:1)+ a(R2)
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a(R1) = % (basexalt) = %L (4x4)=8

a(Rz2)=a(T) =% (base xalt.) =% (3x3)=9/2
ﬂm-ﬂRﬂ+ﬂRﬁ-8+%:%-

8
c¢) Conclusion: Lf(x)-dx # a(R)

> Area de la region determinada por la grafica_de dos funciones f y .

Sean fy g dos funciones definidas en el intervalo [a;b] y tales que f(x) < g(X) V X e [a;b].

En este caso queda determinada una region plana R ; definida como sigue:
R={(x;y)/asx<b;f(x)<y <g(x)}

Teorema

Dadas: * f y g dos funciones integrables en [a;b] y tales que f(x) < g(x) V x € [a;b];
* R laregion plana determinada por f y gen [a;b];

b
entonces: a (R) = ja [g(x)— f(x)]dx

Demostracion: la demostracion se divide en dos casos:
Caso 1l: 0< f(X)< g(X); V x € [a;b]

Caso2: f(X) < g(x); Vx € [a;b]

Caso 1: 0< f(x) < g(x); Vx e [ab] (osea ambas funciones definidas positivas)

Sean: Ti={(x;y)/a<x<b;0<y <9g(x)} y
To={(x;y)/a<x<b;0<y <f(x)}
R={(x;y)/asx<b;0<f(x) <y <g(X)}

T:

Luego: Toc T1 = R=T1- T2
a(R) =a(T1) - a(T2)

b b .
a(R)= Lg(x)-dx - Lf(x)-dx ; (f y g positivas)

aR) = I:[g(x)— f (x)]dx ; (por linealidad de la int)

v
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Caso2: f(x) < g(x); Vx e]ab]

Sea: R={(x;y)/asx<Db; f(x) <y <9(x)} gk
Luego, existe k € R tal que: T
0<f(x)+k <g(xX)+k ; Vx e[ab]
T={(x;y)/a< x<b;0 < f(x)+tk <y <g(x)+k } fe ok
Y estamosenel Casol; o sea,
b
a(M= [ [(g0)+k)-(f)+k)]dx; g
~ >
b Lgl
aM=["lo00- 1] x; i Yo
R
Como Ry T son la “misma figura” pues al
trasladar las funciones en un valor k, lo que \/
hacemos es trasladar la region R un valor k “sin ;

deformarla”; tenemos que:

a(R) = a(T)
a(R) = [ lo(x)- F(x)]dx

Nota: en definitiva, cualquiera sea el caso el area de una regién comprendida entre dos
funciones se calcula haciendo la integral de la funcion de “arriba” menos la de “abajo’.

10. 2 Un problema de la Fisica que resuelve la Integral: “trabajo”.

Basandonos en la Fisica elemental, podemos determinar el “trabajo” (W) realizado por una
fuerza para mover un cuerpo en linea recta. Para una fuerza en la direccion del movimiento
y de magnitud constante la formula correspondiente es: W = fuerza (cte) X desplazamiento.
Vimos luego (pags. 17-18) que si la fuerza no es constante, el trabajo se calcula acudiendo
a un proceso de integracion, el trabajo realizado por F en [a;b] se obtiene de hacer:

) 4 b
Wia:b1 = |lim ZF(Ci )x AX; = LF(X)-dX

|P[-0 i=1

10.3 Otros problemas de la Fisica que resuelve la integral: “cambio
total” ¢ “variacion total” en un proceso de cambio a velocidad variable
El  2°TFCI permite concluir la Regla de Barrow; regla que proporciona una forma

practica de evaluar la integral para toda f continua en [ab] que admita primitiva
elemental P, en [a, b] .

[f(x)dx= P(b)-P(a)

Como P’ = f, reemplazando en la formula anterior tenemos:

J.bP,(X)'dX - AI:)[a;b]
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Con esta formula confirmamos todos los supuestos hechos al inicio de este tema vy
concluimos el:

© TEOREMA del CAMBIO TOTAL

“la integral de la razén de cambio es el cambio total”
En principio, se puede aplicar a todas las razones de cambio en las ciencias naturales
y sociales.

> Si V esel volumen de agua en un tanque en cada instante t , entonces su derivada
V" es larazon a la que esta variando el volumen de agua en el tanque en el instante t
y, por lo tanto,
t

jtz VI(t)dt=V(ty )=V (t; )= AV[, ., ]

1

“cambio total” de la cantidad de agua en el tanque entre t1 y t2 (6, “variacion total™).

> Si P indica la cantidad de individuos o “poblacién” de cierta especie en
cada instante t, entonces su derivada P” es la tasa de crecimiento (0
decrecimiento) de la misma . Por lo tanto,
t

jtz P'(t).dt= P(ty)=P(ty) = AP[ ]

1

“variacion total” en la poblacion durante el periodo comprendido entre t1 y t2.

> Si M es la masa producida en una cierta reaccion quimica en cada instante t;
su derivada,
M” = v, la velocidad de reaccién. Por lo tanto,
t
jtz M'(t)dt= M(t, )—M(t; )=AM

1

“variacion de masa” producida entre t1 y t2 (6, “ masa acumulada™ ).

2 con v=IM oy V]2 22

Ejemplo: sea v=—-—; ¢
(10-2t)?2 dt seg -

4
Luego Iov(t).dt =AM (041 = M(4) — M(0); variacion de masa producida a los 4

segundos. Para calcular esta integral basta hallar una primitiva P cualquiera de v ;es

decir, esta no tiene que ser necesaria y exactamente M.

4

4 4 1 1 1 _4
AM =| v(t)dt= P(t), = = -- = =—=0,40 (mg.
IO() (Vg 10-2t [p 2 10 10 (mg)

¢M(4)? = M(4) = AM-M(0) = 0, 40-M(0) (para responder necesitamos un dato: M(0)).

> Si la masa de una varilla, medida desde la izquierda hasta un punto x, es
m(x) , entonces m’(x) = 8(x) es la densidad lineal (masa por unidad de longitud)
en cada punto X.

b
Por lo tanto, ja m'(x).dx= m(b)-m(a)=Am,es la masa total del

segmento de varilla comprendido entre x=a y Xx=b.
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> Si un objeto se mueve a lo largo de una recta con funcién de posicion
x = X( t), entonces su velocidad es v(t)=x"(t).

t o
Por lo tanto, Itzx'(t).dtz x(t, )=x(t; )=Ax,es el “variacion total en
1

su posicion” 0 “desplazamiento total”, Ax, entre t1 y to.

1§ t> t
- . -
o v -Ir".l_
N S .
L ———————— -} >
0 X t1 51 X t2 X

(*) En este caso, si la velocidad cambia de signo en el intervalo de integracion, hay que tener
sumo cuidado en la interpretacién del resultado; recordar que “desplazamiento total” y
“distancia” recorrida por un movil en un cierto intervalo de tiempo [t1; t2]; son dos
nociones distintas. Una resulta de integrar la velocidad, v; la otra, de integrar la rapidez,
[ V.

Ejemplo: Una particula se mueve sobre una recta de modo que su velocidad en cada
instante t es v(t)=-6t2+ 18t (m/sg.);

(a)¢cuanto se desplaza esta particula en cada uno de los periodos de tiempo que se
indican a continuacién: 0< t<2; 0< t<3 ; 0< t<4;0<t<45; 0<t<5 ?;

(b) ¢qué distancia recorre en cada uno de tales periodos?

(a) Desplazamiento de la particula en cada At.
2
0<t<2 > Ax = [ (-6t +18t)dt = 20
0

0< t<3 > AX ’ —6t% +18t)dt = 27
[ )

0<t<4 >  Ax = [ (~6t?+18t)
0<t<45 >  Ax = IA’S (~6t2 +18t)dt = 0

0< t<5 > AX = j

@ ¢Como se entienden estos resultados?; ;puede la particula desplazarse “menos” en
4 seg. que en 3? ; ;puede ser Ax =0 ?; ;puede ser Ax< 0?
* el signo de la velocidad tiene una interpretacion fisica concreta: indica el sentido
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En este caso v(t) =- 6t 2+ 18 t. Luego, si suponemos que el eje del movimiento es una
recta vertical; que la orientacion positiva del mismo es hacia arriba; tenemos que:
*v(t)>0 en [0,3) ->la particula sube entre [0, 3];
*v(3)=0 - la particula cambia el sentido del movimiento, a los 3 seg.
* v(t)<0 en [3, +0) = la particula baja a partir de los 3 seg..
Luego, y recordando que Ax = Xx(tr) — X(to), los resultados obtenidos tienen total sentido.
* el desplazamiento alos 4 seg .(Ax =16) es “menor” que a los 3 (Ax =27) pues la
particula “sube” hasta los 3 seg. y a partir de alli comienza a “bajar”.
* Ax =0 indica que la particula, “bajando”, a los 4,5 seg. ha llegado al punto de
partida (x = 0)
* Ax< 0 indica que la particula, “bajando”, ha sobrepasado el punto de partida.

¢ Cémo verificamos?: un camino, a través de la funcién de posicién de la particula, x = x (t).

¢,Como obtenemos x = x (t)?: recordando que x(t) es una primitiva de v(t) =- 6t 2+ 18 t;
Calculamos para un “t” genérico:
t
Axporn= [ v(t).de= [ (~612 +187).dv=—2t% + 9t
Ax[o;g = X(t) - x(0) = x(t)- x(0)=-2t3+91t?

Ax=0 .Esfl::::r.t:: ttttt :_-y_ur.r.r.r.r.r.r...~.~_~.~_*.*.§r:r.::g. ! ; 1

Ax =-25

Ul e He
\\ @ | E

-

z 1 ? \:b\ ST 8

b | II

N

Concluimos que: x () = -2t +9t2 + x(0) —E x(t)=-2t3 +91t2 +25

o

b) Distancia recorrida en cada At.

2
0<t<2 > dpoz = Ax= jo (- 6t2 +18t)dt = 20 (ms.)

3
0<t<3 > dog = Ax= [ (612 +18t)dt= 27 (ms)

3
0<t<4 - dp 4=dp 3+ dps 4 = jov(t).dt + j: “v(t).dt=27 + 11= 38 (ms.)
0<t <45 dp 45 =dpo.a + disa5= [Ogv(t ).dt + L” —v(t).dt =27+27= 54 (ms.)

3
0<t <5 >dpos = do,a + da:s = jov(t).duj; —v(t)dt=27 +52= 79 (ms.)
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10.4 Otros problemas geomeétricos que resuelve la Integral

10.4.1 Longitud de un arco de curva C.

* Dada una curva plana C de puntos extremos A y B, deseamos calcular la longitud de C.

C * ¢Como haria para “estimar” la
longitud de esta curva?

* (A que “herramientas” de la
geometria analitica acudiria a
tal efecto?

B (Antes de seguir reflexione un
instante sobre estas preguntas,
descubra que sus conocimientos
A previos lo habilitan a responderlas)

*Si C=r, unsegmento de recta de extremos A(X1;y1) ; B(x2;y2), sabemos resolver el
problema (Obviamente, previa introduccién de un sistema de referencia).

long. I’AB:\/(Xz =% )2 = (Y2 —y1)? .

™ long. rag=d (A ;B) =

* En el ejemplo:
A(1;2); B(9;4)

*long. ras=d (A;B)

long. ras= /82 +22 =+/68

*y tenemos un valor “aprox.”
x de long. Cas (= +/ 68 = 8,25)

3--

2- -

1

*Si C noes unsegmento de recta, no sabemos calcular su longitud, acudimos entonces
a resolver el problema apoyandonos en el caso conocido (“longitud de un segmento de
recta”); o sea, acudimos a un “proceso de integracion”:

(1) subdividimos el problema (en este caso, la curva C): la curva queda dividida en “n”
sub-arcos Ci.

(2) realizamos las aproximaciones parciales: reemplazamos cada sub-arco por un
segmento, calculamos la longitud de cada segmento.

(3) realizamos la aproximacion “total”: suma de todas las aproximaciones parciales.

(4) calculamos el limite de estas sumas para la norma de la particidn tendiendo a cero.

Proceso de integracion o P C

(1) subdivision del problema
Tomamos “n+1” puntos de C ap

{Po=A; P1; P2; ... TP ,Phn=B} B=P,
Estos puntos generan “n” subarcos :
Cl; C2;.........; Ci; ; Cn
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(2) aproximaciones parciales: aproximamos cada C; por el segmento que une sus
extremos.

;§y

long. Ci = long. P, P, . P .
long.Ci =d(P.;;F) i D. _E.'J..---f— ................... {\
(3) _aproximacién “total”’: 4 \\.

Si indicamos con P a la poligonal 5 / B=p
determinada por los Pi, tenemos que #Pl o

n 2 o H
long. Cpg = long.P = > d(Py;P;) #/\EPO

i=1 1

2 3 4 6 7 & )

(4) célculo del limite de la longitud de las poligonales.
Def: decimos que el arco de curva C,g es “rectificable” si existe un numero “L” al cual

se acercan tanto como se quiera las longitudes de las poligonales P, cuando d (P,_;;P;) =0,
Vi
Def: si C,s es “rectificable”,
* L= |im Zd(Pi—l;Pi) n
P[>0 im1 : longitudde Cxg = |im > d(Pig;Pi)
*a L lo llamamos “longitud de C,5”| i [PI-0 =1

Hemos desembocado en un limite de sumas, por ende, en una integral; pero, ¢cémo la
calculamos?

Y aqui se abre el camino ya que la funcién integrando depende de la forma como esté dada
la curva.

Tenemos asi dos casos:
Caso 1: C=graf f, f definidaen [a;b].

Caso 2: C dada por sus ecuaciones paramétricas; o sea, C={(x;y)/ x = x(t); y = y(t), te[a;b]}

Caso 1. C=graf f, f definida en [a;b]. Ya P,

Introducido un sistema de referencia
los puntos:

{Po; P1; P2; ... s Pis , Pn}
definen una particién de [a; b],

B=P,4

o P ={Xo=a; X1; X2; ....; Xij...., Xn=b }

o Pi(xi;yi) > PP =(Ax;Ay;)

e long.P = > d(P_;P) o— : . ® -
i=1 a=Xo X1 X2 X3 b=x, X
long. P = d(P_;P)=>
i=1 i=1

[N x; +A%y; ;con AXi= Xi-Xi1 AYi=yi-Yit
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e Teorema: Si f y f son continuas en [a; b] entonces C = graf f es rectificable y vale:
. b
longitud Cng = L = _"a 1+ f'2(x) .dx

n
Demostracion:  Por definicién: L= |im Zd(Pi_l;Pi) ;
L ——

: C him S 2 2 = lim % ay; )’ _
0 sea; L= |]im Z \/A Xi+A Yi = I|T0 Z 1+ F AXE ()
= i

AV :
f continua y derivable en [a;b]> (Ter. Lagrange)%AL =f (ci)concie (Xi1; xi) (II)
X .

Reemplazando en (1): || g0) = {1+ (yd
y Ayij AXi =

L= lim Z 1+(AX- lim Zn: 1+(‘f'((;i ))2 JAXGE

|P|>0 =1 |P|>0 =1
. n . b
= \L'\To > g(ci).Axi = \L'\To S(g; P;Q) =Iag(X)-dX
i=1

Finalmente, reemplazando g: longitud de C,z= L = j:1/1+ f'2(x) .dx (g.ed)

Caso2: C: |x=x(t)

tefc;d]

y=y(t)

Trabajando en forma analoga a la anterior llegamos a L = [jm D’ \/AZ X; +A%y;
|P|>0 =1

teniendo en cuenta que en este caso:

AXi=X(ti)-x(tig); AXi - X (ai) con aie (tia; ti) (teorema de Lagrange).
Ayi=y(ti) -y (tii); i)t/i =y (Bi) con Bie (tia; ti) (teorema de Lagrange).
i

Concluimos que: longitudde C,s = L = Ld X2 (t)+ y?(t) .dt

10.4.2 Volumen de S, sélido de revolucion

Al hacer girar alrededor del eje x la region R comprendida entre la curva graf. f y el
eje x se genera un solido “S”, llamado “so6lido de revolucion”,

Y 4 y 4

f é
X a ‘ X

Para obtener el volumen del solido S debemos acudir a un “proceso de integracion; o sea:
particionar el intervalo; obtener las “aproximaciones parciales”; sumarlas y obtener la
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“aproximacion total”. Finalmente, analizar si las aproximaciones totales para la norma de
la particion tendiendo a cero tienden a un numero. Si lo hacen, este nUmero es, por
definicion el volumen del solido S.

Se demuestra que si f escontinuaen [a; b], entonces:
b
vol.s=m [ 2 (x).dx

Ejemplo: dada f(x) = x en [0; 3] se pide:
*) graficar S, el sélido de revolucién que genera la region R determinada por f .
*) calcular el volumen de S acudiendo al calculo integral.
*) si se trata de un sélido o “cuerpo” conocido verificar si el resultado obtenido
coincide con el “conocido” de la geometria analitica.

Yo ... h: altura :3. ~

ARALALANERALG..........
S e

3
*) vol. cono :n.[o x2.dx =m. 2|3 zon v

*) vol. cono = % “4rea base” x “altura” = % “m.r2” x “h” = 9x v
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10.5 Ejercicios: Aplicaciones de la Integral

1) Dadas las figuras planas que se indican a continuacion, se pide:

a) hallar el area de las regiones sombreadas con las férmulas usuales de la

geometria.

b) Verificar luego el resultado hallado con el auxilio del Célculo Integral.

A 1
y y= X y y=X ﬂ y= X
T
R
/ 5 ’ x' X
y=-X
2) Las figuras planas que se indican a continuacion estan generadas por las funciones
f,g, hcon f(xX)=-x; g(x)=f(x) +3 y h(x) =f(x) + 4 ;ytodas definidas en el [3; 5].
Se pide:
a) hallar el &rea de las regiones sombreadas con las formulas usuales de la geometria.
b) Verificar luego el resultado hallado con el auxilio del Céalculo Integral.
A
yt 4 \y
N\
S1
> > & d 5 »
R X S, X

S=581US2
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3) Las figuras planas Ti; T2; T3 a continuacion estan generadas por las funciones f,
g, hconf(x)=-x2+9; g(x)="f(x)-5yh(x) =f(x) -9; todas definidas en el [0; 3]. Se
pide:

»
>
»
»

T

v

v
v

T?
T3

a) hallar el area de Ti1; T2; T3 con el auxilio del célculo integral y verificar que
todas tienen el mismo area. Justificar este resultado.
b) Graficar la regidn determinada por f y -f enel [0; 3]; hallar su area:

1ro) con el auxilio del calculo integral. ; 2do) Aplicando propiedades de la

geometria.
c) Graficar las regiones R1, Rz y Rs simétricas respecto del “ejey” deTi1, T2 y T3
respectivamente . Hallar luego las areasde Si= TiURi; i=1, 2, 3.

1ro) con el auxilio del calculo integral.
2do) aplicando propiedades de la geometria.

d) Para f, g, h definidas en [0; 3] determinar el o los valores de “c” del Teorema
del VValor Medio del Calculo Integral. Interpretar geométricamente el resultado
en cada caso posible.

e) Para f, g, h definidas en [- 3; 3], determinar el o los valores de “c” del Teorema
del VValor Medio del Calculo Integral. Interpretar geométricamente el resultado
en cada caso posible.

4) Si f(x)=-x3+8; gx)=f(x)-7; h(x) =f(x) -8
a) Graficar las regiones T; R ; S respectivamente comprendidas entre el grafico de
f, g, hy el ejex y todas con dominioenel [O;2]. Luego, calcular su
area.
b) Graficar lasregiones T, R y S, respectivamente comprendidas entre el gréafico
de f, g, h y el ejex (y todas con dominio en el [-2; 2]). Hallar sus &reas.
1ro) con el auxilio del calculo integral;
2do) Aplicando propiedades de la geometria (en el caso de ser posible).
c) Para f, g, h definidas en [- 3 ; 3], determinar el o los valores de “c” del
Teorema del Valor Medio del Célculo Integral.
Interpretar geométricamente el resultado en cada caso posible.
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5) Si con R representamos un circulo de radio 5, se pide:

a) Graficar el circulo en un sistema cartesiano ortogonal, indicar las funciones

que representan su contorno, escribir la region R en funcion de ellas.
b) Dar el &rea de las siguientes figuras planas a partir del area del circuloy
la aplicacion de propiedades geométricas pertinentes al caso. Luego, obtener

el area de las mismas pero a través del célculo intgral.

i) un cuarto de circulo.

i) medio circulo.

6) Hallar el area de las regiones rayadas mediante adecuadas integrales definidas.

a) Y

Il
35

3
5

y:x -

P

-

d)

Alll

)
\ o

=x? +6x-5
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7) Calcular el area de las regiones limitadas por:
a) f(x) =x2-4; g(x)=-(x=2)>2
b) y=cosx; y=senx; x=0; x=p.
c) y=Inx; y=1,; x=2e; y=0.
d) f(x)=0; g(x)= x?-2Ix|-3.

8) Para la funcion f cuyo gréfico se adjunta se pide:

a) dar lsyp e lins con n=16,

aproximaciones por
por exceso y defecto
respectivamente de

| = j:f(x)dx

Hacer esto aplicando un
conveniente “proceso de
integracion” y “leyendo”
del graf. f los valores
que necesite al efecto.

b) Calcular I=j08f(x)dx
para f(x)= 42x .

c) VO F: estimar el “orden”
del error cometido al
aproximar I con lsyp €

lint del item (a).

Como haria para que estos errores, E = |I- linf| 0 E = |I- lin¢|, Sean menor a 1/10?

1
9) Demostrar, usando un conveniente polinomio de Taylor que IOZ e~t" dt ~ 0,4613.

10) Sea g(x) = foxf(t)dt, donde f es la funcion cuya grafica se muestra:

Y4

a) Evaluar g(0), g(1), 9(3) y 9(6).

b) ¢Sobre qué intervalos g es

creciente?

L=

c) ¢Donde tiene g un valor

maximo? -1

[ ]

ﬂ‘-'rk

0
|1

d) Hallar la ley de g.

N

e) Graficargyg’.

l

J

11) Dada F: [1;5] & R con F (x) = le (t3 —3t2 —2).dt, se pide calcular F" por

dos caminos distintos
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m)mMqumyeRmnFapjﬁ&4mnwmm:

a) Calcular F(3) ; F(4) ; F(6) ; F(9). Interpretar geométricamente los valores
obtenidos (si puede).

b) Calcular F” (x) por el camino “mas simple”.

c) Graficar P; Q; R siendo estas funciones 3 primitivas de F~ (x) , tales que:
PO)=2,Q@0)=0 R()= -2

Luego, indicar si alguna de ellasesigual aF.

13) Para la funciéon f cuyo 1~y
grafico se adjunta se pide: 4 Pt _
a) dar un valor aproximado de 2 // N\ YT :
o 4 2 AN
ai) of(x) dx ' 1 2 3 \ s 6 71 8
* -2
5 \
az) | f(x)dx -4 \
Jo 6 \
.6 \
az) f(x) dx -8
Jo \
7 -10
as) . f(x) dx -12
Hacer esto aplicando un -4 \
conveniente “proceso de -16 \
integracion” y “leyendo” -18
del graf.f los valores 20 \
que necesite al efecto. \

b) Dar una estimacion del area comprendida por el graf f y el eje x, para cada uno
de los intervalos que se indican a continuacion: [0, 4]; [0,5]; [O, 6]; [O, 7].

c) Sabiendo que el graff es el de una parabola, se pide:
c1) hallar laley def.

4 5 6 7 ..
C2) CMCMarIOf(x)dx;Iof(x)dx;jof(x)dx;jof(x)dx;thOJndmar

si las aproximaciones obtenidas en (a) son por exceso o por defecto.

d) Calcular las areas indicadas en el item (b) e indicar el caracter de las
aproximaciones.

e) Si x =x(t) es lafuncion de posicion de una particula que se mueve a lo largo
de unarecta, y v su velocidad entonces v =x'(t) ([x]J=km ; [t]=hs.y [v]=km/ hs.
e1) Si v="1(t) sepide explicar que representa (y porqué) c/u de las integrales
en el item (c).
Sugerencia: tener en cuenta que v=f(t) y v=x'(t); osea, que f(t)=
X '(t) ; aplicar el TEOREMA DEL CAMBIO TOTAL (parala funcion de
posicion x = x(t), v(t) =x"(1t).
Ax = “desplazamiento total” entre t; y to es:

Ax = Ltz X'(t).dt = Ax, . ;-

e2) Graficar la trayectoria de la particula si x(0)=2, hallando para ello x= x(t).
e3) Explicar qué representa cada uno de los valores obtenidos en el item (d).
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» Cambio total o variacion total en procesos a velocidad variable.
Para resolver problemas donde laincognita es el “cambio o variacién total”
debida a un “proceso de cambio” tenemos un importante resultado teorico en el
que se tiene un principio valido tanto para razones de cambio en las ciencias
naturales como en las sociales.

© TEOREMA del CAMBIO TOTAL

En un proceso de cambio:
“la integral de la razon de cambio es el cambio total ”

De otra forma, si z = f (t) es la funcidn que describe un proceso para cada t en [a; b]
y v la velocidad del proceso, entonces v =f(t) y Af, la variacion o cambio
total de f, es:

Af = jab v(t).de= [ £(0).dt=af,,,

En los problemas que siguen se sugiere tener en cuenta este teorema.

14) a) Si w’(t) es la razén de crecimiento de un nifio en Kg. por afios, ¢qué representa
10
ISW (t).dt?
b) Si se fuga aceite de un tanque a razén de r = r(t) Its./min., ;qué representa
120 Ot ?
J.O r(t).dt :
c) Una poblacion de abejas se inicia con 100 ejemplares y se incrementa a razén

12
p (t) especimenes por semana, ¢ qué representa Io p'(t).dt +100°7?

15) Si f’(x) es la pendiente de una cuesta
a una distancia de x metros del principio
de la misma,

(qué representa ‘[510 f'(t).dt?

16) Una particula se mueve sobre una recta de modo que su velocidad en cada instante
t esv(t)=-6t2+18t (m/sg);
a) ¢cuanto se desplaza esta particula en cada uno de los periodos de tiempo que
se indican acontinuaciéon: 0< t<2; 0< t<3 ; 0 t<4;0<t<45,0<t<5 ?;
b) ¢qué distancia recorre en cada uno de tales periodos?

17) Siv(t)=-6t2+ 18t (Is/h) representa la velocidad con que entra(sale) agua
de un tanque que inicialmente tiene 25 Is. de agua ; se pide:

a) determinar la variacion de volumen en el tanque en los periodos de tiempo

que se indican a continuacion: 0< t<2; 0< t<3 ; 0< t<4; 0<t<45.

b) determinar el volumen total de agua en el tanque a las 2; 3; 4y 4% hs.

c) el tanque, ¢se vacia en algun instante?, ;cuando?
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S ; [v]:ﬂ la velocidad con que cierta masa de soluto
(10-2t)2 seg.

se disuelve en un solvente. Si la masa de soluto originariamente puesta en contacto
con el solvente es de 0,4 mg y en ese instante no habia soluto en el solvente y esa
cantidad esta muy lejos del punto de saturacion, ¢en qué instante estara disuelta toda la

masa?

18) Sea v=

19) La gréafica adjunta muestra el registro de la tasa de “disolucién” en [ mg/hs.] de un
soluto en un solvente, durante las 3 primeras horas de puestos ambos en contacto.

,/_____4

V
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a) Proponga y ejecute un proceso que le permita dar un valor aproximad de la
masa total disuelta al cabo de las 3 hs.

b) ¢Como mejoraria la aproximacién? ;Coémo obtendria el valor exacto?. ;Puede
obtener el valor exacto?, ;porqué?

20) Si el gréafico del ejercicio (17) representa la densidad lineal (en [ mg/ms.]) en cada
punto de una varilla de acero, la cual tiene 3 metros de largo.
a) Ejecute un proceso que le permita dar un valor aproximado de la masa de la
varilla.
b) ¢Como mejoraria la aproximacion? ;Coémo obtendria el valor exacto?. ;Puede
obtenerlo?

21) La velocidad de un mdvil que avanza en linea recta se lee en su velocimetro a
intervalos de diez segundos y se registra en una tabla. Usar esta tabla para dar una
estimacion de la distancia recorrida en 100 segundos.

t(s) |O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

v (m/s) |40 48 52 55 65 70 65 65 60 55 50

22) Se da la funcién velocidad (en metros por segundo) para una particula que se
mueve a lo largo de una recta. Encontrar el desplazamiento y la distancia
recorrida por la particula durante el intervalo de tiempo dado en cada caso.
Graficar la trayectoria.

a) v(t)=-3t+6 en: 0<t<2; 0
b) v(t)=3t2-6t+3 en: 0<t

IA A

t<4 y 0<t<5; siendo x(0)=0
1y 0<t<2; siendo x(0)=0.
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23) Un automovilista viaja hacia el campo desde una ciudad de transito muy
congestionado; comienza a paso de tortuga y, conforme el transito disminuye acelera
gradualmente. El conductor (para entretenerse) cada Y2 hora registra la velocidad a
la que va. Con sorpresa al cabo de un tiempo (y varias anotaciones) observa que los
registros muestran un “patrén” el cual (haciendo rapidos calculos mentales) le permite
concluir que esté viajando a una velocidad v=81t2 ( Km/ hs.).

Si los célculos de este automovilista estuvieran bien; ¢;qué distancia habia
recorrido a las 3hs. de haber salido si durante ese tiempo no para nunca? Si el lugar
al que va estd a 243 Km. de donde partid y sigue a esa velocidad hasta llegar, ¢a que
velocidad llega?

24) Una particula que se mueve a lo largo de una recta tiene velocidad v(t) = t>.e ' mts.
por segundos, ;cuanto se desplaza en 3 segundos ?, ¢qué distancia recorre en 3
segundos?.

25) La funcién §(x) =9 + 2 \/; da, en kilogramos por metro, la densidad lineal
de una varilla cuya longitud total es de 4 m. y para lacual x se mide en
metros desde uno de los extremos de la varilla. Se pide, encontrar la masa total
de la varilla.

26) Una cuerda no homogénea de 3 metros de largo esta hecha de un material que es
muy liviano cerca del extremo izquierdo y muy pesada cerca del derecho. Si se sabe
que a una distancia “x” del extremo izquierdo su densidad es de 5x? gr./m; hallar
la masa total de la cuerda.

27)Una poblacion de animales crece a razon de “200 + 50t ” animales al afio ('t
medido en afios), ¢en cuanto aumenta la poblacion entre el cuarto y el décimo
afio?. ;cuantos animales habrd al cabo de 10 afios si no muere ninguno e
inicialmente habia 2?

28)Una poblacién de bacterias se inicia con 400 ejemplares y crece a razon de r (t)
= 450.200. e 113t Dbacterias por horas. (Cuantas habra después de tres horas?

29) Suponga que h esuna funcion tal que h(1)=-2; h'(1)=2; h"(1)=3; h(2)=
2
6; h(2)=5;h""(2) =13 y h"" escontinua en todo R. Evaluar L h”(u)du.
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» Longitud arco de curva:

30) Calcular la longitud de cada uno de los siguientes arcos de curva.
2
Q) y= x?; 0<x<+3

b) y =+vx3;0<x<32/9

{x =4cost—1
c)

y=4sent+1; Ostsm/4

x=1-—t
d){ 2, 0<t<1
y

» Volumen de un so6lido de revolucién:

31) Al hacer girar alrededor del eje x la regién comprendida entre una curva gréafica
de una funcion f continua y definida positiva en [a; b]; se genera un solido “S”,
llamado “sélido de revolucion” , cuyo volumen se calcula a través de la siguiente
integral:

voI.S:nj';J f2(x).dx g
Para las siguientes funciones se pide
graficar el sélido que generan al girar
alrededor del eje x y calcular su volumen __|
usando la integral indicada. En caso de a X
resultar un solido “conocido” , verificar
que el resultado obtenido coincide con
el de la geometria cléasica.

a) T(x)=x-3 ; Df=[3;8]. d f(x)=e ; DfF=[0;1].
b) f(x)= 2Jx Df=10; 4]. e) laregion limitada por f(x) =x y g(x) = x?

c) f(x)= J9-x2 ; Df=[-3;3].

» TRABAJO:

32) Para un gas perfecto cuando la expansion es isotérmica entonces se cumple

la ley de Boyle-Mariotte : p v = cte ; en particular, pv=nRT

(p=presion; v=volumen; R=cte. de los gases; n=n° de moles; T=Temperatura (cte.))
a) V 0 F, justificar: para una expansion isotérmica, p =f(v); f continuaen R*.
b) Sabiendo que el trabajo requerido para expandir isotérmicamente un gas perfecto

.. ., \%
desde un volumen vi a otro v2 se calcula con la siguiente expresion: W = j' > p.dv,se
Vi

pide resolver la integral, hallar una expresién para W. Luego, discutir el signo W.
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33) Ley de Hooke

La ley de Hooke expresa que la fuerza (F) de recuperacion de un resorte es
proporcional a la “elongacion” sufrida en el mismo: F=k.Xx

7

( k = cte del resorte 0 cte de elasticidad).

|

Consideramos un resorte cuyo extremos
izquierdo esta fijo mientras el derecho es
libre de moverse a la largo de la recta de
: X(+) accion del resorte. El resorte, en reposo
i > (ni comprimido ni estirado) tiene una
Q longitud L a la que llamamos longitud
natural. Si esta en reposo decimos que
esta en su posicion de equilibrio
estiramiento En estas condiciones se introduce un
sistema de referencia (eje x) a lo largo de
la linea del resorte, con el sentido positivo
(+) hacia la derecha y el origen, O, en
el extremo derecho del resorte cuando
estd en la posicion de reposo. Con x indicamos la posicidon del extremo derecho del
resorte a partirde O y a lo largo del eje x. Asi construido el sistema X puede ser
positiva, cero o negativa segun el extremo mavil esté a la derecha, en, o la izquierda
de su posicion de equilibrio (x=0).

-

vy

El sistema se pone en movimiento forzando al extremo derecho a abandonar la
posicion de equilibrio a través de una fuerza F cuya intensidad y sentido depende de “x”
segun la ley de Hooke . Para estirar el resorte la fuerza debe actuar hacia la derecha (x
>0). Para comprimir el resorte la fuerza debe actuar hacia la izquierda (x < 0).

Si con W indicamos el trabajo realizado para estirar (0 comprimir) un resorte “I

cm” respecto a su posicion de equilibrio, entonces W = Ij F(x).dx con F(x)=k.x

a) Calcular el trabajo realizado sobre un resorte cuya constante elastica es k=1, 8
erg/cm, si el mismo mide 7 cm. y se lo ha estirado hasta alcanzar 9 cm.

b) Calcular el trabajo realizado para comprimir un resorte 6 cm. desde su posicion
de reposo si se sabe que para comprimirlo 2,5 cm la fuerza requerida es de 12 kg.

» Valor Promedio de f sobre [a: b]:

Dado un conjunto discreto de “n” numeros yi, Y2, y3,....., yn SU promedio es:

n
y _ Zi=1)i
prom n

Pero, ¢como calculamos el promedio de un continuo de niumeros, o sea, de un conjunto
de numeros que viene dado por una funcién y=f(x) en un intervalo [a; b]?
Por ejemplo, ¢codmo calculamos la temperatura promedio de un dia, Tprom, Si CONOCEMOS

la funcion T=f(t), t en horas (minutos o segundos) que informa la temperatura en
cualquier momento de ese dia?
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Para hacer este calculo dividimos el intervalo en ‘n’ partes iguales, cada una de ellas de
longitud: Ax =b%a, elegimos ‘n’ puntos ci, C2, C3,....., Cn €n cada sub-intervalo y
’ f(Cn): flec)+f(c)+ fcz)+-+f(cn)

n

calculamos el promedio de f(c1), f(c2), f(c3),.....

Por ejemplo si f es la funcion temperatura y n=24, esto significa que tomamos lecturas
de temperaturas cada una hora y las promediamos.
Si despejamos ‘n’ de Ax y reemplazamos en el promedio anterior queda:

n

f(C1)+f(Cz)+f(C3)+”'+f(Cn)_ Ax ~ 1 .
== a;f(ci) = m;ﬂciw

Si hacemos que ‘n’ crezca calculamos el promedio de una cantidad mayor de nUmeros
(por ejemplo, promediando lecturas de temperatura cada minuto, o cada segundo). En
el limite, tenemos:

lim ~= ST, f(c;) Ax === [/ f(c;)dx

n—oo b—a

Definimos entonces el valor promedio de f sobre [a; b], como:

1 b
forom = g | Fedx

Actividades:

1) Hallar el valor promedio de f(x) = 1 + x? sobre [-1,2]. ¢(Existe algin nimero de
ce[-1,2] tal que f(c) = fprom?

2) Dada x=f(t), funcién posicién de un movil, demostrar que la velocidad media del mévil
en [t1, t2] es la misma que el promedio de velocidades (Vprom con v=x’) en el mismo
intervalo. (Sugerencia: usar el teorema del cambio total)

3) Lavelocidad v de la sangre que fluye en un vaso de radio R y longitud I, a una distancia
r del eje central es:

P
v(r) = oo (R? —1?%)

donde P es la diferencia de presion entre los extremos del vaso y# la viscosidad de la
sangre.

Se pide hallar la velocidad promedio, vprom, sobre el intervalo 0 < r < R. Compare la
velocidad promedio con la velocidad maxima.
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10.6 Integrales Impropias

Ciertas aplicaciones del calculo conducen de manera natural a la formulacién de
integrales en las que:

1.-El intervalo de integracion no es acotado; tiene la forma: [a;+0) 0 (-00; b] 0 (-00;+00)

2.- El integrando tiene una discontinuidad infinita en algun punto c:  |jm f(X)=z
X—>C

) 00
O sea, de integrales de la forma: -[1 f(x).dx; j
11
j‘—]_ X—de

Estas integrales reciben el nombre de “Integrales Impropias”.

: f(x).dx; [ F(x).dx;

Ejemplo 1: Integral Impropia

(1ra especie- intervalo no acotado) ™~

Dada f:[1;+o)—=> R con f(X):X%’

si Rp esla region “acotada” por la
curva C=graf f ,elejex ylasrectas x |%T

=1; x=Db entonces, area Rp = A

b

j 1 ax. (b >1) 0.6

1 x?

i 1 . 0.5 (:
areaRp= 1-— (verificar).

b 0.4

Dada T , la region “no acotada” sk
comprendida entre la curva C,el ejex |~
y la recta x =1, lo “razonable” es |o2F
s_upor]fer que esta region no tiene “area | .1
finita”. .
Sin  embargo, y aunque resulte - I ey

sorprendente, existen regiones no acotadas
con areas finitas.

Problema: ¢area T?

Para analizar si este area existe (0 no), lo que hacemos es calcular que sucede con
el area Rp cuando b-> +oo . Si este limite es finito (LeR); decimos que area T = L.

1
Calculamos:  |im areaRp = |im [Lb %.dx] = lim [1——} =1
b— +o \ P>+ X ) b+ b
Y

Concluimos: areaT=1 (= Ifo Xiz.dx)
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Definicidén _Integrales Impropias (1ra especie)

Caso 1: dom f = (a; +w): J':) f(x).dx= |im [J': f(x).dx] (b>a)

b—+o

Caso 2: dom f= (- ; b): J'E f(x).dx = |im [I:f(x).dx] (a<b)

00
a—>-—o

Caso 3: dom f = (- o ; w): jif(x).dx:[jfwf(x).dx] + [J':Of(x).dx}

(si ambas integrales “convergen” para cualquier eleccidn conveniente de c)

Integrales Impropias

e Si el limite existe decimos que la integral impropia “converge”. (ej. 1)
e Si el limite no existe decimos que la integral impropia “diverge”.
e Si el limite es “infinito” decimos que la integral impropia “diverge a infinito”.

Actividades:

1) Evaluar las siguientes integrales impropias de 1ra especie, indicar V 0 F:

® 00 1 _ 1

a — = =

) | e dx 3
¢ 3

b) iz.dx = % (¢puede prever este resultado sin calcular la integral?; ¢porqué?)
o — 00 X
e 00

C) L _dx=2ZL
Jo 1+ x? 2

0 : . .
d)J' . L —.dx :g(z,puede prever este resultado sin calcular la integral?; ¢ porqué?)
—oo 1+ X

e) J.:) L dx=n=

1+ x2

1+Xx 1 X
— )

©14x — . .. .
=+ o0 (sug.: usar la siguiente igualdad =
g) J. dx ( g g 14+x2 1+4x2  1+x?

1 1+ x?°
2) Parael Caso 3, Ii)f(x).dx:[ﬁw f(x).dx} + j:o f(x).dx

(si ambas integrales “convergen” para cualquier conveniente eleccién de c)
Podemos preguntarnos si no habra otra forma “mas simple” de calcular esta integral

t
como por ejemplo, con la siguiente expresion:  |im I f(x).dx
t—+o0 1

La respuesta es NO. Para justificar esta respuesta basta mostrar que no da el mismo
resultado.
t
Se pide: mostrar que |im I L+X_ gx =7 mientras que J'
t—> 400 ” L 1+ x?
(sug.: tomar c =1; usar ejercicio (Q)).

[*e}

1+X_ 4x, diverge.
14 x?

— 0
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3) Muestre que el area bajo la curva f(x) = % x>1 es “infinita”.

4) Calcule el volumen del “cuerno de
Gabriel” si se sabe que este volumen es
finito.

* cuerno de Gabriel: solido generado al girar
alrededor del eje x la region determinada

por la curva y:% y el ejex, para x>1

Ejemplo 2: Integral Impropia

(2da especie- funcién discontinua) ‘M
1 2.5
Dada f: (0;4] 2> R con f(x) = —,
Vx
si Rk es la region “acotada” por la curva vo
C=graf f, el ejex y las rectas x =k ; ' c
X = 4 entonces, area Rk:j'k = .dx. (a >0)
1.5
areaRk= 4-2+/k (verificar). \
Dada T, la region “no acotada” \\
comprendida entre C, el eje x y las rectas 1.0 N,
x=0, x=4; lo “razonable” es suponer M
que esta region no tiene “area finita” .
Sin embargo, y  aunque siga siendo .51
sorprendente, existen regiones de este tipo
con areas finitas.
INiA
——Kk 2 3 4

Problema: ;area T?
Para analizar si este area existe (0 no), lo que hacemos es calcular que sucede con
el area Rk cuando k = 0. Si este limite es finito (LeR); decimos que area T = L

Osea; calculamos: |imR«k = lim [Ik—dx] lim l4—2\/?]:4
k>0  k->0* Vx k—> 0*

Y
concluimos: areaT= 4 (= _[ f .dx )

Definicion Integrales Impropias (2da especie)

Caso1: domf =(a; b], |im f(X)=2); j f(x).dx = [im [ka(x)dx}

X—a k—at

Caso 2: domf =[a;b), |im f(X)=2); j f(x).dx = [im [j: f(x).dx]
k—>b-

Xx—b

Caso3: domf =[a;b]-{c}, |imf(X)=to
X—>C

j:f(X).dx=[I:f(X).dx] + [J‘be(x).dx}

(si ambas integrales impropias del lado derecho, *“convergen”)
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5) Evaluar las siguientes integrales impropias de 1ra especie, indicar V ¢ F:

2 1 _ 3 1 _

) Iy gy dx =+ D) 1 gy X =
2 3

o) [g ;z/.dx = ¥3)

(2x-1) "®
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10.7 Integrales de Funciones Vectoriales

10.7.1 Introduccion

Sea la funcién vectorialv: [a; b]—%R?, con V(t)= f(t).i+g(t).j, donde f y g son
funciones continuas V t € [a;b], las primitivas de vson funciones vectoriales y la
integral indefinida es una familia de funciones vectoriales.

Dado que las funciones componentes de vson funciones escalares, la familia de
primitivas devpuede obtenerse a partir de las integrales indefinidas de sus funciones
componentes. Luego:

fv(t)dt=(] f(t)dt)i+(g(t)dt)j

Haciendo extensivos los Teoremas Fundamentales del Calculo Integral para funciones
vectoriales y aplicando a continuacion la Regla de Barrow, la integral definida de una
funcidn vectorial v en [a;b] es un vector y puede obtenerse integrando cada una de sus
funciones componentes y luego evaluando en los extremos del intervalo:

b_ _ _ _ _ _
jv(t)dt:R(t)Q:R(b)—R(a)dondeﬁes una primitiva de v, es decir, R(t)=v(t)
a

b
Vte[a;b]. Reemplazando llegamos a: Iﬁ'(t).dt =R(t)2=R(b) - R(a) = AR[ap]

Es decir que el resultado de integrar la razén de cambio instantanea de R cuando t varia
desde a hasta b es el cambio total de R para ese mismo intervalo.

10.7.2 Cambio total

*Si r=r(t)=(x(t);y(t)),es la funcién de posicién de un objeto que se mueve
enel plano cont e[t; ; t2 ], entonces su velocidad esv(t)=r(t). Por lo tanto,

tr to to to to
[v(t)dt=]r(t)dt=[(X(t);y(t)dt=( [ X(t)dt; [ y(t)dt)=
ty ty ty ty ty

(X(t2)=x(t1 )i ¥(t2)= ¥(t1))=(AX; 4y ) = Ar[t; 5ty ]
es el “cambio total de posicion” 6 “desplazamiento total” (AX; Ay) entretiyts

Conocida la funcién velocidad, ¢Se puede determinar cual es la posicion del movil en
cada instante? NO, pues falta la condicion inicial.

[ v(t)dt=[ rF(t)dt=] (X(t);y(t)dt=(] X (t)dt;] y(t)dt)=(x(t)+A;y(t)+B)

Ejemplo: Una particula comienza su movimiento siendo su posicién inicial r(0)=(1;0)
con una velocidad v(t)=(2t;sen(t)). Determina la velocidad inicial, posicién y
aceleracion en cada instante.

[ v(t)dt=[ F(t)dt=[ (2t;sen(t))dt=([ 2tdt;[ sen(t)dt)=(t2 + A;—cos(t)+B)

A=1; B=1 = r(t)=(t2 +1;—cos(t)+1)
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10.7.3 Actividades:

1) Evaluar las siguientes integrales:
1_ _

a) [r(t)dt si r(t)=(2t;t+1)
0

b) 7fF(e) d0  si r(0)=(cos0 ;seno)
0

c)??(t)dt si r(t)=(5;t;4/t+1)
3

2) Encontrar r(t) si r'()=t>i +4t°j -t>k y r(0)=]

3) Determinar los vectores velocidad y posicidn de una particula que tiene la aceleracion
y la velocidad y posicidn inicial dadas:

a) a(t)=-10k v(0)=(1;1;-1)  r(0)=(2:3:0)
b)a(t)=i +2j+2tk v(0)=0  r(0)=i +k
¢) a(t)=ti +t%] +cos2t k v0) =i +k  1(0)=]

4) Una particula en movimiento comienza con una posicién inicial r(0)=(L0;0)y una

velocidad  v(t)=( 2t2 +1:3t%-1; t+1). Determinar velocidad inicial, posicion y
aceleracion en el tiempo y aceleracion inicial.

5) En un laboratorio de biologia se cruzan moscas de la fruta (Drosophila melanogaster)
con distintas caracteristicas a fin de estudiar el efecto sobre la progenie. Una de ellas se
escapa del frasco donde estaban y se posa en un pizarron que habia en la habitacion.
Suponiendo situar un sistema de referencia cartesiano ortogonal con origen ubicado en
el vértice inferior izquierdo del pizarron y ejes coordenados conteniendo a dos de los
lados del mismo, la mosca estaria inicialmente posada en el punto P(0;5). A partir de

esa posicion comienza a moverse con velocidad instantanea dada por v(t)=(2;8-8%)

hasta que alcanza el borde inferior del pizarron, momento en el cual deja de verse. Si el
tiempo se mide en minutos y las dimensiones del pizarrén en decimetros:

a) Determinar la funcién r que describe la posicion de la mosca en cada instante
explicitando dominio, ley y codominio.

b) Demostrar que la trayectoria T descripta por la mosca es un arco de parabola.

c) Hallar el vector desplazamiento en el periodo de tiempo estudiado.

d) Graficar la trayectoria de la mosca sefialando el sentido de recorrido y el vector
desplazamiento hallado en el item anterior.

e) Indicar verdadero o falso justificando la respuesta:
)] A los 2 minutos la mosca se hallaba a igual altura que al comienzo del

movimiento.

i) La mosca tarda 5 minutos en detener su movimiento.

i) 5(/1) =(A;44 Sy 5) con 0 < 4 <5 describe también la trayectoria de la
mosca.
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6) Segun el modelo atomico de Bohr-Rutherford, los electrones giran alrededor
del nucleo atémico siguiendo Orbitas circulares estables. Si situamos un sistema de
referencia cartesiano ortogonal con origen de coordenadas en el centro de la
circunferencia recorrida por cada electrdn, la posicion de uno de ellos puede definirse

por la funcién vectorial F, con te[0,+]. Siendo V(t)=(sen(2t),cos(2t)) la

velocidad del electron en cada instantet y r(0) = [—% : 0)

a) Hallar la ley de la funcion 1 y graficar la trayectoria del electrén sefialando el sentido
de recorrido.
b) Indicar el tiempo que tarda el electron en volver a pasar por la posicion inicial.

c) Calcular el desplazamiento neto del electron en el periodo [O%} mediante dos

procedimientos diferentes.

7) Una molécula no es una asociacion rigida de atomos. Esta demostrado que todas las
moléculas estdn en movimiento continuo; por lo tanto un modelo molecular puede ser un
sistema en el que los atomos de la molécula se representan con esferas de diferentes
masas Yy los enlaces quimicos de la misma con resortes de longitudes variables.

En una molécula triatdbmica heteronuclear, como el acido hipocloroso
(HCIO, ver grafico adjunto a la derecha), el aumento y disminucion
periddica del angulo del enlace H-O-ClI produce un cambio continuo
en la distancia interatomica entre los atomos de H y CI.

Si situamos la molécula en un sistema de referencia cartesiano
ortogonal de manera que:

- el “atomo de oxigeno” (O), simula quedar estatico en el origen de coordenadas;

- la posicion del “atomo de hidrogeno” (H) podria considerarse fija en el punto (-1;0);

- la posicion del atomo de cloro (Cl) podria describirse por una funcién vectorial I y la
velocidad con que se mueve puede modelizarse a través de la funcion
V(t)=(—sen(t), 2.cos(t)sen(t)) con teR,". Sabiendo que inicialmente el Cl estaba

ubicado en el punto de coordenadas (1, 1):
a) Graficar la situacion inicial de la molécula de HCIO en un sistema cartesiano
apropiado.

b) Hallar la funcion r que modeliza la posicién de Cl en cada instante t, indicando ley,
dominio y codominio de .

c¢) Dar una parametrizacién de la curva C definida por .

d) Demostrar que la trayectoria descripta por el &tomo de Cl es un arco de parabola,
encontrando previamente la ecuacioén cartesiana de C.

e) Graficar la trayectoria del Cl en el grafico del item a.

f) Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas y justificar todas tus
respuestas:

i) En el instante t:En , el Cl se esta acercando a su posicion inicial.

ii) El tiempo T empleado en volver a alcanzar la posicion inicial es T = 7
iii) En el intervalo [0,27] el desplazamiento del Cl es nulo.

iv) En el intervalo [0,27] la distancia recorrida por el Cl es nula.

v) La aceleracion del Cl es constante.




11 — Ecuaciones Diferenciales

11.1 Introduccién

La descripcion matematica de procesos o fendmenos de distinta naturaleza se hace
mediante funciones que muestran la relacion de dependencia entre las magnitudes del
caso. Conocida f (funcion del proceso) se sabe que para hallar la velocidad del mismo
basta calcular f " y para hallar su aceleracién, f .

A menudo debemos resolver problemas que de alguna manera podemos llamar inversos
del anterior; o sea, problemas donde se conoce la velocidad (f") y/6 la aceleracion
(f”") ala que se desarrolla el proceso y laincognitaes f, lafuncion del proceso. En general,
y en los hechos, puede que velocidad y aceleracién tampoco sean conocidas pero que,
investigando, se pueda describir por medio de una ecuacién la * relacion entre f y sus
derivadas™ .

*Ecuacién Diferencial: ecuacion donde la incognita es una funcion y en la que
aparecen una o mas derivadas de la funcion incognita.

En este capitulo nos ocupamos de las Ecuaciones Diferenciales, los distintos tipos y
métodos de resolucion de las mismas. Vemos problemas de naturaleza analoga a la
siguiente:

Ej.1: *dato:| y" = v(t) | (v =velocidad) = incdgnita: y = f(t) tal que f (t) = v(t)

Ej.2: *dato:|y"”" = a(t)| (a = aceleracion) - incognita: y = f(t) tal que f"(t) = a(t)

Ej. 3: *dato:{y” = 0.1 y [=>incognita: y tal que, la razdn de cambio de y sea proporcional ay.

Ej.1: laresoluciéon de este problema requiere hallar una funcion f tal que f" =v;
en otras palabras, una_primitiva de v.

Asi, en el caso de un problema “real”, vemos que para hallar la solucién
debemos integrar la funcién dato y hacer “algo mas” .
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dy

dr 10t=v(1)
ey

[ vty J,

dy

FUNCION o
— Y=V (1)

ORIGINAL: ¥ (1)

| vie)de
I

Pit)+C

[P =y"]

-

Obtenemos todas las primitivas de v,
inta de ellas, es ¥ i

. Rescatar ¥, la FUNCION ORIGINAL

Obtenemas todas las primitivas de Vv ;
i una de ellas, es y |

L (Y = funcion dela que provieneV). |
i requiere hallar el valor de C, _
- en dicha funcidn. O sea, hallar C*.'
- Hallar, C*, requiere dato(s) sobre y.:
X>Resumiendo:

El tipo de problema del que nos vamos a ocupar tiene, en esencia, la siguiente estructura:
* Incognita: f (una funcién)

* Datos: [ecuacidn diferencial (la que describe la relacién entre f y sus derivadas)
dato ) inicialsy  (para determinar una solucion del problema).

Problema 1:
Se comienza a llenar un tanque de 100 Is. con agua que sale de una canilla a una

velocidad v (t) =3 t?, [v] = Its./h. Hallar V = V/(t) si el tanque tiene 6 Is al comenzar a llenarlo.

* proceso: llenado de un tanque de 100 Is. de capacidad.

Problema reformulado: C:T\t/ = 3t?> (ecuacion diferencial)

V(0)=6 (dato inicial)

* Resolucion:

CiT\t/: 3t2 todas las primitivas N J‘ 3.,[2 dt = t3 +C
2do) determinamos C* / V()= t3+C*
> C*=6

V(0)=0+C* dato: V(0)=6

3ro) Rta:la funciénsolucion es: V ()= t3+6.



100

Problema 2:

X

::’::::i:::::::)

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Una particula P se desplaza segin un movimiento rectilineo y con aceleracibna=-6t
[a]: M Si la velocidad inicial es vo =12 y al momento de comenzar a moverse

seg?

la particula estd a 5 cms. del origen; ¢donde se encuentra pasado 1 seg ?; ¢2 segs ?;
¢3 segs?. Graficar su “trayectoria”.

* proceso: moviendo rectilineo con aceleracion no constante.

* datos: =-6t ; aceleraciondeP = x"(t)=-6t
Xo = 5 (posicion inicial ) = x(0)=5
Vo =12 (velocidad inicial) = x'(0)=12

*incognita: X (1); x(2); x(3) = incognita “oculta”: x =X (t).

Problema reformulado: X" =-6t (‘ecuaciodn diferencial )
x(0)= 5} (condiciones iniciales)
X (0) =12

* Resolucion:

iniciales.
Funcion dx/d dv/d
.. . t , . t
Original: o LR S N (velocidad) ! X" (aceleracion)
X=X ST 1 X =v(tc) <t X =af()
X =X (1) _dx/dt § X =V(t) dv/d - aceleracion
X=-183+Cit+ —— X' =-3t2+Cy| < X =-6t
'[x'(t ).dt IX"(t)

ler cond .— x(0)=5 C,=5

¢ xX=-t3+Cit+C2; = x(0)= C;

¢ X' =-3t2+4C; = x (0)= C —2Rendox(0)=12 ¢ - )

Rtal:x(t)=-t3+12t +5(v(t) =x" ()= -3t2+12 2> v(2) =0)
Rta2:t=1 > x(1)=16= P estd 16 cm. a la derecha del origen (v(1)>0).
t=2 2> x(2)=21 = P estd 21cm. a la derecha del origen (v(2) = 0)
32> x(3)=14 = P esta 14 cm. a la derecha del origen (v(3) <0)
4 > x(4)=-11 = P estd 1lcm. a la izquierda del origen

~ ~+
1]
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Observacidn: averiguar cuando P pasa por el origen requiere resolver la ecuacion
X(t*)=0, ecuacion que no podemos resolver sin auxilio de la tecnologia pues no
conocemos su “resolvente”. Si no necesitamos mucha precision en el valor de t*
entonces, a simple vista, vemos que la particula pasa por el origen en algin momento
entre los 3y 4seg. de iniciado el movimiento.

— -11 0 5 —i 14 — 21
(t=4) (t=3) (t=2)
Problema 3:
Para hallar la funcion f que modeliza el proceso de disolucién de cierto soluto en un
solvente se procede a medir, cada hora y durante 5 horas, la cantidad de masa de
soluto disuelta hasta el momento de tomar la muestra. Se organiza la informacion
obtenida en una tabla, la que se adjunta. (en otras palabras, se obtiene la
representacion “numérica” de f).
Se pide investigar la “nube de puntos/dato” en busca de algun tipo de “regularidad™
0 “patrén” en el conjunto de puntos que la forma. En caso de detectar ““algo”, usar
este dato para dar la ley de f con férmula, m = f(t).
(m = masa disueltaen t hs., [m]=gr)
(NOTA: se sabe que el proceso se desarrolla en forma regular y continua durante las 5 hs.)
En este caso el problema planteado consiste en buscar el “modelo
t | m=f(t) | mateméatico” de un cierto proceso a partir de datos experimentales;

m, = 10.00 | © sea, lo que en particular se ha dado en Ilamar, el “modelo

m. = 11.00 | empirico™.

m, = 12.10 Modelo Empirico: modelo obtenido por observacion, experimentacién o
ms = 13.31 simulacion del proceso. O sea, es un modelo matematico basado en la
ma = 14.64 obter)(:l()n y registro _metédlco de datos; posterior busqueda de un
ms = 16.10 patrén de comportamiento para la nube de puntos que se obtenga.
Muchas veces este proceso desemboca en una “ecuacion diferencial”
El siguiente cuadro resume el proceso descripto:

GIENIITN =Y (=

* Variables relevantes

* Relacion entre las variables.

Se tiene el, Modelo Fisico Idealizado
0., Modelo de Palabra.

PROBLEMA del
MUNDO REAL

(1) observar
identificar

{4) confrontar

(2) | Traduccidon al
lenguaje matemdatico

»  Verificar
» Comprender ] * Funcidn
* Fp 10
» Interpretar MODELO s Ecuacion
g S Ecuacion
» Interpolar (3) resolver MATEMATICO diferencial
Extrapolar (predecir) :

* Sistema de
ecuaciones
diferenciales |
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X> Procedemos a

recorrer este circuito, comenzando por (1)

(1) )
OBSERVACION
t | m=f@) Am; =m;- relacion entre
Mi-1 Ami _y mig
0 |[me=1000| - | -
1 Im=1100| Am; = = 10% mo
2 |m=1210| Amz =11 |=10% m;
3 |m3=1331] Amz=1.21 |=10% m
4 |mg=14.64 Amz;=1.33 |=10% m3
5 |ms5=1610| Ams=1.46 |=10% m4
i m
i+1 | mis AM i1 =10% m;

(1) Relacién entre las variables: At=1 > Am = 10% m

(2) modelo variacion de 10% de la
de soluto en la T cantidad de
palabra unidad de tiempo soluto presente
traducir
3) modelo .
(rn)atemé_tico Aim = 01 M matematicamente
At “no operable”
reformula |Am =dm Am _ dm p
= a2 = t
At = dt A S ™
A 4
(3) mOd?I.O m =o01m matematicamente
matematico “operable”
...................... reSOIver
< ¢ Qué obtuvimos? .:: "cCémo'?' vy
A 4
m- =01m
unalecuacidon | @ [
cuya incdgnita es una funcion:
4 > m / m=m(t)

\ 4

la funcién incognita:
m / m =m(t)

donde aparece la derivada de

Ecuacion Diferencial
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El modelo empirico finalmente resulta ser una “ecuacién diferencial” y, en
consecuencia, la respuesta del problema planteado, una solucion de dicha ecuacién.
Pero, ¢coémo resolvemos esta ecuacion? La misma es distinta a las vistas en los problemas
anteriores pues en ella aparecen relacionadas la derivada y la propia funcion incognita,
m = m(t).

En general en los problemas que desembocan en el planteo de una ecuacion diferencial,
dicha ecuacion consiste (como en este caso) en una relacion entre la funciéon y una (o
mas) de sus derivadas. En tal caso la resolucién de ecuaciones diferenciales se complica,
no podemos simplemente “rescatar” la funcién a partir de sucesivas integraciones; mas
aun, existen ecuaciones para las cuales no existe forma o método conocido de encontrar
la solucién exacta, aunque teéricamente se haya probado que dicha solucién existe. Sin
embargo, para algunos tipos de ecuaciones diferenciales, existen métodos simples y
efectivos para hallar la solucion exacta.

En lo que sigue vemos algunos de estos métodos, para algunos tipos particulares de
ecuaciones diferenciales.

11.2 Definiciones y Conceptos Basicos

*Ecuacion Diferencial: llamamos ecuacion diferencial a toda ecuacién donde la
incognita es una funcion y en la cual aparecen una o mas derivadas de la funcién incognita.
Segun sea la funcidn incognita las ecuaciones diferenciales se clasifican en:

Ecuaciones diferenciales ordinarias - EDO:
la incognita es funcidn de una variable; o sea, funciones de la forma: y =y(x); x = x(t).

Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales:
la incognita es funcidn de dos 0 mas variables; o sea, funciones del tipo: z = f(x;y); w=f(X;y;2)

*Orden de una ecuacion diferencial: es el orden de la derivada de mayor orden en la
ecuacion.

Ejemplos:
Ecuacion Diferencial Incognita Tipo Orden
V™ =3t? (Problema1) V=V (1) EDO 1
X~ =-6t (Problema 2) X =X (t) EDO 2
X =0.1x (Problema 3) X =X (t) EDO 1
X2y + Xy -4y =0 y=y (X) EDO 2
y -3y +2y =0 y=y (x) EDO 2
y7-3y"+2y =0 y=y (X) EDO 3
X+yy =0 - y=y EDO 1
y = y?’® y=y (x) EDO 1

(y)? +3y?=senx y=y (X) EDO 1
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Ecuacion Diferencial Incognita Tipo Orden
o0z 01 _ _ £ (v Der.
a*XJr@—O z=f(xy) Parciales 1
o’y 0%y 0%y _-2mE v | w=w(Xyiz) | Der. 5
ox2  oy2 oz h2 Parciales
Ecuacion de Schroédinger.
Modelo atomico para una W no depende de t
particula P '
d 2\|; —-2mE
= ATj v =y(X) EDO 2
dx2  h?
Ecuacion de Schrodinger.
Modelo atomico para una W no depende de t
particula i

* Solucion de una Ecuacién Diferencial:
Dada una ecuacién diferencial, decimos que la funcién ¢ es solucidn de la ecuacion
si al sustituir la funcion y las derivadas que aparecen en la ecuacion, por ¢ y sus

Ejemplos: verificar que las funciones indicadas son solucion de la correspondiente

ecuacion.

Ecuaciones Diferenciales |Incognital Orden | Solucién general Sol. particular

V' = 3t? (Problemal) |[V=V(@®)| 1 [V{#)=1t3+C V({t)=1t3+6

X" =-6t (Problema2) |x=x()| 2 |x=-t3+Cit+Co X=-t3+4t+5

X =0.1x (Problema3) |[x=x ()] 1 |x=Ce?%! X =10 e 01t

X2y +xy -4y =0 |y=y(X)] 2 |y=Ci x2 +Cy x"?2 y= x?2

y -3y +2y=0 |y=y(X)| 2 |y=CieX +Cpe?* y=eX - g?2X

Yy -3y +2y =0 |y=y(x)| 3 y=CieX +Ce?*+ Cs |y=eX+e?X+3
X+yy =0 y=y(x)| 1 |x* +y>=C x2 + y?=25
y = y2/® y=y| 1 |y=(5+C) y=(5+2°

ﬂ:_xw , }y:A_sen(ﬁt)+Bcos(ﬁt) v =3 cos (/A1)

dx2 ¥ =y ( X 6 y=Csen(-/At+ a)
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Verificacion de soluciones: para establecer si una funcién y =f (x) es solucion de
una ecuacioén diferencial, reemplazamos y por f(x) en la ecuacion, derivamos, Yy
concluimos recordando que

“f es solucion de la ecuacion diferencial < verifica la igualdad, ¥x”.

Ejemplo: analizar si y = x? essolucion de x?y”" + xy -4y = 0.

X2 y“ + xy -4y = (reemplazamos y por x?) Derivadas:

= X2 [X]” + X[X] -4[x}]= x2[2]+ x[2x]-4 [x*]= y = x?2

T = 2X

= 2x2 + 2xX2- 4 X2 = 4x2 -4 x*=0 VX z"zz

Luego; y = x?, gssolucion de: x* y" + xy -4y =0
Ejemplo: analizar si y= x3 essolucion de x>y~ + xy -4y =0

x2y” + xy -4y = (reemplazamos y por x3) Derivadas:

=x2 D] + XX -4 = X2 [6x]+ X[3x2]-4[x}]= | y = x3
= 3x2

=6x3 + 3x3-4x¥=9x-4x¥= 5x3#0 VX z"=6x

Luego; y = x*, no_es solucion de x* y* + x y -4y =0
Observaciones:

En los problemas 1 y 2 aparece una ecuacién diferencial de orden “1” y “2”
respectivamente. En la resolucion vimos que recuperar la funcién original (la solucién)
requiere a su vez “1” ¢ “2” integraciones; que cada integracion aporta una constante a la

Se puede probar que:

*si una ecuacion diferencial admite una solucion entonces admite infinitas ; en
particular, admite una familia de soluciones (es decir un conjunto de soluciones del
mismo tipo).

*si la ecuacion diferencial es de orden “n” entonces, en la ecuacién prototipo que
representa la familia de soluciones, aparecen “n” constantes arbitrarias.

Tenemos distintos tipos de soluciones:

Definicién 1: solucion general: solucion en la que aparecen las “n” constantes
arbitrarias.
X=-t3+Cit+C2 . X2 +y?=C
Definicidn 2: solucion particular: solucion que se obtiene al asignar un valor fijo a
cada una de las constantes de la solucién general.
= -t3+4 t+5 X2+ y?=9

Definicidn 3: solucion singular:
Es una solucién “aislada”; es decir, que no se encuentra incluida en la solucién general
(no se puede obtener asignando valores a las constantes)

Ejemplo: y* = y2/3 - solucion general: y = (§+ C), CeR.
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En este caso es facil verificar que y (x) =0 Vx, también es solucién. También es
facil ver que no hay valor que se pueda dar a C tal que y (X) =0 quede incluida
en la solucién general. Luego, y (x) =0 es una solucidn singular.

Modos de _obtener una solucién particular
Una solucion particular se puede obtener basicamente de dos formas, y cual de ellas uso
depende del problema que se esté resolviendo. Asi, esta solucion puede darse:

a) directamente, asignando valores arbitrarios a las constantes de la solucion general;
0,

b) a partir de las llamadas “condiciones iniciales” (en el caso que estas existan).

Por ejemplo:

a) resolver y”" = -9.8 y dar una solucién particular.
*solucion general: y(t)= -4.9t2+C1t+C, (obtenida integrando 2 veces);
*solucién particular (arbitraria): C1=3; C2=-5 2> y(t)=-49t?+3t-5 .

b) Se arroja un peso P desde 16 Km de altura y con velocidad inicial igual a
cero. ;Cuanto tarda P en llegar al suelo?

*proceso: caida de un cuerpo (moviendo rectilineo con aceleracién constante:
g = 9.8 m/seg?)

'y
* datos: g = 9.8 (m/seg?), aceleracion de la gravedad.
yo)= 16 000 (mts.) (posicion inicial (velocidad inicial). i by p
* incognita: t/ y()=0 = incognita oculta’ : y=y (t) lg‘—‘-gj
0
=
Luego, reformulamos el problema: | y’” =-9.8 (ecuacion diferencial)
y(0) =16000 . L
V(=0 condiciones iniciales)

* resolucidn: solucion general > y(t)= -4.9t?+Cit+C>

condiciones iniciales: y () = 16000 = C, = 16000 i 2
yo= 0 =C; =0 y(t) = -4.9t2+ 16 000

Rta:t/ y(t)=0; y{t)=-49t2+16000=0 < t= + |10 <456

49 ~
Luego; P tarda aproximadamente 56 seg. en llegar al suelo.

El “problema de valores iniciales” (Pvi) .
Cuando hallar la solucion de un problema requiere resolver una ecuacién diferencial
sujeta a condiciones iniciales, decimos que tenemos un Pvi.
Esto sucede, por ejemplo, en el problema (b) del item anterior:
Pvi. > y" =-9.8 (ecuacion diferencial )
y () = 16000 ) o
Y ©=0 } (condiciones iniciales)
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Observar que en este caso la cantidad de condiciones iniciales (2), coincide con el orden
de la EDO. Luego veremos que esto no es casual sino que es necesario para obtener la

solucion que, entre las infinitas soluciones de la ecuacion diferencial
problema”.

Ecuacion y Curva/ Solucion.

es, “solucién del

La solucion general de una EDO es siempre una ecuacién en dos variables en la
que ademas aparecen una o mas constantes (C), las que llamamos parametros.

Geométricamente, una ecuacion en dos variables en la que aparecen

parametros, es la

ecuacion prototipo de una familia de curvas. (O sea, de un conjunto de curvas, todas del

mismo tipo).
Tenemos entonces que la ecuacion/ solucion de unaecuacion diferencial
de curvas, las que llamamos curvas/ solucién. (También conocidas como

define una familia
curvas integrales).

Ejemplol: y =y?/3 > solucién general: | y= (% +C)3%; CeR
Ta.'? : @
0.6 - — ~
0.5 . familia de curvas/solucion
0.4 . @
0.3
0.2/

familia de

parabolas cubicas

Ejemplo 2: X+y

x2+y?=C; CeR

P (>0

familia de

curvas/solucion

P

= | familia de

circunferencias

P

*no definen y =1 (x)

*no definen x =T (y)
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Verificacion de solucién en ejercicio 2:

X2+y2=4—)X2+y2(X)=4 —_— NI X +2Vin Vv =0 WX

y=y(x
N ) s
v JLXL finalmente X Yoo Yo =0 ¥x

Conclusién: x2+ y2x=4 es solucion de x+y y =0.

Tenemos asi_otros tipos de soluciones: explicitas, implicitas y “formales”

Al resolver una ecuacion diferencial puede ser que la ecuacién/solucion obtenida sea
directamente la funcion/solucién (ej.1) o que, por el contrario, dicha funcién se encuentre
“escondida” en la ecuacion (ej.2). Para indicar esto decimos que la solucion de una EDO
viene dada en forma:

Y esto puede ocurrir por dos motivos:
(1) Porque la ecuacion/solucion  define  funcion s6lo  poniendo  restricciones
(ejemplo 2 = x% + y? = C).

ecuacion/solucion.
Ejemplo: (y-3).y - %.y =0-> solucion general> y =In (K x*|y 3|); K>0 (sol. implicita)

(También resulta dificil determinar si existe o no, curva/solucién).

¢ Soluciones “formales”.

Vimos que x% +y?(x) =C verifica x+y y =0, Vx. Obviamente también lo hace

vC.

Pero, x?> +y?>=C, ¢ define curva YC? Vemos esta cuestion:
*C < 02>{(x; y) / x*+ y>=C} =@ (no existe punto alguno que verifique la ecuacion)
*C = 0>{(x; y)/x?>+y>=C} = {(0; 0)} (existe un Gnico punto que verifica la ecuacion)
*C > 0>{(x;y)/ x*+y?=C} = circunferencia, centro en O(0;0); radio-/C .

Concluimos entonces que la ecuacion define curva/solucion sélo en el caso de C
positivo, aun cuando “de forma” (6 “formalmente”) verifica x +y y =0 para todo
valor de C.
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Al resolver una ecuacion diferencial muchas veces nos vamos a encontrar con
situaciones como las dos ultimas en las que no podemos explicitar una variable en
funcion de la otra. En general, tampoco vamos a poder decidir si existe 0 no
curva/solucion. O lo que es lo mismo, si existe “solucion”. En tal caso, para salvar la
situacion, decimos que la ecuacion hallada es una “solucion formal™: solucién que
tiene la forma de una solucion, pero puede no serlo.

¢Para qué sirve una solucion formal?: si acudiendo a algin resultado teérico podemos

establecer que la ecuacion diferencial tiene solucién, entonces dicha solucién tiene
la “forma” hallada.

EDO — ler Orden. Distintas formas en la que se pueden presentar

(A) X +yy =0; 0 sea, de la forma: |F (x;y;y)=0 |

B ¥ : :(( j;’ = f(x;y) ;o0sea, delaforma: | y = f(x;y)
(C) 3yx dX + C)(:syydy = ; 0 sea, de la forma: P(x;y)dx+Q (x;y)dy=0
| P(xy) | Q(xy) | “forma diferencial”

Se puede pasar de una formaa la otra:
(A)>B) x+y.y =0 > y =-xly

. X4y dy _ x+y . _ =
®>©y = XY 5 P2 s (ey) dx - (x-y)dy=0

(C)9(B)3'yx dX+C°Syy dy=0 > Y gy = 3Xg 5 H_ 3

X Xy y X cos Yy
2

EN y» - 3X

cos 'y

ECUACIONES DIFERENCIALES DE ler ORDEN

Teorema de Existencia y Unicidad (TEU)
Dada f una funcién de dos variables, z="f(X;y), ¥ Po(Xo; Yo) un punto del dominio
de f entonces, si f satisface una “serie de requisitos” el problema de valores
iniciales,

Pvi:4 y* = f(x;y) (ecuacion diferencial de ler orden)
Y (Xo) = Yo ( condicién inicial)

tiene solucion (Existencia), y esta es Unica (Unicidad)
(sin demostracion).

Observacion: f es una funcion de dos variables “derivable”. Lo que se pide es que f vy

g; (derivada parcial de f respecto de y ) sean continuas en alguna region plana

que contenga al punto P, (Xo; Yo).
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Ejemplo: Hallar la curva I” que pase por el punto P, (0; 5) y para la cual, en cada
punto P(X; y)e I" la pendiente de la recta tangente a I" en P es igual al opuesto del
cociente entre la abscisa y la ordenada de P.

* Datos: P, (0;5) punto de paso de la curva I
t rectatg a " enP, entonces m¢ = -x/y

* Incognita: I = ~incognita oculta™: y =y (t) tal que graf y=1.

* Resolucion: reformulando el problema queda un Pvi:

Pvi:4y" = -x/y (ecuacion diferencial de ler orden, con f(x;y)=-xly)
y(0)= 5 ( condicidn inicial )

¢ El TEU asegura que este Pvi, tiene solucion y unica: y =y(x)
(en este caso se cumplen los requisitos para f ; particularmente, existe g; =x/y? en(0;5))

X2+y2:CW>X2+y2(X):C—)O+(y(0))2:C y(0)=5’C:25

¢ La solucion particular es: x> + y>=25.

¢Podemos explicitar y = y(x)?; ¢dar la ecuacion de I~ en forma explicita?

Despejando y en la ecuacion llegamos a:  y= +-/25-x2 ; 0 sea,

obtenemos dos funciones: yi1 = /25— x? (semicircunferencia superior); e,
y2 = - +/25 - x2 (semicircunferencia inferior)

Como I" es la curva que pasa por P, (0; 5), tenemos que: y =y1 = +/25-x? ;
osea, I' es la semicircunferencia superior de una circunferencia de radio 5.
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11.3 Procedimientos para hallar la Solucion General de una EDO

En lo que sigue nos ocupamos de ciertos tipos de ecuaciones diferenciales
ordinarias, para los cuales existen métodos de resolucion; o sea, una forma
sistematica de buscar la solucion general.

Veremos los siguientes casos:

Ecuacion Forma de la ecuacion METODO

*se separan las

ler orden y = M(x).N(y) variables | yariables.
_ separables * se integra
ler orden P(x)dx+Q(y)dy=0 (v.s.) * se concluye
*se propone y = u.V
lineal-ler orden y  +P(x) y=0Q() sustitucion *se sustituye en la ec.
*U Yy VvV nuevas
lineal-2do orden ao(x) y"+ al(x) y' +a2(x) y =0 “tedrico’ Yh =. C1 yl(X)+ Ca yZ( X)
( homogénea) {y1; y2} 1.
lineal-2do orden a(X)y " +as(X)y +az(X) y= b(x) “tedrico” Y= Vht+ Yp

(no homogénea)

lineal-2do orden | @Y +aiy’ +asy =0 ‘practico” | yn = C1y1(x)+ Cay2(X)
( homogénea- (ecuacion {y1; y2}1i.
coef. ctes) (a0; a1; a2 € R) caracteristica) L, para hallar, y1 e y2
lineal—2do orden | @Y + a1y +az y="0b(X) o Y =Yt Yp
(no homogénea- practico
coef. ctes) (a0; a1; a2 e R) (coef. indet.) +—para hallar yp

Observacion:

Por simplicidad de escritura, en el cuadro, el método para las ecuaciones lineales de
orden mayor que “1” se ejemplifica sélo para las de orden “2”. En realidad el mismo
vale para ecuaciones lineales de cualquier orden,

EDO lineal —ordenn: ap(X) y™ + ay(x) y ™V + ........ +an1(X)y + an y=Dhb(x)

con la unica diferencia que en yn, solucion de la homogénea, aparecen “n” constantes
en lugar de “2” y, porende, "'n” funciones solucion: yi; y2;..... ... 7 Y.

En lo que sigue veremos primero las EDO-1er orden.

Observar que en este caso el tipo de ecuacion mas sencillo es: y” = f (x) ; o sea, el que
ocurre cuando la funcion del segundo miembro es sélo funcion de x . Ya vimos que en
este caso basta buscar la (o las) primitivas de f.

Veremos luego las EDO- lineales de orden "'n” . Para estas ecuaciones existe una teoria
general acerca de como hallar la solucién; teoria muy potente pero que solo puede ser

la solucion de la homogénea).
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EDO a VARIABLES SEPARABLES

Una EDO a variables separables es de la forma: y” = M(x).N(y) 6 P(x)dx+ Q (

y)dy =0.
Luego, cualquiera sea el caso, para este tipo de ecuaciones podemos reunir todos los términos
en X por un ladoy todos los términoen y por otro, y resolver.

Procedimiento para resolver y~ = M(x).N(y)

1) establecer claramente la incognita de la ecuacion diferencial. En este caso: y = y(x).

2) llevar la ecuacién a la forma diferencial. 3){ = M(X).N(y).

3) separar, si existe, y*eR talque N(y*)=0 (osea, y(x)=y", VX e€R)
4) separar variables, llegar a la expresion: q(y)dy = p(x) dx.

5) integrar miembro a miembro: J' q(y) dy = J‘ p(x ) dx

6) resolver las integrales: R(y) + C1 S(x) + C2 (RyS/ R'=q vy S=p)
obtener la solucién general: R(y) = S(x) + C ; CeR ( forma implicita)

7) explicitary (de ser posible): y = R1(S(x)+C); CeR ( forma explicita)

8) analizar si y = y* es solucion. Si lo fuera, analizar si puede o no ser incluida en la
general. Si fuera solucion y no se puede incluir en la general, es una solucion singular.

9) escribir todas las soluciones de la ecuacién diferencial.
y = RI(S(X)+C);CeR (sol. general)
y=y" (sol. singular ) (si existe y tantas como existan)

Procedimiento para resolver un problema de valores iniciales con una EDO a v.s.

Pvi:< ¥y = M(X).N(y). (ecuacion diferencial ler orden-v .s.)
y (Xo) = Yo ( condicién inicial)

En este caso tenemos dos caminos:

1°) Realizar los pasos 1- 9 antes indicados para resolver la ecuacion diferencial y luego,
con los valores iniciales, determinar la solucién particular.

2°)Enel paso5, si yo no es solucion singular, envez de aplicar integral indefinida, aplicar
las Integrales “definidas”, tomando como extremos inferiores, Yoy Xo respectivamente.

5) integrar miembro a miembro: Iyq( y)dy = IX p(x) dx

Yo Xo
6) resolver las integrales: R(y) - R(Yyo) = S(X) - S(Xo) (RYS/R" =qy S=p)
obtener directamente la solucion particular: R(y) = S(X) - S(Xo) + R(Yo)

7) explicitary (de ser posible).
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Ejemplo: resolver y =

1)y = Xl 5 .(y-1) = lerorden -v.s.; Incégnita: y =y(x).
. o dy
2) pasamos a la forma diferencial: o - —X+2 (y-1)

3) separamos y* =1 (debemos dividir por “y-1" para “separar variables”)

1

4) separamos variables: dy = ——.dx

) sep y-1 y X+2

5) integramos miembro a miembro: J' J‘ m dx
6) resolvemos las integrales: In|y-1]+C1 = In|x+2| + Cz

obtenemos la solucion general: In|y-1] = In|x+2|+ C ; CeR (forma implicita)

7) explicitamos y (de ser posible): In|y-1| = In|x+2|+ C ; CeR
In|y-1] = In|x+2|+ InK ; K>0
In|y-1| = In(K|x+2]); K>0 (aplicamos inversa In)
|y-1|=K|x+2|; K>0 (eliminamos valor abs.)
y-1 = + K(x+2) ; K >0 (reescribimos la
cte)
y-1 = C (x+2) ; C=0

soluciéngeneral: y = C (x+2)+1 ; C=#0 ( forma explicita)

8) analizamos y=1 > [y =0
= verifica la ecuacion = y=1 essolucion

y-1=0

En la solucién general si C=0 entoncesy = 1; 0 sea, esta solucion se puede incluir en
la general sacando la restriccion de que C no sea cero.

9)| todas las soluciones de la ecuacion diferencial: y = C (x+2)+1 ; CeR

Ejemplo:  resolver el Pvi: vy = y-1 cy()=7

*Camino 1: reemplazo en la solucion general y obtengo la particular:

y =C(x+2)+1 =iy 7=C(1+2)+1 > C=2

solucion particular: 'y =2(x +2)+1 > y =2x+5
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* H . - = y_l . =
Camino 2: y 1o y(l)=7
. . : _ y 1 _rx 1
5) integramos miembro a miembro: J'7 Vo1 dy = .[1 L dx
6) resolvemos las integrales: In|y-1]-In|6] = 1In|x+2]|-In|3]|
In|y-1 = In|x+2| + In%
7) explicitamosy |y-1] = 2| x+2| Sy =2x+5
y-1= +2(x+2) >
>y =-2x-3

solucion particular (y(1)=7): y =2x+5

Ejemplo: resolver x dx + y dy=0

4) separamos variables: ydy =-xdx
5) integramos miembro a miembro: J' ydy = - J' X dx
y° 2
6) obtenemos la solucion general: 5= X2 + C; CeR (sol. formal)
2 2
DS A 24y2 =
5 5 C 6 x°+y C

7) explicitamos y (de ser posible): no es posible
9) escribo todas las soluciones de la ecuacion diferencial: x2+y? =C; CeR
Ejemplo: hallar la curva solucién de x dx +y dy =0 que pase por el punto P(3; - 4).

* Reemplazamos en la solucion general y obtenemos la particular
x2+y2=C 32+(-4)2=C > C=25

x=3;y=-4

curva?: x2+y2=25
Sy = 25-x2 >y =4
Luego, la curva pedida es la

semicircunferencia ~ inferior” Sy =-.25-x2 > y(3)=-4>> pasapor

deradio5y centroenel origen. [ -

Observacion: cuando la ecuacion diferencial esta en la forma diferencial, entonces la incognita
puede ser tanto “y como funcion de x” como “x como funcionde y” .

Asi, por ejemplo, en el caso anterior otra forma de dar la solucion del problema es:

X =.25-y> > x(-4=3 - pasaporP.

(semicircunferencia “derecha” de radio 5 y centro en el origen)
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ler ORDEN - EDOL-1

*DEFINICION 1:
Llamamos ecuacion diferencial “lineal” de ler orden a toda ecuacién de la forma:

y +P(x)y =Q(x)
donde Py Q son funciones continuas en un mismo intervalo I.

Dentro de las EDOL-1 distinguimos dos tipos de ecuaciones:
DEF 1.1: EDOL-1-Homogénea, si Q es la funcion “nula”; o sea, Q(x) =0, Vx e I.
DEF 1.2: EDOL-1- No Homogénea, si Q “no” es la funcién “nula”; osea, Q# 0.

Procedimiento para resolver y° + P(x).y =Q(X)

2) Derivamos: y° =u .v+u.V

3) Cambio de ecuacion: y° + P(x). y =Q(x) (reemplazamosy ey )

u” ivau. v+ P(X).uivi=Q(x) (asociamos, sacamos factor comun)

[U +P(x). u] iv#+ u.v =Q(X) (*) ecuac. dif. con “2” incognitas.

4) Condiciones sobre u y v para resolver (*)
{1) u'+P(x)u=0 5, y?

2)  uv'=Q(x) S>¢v?
Si u y vsatisfacen 1-2) entonces y(X)=u(x).v(x) es solucion de y +P(x)y = Q(x)

5) Resolucion de (1):

u+PXx)u=0 (> EDOL-1-Homogénea ; a “variables separables”)

Resolvemos por separacion de variables, obtenemos una solucion de (1) : u =u*(x)

6) Resolucion de (2): reemplazamos la u obtenida en (5) en (2) .

u*(x) . v'(x) =Q(x) (> EDO a “variables separables”)

Resolvemos por separacion de variables, obtenemos la solucidn gral. de (2): v=v*(x)+ C

7) Damos la solucién general de y  + P(x).y = Q(X)

y=uv > [yx)= u*(x).[v*(X)+C]
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, 2
Resolver: y~ - LY X >y +PX).y=QX)/ PX)=-2 ; Q(X)=x

1) Proponemos cambio de variable 2> y(x) = u(x).v(x) con u;v derivables.

2) Derivamos: y =u .v + u.Vv

3) Cambio de ecuacion: y* + P(x).y =Q(x) (reemplazamos y e y")
VAUV + P(X). uivi=Q(x) (asociamos, sacamos factor comin)

[uU +P(x).u] ivi+ u.v =Q(x) (*)ecuac. dif. con “2” incognitas.

4) Condiciones sobre u y v para resolver (*) 5
{1) u'+P(x)u=0 5, y? 1) u'—;.u:O

2) uv'=Q(x) >;v? 2) u.v'= x

Si u y v satisfacen 1-2) entonces y(x)= u(x) . v(x) es solucion de y  + P(x)y = Q(x)

5) Resolucion de (1): u” + P(x) u = 0 (EDOL-1-Homogénea; a “variables separables”)
u-@2/x).u=0 > u*(x)= x?

5) Resolucion de (2): reemplazamos u 2> u*(x).v'(x) = Q(x) (= EDO *vs. separables™)
2.V =x =2 v(X)=In|x/+C

y(X)=u*(x).v(x) -2 y(x)=x2.[In|x| +C]
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES de ORDEN “n” [EDOL- n]

*DEFINICION 1:
Llamamos ecuacion diferencial “lineal” de orden “n” a toda ecuacién de la forma:

() .y ™ + ax).y ™Y+ + ani(x) .y + an(x) .y = b(x)

con ap; ai ;....; an ; b, funciones definidasenl; a)(x)#0; Vxel.

DEF 1.1: EDOL-n - No Homogénea, si b noeslafuncionnula; osea, b# O .

ao(x) .y (M + an(x).y ("D + .. + ana(x).y" + an(x).y =b(x) (I)

DEF 1.2: EDOL-n -Homogénea, si b es la funcion nula > b = O con O(x) =0, Vxe |
a(X) .y (M + a(x).y (™D + .. + an1(X).y + anX).y =0 (Il

EJEMPLOS: x?y” +2y=0 (lineal orden 2 - homogénea)
y +xy -3cosx.y +4y=eX (lineal orden 3 -nohomogénea)

DEF 1.3: EDOL-n, “a coeficientes constantes”
Ecuacion diferencial lineal (homogénea o no) en la que todos los coeficientes, ai(x), son
funciones constantes; o sea, son de la forma:

a.y™ + a,. .y 4+ + ana.y + an.y= b(x)
CON Qo A1 j vevrrnnn. ; @n1; an € R a #0
EJEMPLOS: 3y~ +2y=0 (lineal orden 2 - homogénea)

2y +5.y -3,y +4y=¢ (lineal orden 3 — no homogénea)

DEFINICION 2: Problema de valores iniciales — Pvi

El problema de hallar una funcién y =y (x) tal que:

™ a(X) .y + a(x) .y + ... +an1(X) . Y +an(X) .y =b(x)

Yoo = Yo o)
Yo) = W1
< : : \_Condiciones Iniciales
Y = Yna
-

ConN Xo € l; Yo VY1 evorrennns ,¥n1€R; es llamado “Problema de valores iniciales”.
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TEU (1) - Teorema de Existencia y Unicidad:

Si las funciones ai;az; ....;an y b son continuas en I ;entonces cualquiera

sea Xo € | y cualesquiera sean los “n” ndmerosreales VYo Y1 .covvenn. Yo,
el Pvi tiene solucion (Existencia) y unica (Unicidad) en 1. (s/d)

Corolario: si ai;az; ....;an son continuas en |, la ecuacion diferencial es
homogénea,
Xo€l, Yo= y1=y2=....... = yn1=0; entonces, el siguiente, Pvi:
{ ao(X) . y(M+ ay(x) .y(™) + ... +an1(X) .y +an(X).y=0 (homogénea)
Y(Xo) = Y (Xo) =Y (Xo) = .... = Y™ D(Xo) =0
tiene solucion Unica, y estaes la trivial: y(x) =0, Vx € I.

Demostracién: ¢ y(x) =0, Vx € I; essolucion de toda EDOL-n, homogénea;
¢ y(x) =0, Vx e | ; verifica las condiciones iniciales;
entonces, y(X) =0, Vx e |, essolucidon_del Pvi.
4 por hipotesis, los coeficientes son funciones continuas;
entonces por el TEU, y(x)=0,Vx e |, essoluciény “Unica”.

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES “HOMOGENEAS” [EDOLH-n]

TEOREMA 2: Si{f1; f2; ....... ; fi} son j-soluciones de una EDOL-Homogénea

entonces cualquier combinacién lineal (c.l.) de ellas, también lo es.
Osea, si @ = cify +cofo +....e..n. +cjfi = ® essolucion de la EDOL-H

Demostracién: (demostramos para n = 2, j = 3 ; queda como ejercicio paran =3; j = 2)
Dadas {f; g; h}, tres soluciones de una EDOLH-2:
a. .y +a.y +ta.y=0; (VxeD)i(l)

debemos demostrar que @(x) =[cif +c2g + c3h]x essolucion de (1);
0 sea que, reemplazada ® en la ecuacién (I), la satisface Vx € D

Por Hip: ¢ fsol.de(l) > a.f" +a.f + a.f =0; (VvxeD)
e¢gsol.de(l) > a.¢g  +a.g +axg=0,; (VvVxeD)
ehsolde(l) = a.h” +a.h”+ah=0; (vVxeD)

A partir de estos datos, investigamos si @(x) = c1 f (X) + ¢c2 g(x) +c3 h(x) cumple la Tesis:
a.® +a.® +a.d=
Zap.[c1f +cog +csh” ] + afeaf +c2g +c3h™] + az[eaf+cog+csh] =
=cCcn[a f" +a. f+axf] +cafang” +ai. g +axg] +cafaoh” +ai. h"+axh] =
=¢c1. O + ¢c2.0 + ¢c.0O=0; (VxeD) [g.e.d.]

Ejercicio: Verificar que f(x) =senx; g(x)=cosx y ®(x)= 3f(x)+5g(x),
son solucion de y"+ y=0
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DEFINICION 3: “linealmente dependiente” (l.d.)

El conjunto de funciones { f1; f2; ....... ; fi} es “linealmente dependiente” en [a;
b], si existen constantes ci; C2; ....... ; Cj (no todas nulas), tales que:
ci. fi(X) +co. fo(X) + .......... +¢. fj(x) =0 ; VX e [a; b].

DEFINICION 4: “linealmente independiente” (l.i.)

El conjunto de funciones { fi; f;....... ; i} es “linealmente independiente” en [a; b],
si noes “linealmente dependiente” . Owsea; {fi; f2; ....... ; i} es Li. si

“cr. fr(X) +c2. Fa(X) +.....ee. +¢.fj(x)=0; Vxe[a;b]l= c1=c2=....... =¢j=0"
NOTA: Si a “ci.fa+ca. fa+..iiiii. + ¢j. fj=0” la Ilamamos, ecuacion bésica (E.B.);

entonces {f1; f2; ...; fj} es Li. < la E.B. se satisface Unicamente si todas las constantes
son nulas.

Ejemplos:
D{fXx) = e ; g(x)=3.e*};, Dominio: R
EB.2> ci.f(X)+c2.9(xX)=0 ; VxeR
2> C1.e5+C.3e*=0; VXeR & ¢ex[c1 +3c2]=0; VxeR

& 1 +30=0 & c=-3.c

Luego, si porejemplo, c1=6; c2=-2 = [6].eX+[-2].3e*=0, VX eR;
0 sea, existen constante no nulas para las cuales se satisface la E.B.

Conclusion: {f(x)=e* ; g(x) =3e*} esl.d.

. 9
Observacion 1: en este caso “vemos” que: ﬂ=3 (cte)

()

2) {f(X)=1; g(x)= x} ; Dominio: R

EB. 2> ci.f(X)+c2.g(X)=0; VXxeR =2 c¢1 +c2.x=0; VxeR
Pero, c1 +Cc2.Xx % 0, ¥.XeR¢> c1=C2=0 (porque existe Unico x verifica (»))

Luego, la E.B. se satisface Unicamente si todas las constantes son nulas.
Conclusion: {f(x)=1; g(xX)= x} es Li. en R.

1A 113 7 113 g 7 g
Observacion: en este caso “vemos” que: %z X” ; osea, que: — 2 #cte.
(x) (x)

3) {f(x)=1; g(x)= x; h(x)= x?} ; Dominio: R
E.B. 2> c1.f(X)+c2.g (X) + c3.h (X)=0; VXeR > c1 +C2.Xx +¢C3.x%= 0; VxeR

& c1=C2=c3=0 (alosumodos x's verifican (»))

Conclusién: {f(x)=1; g(x)= x; h(x)= x} esli.enR
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CRITERIOS PARA DETERMINAR *1.d.” 0 “Li.”

(1) Dos o méas funciones no pueden ser li si una de ellas es la funcion nula.
(verificar)

(2) fyg tal que ninguna sea la funcion nulaen[a; b] vy g(x)#0, V x € [a; b],
entonces:

f
{f; g}ld.en [a;b] & - = cte.

(x)
Ej.1) {3e; e} Ld. en R |

(3) f y g tal que ninguna sea la funcion nulaen[a; b] vy g(xX)#0, V x € [a; b],
entonces:

f
{f; g}li.en [a;b] < g(—’ £ cte.
(x)
Ej.2) {1; x} Li.en R

(4) Si fy g soluciones no nulas en[a; b] de una EDOLH- 2; entonces:

foo 9

{f; g}li.en [a;b] < #0 ;VXxela;b]

!

foo 9

Ej.2) {1; x} Li. en R pues

X
1‘=1¢0; VxeR

(5) Si{fy;fy ....... ; fn } n-soluciones no nulas en [a; b] de una EDOLH - orden “n”
entonces “{fi; f2; ....... ;fa}lien [a;b] < detA#0; Vxela;b]”

- A matriz de “n” filas por “n” columnas, donde cada columna esta formada

por una funcién solucion (fi) y sus (n-1) derivadas (f;;f/"; ...;fi(”_l)).

1 x+1 x?
Ej.3):{1; x+1; x®} Li. en R pues |0 1 2X | = 2#0; VxeR.
0 0 2

Ejemplos:
4) Determinar si f(x) =senx y g(x) =cosx son solucionl.i. de y~ + y=0.

¢ f(xX)=senx; f (x)=cosx; f"(x)=-senx= " (x) +f(x)=0,V x (f sol.)
¢ g(X)=cosx; g X)=-senx;g" " (X)=-cosx= g (X) + g(X)=0,V x(gsol.)
f
. g‘—x) =tgx #cte = senx y cosx son soluciones lLi. de la EDOLH-2.
(x)
5) Mostrar que f(x) =1; g(x) =x y h(x) =x2? son soluciones li. de y~" =0.
6) Mostrar que f(x) =e3 y g(x) =5e* son solucionesl.d. de y” - 6y " +9y=0.
7) Mostrar que f(x) =e®* y g(x) = xe* son soluciones li. de y - 6y +9y=0.
8) Mostrar que eX; e*; e* son soluciones Li. de y"" -2y -y +2y=0.
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TEOREMA 3 - FEUNDAMENTAL

Dada una ecuacion diferencial lineal, homogénea y de orden n (EDOLH-n)

ao(X).y ™ + ay(x).ym™d + ... + an1(X) .y +an(x).y=0
Si @ ; ai ;....; an son funciones continuas en[a;b] y ao(x)#0; VX e [a;b]
entonces se verifica que:
(1) laecuacién tiene “n” soluciones “linealmente independientes”: f1; f2; ....; fn.

(1) f essolucion de la EDOLH < es combinacion lineal de “n” soluciones L.i.
(s/d)

Observaciones:

& fy: fp; .....fn solucs. de EDOLH
®= Cify +Cofp + oo +on o ® soluciéon de EDOLH —n (Teor. 2)
< fy; fa; ....;fn solucs. li. de EDOLH

“n” : orden de la EDOLH
f : solucion de la EDOLH

f =cfy +cof + .. +cnfn (Teo 3-F)

Conclusiones respecto a las EDOLH-n :

(1) En (1) Teo 3-F se asegura la existencia de “n” soluciones; en el Teo 2, que
toda combinacion lineal (c.l.) de soluciones de una EDO es solucién de la EDO.
Luego, y dado las infinitas formas como se pueden elegir las constantes en la c.l.;
concluimos que las EDOLH tienen infinitas soluciones.

(2) Por (I1) del Teo 3-F, si las “n” soluciones son “l.i.”, entonces todas las
soluciones se_pueden_escribir_como _c.l. de ellas (no existen soluciones que no
se puedan escribir como c.I. de n soluciones l.i.). Luego, y dado este principio,
concluimos que en lasolucién de una EDOLH debe haber tantas constantes como
orden tenga la ecuacion.

DEFINICION 5: BASE de SOLUCIONES

Dada una EDOLH-n, llamamos Base de Soluciones a todo conjunto de
“n” soluciones “linealmente independientes” de la ecuacidn diferencial.

DEFINICION 6: SOLUCION GENERAL.

Llamamos solucion general de una EDOLH-n a la solucién f construida
como combinacion lineal de las funciones de la Base de Soluciones; o sea:
f=cft +cafo+l. + cnfn ; (Ci = ctes arbitrarias).

La conclusion mas importante y util a los efectos del calculo de soluciones que
obtenemos del Teo 3-F es que: conocido un *“conjunto finito de soluciones”,
conocemos “todas”.
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Ejemplos:
9) y"" =0 (EDOLH -orden 3)

B={yix) =1; ya(x) =x; ys(x) =x2}(Li.) | S ¢ 90 =2+3.x+ x°

S={f/ f solucibnde y"" =0} ek(x)=5 ehx)=5x?
® S = conjunto de todas las soluciones| *p((Xx) = X + X2
S={f/f()=citcox+cax’; c1,c2eR} | eqr=2+x +3x

10) Dada y~ +y=0 (EDOLH-orden2): S *k)=3senx+4.cosx

¢g (x)=5senx BASE
. X) =
B={y1(x) =sen x; ya2(x) =cos x } (li.) g * Y1 = sen X
#p(x) =- 3. cos X B
S={f / f(x) = c1.sen X + Cz. cOs X; C1, C2 €R} 0qM)= senx- CoSX * Y= €OS

‘ Si una funcién tiene “otra forma”, por ejemplo, h(x) =sen (x + %),

¢se puede afirmar que no es solucién de y + y=07?. Larespuestaes, NO.
Hay funciones que se pueden representar de “distintas maneras” (entre ellas las
trigonométricas). Asi, el solo hecho de que una funcién no tenga la “forma” de la
solucion general no implica que no sea solucién. Al respecto, no podemos decir nada.

Para resolver esta incégnita, hay dos caminos:

(C.1) derivar, reemplazar en la ecuacion y “ver” que pasa (si la verifica o no).

(C.2) tratar de escribir h como c.l. de las funciones de la BASE de la EDOLH.
(Por Teo. 3-(11) si esto es posible; h es solucion de la EDOLH)

(C.1) Derivamos: h (x) = sen (x +%); h” (x) = cos (x +%); h (x) =-sen (x +%)

Reemplazamos: h™” (x) + h(x) = - sen (x + %) +sen (x + %) =0; VxeR.
Concluimos: h es solucion de y~ +y=0.

(C.2) Por Trigonometria: sen (x + £) = sen X. +Ccos x.gen £

sen (x +&) =senx. % +C0S X . 1 = 1. Sen X +C2.C0S X
< 2
C1 Co

Conclusién: h es solucién de y~ +y=0.

Respecto al C.2: ;siempre se puede acudir a él? La respuesta es, NO.

¢ Porqué?: porque requiere conocer una Base de Soluciones, lo que no siempre se da.

4_
11) Dada X2y~ + xy -4y=0 en [L;0) > h(x) =2 16. ces solucion ?

X2

X2y + Xy -4y=0 = EDOLH-orden2 > B={y1;Vy2 }Li.) (¢¢??)

Luego, para resolver este problema no se puede acudir al C.2; si al C.1
Ejercicio: verificar, porel C.1, que h es solucion de x>y + xy -4y=0
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Ecuaciones Diferenciales Lineales “No Homogéneas” [EDOL-no H-n]

A partir de la Ecuacion Diferencial Lineal “No Homogénea”:

ao(X) . y™ + ai(x) .y H + . + an1(x) .y + an(x). y = b(x) (1)
con ai(x) i=0,1,..n, funciones continuasen [a; b] ; a(x) #0; Vx e [a;b]
definimos los siguientes nociones:

DEF.7: A la EDOL- Homogénea incluida en (1),
ao(X) . Y™ + ay(x) . y™D + .+ ana(X).y +an(x).y= O (II)
la llamamos: Ecuacion Homogénea asociada a ().

DEF 7.1: A lasolucién general de (11), la llamamos: solucion de la homogénea ;
la indicamos: yn
DEF 7.2: A cualquier solucion de (I) que no tenga constantes:
la llamamos: solucién particular ;
la indicamos: yp.

TEOREMA 4:

Si f es unasolucién cualquiera de (1) (No Homogénea);
y h es unasoluciéon cualquiera de (I1) (Homogénea asociada) ;

entonces, f+ h es soluciéon de (1), la No Homogénea .

Osea, si ®=f+h =[a,.®" +a,.®™) + ... +ani(X).® + an®]x = bx), V

X

Demostracién: (demostramos para n =2 ; queda como ejercicio para n=3)
Sea a.y +ai.y +tax.y=b; (VvxeD) ()

Q.Y +a.y +a.y=0; (vxeD) ()

debemos demostrar que @(x) =[f+ h] ) es solucion de (I);
0 sea que, reemplazada @ en la ecuacion (1), lasatisface Vx € D

Por Hip: ¢ f sol.de(l) = a.f + aif + ax.f = b; (VxeD)
¢ hsol.de(ll) = a,.h” + as.h"+ a>.h=0; (VxeD)
A partir de estos datos, investigamos si ®(x) = f(x) + h(x) cumple la Tesis:
. P +ta.® +a.d=
za.[f"+h7" ]+ a.[f+h" ]+ a.[f+h] =
= [apf " +ai.f+axf] + [aoh” +ai.h"+ah] =b+0=Db (VxeD) [q.e.d]

Ejemplo: dada y " -2y -y +2y=8¢%,
Mostrar que: h (x) =e?* es soluciéon de la “homogénea asociada™;
f(x) = e es solucién de la “ no homogénea ” ;
® = f +h es solucion de la ““no homogénea ™ .



124

TEOREMA 5:

Si @ es solucién de la No Homogénea (1); entonces ® = Yh + Yp
con: Yh solucién de la homogénea (I1) ;

Yp solucién particular de la No Homogénea (1).

Demostracién: (demostramos para n =2 ; queda como ejercicio para n=3)
Sea (I) a.y’ + air.y +ax.y=b; (VxeD) = ypsolucion (1)

(1) a.y” +ar.y +a.y=0; (Vxe D) = yn solucion (II)

Debemos demostrar que: @® = yn+VYp;
equivalentemente, que: ® -y, = yn ; 05sea, que ® -y, sea solucion de (1)

Por Hip: ¢ @ solucionde (I) = a.®  + a1. ® +a. ®=Db; (VxeD)
¢ yp solucionde (I) = ao.yp + ar.yp + a2.yp =b; (VxeD)
Con estos datos, y =® —yp, ¢es solucion de (1) ?:

.y tary ta.y=a. . [®-yp]T +a[®-yp] + ax [®-yp] =
= . [@7-yp ]+ a[® -y ]+ an[®-yp] =
=[a, @ +a1. ® +a ®]- [acyp +ai.yp +azyp]=b-b=0v [q.e.d.]

DEF. 8: A®, la llamamos: Solucién General de la No Homogeénea ;

la indicamos: yq 2>

Yo=Yh + Yp

NOTA: la Solucion de la Homogénea, yh, por Teo. 3F es: yh=C1y1+C2 Y2 +....+ CnYn.

Finalmente entonces:
Yo=[ciys +cay2 +....+cnyn] + Yp

Método General para resolver una EDOL- No Homogénea — Orden n

(1°) Hallar Base de Soluciones de la Homogénea. =2 B ={y1;Vy2; ..... ;yn 3 (L)
(2°) Hallar Solucion de la Homogénea. = yn=cCiy1 +C2y2 +.... + CnVYn.

(3°) Hallar Solucion Particular de la No Homogénea =y,

(4°) Dar la Solucion General 2> Yg=[Ciy1 +Coy2 + ...+ Cnyn] + Vp

Ejemplos:
12) Dada y"" -2y -y +2y=0(=2> EDOLH-3; B={y1(X); y2(X); ya(x)} (L.i.))
Facilmente se puede demostrar que B ={e*; e*; e>*} (ejercicio)

Luego, su solucion general es: yg =ynh=C1y1 + C2 Y2 + C3.Ya.

Yg = C1€* +Cp €%+ C3 %%
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13) Dada y""" - 2y -y +2y=4x (*), dar su solucién general.
WEDOL“NoH”-3 =2 b(x)=4.x (lineal); B ={yi(x); y2(X); ys (X)}

(1°) B={e*; e*; e} (ejemplo 12)
(2°) yn= c1e* +cCpe* +c3 e (ejemplo 12)

(3°) ¢yp? = por “pruebay error”
¢funcion de prueba?: y = lineal, funcion prototipo de la clase de b.
y(X) = Ax+B (¢(A?; ¢(B?, iexisten?)

»y(x) =AXx+B ; y(X)=A; y'(x)=0; y"(x) =0
Reemplazamos en (*) y hallamos (si existen) Ay B:
y -2yT-y +2y= -A+2(Ax+B)= 2Ax+(2B-A)= 4Xx
2AX+(2B-A)=4x & |2A=4 < J A=2
2B-A=0 B=1 2>yp=2x+1

(4°) ¢yg? D |Yg= Y+ yp D yg= cieX +cre X +c3 eX+2x+1

14) Dada y"" - 3y~ + 2y = 12e¥ (*), dar su solucion general.
W EDOL“NoH”-3 =2 b(x) =123 (exponencial); B ={yi(x) ; y2(x); ys(X)}

(1°90 B={eX; e¥;1} ( verificar)
(2°) yn= creX +c2 e +c3

(3°) ¢yp? = por “pruebay error”
¢funcion de prueba?: y = exponencial, funcién prototipo de la clase de b.
y(x) = A. e ((A?; iexiste?)

P y(x) =A. e y(x)=3. Ae¥; y'(X)= 9A.e¥; y(x) =27. A. ¥
Reemplazamos en (*) y hallamos A (si existe) :
Yy -3y +2y = [2TA-27TA+6A].eX =[ 6 A]e = 12
[6A]e> = 12> o [6A=12
A=2| >yp=2e¥

(4°) ¢Yg? D[ Yo= Yn + Yp > Yg= Cie* +cC2 e +c3 + 2e¥
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15) Dada y"" - 3y~ + 2y = 12¢* (*), dar su solucién general.
WEDOL“NoH”-3 = b(x) =e* (exponencial) ; B ={yi(X); y2(x); ys(X)}
(1°) B={e*; e¥;1}
(2°) yn= c1€* +cC2 e +C3
(3°) ¢yp? 2 por “pruebay error”
¢funcion de prueba?: y = exponencial, funcidn prototipo de la clase de b.
y(X) = A. e* ((A?; (existe?)
»y(x) =A. e y(X)= A Yy ()= AeX; yT(x) = A€
Reemplazamos en (*) y hallamos A (si existe) :
y -3y +2y = [A-3A+2A].eX =[0.A JeX = 12e* (VA)
= no existe A tal que A.e* sea solucion particular de la EDOL- NoH

» ¢Esto implica que no existe solucion particular?? .
NO, esto sélo implica que la solucién particular no es_una “exponencial”.

¢Por qué ahora no loes yen el ejemplo-14 (muy parecido), si lo era?;

¢A que “clase” de funciones pertenecera la solucién particular? ;
¢Habréa “algo” en la ecuacion diferencial que de “pistas” al respecto?

16) Dada X2y~ + xy -4y= 12 (*), dar su solucion general
WEDOL“NoH”-2 = b(x) =12 (constante); B ={yi(x); y2(x) }
(1°) ¢B?
(2°) ¢yn?
(39) ¢yp? 2 ¢funcidn de prueba?: y - cte, funcion prototipo de la clase de b.

»y(x) =A; y(x)=0; y'(x)=0.
Reemplazamos en (*) y hallamos (si existe) A:
X2y + xy' -4y=-4A =12 & A =-3 > yp=-3

(4°) ¢Yg? 2| Yo=Ynh+ Yp 2 Yg=VYn -3 [Diyn? > (B?

NOTA: estos dos ultimos ejemplos muestran que si bien el Método General da un
camino para resolver las EDOL, en la practica y en algunos casos, su aplicacion se
dificulta. El principal problema estd en el ler paso; o sea, en la determinacion de la
Base de Soluciones (ej: 16)

Existe un caso donde las caracteristicas que en particular presentala EDOL, permiten
salvar esta dificultad, encontrar un Método para hallar B. Es el caso de las EDOL-
CC:

Ecuaciones Diferenciales Lineales a Coeficientes Constantes:
ao.y™ + an. y™v 4+ L +an1.y +an.y=b
ao; ai Y e , an-l; an ER;ao =2(0)

Método General para una EDOLH - Coeficientes Constantes

ao. Y™+ ap. y™+ +an1.y +tan.y=0; Vxela;b] ()
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Ao AL 5 eevrennnnn ; an1; an € R ; a0 #0.
< ai(x) =ai, V X € [a; b] = funciones constantes = continuas en [a; b].

(1°) B = Base de Soluciones de (I11) 2> B ={y1;vy2; ..... ; Yn}
& ¢cémo procedemos para hallar B? = por “Pruebay Error”.

(Paso-1) elegir una *“funcion de prueba”, f .
(Paso-2) derivar f, reemplazar f y sus derivadas en (I11):
f; ¢ verifica(lll)?: < SI = f es solucion
& NO = f noessolucién = (Paso-1)

(Paso-3) repetir (P-2) hasta obtener “n” soluciones de (I11): {f1; f2; .....; fn }
(Paso-4) analizarsi {fi;f2; ..... ; fn } es BASE de SOLUCIONES:

i esli.?:= Sl = FINdel Proceso > B ={f1;f;..... ;o
< NO = (Paso-1), reiniciar el proceso hasta obtener B.

Ejecucion del proceso de Pruebay Error:

» (Paso-1): Para elegir f (funcién de prueba): ¢por donde empezamos? .

Inspeccionamos la EDOL al efecto de “ver” si presenta alguna
caracteristica que nos remita a alguna funcion “conocida”. Al tal fin, lo primero
que hacemos es “simplificar” el problema, plantear el “caso simple” (n=2):

a. Yo+t b Yoy tCYw=0; Vxe[ab] (11-2)

a;:b;ceR ; a=0.

M ;Que vemos?: Que y=Yy(x) para ser soluciénde (111-2), debe verificar
que , y ey~ al ser multiplicadas por un numero real y luego sumadas,
hagan “cero” la ecuacién, para todo “x”. Que, para que esto pase, y(x)
debe verificar que sus derivadas sean “multiplos de si misma”; o sea:
y&(x) = ak y(X) , ok eR.

M ¢ Existe tal funcion?: si, la “exponencial” tiene esta propiedad.
y=e'X 2> y =r.e"X; y =r2e"X; ... ; y(") =rk.erx

Conclusién 1: funcion de prueba - y =e"*.

» (Paso-2): La exponencial, ¢es solucion?: y=e"* = y =r.e"*; y’ ' =r? e~

a y'+b y' +cy=a[rier*]+b.[r.e"*]+c[er*]=0, VX <

<[ar?+br+cle™*=0,VX © g pr2+br+c=0

Conclusién 2: y=e"* es soluciénde (111-2) < r escerode a.r’>+b.r+c=0.

NOTA: facilmente vemos que la conclusion obtenida no depende del orden de la
EDOL; que podemos generalizar la misma a ecuaciones diferenciales lineales de
orden “n”.

DEF. 9: Ecuacidon Caracteristica (EC).
Llamamos, Ecuacién Caracteristica a la ecuacion:
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.M+ a. r™+ +ap;.r +a,=0,
asociada ala EDOL (I11): ao. y™ + ap. y™D+ . ... +an1.y + an.y=0

Conclusion General / Paso-2
y=e"* es solucién de (I111) < r escerode ao. " + a. r™Y + . +a,1.r+a,=0.

y =e"* solucién de (111) < r raiz dela“Ecuacién Caracteristica”.

» (Paso-3) Obtener “n soluciones de (I11): {y1; y2;.....; Yn}

Por Algebra sabemos que una ecuacion de grado “n” tiene “n” raices; que estas
pueden ser simples 0 repetidas, reales 0 complejas; que, si son complejas,
aparecen de “a pares”.

Luego:[¢Si m = cantidad de raices reales (sin repetir) de la EC entonces m<n;
|:¢Si rj solucion EC, rj eR entonces y; =e"1* solucion de (I11); j=1, 2,..., m
Conclusion 3: de la EC podemos obtener “m” soluciones distintas de (I11) con m< n.
¢m=n? |iT'SI = (Paso - 4)

<NO = (Paso-1) (reiniciar el proceso, obtener las “n-m” sols. faltantes)

» (Paso-4) {yi;yz2; ..... »Yn}; ¢ es BASE de SOLUCIONES ?
cesli.?: <= SI = FINdel Proceso > B={y1;Vy2; ..... s Yn }

< NO = (Paso-1), reiniciar el proceso hasta obtener B.

Ejemplo 17: y"- 4.y'+ 3.y =6.e X (®EDOLH-2 2 B = {y1; y2} (l.i.) ; b(x)=6.e*)
(1°) Hallar la Base de Soluciones de EDOLH-2 = B = {y1; y2} (l.i.)
» (Pasos 2;3): EC - r?-4r +3=0 < ri=3; r,=1 (2raices, reales y distintas)
rn=3 = Y1 = e3x
r=1=1y=¢e* 2 soluciones: ¢son Li.?

Y, 3% criterio 3 L.
» (Paso-4): — = ——=e2Xzcte —— {y1; y2}esli. ; es Base de Soluciones
eX

2

— B={e**;eX}

(2°) Solucién de la Homogénea: yn=c1e3* +cz eX

(3°) Solucion Particular: yp=Axe*> A=-3 2 yp=-3xe*
(Verificar. Explorar porgué no es: A.e¥)

(4°) Solucion General: yg= c1e®* +c, eX -3 xeX

Construccion de la Base de Soluciones sequin las raices de la EC.
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Distintos Casos para la EDOLH-2: a, y"+ai1 y'+a2y=0 ;Vxe[a;b] (Il1-2)
Qd;a;2eR; g #0

Caso 1: Raices Reales vy Distintas:

ay"+tary'+ay=0

EC > ar?+ai.r +a2 =0 & ri; neR A rn#rn (¥

(1°) Hallar la Base de Soluciones de EDOLH-2 > B ={y1;y2}(li.)

» (Pasos2;3): rnn = [ yi=etx
r, = | y2=e"* |2 2soluciones distintas: ¢son L.i.?

yl erl.X

> (Paso- 4): v, =e(i=f2)X=e®X xcte  [por (*) a=ri-r; #0]
2

erz.X

—> {y1; Y2} es li.— Base de Soluciones — B={e " *; e *}
crit. 3

(2°) Solucion de la Homogénea — Caso 1: yn=cie™ +cye?™

Caso 2: Raices Reales e lquales:

y'-2.a.y'+a’y=0
EC >r2-2a.r +a?=0 & (r-a)’=0 ©n;rneR An=r=a ()

(1°) Hallar la Base de Soluciones de EDOLH-2 2 B ={y1;y2}(li.)
*)
» (Pasos 2; 3): rp = |yi=eltx = g*X
*)
r, =>|y2=e?x = g*X y1=Y2 = 1solucién = (Paso -1)

» (Paso-1) Buscamos otra soluciéon = funcién de prueba: y = x. e**

y =& X x L) a2_y =X y 2
y =e** (1+a.x) ;2(1) -2.a.y'=e** (-2 -2 0% X)

y =e* (20 +a’x) —» y = (2a0+a’x)

y'-2.a.y' + a?y=e** (2a + a’X - 2a - 20°X + a’X)
y"-2.a.y'+ a?y= 0-> essolucion!!
Conclusion: y> = x.e ** essolucién de la EDOLH-2

Y, X.e%X .
» (Paso-4): —= go X = x #cte =>{y;y2}esli. >B={e**; x.e**}
. .

I (2°) Solucién de la Homogénea - Caso 2: Ynh=C.€** +C, x.e X,

NOTA: Lafuncidn de prueba: y = x. e**; se obtiene acudiendo al método de sustitucion.

Se propones como solucion la funcion: y = e*X.v(x) ; se busca v (nueva incognita )

2
o
y =e*X. v —x— a’y =e*X a?v
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y =e** (V+a V) i) 2.y =e*X ((2aVv -20%V)

y =e*X (V' +2aV +a?Vv)

y'-2.a.y+a’y=e*(V")=0
M e (v )= 0 e V' = 0 < v(X)=C1 X +cp — 2 Part

——— V(X) =X

Caso 3: Raices Complejas :

a Yy +tary'+ay=0
EC 2 ar?+ai.r +a2=0 & ri;r,€C A ri=a+bi ;r.=a-bi

(1°) Hallar la Base de Soluciones de EDOLH-2 - B ={y1; y2} (l.i.)
» (Pasos2;3): r = | zz=e"x

rn =>\| z2=em™x}] > 2soluciones a variable compleja!!

Nuestro trabajo requiere funciones solucién a variable real.
Para ello, acudimos a la “Eérmula de Euler”

o“Férmula de Euler”: e* = cos (a) + i sen (a)

_ _ _ EULER (a = b.x)
7= erl X_ @ (a+bi) x e (ax + 1 b x) e (ax) .e(bX)I _

- @), (cos(bx) +i .sen (bx)) = [e®).cos (bx)]+ i .[e®) sen (bx)]

< 71 = [e@®).cos (bx)]+i.[e®)sen (bX)] = yi1(X) +1i.Yy12(X)

con: yi1-e @), cos (bx) (parte real de z; = funcién real a variable real)

y12 - € @), sen (bx) (parte imaginaria de z, = funcion real a variable real)

Luego, obtenemos dos funciones escalares soluciones de la EDOLH.

= {yu;ye}li. = B={e®.cos (bx) ; e @. sen (bx)}
crit. 3

(2°) Solucion de la Homogénea — Caso 3: yy = c¢1 e @), cos (bx) + ¢2 e @9, sen (bx)

yi=e @ [e1 cos (bx) + c2 sen (bx)]

Método General para una EDOL “NoH” - Coeficientes Constantes (CC)
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ao. YW+ a. yb+ +an1.y +tan.y=b(x) ; Vxela;b] (V)
Qo AL 5 cernennnns ; an1; an € R ; a0 #0.
< ai(X) = ai , V X € [a; b] = funciones constantes = continuas en [a; b].

Observacidn 1: este tipo de EDOL es un caso particular de Ecuacion Diferencial Lineal.
Luego, el Método General a aplicar para resolver (1V) es el ya visto; pero, con un
problema resuelto. Para las EDOL-CC (y s6lo para ellas!! ) contamos con un Método
para hallar B, la Base de Soluciones de la Homogénea.

Método General para resolver una EDOL- No Homogénea — Coefs Ctes o No

(19 Hallar Base de Soluciones de la Homogénea. 2> B ={y1;VY2; ..... »yn }(11)

(2°) Hallar Solucion de la Homogénea. = Yh=Ciy1 +C2Yy2 +.... +Cnyn.
(3°) Hallar Solucién Particular de la No Homogénea =

(4°) Dar la Solucion General 2 yg=[Ciy1 +C2y2 +....+Ca¥Yn] +VYp

Observacidn 2: si repasamos los pasos del Método General vemos que resta un problema
por resolver; el de la Solucion Particular (3°). Para hallar esta solucion acudimos al
método de “Pruebay Error”, detectamos ciertos problemas en el criterio usado para elegir
la “funcion de prueba”. Recordamos que tal funcién era la “prototipo” de la clase de
funciones a la que pertenece “b” (el “término independiente”) y que si bien en muchos
casos este criterio sirvio (hallamos la solucion particular) hubo otros en los que no; y
esto aunque las ecuaciones diferenciales eran muy similares.

Resolvemos este Gltimo problema a través de “sistematizar” la busqueda de soluciones
particulares.

Para lograr este objetivo existen distintos métodos, vemos uno de ellos.

Solucién Particular - METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS.

Este Método, en esencia, es el de “Pruebay Error” que usamos en los ejemplos.
Consiste en elegir como “funcién de prueba” la funcion prototipo correspondiente a
la clase de funciones a la que pertenece “b” (o sea, una funcion similar a “b” pero con
“coeficientes indeterminados”); reemplazarla en la ecuacion diferencial y hallar, de ser
posible, los valores de los coeficientes para que la funcion propuesta sea la solucion
particular buscada.

Ejemplos:
18) Dada y""" -2y -y +2y=6Xx-3 (*), b(X)=6.x-3 2> “lineal .
¢yp? 2 funcion de prueba: y(x) = Ax+B ((A?; ¢B?, ¢existen?)
» y(X) =AX+B ; yY(X)=A; y'(X)=0; y 7 (X) =0 (Reemplazamos en (*))

y -2y-y +2y=-A+2(Ax+B)= 2AXx+2B-A=6Xx-3

2AX+(2B-A)=6Xx-3 < J2A=6 o JA=3
2B-A=-3 B=0 vy,

»| yp = 3X (verificar)

19) Dada y" - 3y~ + 2y = 3e¥ (*), b(x)=3e¥* > “exponencial ”.
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¢Yp? = funcidn de prueba: yp(x) = A. e

> yp(x) = A. e ; y’p(x) = 3. Ae¥; yg(x) = 9A. e ; y’p” (X) =27. A. e

Reemplazamos en (*):
Y -3y +2y = [2TA-2TA+6A]. e =[ 6 A]e¥ = 3ex
[6A]e =3e¥* < (6A=3

A=%| Dy,

» yp = ¥ e (verificar)

20) Dada y"™ -3y "+ 2y =e* (*), b(x)= e*=> *“exponencial
WEC: r*-3r2 +2r=0 & nrn=1;r=2 ;r3=0
(1°) B={e*; e>;1}
(2°) yn= creX +c2 e +¢3
(3°) ¢yp? = funcion de prueba: yp(X) =A.e*
» yp (X) =A. e ; yl’O (X) = AeX; y;(x) =Ae*; y;)”(x) = A. e*

Reemplazamos en (*):
y -3y +2y = [A-3A+2A].e* =[0.A ]eX=0 # 12¢X

= no existe A tal que A.e* sea solucion particular de la EDOL- NoH .

g, porqué yp, no es solucion de (*) sien el ej-19 (muy parecido) si lo era ?;

¢ hay “algo” enla EDO o0 en su resolucion que de “pistas” al respecto?.
SI: ex=elxy “1” es raiz de la EC ; luego,
eX solucion de la Homogénea = A e* tambiénloes y VA !l

Para salvar este problema, yp (la funcién de prueba fallida) se multiplica por “x”;
= funcion de prueba : fp(X) = yp(X) . x 2 fp (X) = A.e*.x (verificar que existe A).

Conclusién General: para b(x)= k.e** (k, A e R)
M Si A noes raiz de la EC = y,(x)=A.e**;

M Si A es raiz de multiplicidad “m” dela EC entonces f, () = Yyp(x).x™
= f,(x) = A.M¥ xm

M Si A=0 entonces b(x)= ke®* > b(x)= k; luego,
si 0 es_raiz de multiplicidad “m” dela EC entonces f, (x) = yp(x). x™
= fo)=A.xm.

M en general, cualquiera sea “b(x)”, si “y,” la funcion de prueba elegida no es
solucién particular de la no homogénea entonces: fp (x) = yp(x) . x™

21) Dada y~ - 4y +4y = 4e* (%), b(x) = 4 e = “exponencial .
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WEC: r’-4r +4=0 & ri=r;=2 (multiplicidad de la raiz = 2)

(1°9) B ={e> ; x.e* } (verificar)
(2°) yn = c1e% +Cp x.e%
(3°) ¢yp? = funcidn de prueba: y(x) = A. e* . x? (probamos...)
Py(x) = A. x2.e?; y(X)=[2 Ax +2A. x?].e> ; y'(X) =[2 A+ 8AX +4Ax?].e*
Reemplazamos en (*):
y -4y +4y = [2A]. e =4eX o A =2
» yp = 2. x2.e>*  (verificar que es solucion de la no homogénea)

22) Dada vy -y~ =10 (%), b(x) =10 = “constante”
CEC>r-r2=r2(rr-1)=0 & rn=1 (2 mult. = 2)
(1) B={e*;1; x} (verificar)
(2°) yh= cre*+cC2 +C3.X
(3°) ¢yp? = funcidn de prueba: yp=¢A?; NOD>yp,=A.x?
PYX)=A. X2 ; Y(X)=2AXx ; Y (X)=2A; y7 (x)=0.
Reemplazamos en (*): y 7 -y " =-2A=10 <& A=-5

» Vp = -5.%
(4% (Yg? > Yg=Yn+ Yp > Yg=Ci€X+Cy +C3.X-5Xx?

23) Dada y " -y~ = 12x(*), b(x)=12x =2 “lineal”
SEC > rP-r2=r(rr-])=0 & n=1; (> mult. = 2)
(1°) B={e*;1; x}

(2°Y yh= cre*X+c2 +C3.X
NO
(3°) ¢yp?: funcion de prueba: yp=¢ AXx+B? —y yp= (Ax+B).x* = A x>+ Bx?

» y(X) = AXx3+Bx?%; Y(X)=3.AX*+2Bx; Y (X)=6AX+2B; y (X)=6A

Reemplazamos en (*):
Yy -y =6A-6Ax-2B = -6AX+(6A-2B)=12x

-6AX+(6A-2B)=12Xx < ]-6A=12 | A=-2
6A-2B=0 [B=-6 2 yp=-2x3-6x2

(4°) ¢Yg? D VYg= Yn + Yp D|Yg=CieX+C2 +C3.X -2.Xx3—6 X2

Solucién Particular - METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS.
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. Y™+ ap. y b+
o, a1 ,

+an1.y +an.y=b(x) ; VXxela;b]
.......... ; @n1; an € R ;

a, #0.

Si AeR y A noes raiz de la Ecuacion Caracteristica, entonces:

Si b(x) es: Seleccionar yyp:
o e Mx A e rx
a sen (Bx) A sen (Bx) + B cos (Bx)
a cos (Bx) A sen (Bx) + B cos (Bx)
o.X A+ B.x
a.X? A+B.x+C .x?
oo. oL X+ ... + as. X5 Ao. + Al X+ ... + As. X8
o.x2, eMx (A+B.x+C .x%). e
(oo, + otz X + ...... + 0. X5).e M | (Ao + AL X+ ..., + As. X3) . e M

a . X2 sen (Bx)

(A1+B1.x +C1.x? )sen(Bx)+(Az+B2.x+C2.x?)cos (BX)

o . X2. cos (Bx)

(A1+B1.X +C1.x%)sen(Bx)+(A2+B2.x+C2.x?)cos (BX)

a sen (Bx) . e*x

( A sen (Bx) + B cos (Bx) ). e

a. cos (Bx) e*x

( A sen (Bx) + B cos (Bx) ). e

P(x) . sen (Bx) . e *x

( Q(x) sen (Bx) + H(x) cos (Bx)). e **

P(x) . cos (Bx) . e **

( Q(x) sen (Bx) + H(x) cos (Bx)). e **

Recordar que:

M Si A es raiz multiplicidad “m”

Q y H polinomios del mismo grado que P

de la EC, entonces las correspondientes

soluciones de la homogénea son: yi(x)= € ox. y2(x) = x.ehx. . ym(x) = x™M. € A

M Si A es raiz de multiplicidad “m” de la EC entonces y*,(x) = Yp(x).x™
(con y, lacorrespondiente de la tabla anterior)

Ejemplos:
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24) Dada y " -3y" +3.y" -y=4.¢e%, hallarsusolucion general
SEDOL“NoH”-3 = b(x) = 4.e* (exponencial); B = {y1(X) ; y2(X) ; ys }
1°) Base de Soluciones
» (Pasos 2;3): EC > r®-3r2+ 3r-1=0< rn=r=r3=1

B={eX; x.eX; x? e*} (verificar)
2°) Solucién de la Homogénea: yn=c1€* +C2 X. eX+c3x?.e*

3°) Solucién Particular: Yo=AXx3eX > A= %
4° Solucién General : Y= Cie*X +C2X.eX+c3x?.eX + % X3 eX

25) y7T-y7 =senx (*)
WEDOL“NoH”- 3 = b(x) =sen x (trig.) ; B ={yi(x); y2(X) ; y3(x) }
1°) Base de Soluciones
»(Pasos2;3): EC 2> ri-r>=r>(r-1) =0 ri=r=0; rz =1

B={1; x;e*} (verificar)

2°) Solucién de la Homogénea: yn=C1 +C2.X +C3 €*.

3°) Solucién Particular:  yp=Asen x + B cos X

» yX) =Asenx+Bcosx ; Yy (X)=Acosx-Bsenx ;
y'(x)=-Asenx-Bcosx; y 7 (x)=-Acosx+Bsenx.

Reemplazamos en (*) y hallamos (si existe) Ay B:

y -y =-Acosx+Bsenx+Asenx+ B cos x=(B-A) cos x+ (B+A) senx = sen X
& JB-A=0< ) A=B ©JA=%
B+A=1 2A=1 B=% = yp=%senx+%cosx

4°) Solucién General: yc= yn=C1 +C2. X+ Cze*+ Y sen X + % cos X
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11.4 Ejercicios EDO

1) Para las ecuaciones planteadas a continuacion:
i) Indicar cudl de ellas es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO).
ii) Dar el orden de las EDO reconocidas en (i).

(@ y’+2y +y=0; € y-xy=0 (i) y’+Inx-y=x
2
(b) y’+2:y +y=senx (f) ﬂ+y=0 () d gzﬂ
d x dx° dx
() X7 + x=t? (@3y+2x =4x (k) y’+ 12y’ =0
2
0%y 0%y 0%y -2mE h dz_\|/=—2mE a_uza_u
(d)8x2+6y2+ =V ()OIXZ e (m) o2 " oy

2) Determinar cual de las siguientes funciones es solucion de la EDO que se indica
en cada caso; cual no lo es. Justificar las respuestas.

a)y =4y > f(x) = 5.2% g(x)=3; h(x)=0

b) Ly -ty =y > f()= 2L gy= 2
t2 -2 t2 -1

c) y +y=0 > f(t) = Cisent; g(t)=Czcost

d y '+ 2y +y=0-> f(x)=e% g(x)=e>; h(x)=xe™

2 x 2
e) y-xy=0 > fx)=xe*; gx)=e* ; h(Xx) = e 4;
f)y +3x2y=6x*> = f(x):e‘xs; gx)=2 ; h(x)=2+c.e"‘3

f1) Identificar una solucién de la “homogénea asociada™.
f2) Identificar una solucion “particular” de la EDO.

3) (A) Determinar las constantes C; y C, para que y= Cisent + Czcost,
sea solucion del Problema de Valores Iniciales (Pvi):

y +y=0; y@0)=1; y (0)=0
(B)Dada y - €°=0 (I), y(5)=0 (Pvi)

a) V o0 F, justificar respuesta: (1) es una EDO.

b) V 0 F, justificar respuesta: j ex*dx es solucion de N

c) V O F, justificar respuesta: F(X) :joxetzdt es solucion del (Pvi)
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4) Dada y’-%.y=1; > /

el grafico muestra curvas solucién 2
correspondientes a dicha EDO. /
Se pide:

a) dadas f(x) =x(x-1) y g(x) =x. Inx, //

analizar si son solucion de la EDO.

Si lo fueran, analizar si son solucion ,4 -2 /1 1 2

de la EDO, Vx e R

1
b) Identificar, entre todas las graficas, /
la que corresponde a la (o las) /

. : -2
soluciones halladas en el item (a). / /
c) Verificar que VkeR, h(x) = (k + In|x]). x

2

es solucion de la EDO.
Luego, hallar h si se sabe que h es solucion de la EDO y P(-1; 1)e graf h.

ECUACIONES DIFERENCIALES DE ler ORDEN
(I) EDO - 1er Orden a “variables separables” (v.s.)

5) Resolver las sisquientes ecuaciones diferenciales a variables separables:
t

a) x = 2 e) (e¥+1)cost dt +eXsent dx=0
b) X xy1-t2 =t fy y+y =0
c) X =(x-1).(x-2) g y -cosx.y =0

d) tgt.cosxdt +tgxdx = 0 h) y=2+‘[xy(t).dt.
1

6)
a) Establecer cuales de las siguientes EDO son a v.s. y cudles no.
1) y =3x(1+y?) V) y -2y =5
m y=Y VI) y -2y =5x
X+Yy
1) xy (y-1) dx - (1+x?) dy=0 VII) y-2xy =0

IV) (sen x +seny) dx +cosy. (x+1)dy=0 VIII) y -2xy =5

b) Hallar la solucién general para las EDO a v.s. detectadas en (a) v,
de ser posible, dar la solucién en forma explicita (con formula y = f(x)
6 x = f(y) segln el caso).

7) Resolver los siguientes PVI . Dar la funcién solucion en su forma
explicita (de ser posible) y graficar la curva solucion:

{x.x’z—t {x.x’z—t

a) b)

c (1+u)dv—-(1+v).du=0 q (1+u)dv—-(1+v).du=0
) v(3)=-5 ) v(3)=-1

0 (1+u).dv—(1+v)du=0 f) y2.y'—=2=0
U(—3)=5 y(1)=2
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8) Todo PVI con EDO de ler orden a v.s. y condicion inicial de la forma
y(Xo) = Yo; Una vez separada las variables, tendra el siguiente aspecto:
S(y) dy =R(x) dx;  y(Xo) =Yo (I)
Si R escontinuay no nulaen un intervalo | tal que Xoe I ; la solucién
de (1) puede obtenerse a partir de aplicar Integrales Definidas (en lugar
de Indefinidas) a ambos miembros de la igualdad, y como sigue:

j: S(y) dy = IXX R(x) dx

Resueltas las integrales tenemos, directamente, la solucién particular
buscada; o sea, la que verifica la condicion inicial: y(Xo) = Yo .

a) Comprobar la afirmacion anterior resolviendo el ejercicio 7f por el
método de las “integrales definidas™:

b) Resolver el siguiente PVI: y - eXZ:O; Y(Xo) = Yo
1) Aplicando el método de las “integrales definidas”
2) Aplicando el método de las “integrales indefinidas”.
3) ¢(Qué método conviene? ;Por qué?

9)

a) Hallar C; curva que pasa por A(1; -e) y tal que la “pendiente de la
recta tangente” a C en cualquier punto P(x;y) € C, sea igual a la
“ordenada” de P. Graficar C, verificar B(0; -1)e C y que en ese
punto se cumple la condicion que caracteriza a C.

b) Dos curvas que al cortarse forman un *“angulo recto se dice que
son ““ortogonales” (en el punto de “corte”). Para Cy B del item (a),
se pide hallar C* tal que C*n C={B}; C*y C ortogonales en B.

* Equivalentemente, que sit yt” son respectivamente las rectas
tangentes (en B) a Cy C*, entonces t Lt" .
* Sugerencia: recordar “m¢. me=-1 = t L t*”.
Graficar C*y C; comprobar que son ortogonales.

(1) EDO - Lineales de ler Orden

10) Completar la siguiente oracion: “una EDO Lineal de ler Orden es una
ecuacion diferencial de laforma: ...

a) Lo que distingue a las EDO entre si y permite su clasificacion en “tipos” de
EDO (variables separables, lineales,..) es el método que usado para resolverlas.
Si no es a variables separables (v.s.), existe un método genérico que, con sus
variantes, se puede aplicar una vez detectado que la EDO no es a “v.s.”
Este método consiste en hacer un “cambio de variables” en la ecuacion con el
objeto de que, en las nuevas variables, esta pase a ser a *“v.s.”
Para resolver Lineales de ler Orden y del tipo del ejercicio 6a-11, se acude a
este método. (no asi para las Lineales de Orden n,conn>1 o de otro tipo).

» Lineales de ler Orden (en x;y; VY~ ) =>cambio variables: “y =uw).v)”.

» Homogéneas (6a-I1) —>cambio variables: “y = X. v”.
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b)
b1) Establecer cual de las EDO del ejercicio 6 es Lineal de 1er Orden.
b2) Hallar la solucién general de las Lineales de 1er Orden detectadas;
hacer esto por medio del “cambio de variables” indicado.
bs) Hallar la solucién general de la EDO del gj. 6a-11 (homogénea);
hacer esto por medio del “cambio de variables” apropiado al caso.

c) Dado el PVI: y +P(X)y=0; y(Xo) =Yo (P continuaenl/Xxcel)

_ . aF() [ »
demostrar que yx=Yo € '’ con F = (- P(x) )dx es solucion.
XO

11) Resolver las siguientes EDO, con el método apropiado al caso.
a) (1+x?)dy—-xydx=0 N 3 _
b) y +2.y/x=x3 |-) (y*-1)dx—(2y +xy)dx =0
¢) (1+u).vdu+ (1-v)udv=0 1) (1-y).y.dx - x*dy=0

d) (y?>-xy)dx + x2dy=0 K y-y=eX

. X+Yy
e) y = » y-x.y =1+x2y
f) x.dy =vy.(1-3xsenx).dx , Xy
g Xy -y =x%.senx m)y-l+x2—x

h) tgx. cosy.+ y tagy=0
n x.y.y = 1-x

0) 2y cos y dy =y seny dx +seny dy

PROBLEMAS Y APLICACIONES DE LAS EDO - ler ORDEN

1) Sabiendo que f y g son soluciones de y" + P(x) y =b(x); indicar V 0 F, justificar:
a) “h=f-g es solucion de y +P(x)y=0"
b) “p =k.f, k € R es solucion de y + P(x)y=Db(x)”.

2) Dada g(x) =x. f(x), indicar V6 F (justificar):
a)si f essolucionde y" +P(x)y =0 entonces g essolucionde y" + P(x) y = f (x).
b) si f es solucién de y" + P(x) y =0 entonces h(x) = g(x) + 2 es solucion de
y +P(X)y="f(x)+2.

2, .
2 se pide:
a) V6 F, justificar: la EDO dada es una EDO Lineal de 1ler Orden.

b) Hallar k de modo que z(x) =§ sea solucion.

3)Dada vy - x’y? + k xy = -
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4) Sean “y” y “V”, altura y volumen de agua en un tanque al instante “t”. Si el
agua se escapa por un orificio en el fondo de area “a”, entonces la Ley de Torricelli
establece que: “la razon de cambio de V en el tanque que se vacia, es proporcional
a la raiz cuadradade y” . La ecuacion que modeliza este proceso es:

dv
F =k, Yy con k=-a./2g ; g=aceleracion gravedad (g = 32 pies/seg?)

Para un tanque cilindrico de 9 pies de altura, 2 pies de radio y con el orificio de
salida circular y radio de 1 pulgada, se pide:
a) demostrar que “y” satisface el siguiente Pvi:

dy_—l
dt 72

b) Suponiendo que el tanque esta lleno al instante en que comienza a perder agua,
hallar y =y(t) , indicar el dominio natural de esta funcién y calcular el tiempo minimo
requerido para que quede completamente vacio.

y ; y(0)=9 (considerar que 1 pulgada = % pies)

5) La ecuacion que describe la caida de un cuerpo de masa “m” en un medio resistente
essmv '+ kv = mg ; con v=velocidad de caida y g =aceleracion gravedad

a) demostrar que si X = posicién del cuerpo al instante t, x(0)=0 ; v(0)=0

2 Kt
entonces x (t) = mk'g.t— mkz.g [1— em J

b) La velocidad de caida tiende a uniformarse en un valor, ;Cual es?

6) La Ley de Newton del calentamiento (enfriamiento) establece que: “la razén a
la que se calienta (enfria) un cuerpo es proporcional a la diferencia entre la
temperatura del cuerpo (T) y la del medio ambiente (M = cte)”.
a) Escribir la EDO que modeliza lo expresado por la Ley de Newton. Clasificar la
ecuacion obtenida. Analizar el signo de la constante de proporcionalidad segun el
cuerpo se esté calentando o enfriando.
b) Resolver la EDO en forma genéricay hacer un bosquejo de las curvas solucion
para los casos en que la temperatura inicial, To, sea mayor, menor o igual M.
¢) En un horno que se halla a 100°C se introduce un cuerpo cuya (To) es de 20°C. Si
a la hora de haberlo puesto en el horno, su temperatura es de 60°C y si hay que
sacarlo cuando alcance los 80°C, ;Cuéanto tiempo méas hay que dejarlo en el horno?

7) Experimentalmente los psicélogos cognitivos han hallado la siguiente “ley del
aprendizaje”:

“latasaala que una persona “promedio” puede memorizar un conjunto de N
hechos es directamente proporcional al nimero de hechos que falten por
memorizar™.

a) Sicon “y” indicamos el nro de hechos memorizados en “t” minutos por una persona
promedio, ¢cual de las siguientes expresiones es la “traduccién matematica” de la
ley del aprendizaje?; ¢por qué?:

dy _ Ay, Oy _ Ny dy _
a—ky(y(o)—o), a—k(N-y)(y(O)—N), a—k(N-y)(y(O)—O)-
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b) Pablo debe rendir el parcial de Fisica dentro de 3 hs vy todavia tiene que
memorizar 60 formulas. Para ver si llega, toma el tiempo que le lleva memorizar
10 férmulas, el cual es de 30 minutos. Pablo (que desconoce la ley del aprendizaje)
hace cuentas y concluye que llega (justo, pero llega). ¢Qué cuentas hace?; ;Qué
conocida “regla” usa?

c) Segun la ley del aprendizaje calcular: (i) cuantas férmulas memorizara en 3 hs.;
(i) tiempo para que le falte sélo una por memorizar (;te parece razonable esta ley (o
pensas como Pablo)? ; ;porqué?).

8) Cierto rumor comenz6 a extenderse un dia por un pueblo de 1000 habitantes.
Después de una semana 100 personas habian escuchado el rumor. Considerando que la
razon de aumento del ndmero de personas que han oido el rumor es directamente
proporcional al de la que todavia no lo han oido y siendo x(t) la cantidad de personas
que oyo el rumor a la semana t; se pide:

a) Indicar cudl de los siguientes PVI modeliza esta situacion:

dx dx dx
) E:kx an E:k(lOOO—x) an E=k(x—1000)
x(0)=0 x(0)=0 x(0)=100

b) Resolver el problema seleccionado.
c) hallar el tiempo que debe transcurrir para que la mitad de la poblacion haya
escuchado el rumor.

9) DECAIMIENTO RADIACTIVO

Las sustancias radiactivas decaen por la emision espontanea de radiacion. Si con m se

indica la masa restante al instante t a partir de una masa inicial mo de la sustancia,
. i . . - 1 dm

a nivel experimental se encuentra que la rapidez relativa de decaimiento, — il

es constante.

Se tiene asi que la ecuacion que modeliza el *“decaimiento radiactivo” es:
— = k.m  (¢Qué signo tiene “k” ?; ¢ porque ?)

Dicho de otra forma, se tiene que: “la rapidez con la que se desintegra una sustancia
radiactiva es directamente proporcional a la masa presente”.
a) Resolver el Pvi relativo al “decaimiento radiactivo”; graficar la funcion
obtenida, verificar que la misma describe el proceso de decaimiento.

d_m= k.m
dt
m(0)= my,

b) Los fisicos expresan la rapidez de decaimiento en términos de “vida media”,
0 sea, del “tiempo requerido para que decaiga la mitad de la cantidad de sustancia
presente, cualquiera que esta sea”. Se indica como ty2. Verifica: m (ty2) =% mo
Indicar V 0 F (justificar): en este caso se tiene que:

—In2

Bz

(i) el ty2es independiente de mo; @ k =
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10) Se sabe que la vida media del radio 226 es de 1590 afios. Se quiere hallar:
a) una formula para calcular la masa de radio 226 que queda después de t
afios para una muestra de 100 mg de radio 226 .

b) lamasa después de 1000 afios.
¢) lacantidad de afos requerida para que la masa inicial se reduzca a 30
mg.

11) En 3 dias, una muestra de raddn 222 decayé hasta el 58% de su masa
original.
a) ¢cual es la vida media de este elemento?
b) ¢cuando tiempo se requiere para que la masa decaiga hasta el 10% de m,?
c) VOF: la rapidez de decaimiento es mayor el ler dia queel 3ro.

12) Sabiendo que '°Sr se descompone a una velocidad proporcional a su masa en
cada instante “t”, que la masa inicial es de mo grs. y que tarda 25 afios en descomponerse
el 50% de la misma, se pide:
a) Plantear la EDO que modeliza el proceso, resolverla y hallar la funcién que da la
masa remanente en cada instante “t” . Graficar dicha funcion .
b) Hallar el tiempo “t” requerido para que se descomponga el 75% de la masa inicial.
Marcar este dato en el gréafico anterior
¢) Indicar V 6 F justificando:
i) “la funcion f(t) = mo (2 ~'/?%) es solucidn de la ecuacion diferencial”
i) “la rapidez de descomposicion aumenta al aumentar la masa inicial”.

13) Se aislé 1 gr. de un elemento desconocido y se observdo que el mismo se
desintegraba a una velocidad proporcional al cuadrado de la cantidad presente. Se
pide:
a) Analizar si este elemento verifica las generales de la ley para los elementos radiactivos.
Luego, tomando “x = masa restante al instante t” (en afios), plantear el PVI que
modeliza el proceso de desintegracion del mismo. Resolverlo y hallar la funcién
que da x = x(t).
b) Hallar la cte. de desintegracion si se observa que al afio, restan 0.5 gr. Graficar
la funcion. Analizar si el tiempo vida media es independiente de la masa inicial.

14) En una reaccién quimica se define como “velocidad de reaccién”, v, a la
variacion (en este caso disminucion) en la unidad de tiempo del reactivo del caso.

O sea, si C =concentracion del reactivo al instantet > v = e

La EDO que modeliza la reaccion depende del *“orden de la reaccion” (n).
dC

Para reacciones de un solo componente el PVI es: ﬁ= k.C"; C(0)=C,

a) Discutir el signo de “k”.

b) Resolverel PVl para n=0;n=1; n=2.

En cada caso graficar las funciones solucién; hallar una expresion para el
calculo del ty> (tiempo de vida medio) y discutir su dependencia (0 no) de Co,.
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15) Para una sustancia que sigue una cinética de ler orden, si C = concentracion de la
sustancia al instante t ([t]= min.), se pide:
a) obtener C en funcién del tiempo , si se sabe que la concentracion inicial de la
sustancia es de 10 mol/l y que a los 30 minutos se descompuso el 50 % de la
cantidad inicial.
b) responder (sin calcular): el 90 % de la cantidad inicial, ¢tarda mas o menos de 30
min. en descomponerse? Luego, calcular el tiempo requerido para que se
descomponga el 90% y contrastar el resultado con la respuesta previa.
c) Graficar C= C (t) segun la ley obtenida; marcar los puntos obtenidos en los items
anteriores; ¢existe “t” para el cual la sustancia se descompone toda?

16) Si una molécula del producto C se forma a partir de una molécula del reactivo Ay
una del reactivo B; si las concentraciones de Ay B son iguales, [A] =[ B] = a moles/Is
e indicamos con x a la concentracion de C en funcion del tiempo (x = [C] ) la siguiente
ecuacion modeliza el proceso de formacion de C a partir de Ay B.
3—:=k (@a=x)? : x(0)=0 (con k> 0)
a) A partir de esta ecuacion completar las siguientes afirmaciones:
i) X aumenta con el paso del tiempo PUES .......ccccvvveeeviiiiieeeeeiiiee,

ii) la velocidad de la reaccion deCcreCe PUES........ccccvevvveeiiierereeainnns

a’ k.t .

akt+1’

c) Graficar la concentracion en funcién del tiempo, establecer si se alcanza una
concentracion maxima (segun el modelo). Hallar (si existe) el instante donde la
velocidad de la reaccion es maxima (dominio!!); calcular esta velocidad maxima.
d) ¢Qué sucede con la velocidad de reaccion cuando t >« ? ¢(Qué indica este
resultado en términos practicos?

b) Hallar x = x(t) ; verificar que x(t) =

17) Si un compuesto A se transforma en B, a traves de una reaccion reversible, entonces

k1
A:B con k1Y ko ctes. (positivas) de velocidad de reaccién de ¢/ proceso.
k>

Si llamamos - a: concentracion del compuesto A en cada instante t (a=a(t))
b : concentracién del compuesto B en cada instante t (b =b(t))
ao = a(0) ; concentracion inicial del compuesto A.
Experimentalmente se comprueba que a” = kzb - kia y que a(t) + b(t) =ao; Vt
Se pide:
a) Obtener una ecuacion diferencial con una Unica incognita, por ejemplo “a”.
Indicar que tipo de ecuacion es.
b) obtener la ley de a si se sabe que a.=3 mol/l. y ki=2k; luego, obtener la
ley
de b. Graficar ambas en un mismo sistema.
c) ¢ Enalgan instante a(t) = b(t) ?. Si, ¢Cuéal?. No, ¢porqué?.
d) ¢Qué pasa con las concentraciones de Ay B para tiempos muy grandes? ;
¢es razonable que pase esto?;
¢con queé dato del problema tendria que ver el comportamiento observado en esta
reaccion respecto de las concentraciones de Ay B?
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PROBLEMAS DE MEZCLA

Vamos a considerar ahora problemas relacionados con mezclas (o soluciones). En este
tipo de problemas se considera una solucién (S) que fluye hacia un recipiente con una
cierta rapidez y manteniéndose uniforme la solucién dentro del mismo mediante
agitacion. Simultaneamente, la solucion uniforme estara saliendo del recipiente para
pasar a otro donde se guarda o, segun el proceso puede seguir fluyendo hacia un tercer
recipiente. El objetivo de este tipo de problemas es determinar la cantidad de soluto
(xX) presente en la solucion dentro del tanque al instante t.

Si x = cantidad de soluto disuelta en una solucion, al instante t ; x = x(t) ; [X]= gs;

entonces la Ecuacion Basica para
una solucidn contenida en un tanque
que inicialmente tiene V, Is. de
solucion es:
dx
e ENTRADA -

SALIDA

Entrada de soluc.: = concentracion = ce
- velocidad = ve .

Volumen ¥,

: . i . —

Equivalentemente: | Salida de solucién :

dx . e ~1| [>concentracién = c;
=Ce-Ve =G5+ Vs > velocidad = vs .

dt
_ x(t)
s -
v, + (ve vs). t
La solucion que entra lo hace con una rapidez constante (Ve Is./min) y con una concentracion de
soluto cte (ce g./Is). La que sale, también lo hace a rapidez cte (vs Is./min).

con

18) En un tanque hay 100 Is. de solucion con 200 grs de sal disueltos en ella. Como
deseo diluir la solucion comienzo a verter agua en el tanque a una rapidez de 5
Is./min a la vez que, para apurar el proceso, dejo salir solucién a una rapidez de 3
Is./min.

a) Mi migo Pablo cree que si no estoy atenta puedo llegar a quedarme con “solo
agua”. Decide calcular el tiempo en que no quedaria sal en la solucion y razona
asi: “como la concentracién de la solucion es de 2 grs/litro y la solucién sale a
razon de 3 Is/min esto implica que “la sal” sale a razon de 6 grs./min. que, por
lo tanto, en poco mas de 30 min. no hay mas sal en la solucion”. ;Qué regla
aplica Pablo para calcular el tiempo en que, segin él, no queda sal en la
solucion?, ¢por qué?

b) Resolver la_ecuacién basica y dar x=x(t).

Mostar que x tiende a cero con el tiempo (o sea, que la intuicion de Pablo
funciond bastante bien); pero que a los 50 min. todavia hay sal en la
solucién (o sea, que la “regla de tres” de la cual es fanatico Pablo no es
aplicable en este caso.)

19) Si V = volumen de solucién en el tanque; entonces V =V(t) con V(t) = Vo+(Ve—Vs).t.
Graficar en un mismo sistema “V-t” la funcién V = V(t) para:

ai) Ve <Vs; az2) Ve = Vs; as) Ve> Vs

Explicar que pasa en cada caso con la cantidad de solucion en el tanque.
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20) Si Ve=vs=3; Vo=6 Yy Xx(0) =X, =060.

a) Hallar, resolviendo la ecuacion basica, una expresién general para x = x(t).
b) Verificar que X(t) = ce.Vo+ [Xo-CeVo].& SOORS

c) Obtener ¢s = \)/(EE)) para x(t) hallada en (b); graficar cs para ce igual, mayor
0 menor que Co = Xo/ Vo. EXplicar que pasa con la concentracion de salida en cada

caso. ¢Si se desea que la solucién que entra no modifique la concentracidn que existe
en el tanque al momento de comenzar el proceso, quien debe ser ce?

21)
a) Hallar y graficar x =x(t) si ce=29/l; ve=21/m; vs=41/m ; Vo=12Is.
y X(0) = Xo= 60 gs. Explicar acorde al grafico, como se desarrolla el proceso en este
caso.
b) Hallar y graficar x=x(t) si ce=2g/l; ve=21l/m; vs=21/m ; Vo=121s. y
x(0) = Xo= 60 gs. Explicar acorde al grafico como se desarrolla el proceso en este
caso.

CRECIMIENTO DE POBLACIONES

22) Un modelo de crecimiento de poblaciones propone que éstas crecen con una
velocidad directamente proporcional a su tamafio. Se pide:
a) Plantear una ecuacion que describa esta hipotesis para una poblacion P, de moscas
de la fruta.
b) Si se sabe que partiendo de 100 moscas, al cabo de cuatro dias hay 900;
encontrar la ley de f, funcién que permite calcular la cantidad de moscas en el
tiempo. Graficarla
c¢) Calcular la cantidad de moscas al cabo de: 2, 4, 6, 8 dias; indicar que caracteriza
el crecimiento de esta poblacion: “se (duplica, triplica, cuadruplica ......) cada
(uno, dos, tres, cuatro....) dias”.
d) Comprobar que f se puede escribir como f(t) =100 ( 3¥2) . Usando esta forma
de la funcion, calcular f (t+2), compararla con f(t) y cooroborar que la siguiente
afirmacion es V 6 F: “el nuamero de moscas se triplica cada dos dias .

23) Un cultivo de levaduras crece a una velocidad directamente proporcional al numero
de células presentes en cada instante “t”. Sabiendo que el cultivo se inicia con una
poblacion de 20 células y que al cabo de 12 horas hay 80 células, se pide:
a) Plantear la ecuacion correspondiente y hallar la funcién que determina el
numero de levaduras en cada instante “t”. Graficarla.
b) Indicar V 6 F, justificar:
“f(t) = 20.2Y6 permite calcular el nimero de levaduras en cada instante t”.
“el numero de levadura se duplica cada 6 dias”.

24) Sea la ecuacion diferencial logistica: % = kP(M — P) que modela el crecimiento de

una poblacidn cerrada que tiene P individuos en el tiempo t; k y M constantes positivas.
Sin resolverla responda:

a) ¢Para qué valores de P la poblacion crece?

b) ¢Para qué valores de P la poblacion disminuye?

c) ¢Cuales son las soluciones de equilibrio? (Soluciones constantes).
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25) La poblacién de una ciudad que en el afio 2000 tenia 100 mil habitantes responde la
ecuacion diferencial logistica (vea problema anterior), con k = 0.0001 y M = 200 mil.
a) ¢Qué puede decir acerca del tamafio de la poblacién actual? (;,aumentd o
disminuyd?). Justifique.
b) ¢Llegara a triplicarse en algin momento? Justificar.

26) La razon de cambio de una poblacion (P ) en el tiempo (t) esta dada por :
P =AP-m, con A=a-B

Siendo a la tasa de nacimientos , B la tasa de mortalidad y m el nimero de habitantes
que emigran cada afio. El tiempo (t) se mide en afios.
Si se estudia una poblacion y se determina que cada afio emigran 10 habitantes, la tasa
de nacimientos es 0.5 anual y la tasa de mortalidad es 0.25 anual .

a) Obtener P = P(t) , si la poblacién inicial es de 100 habitantes. Graficar

b) Indicar V o F y justificar: (i) “La poblacion estudiada tiende a extinguirse”

(ii) “ La poblacion crece durante el primer afio”

27) En un lago, una especie de peces poco comunes es atacada por una enfermedad.
Para estudiar el fendémeno acuden al mismo un equipo de bidlogos los cuales, al
momento de su llegada, registran que la poblacion de peces (P) es de 900 especimenes.
Registros posteriores les permiten concluir que la ecuacion %—Ft)z ~3-/P es un buen
modelo matematico del fendmeno (t en semanas). Se pide,
a) expresar en el lenguaje coloquial que observan los bi6logos que les permite
concluir este modelo (hacer esto, sin resolver la ecuacion ).
b) hallar la funcidon que permite determinar la cantidad de peces en cada instante t.
c) ¢hay peces sobrevivientes a las 10 semanas? ; ¢y a las 24? ;Se extinguen en

alguin momento?

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES de ORDEN “n”

1)
a) Dada ao (X) y™ + ai(x) y"V + ... +an(X) y =0; con aj (x) continuas en
[a; b], ao(x) # 0, Vxe [a;b], clasificar esta ecuacion y enunciar el Teorema que
“fundamenta” el proceso a seguir para hallar la solucion de la misma.

b) Determinar si los conjuntos de funciones que se dan a continuacion constituyen
Base de Soluciones de la ecuacion homogénea que se indica en cada caso. En caso
que lo sea dar la solucidn general de la ecuacién correspondiente.

a) B={x; e*}; EDOLH-> (x-1)y" - xy +y =0
b) B={e>; e>; e¥*}; EDOLH> y" -y  +y +y=0
c) B={e¥; e¥*}; EDOLH-> x?y " -4xy +6y =0
d) B={3x%; 12x3}; EDOLH-> x?y” -4xy +6y =0
e) B={x?; x3}; EDOLH-> x?y " -4xy +6y =0
fyB={eX;senx;cosx}; EDOLH-> y -y  +y -y=0

g) B={1; x; x*;e¥;e#}; EDOLH> y(®)-4y(3)=0
c) Dada x?y”" -xy -3y=0; hallar, siexiste, ne R tal que x" sea solucién.
Si obtiene mas de una solucidn, investigar si las mismas constituyen Base de
Soluciones. Si asi fuera dar la solucion general de esta EDO.
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2x +1 X +1

2) Dada vy’ y + <
a) V 0 F, justificar: “ la ecuacion es una EDO Lineal- Orden 2- a Coeficientes
Ctes”.
b) analizar si alguna de las siguientes funciones:
y1 =eX; y2 =e?; ys3 = x?eX; essolucién de la homogénea asociada.
c) dar la solucion general de la EDOL no homogénea. (Justificar enunciando
el o los teoremas que validan su respuesta.)

y = -3X sepide:

3) Dada 2x2 y7 + 3xy -y =0;
a) clasificar esta ecuacion diferencial.
b) V 6 F, justificar: “las soluciones de esta EDOL son de la forma e"* con reR”
¢) Analizar si y1=x¥? ; y, =x~! e ys=0 son soluciones de la EDOL.
d) Dar la solucion general y luego dos soluciones particulares. (justificar)

4) Dada la ecuacion  y"” - x+1 y + L y = e>*(1- l); indicar V 0 F, justificar:
X X X
a) e es solucion de la homogénea asociada.
b) si {e*; x } es Il.i. entonces y=Cy eX+ Cz x es lasolucion general de la

homogénea asociada.

c) y = x+1 es una solucion particular de la no homogénea.

d)y= -x?+x es unasolucion particular de la no homogénea.

e)y= Ci1 e+ Cy (x+1) +x—x? es solucion general de la no homogénea.

5) Si f y g sonsoluciéon de x2y” +2xy -6y= 0;
indicar V 0 F, justificar (si usa un teorema o propiedad, enunciarlo):
a) hi=3f es soluciéon de x?y”" +2xy -6y = 0;
b) ho=f +g es solucién de x>y " +2xy -6y =0.

6) Indicar V 0 F, justificar:
a)hi(x)=1 y ha(x)= Jx son solucion de v.V '+ (y)? =0
byh(x)=1+ VX es solucion de y.y + (y )?=0.
(en caso de ser F, analizar si este hecho contradice el teorema del ej. 5)

7) Dada y”" +3y +2y =Db(x); sepide:
a) dada y=e"* calcular su lery 2da derivada, reemplazar en la ecuaciony hallar,
si existe, reR tal que e™ sea solucién de la homogénea asociada”
b) V 6 F, justificar: “si b(x) = e ; existe AeR tal que Ae* es solucion
particular”
c) V6 F, justificar: “si b(x) =e?%; existe AeR tal que Ae?*essolucion particular”
d) V 6 F, justificar: “si b(x) = €< cualquiera sea keR, siempre existe AeR tal
que A ek* es solucidn particular”.
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8) Dada y~ =Db(x); se pide:

a) V O F, justificar: “existe reR tal que e"* es solucion de la homogénea
asociada”.

b) V 6 F, justificar: “si b(x) = 12 x?; existe A, B,C eR talque Ax?+Bx+C
es solucidn particular”.

c) V 6 F, justificar: “si b(x) = x?; existe A, B,C eR tal que Ax*+ B x3+ Cx?
es solucidn particular”.

9) Dada y " +by +cy= p(x) (b,ceR), sepide:

10)

11)

a) deducir condiciones sobre b y c para que la solucién general de la homogénea
asociada sea una combinacion lineal de funciones exponenciales. (Justificar)
b) con by c del item (a), demostrar que el siguiente problema de valores
iniciales:

y +by +cy=0; y(@0)=0; y(0)=0 ,tiene como unica solucién la funcién
nula.

c) V6 F “si r1 y r2(soluciones ecuacion caracteristica) son reales distintas y

negativas y f solucion de la homogénea entonces |im f(x) = 0”. (Justificar)
X —>+00

d) Vo F “si r1 y r2(soluciones ecuacion caracteristica) son reales distintas y
I" X 1A - 7
1" e yg la solucion general entonces  |jm y, (x)= 0.

X—>-+00

negativas, p(x) = e

(Justificar.)

a) Escribir una EDOL-homogénea- orden 2, cuya solucidn general sea:
yh=C1e 2%+ Cpe3* (verificar su respuesta)

b) Escribir una EDOL - orden 2, cuya solucion general sea:
Yo(X) =Ci1e2*+ Cpe3*+ TeX

c) Escribir una EDOL - orden 2, cuya solucion general sea:

Yg(X) =Ci1e2X+ Coe3% - 3 xeX (verificar su respuesta)
d) Escribir una EDOL - orden 2, cuya solucion general sea:
Yg(X) =C1e* +Cox.eX +5x2e (verificar su respuesta)

A)Si f y g sonsolucionde x>y +2xy’-6y=senx, y k es unasolucién de la
homogénea asociada a esta EDO; indicar V 0 F, justificar:

a) hi= 3f es solucion de x?y”" +2xy’-6y = senx;
b) ho= f-g es solucién de x?y” " +2xy-6y =0;

c) hs= f+g es solucién de x?y”" +2xy’-6y= senx

d) hs= 3k es solucién particular de x?y”" +2xy-6y= 0

e) hs = f+k es solucién particular de x°y” + 2 x y'- 6y = sen X

B) V 6 F, justificar: “si p es solucién de x?y”" +2xy’-6y=senx y q essolucion

de

X2y +2xy-6y=cosx; entonces p+q es soluciobnde x>y +2xy’- 6y =

sen X + cos X ” .

C) V 0 F, justificar: “el resultado anterior se puede “generalizar’; o sea, extender al
caso de una EDOL de la forma: ao (X) ¥y~ +ai(X) y" + a2(x) y = bi(x) + ba(x)”.
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D) V 6 F, justificar: “si u+v es solucién de X2y~ + 2 x y’- 6y = sen X + C0S X
entonces, u es solucion de X2y " +2xy-6y= senx; y v es solucion de
X2y +2xy’-6y=cosx”.

12) Resolver las EDO — Homogéneas y los PVI que se indican a continuacion:

a)y’ -y -2y=0 b)y” -2y’ +5y =0
C)y” +4dy +4y=0 d)y”+y=0
e)y” +y =0 f)x”-4x=0
y'—8y'—16y =0 y'+2y=0
) {'«V(O) =3y (0 =-1/3 v {y(\/fﬂ) =0;y'(V2m) = 1/2

13)
a) Sea yp una solucion particular de la ecuacion no homogéneay”’+ by’ + cy = f(x)
y sea yn la solucion general de su ecuacion homogénea asociada. Demuestre que
y = yn+ yp es solucién de la ecuacion no homogénea.

b) Dada una ecuacién diferencial no homogénea y una solucion particular de la
misma, verifique esta Gltima, halle la solucion general de la ecuacién homogénea
asociada y escriba la solucion general de la ecuacion no homogénea.

b))y’ -4y =-8sen(2x), yp = sen (2x) + 5e*
b)) y’+ 6y +9y =43 Yp = 2x% e

bs) y’'-2y +2y =2x, yp = X +1- e3> cos(x)
bs) y’+ 3y =6x + 5, Yp= X2+ X

14) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales no homogéneas de 2° orden:

a)y’ +4y +8y=x? b) y’’ — 3y’ + 2y = 3¢*

c)y”’ + 4y’ = 2 sen(x) + cos(2x) d) y’’ -5y’ + 6y = x? + 2x

e)y”’ =2y -2y =e¥+x f)y” -y -2y=5

13) y+y =3+ eH h)y’” — 8y’ + 16y = ¥

)y + 16y = x* + X DY’ +2y +y=(+1) e

K)y” + 2y’ — 3y= 2e* — 10sen(x) ) y” — 2y’ = elsen(t)

) {y” + 2y’ +,y =x+3 n) {y” —y' =2y =,ex + cos(x)

y(0) =y'(0)=0 y(0)=1y'(0) =2
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15) Proponga una solucion particular con coeficientes indeterminados, halle dichos
coeficientes y encuentre la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales.

a) y” +4 y1 — 3X3 b) y” — y’ — 6y = ZSen(3X)
c)y”’ +y= cos(x) d)y” =7y’ = -7 +6x — 21x% + 7e™

e)y’+2y’—-3y=1+xe¢e

16)
a) Hallar los valores de a. y B paralos cuales b (x) = x .e * es solucion de:

y"+a.y'+3y=pe*

b) Con los valores de a y B hallados, obtener la solucion general de la EDOL.
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APLICACIONES DE LAS EDO - LINEALES- ORDEN *2”a CC

» VIBRACIONES DE UNA MASA EN UN RESORTE.
Problema Basico: Un resorte helicoidal esta suspendido verticalmente de un punto fijo
en el techo. Una masa (m) estd unida a su extremo inferior. Se supone que el resorte
tiene una longitud L (no estirado) y que al colgar la masa se estira una cantidad I ; o
sea, que la longitud del resorte, en reposo, es L+ I. En estas condiciones, con la masa a
L+1 (cm) del techo decimos que la misma se encuentra en su posicion de equilibrio.
El sistema se pone en movimiento forzando la masa a abandonar dicha posicion.
El objetivo es determinar el movimiento resultante, es decir las “vibraciones” que se
introducen en el sistema al “perturbarlo” (amplitud, frecuencia, amortiguamiento...)
A tal fin se introduce un sistema de referencia a lo largo de la linea del resorte, con el
sentido positivo (+) hacia abajo y el origen, O, en la posicion de equilibrio.
Con x se indica la posicion de la masa a partir de O ya lo largo de ese eje. Asi
construido el sistema de referencia, x puede ser positiva, cero o negativa segun la
masa esté por debajo, en, o por arriba, de su posicion de equilibrio (x=0).

.‘_.

(b) masa en posicidbn
de eguilibrio,
el resorte tiene

longitud alargada | | 3

X (+) © X = posicién de “m” al instante t

Finalmente, el problema es determinar la funcidn de posicion, x= x(t)
Considerando las fuerzas que acttan sobre el sistema y acudiendo a leyes de la Fisica:
2da de Newton y Ley de Hooke se obtiene la EDO que permite hallar “x=x(t)” :

k = cte del resorte (Ley de Hooke). (k > 0)
a = cte de amortiguamiento debida a la fuerza
resistiva

del medio (puede ser o no despreciable. (a > 0)
F = cualquier fuerza externa que actue sobre el

m.x " +ax +kx=F({t)
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Segin a y Fseano nonulas, setienen los siguientes casos:
(I Movimiento Libre, no Amortiguado:

F(t) =0, Vt (no actdan fuerzas externas)

m.x" + kx=0 a=0 (resistividad despreciable)

(1) Movimiento Libre, Amortiguado:

F(t) =0, Vt (no actlan fuerzas externas)
m.x"+ax +kx=0 a=0 (laresistividad no es despreciable)

(1) Movimiento Forzado:

> . Actlan fuerzas externas.
+ + = L )
m.x ax +kx=F1 La resistividad puede o no ser despreciable.

1.- Movimiento Libre no Amortiguado: m.x~ + kx=0

Simplificamos la EDO para obtener la ecuacion caracteristica de este movimiento:

L, dividir ., Kk [k/m]>0 _
mx + kx=0 ——— X"+ —=x=0 —— 5| X7 + A?*x=0
por “m m k/m= a2
X"+A%x=0
Luego, el correspondiente Pvi : X(0)= x,
X’(0)= Vo

Se pide demostrar que:

a) la solucion general es: x(t)=Asen(At)+Bcos(At)

b) la solucion del Pvi es: x(t) = [VT"] sen (At)+[Xo]Jcos(At) con [A= \/%]

c) [x(t)=ccos(At+a)|con c=+A?2+B? ;tga:-g (o ang. de fase)

Conclusion:

El movimiento libre no amortiguado es
un Movimiento Armonico Simple (MAS).| .
Un movimiento periodico donde la masa
oscila hacia arriba y abajo entre - cy c.
|c | (la amplitud de la sinusoide) da el
desplazamiento_maximo de la masa

a partir de su posicion de equilibrio.

d) V 6 F, justificar: (i) El perfodo p= 2m.,[™
(i) ElI  “desplazamiento maximo” se da para
t* :\/%(nn—a) (marcar en el grafico algunos t* y el

desplazamiento maximo).
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2.- Sea el caso de un cuerpo de 0,2 kg de masa que pende de un resorte de constante
elastica k = 20% y oscila armonicamente. En el instante t = 0 pasa por la posicién de
equilibrio con velocidad v = 1 m/seg.
a) Plantear el Pvi. correspondiente a este movimiento.
b) Hallar la ley de la posicién de la masa en funcién del tiempo.
c) Dar el periodo y el “desplazamiento maximo” del caso.
d) Graficar el movimiento en un sistema “x-t”. (tomar x(+) hacia arriba)
Marcar t; instante donde pasa por la posicion de equilibrioy t, instante
donde la masa alcanza su desplazamiento maximo.
e) Hallar velocidad y aceleracion de lamasaen t1 y t2 del item anterior.

3.- Sea el caso de un cuerpo que pende de un resorte de constante eléstica k = 16.
IX"+16x=0
y donde el Pvi correspondiente al movimiento es: x(0)= 0.25
x'(0)=1
V 0 F, justificar: (a) se trata de un movimiento armonico simple (MAS)

(b) el cuerpo se empuja hacia abajo y luego se suelta.
(c) la posicion del cuerpo en cada instante t viene dada por:

X(t) = ;sen (8t)+ ;cos (81)
(d) la posicién del cuerpo en cada instante t viene dada por :
X(t)=ccos(8t+a)con c= J5/8; a=arc tag (-1/2).

4.- Movimiento Libre Amortiguado: m. X" +ax +kx=0 (a>0;k>0)

Consideramos el siguiente caso:
X +2bx +b?x=0; x(0)=A; x(0)=B (b >0)

a) Demostrar que el desplazamiento esta dado por:  x(t) = [A+ (B+ bA).t ].e®t

b) Para b =1 y los valores de Ay B que se dan en cada caso plantear y resolver
el correspondiente Pvi. Luego de resuelto, graficar la funcion de posicion e indicar:
(i) si la masa pasa por su posicion de equilibrio. Si pasa, en que instante(s) lo
hace.
(i) el instante en el cual alcanza su desplazamiento maximo.
(iif) que sucede con el paso del tiempo.

bl) A=B=5 b2) A=10; B=-5 b3) A=5; B=-10
Rtas:
b1) (i) NO (iDt=% (iii) la masa tiende a su posicién de equilibrio.
b2) (i) NO @int=0 (iii) la masa tiende a su posicion de equilibrio.
b3) (i)SI,t=1 (i)t=2 (iii) la masa tiende a su posicion de equilibrio.
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5.- Movimiento Libre Amortiguado: m.x”" +ax +kx=0 (a>0;k>0)

Simplificamos la EDO para obtener la ecuacién caracteristica de este movimiento.

Dividimos por “m” y hacemos %= 2b (b>0) ; %= A2 X +2bx +A2x=0 |

La ecuacion caracteristica queda: r>+2br +A2=0 = ri,= —-b++b2-A2
Se presentan 3 casos distintos dependiendo de la naturaleza de estas raices, las que
dependen del valor del radicando (b? - 42), de si este es negativo, cero o positivo.

(1) Movimiento oscilatorio amortiguado: b< A

X(t) = ePt.[C1sen(VA2—b? .t) + Cz cos(vA2 —b? .1)]

C G'bt - factor de amortiguamiento
cos (VA2 —b? . t + a) > factor “o0sc.”

6 x(t)= ce®P. cos (VA2 -b? .t +a)
» En este caso tenemos un movimiento oscilatorio donde las oscilaciones son cada
vez mas pequefias (menor amplitud) y la masa tiende a su posicion de equilibrio.

(I1) Amortiguamiento critico: b=A4 > x(t)=[C1 + C,t]. et

» En este caso el movimiento ya no es oscilatorio, el amortiguamiento es lo
suficientemente importante como para evitar las oscilaciones. Pero, en este caso,
una pequefia disminucion en la cantidad de amortiguamiento cambia la situacion,
y el sistema pasa al caso (I); o sea, se producen oscilaciones.

» Dependiendo de las condiciones iniciales se tienen 3 situaciones posibles, siendo
las respectivas graficas similares a las obtenidas en el ejercicio (4.b)

(111) Amortiguamiento sobrecritico: b>4 = x(t)= Ciett + Cye™t

» En este caso el movimiento tampoco es oscilatorio, pero el amortiguamiento es tan
grande que ya no cabe la posibilidad de que cualquier pequefia disminucion del
mismo se traduzca en oscilaciones (o sea, lleve al sistema al caso (1))

» Dependiendo de las condiciones iniciales se tienen 3 situaciones posibles, siendo

las respectivas gréaficas similares a las obtenidas en el ejercicio (4.b) o en caso (11)

En este caso, y debido al mayor amortiguamiento, la masa regresa a su posicion de

de equilibrio mas lentamente; o sea, con menor rapidez .

Sea el caso de un cuerpo de 0,2 kg de masa que pende de un resorte de constante
;- N R . . R . .

elastica k = ZOE . En esta instancia el sistema es afectado por la resistencia del aire

y otras fuerzas de friccion que amortiguan el movimiento. En el instante t = 0 pasa
por la posicion de equilibrio con velocidad v = 1 m/seg.

a) Plantear el Pvi correspondiente a este movimiento con la ecuacidn caracteristica.
b) Para los valores de a (cte de amortiguacion) que se dan a continuacion, establecer
(sin resolver el Pvi) que tipo de amortiguamiento se tiene en cada caso:
bl) a=24 ; b2) a=4 ; b3) a=5
c) Resolver el Pvi. Los graficos que se dan a continuacion se corresponden (uno a

uno) con las soluciones halladas para los distintos “a” dados en (b).
Establecer la correspondencia entre solucion y grafico de la misma.
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Rtas: b1) x(t) =

o [~

e sen(a.t) b2) x®) = t.e 0t b3) x(t) = % (e 5 + g201)

6.- En los problemas 1-5 se ha trabajado con sistemas masa-resorte con movimiento
oscilatorio y amortiguado, respectivamente. Se tiene ahora un sistema similar apoyado
sobre una superficie horizontal, como indica la figura, sobre el que actda una fuerza
externa F, la masa m tendra un movimiento oscilatorio forzado y la ecuacién diferencial
que lo describe es:

mx’’+bx +kx=F(t), k #0. i

Halle la solucién de la ecuacién con los valores L‘AAAAA‘A‘A@

m, b, kK y F que se indican a continuacion.

aym=1b=0,k=9, F(t) =10 cos (2t);

x(0) =x’(0)=0
bym=1,b=2k=2,F(t) =20 cos (2t);
x(0)=x’(0)=0
Rtas:

a) x(t) = 2.cos (2.t) - 2.cos (3.t)
b) x(t) = e *(2.cos (t) - 6. sen(t)) - 2.cos (2t ) + 4. sen (2t)
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7.- Si “x=x(t)” es la funcién de posicién de un cuerpo que se desliza por una
rampa de 5° de pendiente ; entonces la EDO que modeliza el movimiento es;
20X+ x =30 ; x(0)=0; x (0)=0

Se pide:
a) en el diagrama adjunto, graficar el cuerpo en el instante en que se coloca en
posicion para largarlo por la rampa (t = 0). Luego graficar donde estara (aprox.)
unos segundos después de iniciado el movimiento. Segldn lo que se “observa” vy
lo se quiere medir, graficar el eje de referencia mas apropiado al efecto de
modelizar este proceso; o sea, aquel donde se “lea directamente del mismo”
la posicion del cuerpo en cada instante (= el eje, en direccion y sentido, debe
coincidir con la direccion del movimiento).

Recién entonces proceda a:

b) hallar x; la funcién de posicidn que describe
la caida del cuerpo.
c) hallar v; la velocidad del cuerpo en su caida.
d) hallar (aprox.) la longitud de la rampa si se
sabe que la velocidad del cuerpo al llegar a
TIERRA es: v(tr) =20 (m/seg.)

8.- La caida de un paracaidista viene descrita por la ecuacién diferencial:

d? d - .
%d—ti - kd—f = w, donde w es el peso del paracaidista, su altura en el instante tes y, g es

la aceleracion de la gravedad y k mide el efecto de freno del paracaidas. Supuesto k = 8,
un paracaidista de 160 libras de peso y g = 32 pies/s?, halle la solucién de la ecuacion
diferencial considerando que el paracaidas se abre en el instante t = 0, hallandose el
paracaidista a una altura de 2000 pies y cayendo a una velocidad de -100 pies/s.
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» PROBLEMAS DE MEZCLAS

Vamos a considerar ahora los problemas relacionados con mezclas. Se permite que una
sustancia ‘S’ fluya hacia una cierta mezcla de un recipiente, con una cierta rapidez, y la
mezcla se mantiene uniforme mediante agitacién. Ademas, la mezcla uniforme debera
salir del recipiente y pasar a otro (en condiciones generalmente diferentes); en todo caso
se busca determinar la cantidad de sustancia S presente en la mezcla al tiempo t.

Se representara por x la cantidad de S en el tiempo t, la derivada dx/dt representa la razon
de cambio de x con respecto a t. Si ENTRADA representa la razon con la que S entra a
lamezclay SALIDA representa la razon con la que sale, de inmediato se tiene la ecuacion

bésica:

dx/dt = ENTRADA — SALIDA

de la cual se determina la cantidad x de S en el tiempo t. Estudiaremos algunos ejemplos.

» x = cantidad de S en solucién al instante t;
X = X(t)

» V = volumen de solucion, en el tanque al

instante t; V = V(t)

» Vo = volumen inicial (t=0) en el tanque.

La ecuacion “ecuacion béasica” queda:
ENTRADA: C, .V, = Ve=cte; Ce=cte
SALIDA: C .V, = Vs=cte;

x(1)

>Cs =C5(t)=V(t)

X(t
Finalmente: ax_ C..V, - ().vS
dt V(t)

Ejemplo I:

ENTRADA: - ce - cte
2> Ve =Cte

- Cs # Cte
2> Vs = Cte

PV =Vo+ (Ve—Vs) . -

SALIDA:

Un tanque contiene inicialmente 50 galones de agua pura. En el tiempo t = 0, salmuera

que contiene 2 libras de sal disuelta por galéon entra al tanque a razén de 3
galones/minuto. La mezcla se mantiene uniforme agitdndola y, después de estar bien
agitada, sale simultaneamente del tanque con la misma rapidez.

a) ¢Qué cantidad de sal se encuentra en el tanque en cualquier tiempo t > 0?
b) ¢Qué cantidad de sal hay después de 25 minutos?
c) ¢Qué cantidad de sal esté presente después de un largo tiempo?



158

Formulacién Matematica:

> Cc.- 2 (Ibs/gal)

» Incégnita principal: x = x(t)
- Ve = 3 (gal/min)

» DATOS: en el esquema de situacion—>

dx x(t)

EB > = €.V, — ¥
dr V(t)

ENTRADA: C,.V, = 6 (Ibs/min)

: \Y nl,
B> H_p.3_XY, TT%“ SALIDA :
{ﬁ 50 (vals., agua pura) > Ce- Co() = XU
EB> ‘g _ 2, : Vi)
dt 50 »V =50+ (0).t =50 E > Vs = Ve = 3 (gal/min)
dx 3
Concluimos asi el siguiente PVI: { gt ~ = %'X
x(0)= 0

t

Rtal: x(t)= 100 -100 e &
Rta2: x(25)= 100 - 100.e%° = 78 (Ib)
Rta3: x-=> 100 (Ib) cuando t > +w

El problema “planteado” esta terminado; pero, ¢no surgen interrogantes o cuestiones
interesantes de investigar? Tendrian que surgir... “naturalmente !!1, el ser humano es
curioso e inquisitivo por naturaleza

Por ejemplo:

a) ¢Por qué la cantidad de sal tiende a 100 (Ibs)?, ¢;hay alguna forma “préctica” de
encontrarle “sentido” a este resultado que no sea diciendo que es asi, porque “las
cuentas dan asi”?

b) En algln instante, ¢llega a haber 100 (Ibs) de soluto en la solucién? ¢(SI? ; (NO? ;
¢NO SABE? ;Desde que “lugar” entiende que debe buscar la respuesta a esta pregunta?
¢) ¢Y la concentracion de salida?; ¢cs = 50 (Ibs/gal) cuando t 2> +wo ?

d) El graficoy la tabla de valores que siguen corresponden a x = X(t). ¢Podria decirse
que a los 282 minutos (casi 5 horas) hay exactamente 100 libras de soluto en la solucion?

. Tmin) X(libras)
192 .00000 99.99901
198.00000 99.99931

///’ 204.00000  99.99952
1 210.00000  99.99966
75 216.00000  99.99976
222.00000 99.99984

5 228.00000  99.99989
/ 234.00000  99.99992
25 240.00000  99.99994

N

246 .00000 99.99996
1 252 .00000 99.99997
75 100 125 150 175 200 225 250 275 300 258 _.00000 99.99998

95 264 .00000 99.99999

270.00000 99.99999
276.00000 99.99999
282.00000 100.00000

” 288.00000 100.00000

294.00000 100.00000
300.00000 100.00000
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Ejemplo I1:

Un tanque contiene inicialmente 50 galones de salmuera en donde se han disuelto 10
libra de sal. En el tiempo t = 0, salmuera que contiene 2 libras de sal disuelta por galén
entra al tanque a razon de 5 galones/minuto. La mezcla se mantiene uniforme agitandola
y, después de estar bien agitada, sale simultaneamente del tanque a razén de 3
galones/minuto. ;Qué cantidad de sal hay en el tanque en cualquier tiempo t > 0?

Formulacion matematica. Sea x = la cantidad de ale en el tiempo t, nuevamente usaremos
la ecuacion

dx/dt = ENTRADA - SALIDA

Formulacion Matemética:
» Incégnita principal: x = x(t) z Ce= g (Ibfllg"’}l)
» DATOS: en el esquema de situacion-> Ve = (gi min)
x(t
B> o an - 28
di V(t) ENTRADA: C,.V,= 10
" Xo=10 )
x(t
EB > . 2.5 - 3 Volumen ¥
dt S0+21t Vo =50 SALIDA :
Py 3 (gals-w) > Cs- Cs (t) — x(t}
EB > / =10-§|] 1-.3& - Vit)
t 50+ 2t
‘ »V =50+ (2).t + |1 Vs = 3 (gal/min
dx 3
—=10—-———X
Concluimos asi el siguiente PVI: dt 50+ 2t
x(0) = 10
90.503/2

Rta: x= 4.t+100 -

(2.t+50)3/2

Preguntas:
a) Para este resultado facilmente verificamos quesia Vy x las “pensamos” como

variables abstractas entonces para t > +oo tenemos que V- +wo y X = +ow0.

Si le preguntaran el comportamiento de Vy x para t = +owo, ¢diriaque ambas tienden
a +oo ? ¢Si?; ¢No? ; ¢ Por qué?

Recordar que las variables del problema son “concretas” (magnitudes) = x = cantidad
de Soluto en el tanque; V = volumen de solucion, en el tanque.

b) EI dominio “natural” de “x” es un intervalo de laforma[0; ts]. ¢Quién es tf?
En el problema, ¢tiene el dato necesario para hallarlo?

c) ¢Cual es cs(0)?

d) Respecto a la cs “final” (lacs parat = +wo ); ;puede predecir cudl seria sin “hacer
cuentas”, solo con los datos del problema y acudiendo al “sentido comdn”? Proponga
un valor y luego halle la misma haciendo los calculos del caso.
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» MODELIZACION MATEMATICA - SISTEMAS DINAMICOS

Con el fin de ayudar a la toma de decisiones se ha desarrollado un interés creciente por
el procesamiento de todo tipo de informacion. En particular una de las ramas que mas se
ha desarrollado en el tiempo es una cuyo objetivo basico es, “estudiar como evoluciona
a lo largo del tiempo, un grupo de datos observados o empiricos”. En este contexto se
ha formalizado el concepto de Sistema Dinamico, que ha sido objeto de estudio en una
rama de la Matematica Aplicada a la que se ha denominado “Teoria de los Sistemas
Dinamicos”.

A este respecto tenemos las siguientes definiciones:

# SISTEMA: conjunto de partes operativamente interrelacionadas; es decir, en el que
las partes interactlan y lo que interesa es su comportamiento global.
Ejemplos: sistema nervioso, sistema ecologico, sistemas fisiologicos.

#* MODELO: expresion formal de las relaciones existentes entre las partes de un
sistema, definidas las mismas en términos matematicos y/o fisicos.
# SISTEMA DINAMICO: cuando el objeto de estudio es “la evolucion del sistema
en el tiempo” ; hablamos de SISTEMA DINAMICO.

O sea, entendemos por tal todo sistema que desde un “estado inicial” evoluciona
hacia un “estado final”, siendo el tiempo la variable esencial del proceso.

Un ejemplo clasico es el de la evolucion de una especie en un ambiente
determinado.

# ;COMO SE “MODELIZA” UN SISTEMA DINAMICO?:

Las ecuaciones diferenciales ¢ los sistemas de ecuaciones diferenciales son las
herramientas matematicas naturales para modelizar “Sistemas Dindmicos” ya que las
mismos se ocupan de “procesos en movimiento”; procesos que (ademas del tiempo)
involucran variables como “posicion” (x) y “velocidad” (X" ).

En estos sistemas se distinguen dos cuestiones: el ESTADO y la DINAMICA:
- EIESTADO del sistema es la informacion esencial sobre las componentes del mismo
(posicidn, velocidades,.. etc) en un instante “t”.

- La DINAMICA eslaregla que describe como el sistema evoluciona en el tiempo.

> SOBRE MODELOS MATEMATICOS PARA LOS SISTEMAS DINAMICOS
¥ Un Caso Simple : “modelo lineal en una variable”

Si “X” representa una magnitud variable en el tiempo, la velocidad de cambio de x
(dx/dt) también lo es y este hecho, a su vez, incide sobre la propia “x”.
Este proceso se llama “retroalimentacion”.

Incide sobre
X

: , d x
X {retroalimentacion : 9t = k.x (k=cte)

t
ncide sobre .
MODELO MATEMATICO:

Ecuacion Diferencial Ordinaria

MODELO de PALABRA H
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¥ Un caso complejo: “modelo de mas de una variable”.

Si “x” e “y” son dos magnitudes variables en el tiempo que a su vez interactian

entre_si, entonces las respectivas velocidades de cambio, 3_)( y d_y, ademas del
t dt

x” e "“y”. El proceso puede esquematizarse como

tiempo, dependen también de

sigue:
> X ‘—.“’ 5...!.QIE.@?E!QQ.E—"‘, y - ~
™ 7 DX =f(t;x;y)
dt
retroal. retroal. <
dy _ Py
—y - g (t ’ X ’ y)
e %4" e d4y
dt dt MODELO MATEMATICO:
Sistema de Ecuaciones
MODELO de PALABRA Diferenciales

# Objetivo del Modelo: hallar x= x(t) e y = y(t) para predecir futuros valores de x e y.

> APLICACION:

Distribucion de farmaco para el caso de una inyeccién intravenosa rapida.

Uno de los modelos adaptable a la mayoria de los farmacos, es el de dos compartimentos.
Cada tejido se considera como un compartimento (periférico) el cual tiene una relacion
de intercambio con un compartimento central (sangre). EI modelo que ilustra la
distribucion de farmaco en este caso puede ser representado por el siguiente esquema:

P [plasma] E q :[ masa de férmaco}: q(t)
K en Q (tejido)
i.v, Il p = masa de farmaco | = p(t)
ky ko en P (plasma)
A\ 4
Q [tejido]

ki, k2 > constantes de velocidad (+) que caracterizan el paso del farmaco desde el
compartimento central al periférico y viceversa.

K - constante de velocidad para el proceso de Eliminacion.

i .v. = inyeccién intravenosa de un farmaco.

» La razon de cambio en “cada compartimento” (o sea, dg/dt y dp/dt) queda
determinada por el balance, en cada instante “t”, entre la masa que entra y la que
sale. O sea, para cada compartimiento, estamos ante un “problema tipo” ya vistoy
resuelto: el que llamamos: *“problema de mezcla”.
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Segun y acorde lo visto para los “problemas de mezcla”, buscamos las ecuaciones
diferenciales correspondientes a cada compartimento.

-> Sean: q(t) = cantidad de farmaco en Q (tejido) al instante “t”
p(t) = cantidad de farmaco en P (sangre) al instante “t”

- gy p sonlas funciones incégnitas; o sea, las que queremos hallar. Son las funciones
que permiten seguir la evolucion en el tiempo del farmaco en el tejido y en el plasma.

Por la Ecuacion Bésica (compartimento Q): dg/dt = ENTRADA () - SALIDA(g)

Por la Ecuacion Basica (compartimento P):  dp/dt = ENTRADAp) - SALIDA{p)

Como ambas ecuaciones deben cumplirse simultaneamente, queda formado un
SISTEMA de ECUACIONES LINEALES

ko p- kiq
ki g- (k2 + K)p.

dg/dt = ENTRADA (g) - SALIDA(q)
dp/dt = ENTRADAp) - SALIDA)

El siguiente esquema explica como se llega cada una de las ecuaciones del sistema.

-,

qg =-kiq

q = kep - B La vel. de salida del farmaco en Q, es
Q (tejido) proporcional a la cantidad (q) en Q.

it "

La vel. de entrada del farmaco en Q ‘ -
es la de salida en P, pero con # signo. Kk, La vel. de_entrada del farmaco en? P
es la de salida en Q; pero con # signo.

Pz -kap 2
t P (plasma) P ="

La vel. de salida del farmacoen P es
proporcional ala cantidad (p) en P (e

p=-Kp K E

» RESOLUCION 2, ¢Estamos en condiciones de resolver este problema con los
conocimientos adquiridos hasta ahora? La respuesta es Sl.

_ ®|los SISTEMAS LINEALES de ECUACS DIFERENCS
dq/dt - qu + ke P admiten distintos métodos para su resolucion: eliminacion,
dp/dt = kiqg - (k2 +K)p sustitucion, transformada de Laplace, matriciales. Como

siempre el método a usar estd condicionado a muchas
cuestiones; una de ellas, los conocimientos del resolutor.

® Este tema, su resolucion matricial (la mas conveniente)

MODELO MATEMATICO no estd contemplado en la curricula; asi, lo que pretendo
para Dos Compartimentos — mostrar aqui es que a veces, aunque no se conozca el
método “Optimo” para el caso, igual se puede resolver el
(SISTEMA LINEAL de ECUACIONES problema; hacer esto con lo que se conoce y ... un poco de
DIFERENCIALES) “ingenio” (como con cualquier “problema”) .

* ;Qué sabemos??: EDOL- Orden 'n”.

+ ;Qué no sabemos??: que nos la podemos “ingeniar”
Para usar lo que sabemos y resolver !! ElI desafio es....
janimarse! Para animarlos les damos un poco de ayuda.
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MODELO MATEMATICO

para p 'y q

(SISTEMA LINEAL de ECUACIONES

DIFERENCIALES)

dg/dt= -kiqg + ko p (1)
dp/dt = kig-(k2+K)p (2)

* SISTEMA de ECUACIONES DIFS. LINEALESl

* RESOLUCION: *“se desconoce” (Rta. no valida)

* RESOLUCION:

e Acudir al Método de Sustitucion el cual permite, a
partir de convenientes y apropiadas sustituciones,
“reducir” el sistema a una... EDOL - ORDEN 2.

un desafio !!! ... pero, ¢{qué hacer?

MODELO
MATEMATICO para “p”

EDOL - ORDEN 2.

(*) Método de sustitucion:

la técnica de sustituciéon usada en este método es similar

a la usada para resolver sistemas de ecuaciones algebraicas: se despeja una de las
variables dependientes en una de las ecuaciones (cual de ellas depende de la
configuracién del sistema), se reemplaza en la otra 'y luego se resuelve la ecuacion

diferencial que resulta de este proceso:

(*) Instrucciones para obtener p = p(t)
a) Derivar (2) ;
b) obtener q" en funciondepy p”:

c) reemplazar q° en (%) obtener una
EDOLH en “p”

d) Resolver la ecuacion resultante:
p(t): A. ety B er2t

Resolver para g ; verificar que:
q)=C.e™t+D.e"t

e) analizar la consistencia del modelo

Se observa que para t-> oo resulta
p(t) > 0, es decir se va eliminado
el farmaco del plasma (y del tejido)
(el modelo ajusta a la realidad ) .

Resolucion:

@ > p=kigi- (ke +tK)p~ (%)

b) “despejar” q en (2) y “reemplazar” en (1):
en 2) 2 kiq=p'+t (k+K)p
en (I) > q =-[p'+(@k+K)p]+tkp

Q"= -p-Kp

¢) 2 p'=ki[-p-Kpl-(k:+K)p”’
pt(ki+tk; +K)p " +kiKp=0

d) r’+(ki+k, +K).r +kK = 0

—(k; +k, +K)£/(k, +k, +K)? -4k K

ry,2
’ 2

e) ry <0y r, <0 ; (verificar)
limp(t)=0 ; limq(t)=0

t—0 t—o0




