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1- INTRODUCCION

En diversas oportunidades nos hemos encontrado en temas relacionados con la
Fisica, con magnitudes que quedan definidas mediante un ndmero, las denominadas
magnitudes escalares. Entre ellas, podemos citar la longitud, la masa, el volumen. Otras,
en cambio, las magnitudes vectoriales, requieren ademas del ndimero, para su
definicion, de elementos tales como direccién y sentido representados por segmentos
orientados o flechas denominados vectores. Se cuenta entre estas Ultimas magnitudes,
como ejemplo, las fuerzas, los desplazamientos, las velocidades, etc.

2- VECTOR

Definiciéon. Sus elementos

Se llama vector a todo segmento orientado, es decir, a todo segmento determinado
por un par ordenado (a; b) de puntos. El punto a se llama origen y el punto b extremo
del vector.

Para simbolizarlo usaremos ab o simplemente u

=
(e

a

Los elementos de un vector son tres, a saber:
> Direccidén

La direccidn de un vector esta dada por la direccidén de la recta que lo contiene o
cualquiera de sus paralelas. o

> Sentido

La orientacion del vector sobre la recta, definida por su origen y su extremo,
determina el sentido del mismo.

En cada direccién hay dos sentidos.

Graficamente el sentido de un vector es indicado con una flecha.
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En la figura, los vectores ab y ef tienen igual sentido y los vectores ab y hg
tienen distinto sentido.

Observaciones:
El sentido se compara en forma grafica, sélo si tienen igual direccion
» Modulo
El moédulo es la medida del segmento orientado.

- -
El moédulo de un vector ab se simboliza |ab

Por todo lo precedente, podemos decir que el médulo de un vector es
siempre un nimero no negativo, o sea

i[>0 vi

Observacion: Diremos que dos vectores aby cd poseen igual modulo si la
medida de los segmentos ab y cd son iguales, respecto a la misma unidad de
medida.

lab|=]cd|
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Vectores particulares

Vector libre

Dado un segmento ab, se llama vector libre ab al conjunto de todos los vectores que

tienen igual moédulo, direccion y sentido que ab, incluido el propio ab. En lo sucesivo
sera indistinto trabajar con cualquiera de los elementos de dicho conjunto.

Vector nulo

Llamaremos vector nulo a todo punto y lo notaremos o °
En el vector nulo el origen y el extremo del mismo coinciden. U

I
o\

El vector nulo es el tnico que tiene médulo cero y que no tiene definido ni
direccion ni sentido.

En simbolos:

-

u=o0<|u|l=0

Versor

Se llama versor o vector unitario a cualquier vector de modulo uno.

/V

Hh
V| =|W|=[l,|=1 < V;Wy G, son versores
Versor asociado a un vector

Dado un vector u =0, se llama “versor asociado al vector u”, y se simboliza ug, al
versor que posee igual direccién y sentido que u

En el ejemplo anterior el versor U por tener igual direccion y sentido que U es un
versor asociado a U

POLITECNICO
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e Vector opuesto a un vector

- - -
Dado un vector cualquiera a, se llama vector opuesto de a y se simboliza -a,

- -
al vector que tiene igual direccion, igual modulo y distinto sentido que a, Si ano
-

— — -
esnuloysielvector a= o0 -a=o

direccién(aj = direccién(—gi N
@ Siaz0-> sent(—a);tsent(a) E? Si a=0=-a=0
-a[[a
- - - - -
a -a ed=—a=o0

Vectores iguales

Dos vectores son iguales cuando son ambos nulos o tienen igual modulo,
direccién y sentido. En simbolos:

[=F
U=V < UuU=V=0 vidirec. u=direc.v
sent.u = sent. v

Ejemplo:
U/' \7/'
\7\'//'
U=V=w
Definicion:

Dos vectores no nulos son paralelos cuando poseen la misma direccién.

En simbolos:
al/lb < direccion de a = direccion de b
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Actividades:

1) Dados los vectores de las figuras completa de modo que las siguientes
expresiones resulten verdaderas

C
\ —
| ...........eS el ethe“lO de bC

a)

b) AlIBIIC

......... Y ...........tienen distinta direccion
......... Y ........... tienen igual direccién
......... Y ........... tienen distinto sentido

2) Dibuja los vectores a; b; c; y t, sabiendo que

N
e Ladireccién de a es una recta horizontal y su sentido hacia la derecha,

N
conja|=3

N
e Ladireccién de b es una recta vertical y su sentido hacia abajo con
1

— -
e b y c tienen igual direccion, igual modulo pero distinto sentido

N

5
[ ] t:ao
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3) Dado a dibuja

N

\Y

-

a

a) v/ vl/la,sent.vsent. a y

-

m

—

a

b) m / mia

4) Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas (V) o falsas (F).
justifica la respuesta

N

u

N

a) > (U,

N

u

D

b) En los vectores de la figura es >

- - - -

cullv =u, =v,
- - - -

d) u|>|v| =|up|>]|vg

3- OPERACIONES ENTRE VECTORES

SUMA DE VECTORES.
Definicion
Dados los vectores U y v , Se denomina suma de vectores a un vector que se

% - - - -
nota u +v y se obtiene de la siguiente manera

Fijado arbitrariamente un punto a, queda determinado un punto
b tal que u=ab y a su vez queda determinado un punto c tal que

- - - - - , .
bc=v. Se llama suma de u y v al vector ac asi obtenido.
—
\ ".: X b v » C
u . >
. U+ v

Il POLITECNICO
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NOTA: se puede demostrar que la suma de vectores es independiente

- -
del punto a elegido y en consecuencia de los representantes ab y bc
correspondientes.

Actividades:

5) Dados los vectores t; u; vy w de lafigura

—

v >
w — >
t
i) Determina graficamente
— -
a u+v
- -
b) t+v
— —
C) u+ w
i) Completa con la relacion de orden que corresponda:
(VR dl +|v|
w+f ............ |ﬂ+m
0+ W d] +|w]

6) Prueba geométricamente que:
v ayb es ‘é+6‘s|€\|+‘6‘
7) Dibuja dos vectores u y v tales que:

a) G+V=8 A =+

b) G+Vv=s A [§=0

¢ Qué caracteristicas tienen U y vV en cada caso?
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Propiedades de la suma de vectores
Dados & b y C se puede probar la validez de las siguientes propiedades.
S1) La suma de vectores es asociativa
é+(6+6): (é+6)+6
S2) La suma de vectores es conmutativa
a+b=b+a
Sz3) Existencia del elemento neutro

vasetiene a+o=0+a=a
A 0 se lo denomina elemento neutro de la suma de vectores.

S4) Existencia del elemento opuesto

Actividades

8) Suma los vectores indicados en cada uno de los casos siguientes si
V=2 'y =4

a) b) Vv

W

ﬁl

j

— f) e

A
A

W W

IE]  POLITECNICO
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9) Dados los vectores @; by ¢

[N

a
o
v

[ =¥}
—

Actividades

10) Dados a y b de la figura

Construye:

a)a+b  b)-a+b c) a-b d)b-a e) —a-b

¢ Cémo son los vectores a-b y b-a?

POLITECNICO BN
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11) Verifica usando propiedades de la suma de vectores que:
VacC esa+m=c con m=c-a

12) Verifica que si los vectores a y b con origen comin determinan un

paralelogramo, los vectores a+b y a—b estan sobre las diagonales del
paralelogramo

13) Expresa en cada caso los vectores indicados en funciénde uy v

a)
be = b C
S u by
ch =
a
ca =
d c
b) abcd es un paralelogramo
5 v
cd =
- U b
db =
ac =

14) En la figura tenemos un cubo. Nombra:
_)
a) tres vectores iguales que ab. Justifica

ﬁ
b) tres vectoresiguales a dh

%
c) dos vectores iguales que —gf

_)
d) dos vectores con igual modulo que eh
pero distinta direccion
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15) Analiza si la siguiente proposicion es verdadera. Justifica.

g=2
‘5‘:3 :>‘a+b‘=5

16) Dados a; by ¢ determina x graficamente de modo que -a+b- X+c=0

QJ\CT
[Wdel

17) Dados a; by ¢ del grafico expresa u; vy w enfunciéonde a; by c.

?i ‘‘‘‘‘‘ v,
y U=
x

i |b

: ] : _ m
18) Un nadador quiere atravesar un rio nadando a una velocidad v; = 6T en
direccién perpendicular a la orilla; pero la corriente lo desplaza con una
. _ km . . L
velocidad v, = 4T. Dibuja los vectores Vj y V, (con una escala

conveniente) y encuentra el vector V/V =Vj +V, . Este vector representa la
velocidad de desplazamiento del nadador. La direccidén de V es la direccién

real en que se mueve el nadador.
Calcula |\7| observando que quedd determinado un triangulo rectangulo.
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PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN NUMERO REAL
Definiciéon

Llamamos producto de un u por un nimero real o, o producto de un nimero o
por un vectoru, a un vector Vv tal que:

e Siaz0 A =0
V] = od}

direccion v = direccion u

<
[
2
i
[

sentido de v = sentido deusia >0

sentido de v = sentido deusia <0

e Sia=0v U=0=>V=0

Ejemplos:
1)
ab=bc =cd=de=ef =
bd = 2t ec = (- 2)t of = 3t
af = 5t fe = (- 1)
2)

POLITECNICO
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Actividad

19)Dibuja los vectores t; | y m tales que

a)t=05a

a
b)T%a _——
c) m=-3a

- > -
20) Sabiendo que u, v y w tienen las direcciones y sentidos indicados en

las aristas de la piramide e la figura, y ademas

—> 1 —> —> 1 —> —> 1 —> L

v==-cb, u==ab y w=Z>=eb,expresaen funcionde
2 2 3

- > - o

U, V y w0 Sus opuestos los siguientes vectores: e

al !
" 1]
ad 81
I I

o4
I
3
I

Sl
Il
3
Il

Propiedades del producto de un vector por un nimero

Para cualquier par de vectores G y V ylos nUmeros reales o y B se pueden
demostrar las siguientes propiedades:

POLITECNICO
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Actividades

21)¢Por qué (—-1)i=-0 ?

22)Dados a;b y ¢

Representa graficamente w siendo: v”v:-%aJr%B_a
23)Siendo
P
a) dibuja =y - .
i i

b) demuestra que —.v es el versor asociado (V,) de v

M

VECTORES PARALELOS
Propiedad de los vectores paralelos: Condicion de paralelismo entre vectores

Dos vectores U y Vv no nulos, son paralelos si y sélo si existe un nimero real
A=0 talque v=AuU

En simbolos:
Siuzoavz0; ullve3dreR-{0}/v=2u

Notemos que si: v =Au, entonces

VI =g

POLITECNICO



Vectores
Matematica

de donde

- _ , _ . . . v

como || y [i] son ndmeros realesy |[u|=0 siempre existe el cociente H que nos da el
u

valor absoluto del nimero A buscado, en cuanto si es positivo o negativo dependera

que u y v tengan igual o distinto sentido.

Actividades

24) @& by ¢ son los vectores paralelos cuyos sentidos estan indicados en la
figura con [a| =2 ‘5‘ =4y |[c[=3
>

=]

v

A

a) calcula Ayptalquea=Aby b=pnc

b) determina m sit=a+b-¢

25) Enlafigura |g =3; ‘6‘ =65 allb

Construye el vector v tal que V = é—gﬁ

26) Calculaelvalordeksi |kV|=5V2 y |[V]=2/2

POLITECNICO
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27) Reproduce la siguiente figura y averigua cuanto vale el nimero x tal que
V=XW

<
<

v
e
W

28) Sea la figura siguiente con ab cd

=6 vy = 7.2 con respecto al centimetro,

N

construye el vector v tal que v = —% cd - % ab

29) Sedanlosvectores U y v de lafigura, determina el valor de x tal que
V=xu

30) Se da un vector i. Dibuja los vectores : 57 ; —gT; %T, construye la suma Vv

de dichos vectores y determina x tal que V =x i

POLITECNICO
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ANGULO ENTRE VECTORES
Definicion:
Dados los vectores ay b no nulos se denomina angulo entre los vectores a y b y

se indica ab al angulo convexo entre [0;360°) (es decir o<ab<180°) por ellos
determinado al ser aplicados con origen en el mismo punto.

Ejempilo: .
37 '\ b\~
b a
Actividades

— — — A\
31) Sioa L oby oc bisectriz de aob ¢cual es la medida de cada uno de los

siguientes angulos? bt
N AN
a) uv d uu [
A AN v
b) wv e) u(-w)
o () f) (2u)-37) = |e " 3
C

PRODUCTO ESCALAR O INTERNO ENTRE VECTORES
Definicion:

Dados dos vectores a y b, se llama producto escalar o interno entre los vectores
ay b,ysesimboliza axb, al nimero:

0 si a=ov b=0

|
X
ol
I

ol

VAN
|§|-‘5‘-cos§5 si a0 A b=
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Propiedades
v a; by a € R secumplen las siguientes propiedades:

PE1) axb=bxa
Demostracion:

axb= ‘ 5.” b_‘ cosab = ‘ BH g‘ cosba=Dbxa (1) Definicién de Producto Escalar
@ @ @ (2) Propiedad conmutativa de la

== S multiplicacion

axb:‘aHb‘cosab (3) cos0=1

(4) Definicién de potenciacion

PE2)(@+b)xC=axc+bxc
PEs)(c.a)xb = oc.(B xﬁ)z ax ((XB)

PEs)axa=[a® >0
Demostracion:
_ - —— - -1 = -2
axa- |a]|afcosaa =|a]la|-[a]

@ @) )

PEs)siazoAb=0:axb=0«alb (condicion de perpendicularidad entre
vectores no nulos)

Demostracion:

A

:>)5x5=0:> ‘5“6‘c0555 —0=cosab=0=ab=90°=alb
<) alb = ab=90° = cosab=0 = axb=0
Actividades

32) Siendo [a| = 2, determina:
a) axa
b) (2a)xa
C) a x (-a)
A
33) Sabiendo que [a/ =3, [b|=4 y ab =30°, calcula:
a) b x ao
b) (3b) x (- 2a)

c) [—%Jax bo

POLITECNICO
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-

34) Sabiendo que |u

=4, M:G, determina u x v Si:

I v y tienen igual sentido
/I v y tienen distinto sentido.
1Lv

a)
b)
c)

clclccl

A\

d) uv=150°
35) Determina:

a) el angulo que forman a y b, sabiendo que axb =¥; a=v5y

b|=4.
b) El médulo del vector \7 sabiendo que u x \7:—20, u=10 y
VAN
uv=120°
SISTEMA DE REFERENCIA CARTESIANO ORTONORMAL
e En el espacio
Definicion:
Dado un punto cualquiera del espacio o (origen de coordenadas), y en él aplicados tres
versores i; j y k perpendiculares dos a dos, al conjunto {o;i;];E} se lo denomina sistema

de referencia ortonormal en el espacio.
Denominaremos como:

> ejes coordenados “x”; “y” y “z” a cada una de las rectas que contienen a
cada uno de los versores i; j y k, respectivamente.

» planos coordenados xy; xz e yz, a los planos que determinan los ejes x e vy,
los ejes x y z,ylos ejes y y z, respectivamente.

Graficamente resulta:

’W punto fijo o
===y |
iJ_] o {O;I;j;k} sistema dereferencia
TR ortonormal en el espacio
E“ J_ )
R k Li
iXo ¥

X POLITECNICO
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e En el plano
Definicion:

Dado un punto cualquiera del plano o (origen de coordenadas), y en él aplicados dos
versores i y j perpendiculares, al conjunto {o;i;]} se lo denomina sistema de referencia
ortonormal en el plano.

» ejes coordenados “x”e “y” a cada una de las rectas que contienen a cada
uno de los versores iy | respectivamente.

» Se denominan al eje x, eje de las abcisas y al eje y, eje de las ordenadas

Graficamente resulta:

Y
punto fijo o o
4 = {o;i;j } sistema de referencia
j i=li=1 e
f e ortonormal en el plano
0 : X iL J
!
Actividades

1) Enun sistema de referencia {o;i;]} ubica los puntos a(-1;3); b(2;-3); c(0;3)
y a(-4;0)

2) En un sistema de referencia {o;i;];E} ubica los puntos: a(2;1;3); b(0;2;1);
c(-1;0;0) y d(4;0;3).

3) Completa de modo que resulten verdaderas las siguientes proposiciones

a p(x;....) € eje de las abscisas con x R
b. pO;y)e eje i, con yeR
C. p(0;0;z)e €je ..ovvverirnnnnnn. con zeR
d. p(43;0)e plano .......................
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4) Representa en distintos sistemas de referencia los siguientes subconjuntos
de puntos

{xy)ixezyez; xy=12}

e) E

a) A={xy)/x=-2A-1<y<3}

o}

g) G={xy) x=0}

={x/ x

f) F

{xy)/x>-1 Ay<3}

b) B

=1}
{(x;Y)/x >—§ v y<\/§}

ay)ix <2 Al

c) C

={(xy:z)/ x=0}

h) H

d) D

5) Escribe el conjunto de puntos que se indica en cada caso

RN

]
]
]
]
]
]
SRR
OO
]

RN
TR
T

b)
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c) 5 1 y
lrl_: :X
d)
1.
e)
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AUTOEVALUACION

1) Determina si las siguientes proposiciones son V (verdaderas) o F (falsas).
Justifica tus respuestas

a) Uparaleloa v
o] = v
b) Si |adl =42 A b= 2./2 entonces o =2

c) En el rectangulo abcd la base es el doble de su altura, entonces:

- -
i) ab=cd b c
- -
i) bc=-da
N N a d
iif) |cd|==|bc
— -
iv) bc=2ab

> o o
v) ad =ab+cd

d) Todo vector tiene mdédulo distinto de cero.
e) Sidos vectores tienen igual direccién y médulo, son opuestos.
f) Sidos vectores son opuestos tienen igual direccion y modulo.

g) Dos vectores que tienen distinto sentido pueden tener distinta
direccion.

h) Dos vectores iguales son paralelos.
i) El versor asociado a un vector es paralelo a ese vector.
]) Todos los versores son iguales.

- -
k) Si ay btienen igual médulo, son iguales u opuestos.

3) Expresa U;V y W enfuncionde a y b y/o de sus opuestos.
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