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The scientific theory you propose, and the magical theory I propose... One of those
s the truth. And which one it is can be ascertained as soon as you look inside the
Braun tube. However, until the instant that happens, we cannot deny each other’s
theories. So while there is only one truth, until you look into the Braun tube, you
can make two conflicting truths exist at the same time... A different universe
where, in a case that only one truth must exist, two can exist at the same time.






A quien haya sido o vaya a ser John Titor, por tomarse el tiempo de escribir en
un foro en internet, ser de inspiracion para una serie y motivar a una adolescente
sin preferencias a (tratar de) entender los misterios que nos rodean.
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Resumen

El efecto Kondo, originalmente introducido en los anos 60, continia represen-
tando hoy en dia un paradigma de sistemas correlacionados y ocurre cuando un mo-
mento magnético es “apantallado” por los electrones de conduccion. Este fenémeno
se observa en gran cantidad de sistemas fisicos como lo son las impurezas magnéti-
cas en metales, atémos y moléculas magnéticos sobre superficies, puntos cuanticos,
etc. A pesar de ser un fenémeno descubierto hace mas de medio siglo, explicado y
revisitado numerosas veces en diversos modelos, el entendimiento de sus propieda-
des espaciales esté lejos de ser completo. Algo similar ocurre con el entrelazamiento
en estos sistemas: a pesar de ser la esencia del efecto Kondo, su relaciéon con éste
permanece aun poco explorada.

Mediante el método de grupo de renormalizacién de la matriz densidad, se realizd
un integro estudio de las propiedades espaciales y de entrelazamiento de un modelo
de una impureza de espin S = 1, con dos orbitales acoplados a dos canales de con-
duccién, que incluye anisotropia magnética de sitio. Entre los resultados obtenidos
se encuentra una confirmaciéon de que dicho modelo, en la fase de Kondo comple-
tamente apantallado, reproduce los comportamientos esperados para modelos mas
simples. Asimismo, se observaron indicios de una transicién de fase cudntica topoldgi-
ca, conducida por la anisotropia magnética, hacia un novedoso estado de liquido de
electrones. Se analiza ademas la estructura de entrelazamiento nada trivial del estado
fundamental.






Capitulo 1

Introduccion

“All I can say to the younger theorists is: don’t trust anyone over 45, except maybe
me, and I’'m not so sure about me.”
Philip W. Anderson

Bienvenidos y bienvenidas al comienzo de lo que, puesto en palabras impresas
sobre un papel, fue un largo camino recorrido.

Este primer capitulo tiene como objetivo introducir un contexto histérico y quizas
social de lo que actualmente se conoce como efecto Kondo. Decidi extender un poco
mas esta parte de la tesina cuando Luis me comentd sobre los aportes de una cientifi-
ca al conocimiento de este efecto tan particular. En realidad, al principio solamente
fue curiosidad y ganas de agregar algo, pero a medida que fui investigando sobre
ella y la historia en si, quise contarles algo méas que solamente un orden cronoldgico
de eventos que dieron lugar a un fenémeno llamado con un solo apellido. Una vez
que salgamos de la parte historica, voy a intentar darles un tour por los modelos
de Anderson y Kondo, asi como algunos conceptos cuanticos. Por tltimo, pero cla-
ramente no menos importante, expondré el modelo con el cual estuve trabajando y
sus aplicaciones en el mundo real.

Antes de continuar quisiera hacer algunas aclaraciones sobre la bibliografia. Si
bien el trabajo se puede comprender bastante bien, la forma de expresar los procesos
cuanticos que encontraran es un poco distinta a la que conocemos de la licenciatura
en fisica rosarina. A fines de los anos 20, Paul Dirac introdujo las ideas que darian
la base de una nueva forma de estudiar la fisica de los sistemas cudnticos de muchos
cuerpos, ideas que tiempo después serian desarrolladas por Vladimir Fock y Pascual
Jordan. Esta nueva forma de tratar la fisica cudntica es conocida como segunda cuan-
tizacion, o lo que quizas suene mas conocido, representacién nimero de ocupacion.
Este nuevo enfoque permite representar a los estados cuanticos de muchos cuerpos
en la base de estados de Fock, y ademas introduce nuevos operadores: creacién y
destruccién de particulas. Por mi experiencia estudiando este formalismo puedo re-
comendar, sin mucho més conocimiento de bibliografia, el libro Feynman Diagram
Techniques in Condensed Matter Physics [1] de Radi Jishi no solo para su estudio
sino también para el la fisica presente en esta tesina. Los capitulos introductorios de
tesis y tesinas del area son igualmente de mucha utilidad

Como ultimo comentario (vélido para este y otros capitulos), me gustaria adver-
tirles que van a encontrar notas al pie de pagina contando anécdotas de mi paso por
la carrera. Tuve muchas dudas respecto a incluir esas historias, dénde y cémo agre-
garlas, incluso: me cuestioné si era pertinente incorporarlas en este tipo de trabajo.
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Figura 1.1: Resultados mostrando el minimo en la resistividad del experimento original en
oro, 1934. Imagen obtenida de [3].

1.1. Historia

El aumento de la resistividad de los metales con la temperatura se debe a la
dispersién de los electrones de conduccién provocada por las vibraciones de la red.
Esta fue la explicacién que dio la fisica al fenémeno experimentalmente observado
durante mucho tiempo. En muchos metales, la resistencia decrece mondétonamente
al disminuir la temperatura debido a que estas vibraciones decrecen rdapidamente
a bajas temperaturas. Ademds, se superpone una resistencia de saturacién, apro-
ximadamente independiente de la temperatura, originada en la dispersiéon de los
electrones con los defectos, impurezas o vacancias que se presenten en el material.

Como es sabido, la ciencia busca cuestionar, comparar o incluso indagar en
fenémenos por medio de experimentos. Fue asi que en 1934 Wander de Haas, Jan
de Boer y Albert van dén Berg [2] observaron cémo ciertos materiales conductores
eléctricos presentaban comportamientos extranos que contradecian, en principio, la
generalidad de las teorias vigentes: en determinadas condiciones estos metales co-
menzaban a sufrir un aumento en su resistividad al disminuir la temperatura, como
puede observarse en la Figura 1.1.

Este comportamiento es conocido desde los anos treinta debido a las observa-
ciones experimentales, pero las causas que lo originaban seguian siendo un misterio
para la comunidad cientifica y debieron pasar casi 30 anos para poder explicarlo. En
1963, cientificos de los laboratorios Bell se encontraban explorando aleaciones que
contenian metales como el niobio, molibdeno, renio y una pizca de hierro, cuando ob-
servaron que las pequenas cantidades de este ultimo a veces actuaban como imanes
dentro de la aleacién. En esa misma ubicacién fisica y temporal, Myriam Sarachik!
se dedicaba al estudio de un aspecto importante de estas aleaciones magnéticas: el
cambio en la resistencia eléctrica con la temperatura. Ante la presencia de magnetis-
mo causada por el hierro, Sarachik observo el fenémeno del aumento de la resistencia
eléctrica al disminuir la temperatura y que en ausencia del mismo la resistividad se
comportaba de manera usual. Este tipo de experimento atrajo su atencién debido
a su sencillez para ser llevado a cabo: el trabajo podia realizarse tranquilamente

1Una de las primeras notas que lef acerca de Myriam fue publicada en el New York Times, la
cual les recomiendo leer si quieren conocer un poco mas acerca de ella. También les dejo acd otra
nota, esta vez en espaifiol, en donde profundizan un poco méas en sus razones para elegir estudiar
fisica.
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Figura 1.2: Myriam Sarachik en los Laboratorios Bell en Nueva Jersey, 1963 (izquierda)
y en su casa, 2020 (derecha).

utilizando técnicas de un nivel de escuela secundaria para investigar un problema
que llevaba 30 anos siendo una piedra en el zapato de la comunidad cientifica. Una
foto de Sarachik en los laboratorios Bell durante sus investigaciones se presenta en
el panel izquierdo de la Figura 1.2, mientras que en el restante panel se la ve en las
afueras de su casa en el ano 2020.

Al mismo tiempo, pero en el lado tedrico de la fisica, Jun Kondo [4] realizaba
calculos que sugerian que, a medida que la aleacion se enfriaba, los electrones conse-
guian dispersarse cada vez mas por los “imanes” de los atomos de hierro, aumentando
la resistencia eléctrica. De alguna manera Kondo se encontré con los resultados ex-
perimentales de Sarachik y, con sus cdlculos en mano, envio una versién preliminar
de su trabajo a una cientifica que hasta el momento desconocia que se encontraban
investigando, desde dos enfoques distintos, el mismo problema.

Myriam Sarachik supo inmediatamente que las mediciones que realiz6 encajaban
con los célculos tedricos de Kondo. De esta forma, Myriam Sarachik proporcioné la
primera confirmacién experimental [5] del que posteriormente pasaria a llamarse
efecto Kondo. Resulta llamativo como dos personas desconocidas y de ramas distin-
tas de la fisica comenzaron a abordar el mismo problema de manera casi simultanea.

Esta gran contribuciéon de Sarachik fue ignorada por otros, incluidos sus colegas
de los Laboratorios Bell, dificultando su camino en el estudio de la fisica de la
materia condensada. A medida que pasaron los afios y la presencia de las mujeres en
el campo de la fisica experimental se hizo més comtin?, también se normalizé hablar
de los problemas de discriminacién que sufrian y Sarachik no dudé en convertirse
en una activista feminista y por los derechos humanos, recibiendo invitaciones para
participar en distintos comités sobre el tema, tanto en Estados Unidos como en otros
paises.

Los descubrimientos tedricos de Kondo, respaldados por los experimentos de Sa-

2A comienzos del afio asist{ a una reunién de antiguos compafieros de grupo, donde habia sélo
una mujer investigadora. El invitado especial (un investigador que se encuentra actualmente en
Estados Unidos) no quiso empezar a hablar sin contar con la presencia de esta mujer, mencionando
que queria su opinién porque ella podia aportar mucho. Con todo el tema de Myriam Sarachik en
mente, ese simple comentario me quedé resonando en la cabeza por varios dias. En la actualidad
no presencié discriminacién por género en este ambito laboral, pero no dudo que siga existiendo en
algunos lugares del mundo, con lo cual esa pequena consideracién me alegré mucho el dia.
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rachik, causaron nuevos problemas para el entendimiento de las impurezas magnéti-
cas en los metales. En sus calculos perturbativos, Kondo encontré una contribucién
de la forma InT en la resistencia eléctrica, el cual, sumada a la contribucién oc T°
de los fonones, solucionaba el problema original de la presencia de un minimo en
la resistencia, pero al mismo tiempo generaba nuevas preguntas en cuanto a cémo
describir esta teoria para temperaturas cercanas al cero, ya que el término de con-
tribucién logaritmica diverge en esa regién. Gracias a eso se comenzo a buscar una
nueva forma de describir el comportamiento a bajas temperaturas de metales que
contenian impurezas magnéticas. Esto fue conocido como el problema de Kondo vy,
a lo largo de una década, atrajo la atencién de muchos fisicos tedricos buscando
resolver el misterio.

FEn el ano 1975 Kenneth Wilson dio una solucién al problema de Kondo mediante
el método del grupo de renormalizacién numérico [6] (NRG por sus siglas en inglés).
Los avances de Wilson permitieron no sélo describir correctamente el problema de
Kondo en el régimen de bajas energias y obtener resultados para el estado funda-
mental, sino que también proporcioné una nueva herramienta para ser aplicada a
otros problemas. Aunque este método describia el comportamiento del modelo de
manera muy eficaz, resulté dificil obtener resultados exactos para estados distintos
del fundamental, ya que esto requeria grandes recursos informdticos, especialmente
en aquella época.

Media década més tarde, Paul Wiegmann [7] y Natan Andrei [8], de manera inde-
pendiente, encontraron una solucién exacta del modelo que Kondo habia propuesto
para describir impurezas magnéticas en metales. Estos autores emplearon el méto-
do conocido como Bethe ansatz y obtuvieron resultados analiticos que describian el
sistema en todo el rango de temperatura. Su trabajo permitié confirmar las ideas
de Wilson, que determinaron positivamente su método como una nueva herramienta
para aplicar a otros problemas fisicos.

Por lo contado hasta ahora, pareciera ser que no queda nada por descubrir en
cuanto a la fisica de Kondo. Entonces, cualquiera podria preguntarse por qué sigue
habiendo tanto revuelo en el drea de materia condensada con respecto a este tépi-
co3. El interés que generan estos sistemas ha persistido hasta la actualidad, no solo
por la vasta cantidad de materiales que presentan esta fenomenologia, sino también
gracias a los diversos sistemas fisicos y herramientas experimentales que han surgido
recientemente, favoreciendo el estudio del efecto Kondo desde nuevas perspectivas.
De hecho, el interés en el efecto Kondo se vio acrecentado con la llegada de nuevas
tecnologias experimentales en el campo de la nanotecnologia. Mas precisamente, el
uso de puntos cudnticos y nanocontactos atémicos permite reproducir y manipu-
lar las caracteristicas de una impureza magnética. Los puntos cudnticos pueden ser
pensados como “atomos artificiales” en los cuales, mediante técnicas experimentales,
puede confinarse un numero bien definido de electrones y al ser sistemas de dimen-
siones nanoscopicas poseen un espectro discreto y la repulsion entre electrones juega
un rol fundamental en la fisica que los concierne.

Habiéndose mencionado solo una pequena parte de la historia del efecto Kondo
[4,9,10], no queda mds que remarcar lo que cualquier estudiante comprende con el
paso de los afios en la carrera: los avances en la fisica no son cosa de una sola persona.
Si bien el efecto que nos relne en esta tesina lleva el nombre de Jun Kondo, a lo
largo de esta pequena contextualizacion fueron citados muchos nombres de fisicos y
fisicas. Queda atn una vasta cantidad de nombres por conocer, algunos de los cuales
apareceran mas adelante para acompanar este recorrido.

3Es exactamente esto lo que Leo Kouwenhoven y Leonid Glazman buscaron contar en su trabajo
[9], donde ademds presentaron una agradable introduccién a la fisica del efecto Kondo.
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Figura 1.3: Estados posibles para la impureza aislada. En esta imagen se toma al circu-
lo relleno como “ocupado” y al vacio como tal. Izquierda: vacia. Centro: simple ocupada.
Derecha: doblemente ocupada. Imagen obtenida del libro The Kondo Problem to Heavy Fer-
mions [10].

1.2. Modelo de Anderson

En 1961 Phillip Warren Anderson [11] desarrollé un modelo que permitia des-
cribir a las impurezas magnéticas dentro de metales con el objetivo de estudiar el
problema de Kondo. En su versién mas simple, este modelo describe la interaccién
entre una unica banda de electrones de Bloch y una impureza mediante un término
de hibridizacién. Esta version del modelo de Anderson se conoce como el modelo de
una sola impureza de Anderson, o SIAM por sus siglas en inglés. En el lenguaje de
segunda cuantizacién este modelo se escribe de la forma

Hspam = ﬁband-Fﬁimp-i-ﬁhib (1.1)
con
Hyand = Y excikeos (1.2a)
ko
Himp =4 Y _ o + Uhyiy, (1.2b)
ag
Hppy =V Z (éfwcif, + cﬁ,@«;) . (1.2¢)
ko

En las ecuaciones anteriores los operadores n pueden ser escritos en término de
los operadores electronicos de creacién y destruccion tanto para los sitios del bano
de conduccién, Ny, = éL +Cko» cOMO para la impureza, n, = dicia Esta dltima es
un dtomo con un orbital muy localizado (3d o 4f) que puede ser ocupado por los
electrones de conduccion, cuyo comportamiento se encuentra gobernado por el ha-
miltoniano de la ecuacién (1.2b). El sitio de la impureza posee una energia de sitio
£4, la cual puede ser ocupada por uno o dos electrones, en este 1ltimo caso con espi-
nes antiparalelos para cumplir el principio de exclusiéon de Pauli y con una energia
U repulsiva entre ellos como consecuencia de la repulsion electrostatica coulombia-
na. La ecuacién (1.2c) representa la interaccién entre los electrones presentes en la
impureza y aquellos pertenecientes a la banda, los cuales pueden intercambiar sus
lugares mediante la hibridizacién V' que se considera por mera simplicidad, constan-
te independiente del momento k. Finalmente, el hamiltoniano (1.2a) modela a estos
ultimos electrones, siendo € la relacion de dispersién asociada a los electrones de
Bloch.

La relacién entre los pardmetros 4, U y V' permite distinguir entre tres regimenes
del modelo de Anderson:

= Limite atomico, V = 0. En este limite el gas de electrones y la impureza se
encuentran desacoplados. La impureza aislada puede encontrarse desocupada
con energia nula £y = 0, simple ocupada con energia F; , = ¢4 donde 0 =T, o
doble ocupada con Ey = 2¢4 + U (ver Figura 1.3). De estas tres configuraciones
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Estado Inicial Estado Virtual Estado Final Densidad de Estados

Z
%,

Energia

Figura 1.4: Esquematizacion del proceso de inversion del espin en la impureza del modelo
de Anderson (primeros tres paneles de izquierda a derecha). Muchos eventos de este tipo se
combinan para producir el efecto Kondo, propiciando la aparicion de una resonancia extra
en el nivel de Fermi (panel derecho). Como las propiedades de transporte son determinadas
por aquellos electrones que se encuentran cercanos al nivel de Fermi, esta resonancia extra
puede cambiar notablemente la conductancia del metal. Imagen obtenida de [9].

solo la simple ocupada cuenta con la presencia de un momento magnético.
Para que este caso ocurra, la energia de sitio debe ser menor al nivel de Fermi
€4 < er de forma tal que la configuracién sea favorable y eq+U > ep, —U < ep
penalizandose asi la doble ocupacion del nivel.

= Caso no interactuante, U = 0. En este régimen el sistema no presenta magne-
tismo y su susceptibilidad magnética es del tipo Pauli, siendo entonces inde-
pendiente de la temperatura a bajas temperaturas.

= Caso hibridizado e interactuante, V # 0 y U # 0. Para este régimen se tienen
dos procesos importantes. El primero es la formacion de un momento magnéti-
co local debido al alto valor de la repulsién coulombiana que penaliza la doble
ocupacion. El segundo proceso es el apantallamiento del momento magnético
de la impureza debido a los electrones de conduccién. Este es llamado efecto
Kondo, el cual se origina en la hibridizacién entre los sitios, posibilitando que
los electrones localizados escapen al mar de conduccién y viceversa. Durante
estos procesos el espin de la impureza puede modificarse (pasar de up a down
o viceversa), permitiendo la formacién de un estado singlete entre la impureza
y electrones del mar de Fermi. Cldsicamente no se le permite al sistema sacar
un electrén de la impureza sin agregar energia al mismo, pero dado que este
proceso es de origen cuantico el principio de incertidumbre de Heisenberg per-
mite la existencia de esta configuracién por un pequeno periodo de tiempo [9].
Lo que ocurre entonces, es que durante este intervalo temporal otro electrén
debe pasar por efecto tinel, desde el mar de Fermi hacia la impureza. Este
proceso se encuentra descripto graficamente en la Figura 1.4. Lo importante
en ello es notar que este nuevo electréon podria tener una proyeccién de espin
en el eje Z distinto al que tenia el electrén que se encontraba alli originalmente
y generando lo que se conoce como spin flip. El estado que resulta de esta
interaccion es denominado singlete de Kondo, el cual una vez formado acttia
como un potencial de dispersién de los otros electrones con energias cercanas
acp.
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Figura 1.5: Modelo de Kondo de una impureza con energia de sitio g interactuando con
un bano de conduccion mediante la interaccion de intercambio J.

1.3. Efecto Kondo

Durante décadas se observaron experimentalmente comportamientos anémalos
en la resistividad a bajas temperaturas de sistemas metalicos no magnéticos y que
contenian impurezas magnéticas. Si la impureza no era magnética, la dispersién de
los electrones generaba una contribucién a la resistividad independiente de la tem-
peratura. Sin embargo, cuando la impureza era magnética se encontraba un minimo
en la curva de resistividad en funcion de la temperatura. Kondo encontré que este
aumento se da de forma logaritmica para temperaturas tendiendo a 0K, obteniendo
incluso un resultado tedrico no fisico: la resistencia para temperatura cero divergia.
Para explicar este minimo extrano, Kondo utilizé el hamiltoniano antiferromagnético
de intercambio s-d, a partir de entonces conocido como hamiltoniano de Kondo

Hg =) exhus — 278 -§(0), (1.3)
ko

donde se tiene un momento magnético localizado de espin S inmerso en un bano
de conduccién electrénico con cuyos miembros se acopla mediante la interaccién de
Kondo J, un acoplamiento de intercambio antiferromagnético entre el momento local
y el espin de los electrones de conduccién, estando este ultimo representado a través
de la densidad de espin s(0) en el sitio de la impureza (tomado como el origen por
simplicidad). Gréficamente este modelo se encuentra esquematizado en la Figura 1.5.
Este hamiltoniano ya habia sido introducido con anterioridad por Clarence Zener,
Tadao Kasuya y Charles Kittel para analizar distintos problemas relacionados con
los espines nucleares interactuando con los espines de los electrones de conduccién.

En referencia a los parametros del modelo de Anderson, el efecto Kondo se pro-
duce cuando €4+ U — e, ep — g4 > V, situacién para la cual se da la aparicién de
momentos magnéticos en la impureza. En este régimen, es posible derivar un mode-
lo efectivo mediante perturbaciones de segundo orden en las excitaciones virtuales
obteniéndose una relacion

VZ V2
“Jed TeavU
Este procedimiento se conoce como “transformacién de Schrieffer-Wolft” [10].

Para un sistema Kondo a bajas temperaturas, el estado fundamental resulta ser
un estado singlete formado por las proyecciones de espin de la impureza y del bafio
de conduccién

J

(1.4)

1

7 () e = ) 11)e) s (1.5)
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Figura 1.6: Esquema del modelo de dos canales (blanco) y dos impurezas (negro) que se
estudiard en esta tesina. En color celeste se encierra la llamada nube de Kondo.

donde |o) representa el estado de la impureza con espin o =1, | y |¢’), es un estado
de conduccién con un peso importante cerca de la impureza y con espin o’ =1, |. Este
estado fundamental es generado mediante procesos de intercambio entre el electron
localizado y los electrones libres del metal, siendo un fenémeno de muchos cuerpos
por cuanto es un estado colectivo imposible de describir en una teoria de electrones
no interactuantes. Algo llamativo de este estado es el hecho de que el espin de la
impureza se encuentra apantallado por sélo una porcién de los electrones del baino
y, por lo tanto, cualquiera esperaria que los electrones que no forman parte de esto
puedan ser despreciados, pero este no es el caso. Mediante argumentos de grupo de
renormalizacion se sabe que los demas electrones contribuyen a que la interaccion
de intercambio efectiva entre los espines de la impureza y de los electrones que la
apantallan sea cada vez mds intensa a medida que la temperatura disminuye [10]. El
estado singlete de Kondo contribuye a la formacion de una resonancia en la densidad
espectral de la impureza para energias cercanas a la energia de Fermi, la cual se
denomina “resonancia Kondo” y afecta considerablemente aquellas propiedades del
sistema que depende de la densidad de estados cerca del nivel de Fermi.

Una de las caracteristicas mas llamativas del efecto Kondo es la propiedad de
scaling, es decir, el comportamiento universal de las propiedades del sistema siguien-
do leyes de escala. A bajas temperaturas, la fisica del modelo estd gobernada por
una Unica escala de energia: la temperatura de Kondo Tk, la cual estd estrechamente
relacionada a la energia de ligadura del singlete de Kondo (a grosso modo, la energia
que separa el estado fundamental singlete del estado excitado triplete correspon-
diente) y puede ser estimada analiticamente, para el STAM, mediante la férmula de

Haldane [12]
A weg(eq+U)
Ty = ,/% R ra (1.6)

Esta universalidad implica que la dependencia de las propiedades del sistema con
respecto a, por ejemplo, la temperatura T', estd dada por leyes que dependen de
T/Tk en lugar de los pardmetros del hamiltoniano y la temperatura por separado.
Por lo tanto, lo que se tiene al realizar estos escaleos son leyes que no dependen de
los detalles microscépicos del sistema. T depende exponencialmente de las energias
involucradas en el hamiltoniano (interacciéon de intercambio, repulsién coulombia-
na, etc) y es por esto mismo que un estudio perturbativo del problema (una serie
cortada en unos pocos términos) no permitié6 a Kondo recuperar la fisica del pro-
blema. Para resolver esto, fue necesario introducir las ideas de escala y del grupo de
renormalizacién [10].

En lo que a las propiedades espaciales del efecto Kondo respecta, hay mucho
menor conocimiento que con su dependencia en energia o temperatura. Esto es de-
bido en parte al hecho de que los métodos més utilizados para analizar este tipo de
sistemas no trabajan en el espacio real de los mismos, generando algunas dificultades
para el estudio de las propiedades asociadas. Hace ya algunos afios que se conoce y
estudia la existencia de una longitud de apantallamiento de Kondo & o 1/Tk, pu-
diéndose ver como la regién de los banos electrénicos que forma el singlete de Kondo
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2S>n

2S<n

Figura 1.7: Esquematizacion de diferentes situaciones para un hamiltoniano de Kondo
con un espin arbitrario S apantallado por n banos de conduccion. Izquierda: si 25 = n se
tiene un efecto Kondo totalmente apantallado. Centro: si 25 > n se tiene un efecto Kondo
subapantallado donde el espin de la impureza no puede ser completamente compensado por
los batios de conduccion y queda un espin remanente. Derecha: si 25 < n se tiene un
efecto Kondo sobreapantallado donde el espin de los banos de conduccion es mds del que se
necesita para apantallar al de la impureza. Imagen obtenida de la tesis doctoral de Germadn
Blesio [15].

con la impureza del sistema (ver Figura 1.6). Esta regién es denominada “nube de
Kondo”. Su longitud, la cual se espera gobierne las correlaciones espaciales para
T < Tk, es muy dificil de observar experimentalmente a causa de que el apanta-
llamiento ocurre en distancias bastante grandes, del orden de los um, y se atenta
como 1/r?, siendo d la dimensién del sistema y haciendo asf que una dimensiona-
lidad reducida sea una mejor candidata para su estudio y observacién. Asumiendo
una analogia directa con las magnitudes térmicas que se comportan como funciones
de escala f(T/Tk), se podria esperar que magnitudes puramente cudnticas, como
la entropia de entrelazamiento de impurezas a temperatura cero, también sea una
funcién de escala g(r/€x), donde 7 es la extensién espacial del subsistema sobre el
que se calcula el entrelazamiento.

En 1980, Philippe Noziéres y André Blandin [14] notaron que la mayoria de los
trabajos publicados hasta entonces, se concentraban en modelos idealizados, lo més
sencillos posibles, para poder focalizar la atencion de los estudios en las propiedades
de muchos cuerpos. Usualmente, la estructura orbital de la impureza no era tenida
en cuenta y se consideraba que tenfa un tnico grado de libertad de espin. A raiz de
esto, ambos cientificos se enfocaron en el estudio del rol de la estructura orbital de los
electrones de la impureza y del nimero de banos de conduccién en la fisica de Kondo.
El objetivo de este par estaba relacionado con poder utilizar modelos que se asemejen
mas a los sistemas fisicos reales y, por lo tanto, permitan una mejor comprension
de los resultados experimentales. Considerando un hamiltoniano de Kondo donde
un espin arbitrario S es apantallado por n bafios de conduccién de espin S = 1/2,
encontraron que la naturaleza del estado fundamental va a depender de la relacién
entre S y n. Estas relaciones se pueden ver resumidas y de forma gréafica en la Figura
1.7. Si n = 28 (incluyendo 25 = n = 1) corresponde al caso totalmente apantallado
con un singlete como estado fundamental, tal como se vio al comienzo de esta seccion.
El modelo para esta instancia se comporta como un liquido de Landau-Fermi a bajas
temperaturas. Si n < 25 se tiene un efecto Kondo subapantallado, donde el espin
total del estado fundamental es S—n /2 y la dispersién de los electrones de conduccién
cerca del nivel de Fermi corresponde a un comportamiento tipo liquido de Fermi
singular. Finalmente, si 25 < n se encuentra un efecto Kondo sobreapantallado,
donde la dispersién ineldstica persiste incluso a temperaturas y energias de excitacion
nulas, llevando a un liquido de non-Fermi. En esta tesina se tiene como protagonista
al caso 25 = n, un efecto Kondo totalmente apantallado.
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1.4. Entrelazamiento cuantico

La nube de Kondo es un objeto macroscépico de electrones de conduccién que
apantalla el espin de la impureza magnética. Entre ellas se produce un entrelaza-
miento cuantico a través de la formacién de un singlete de espin. Aunque el entrelaza-
miento es la esencia de los efectos Kondo, sus propiedades permanecen sin explorar.
Como el titulo de esta tesina lo indica, mas adelante analizaremos resultados rela-
cionados al entrelazamiento cudntico en sistemas que presentan efecto Kondo. Esta
seccién pretende formar un colchén de conocimientos béasicos sobre entrelazamiento
que permitan comprender los resultados que se discutirdan, asi como sus respectivas
explicaciones.

En el dambito cientifico nunca se han dejado de cuestionar los nuevos descu-
brimientos o interpretaciones propuestas. El tema que compete a esta seccién, el
entrelazamiento cudntico, podria dar testimonio de como fue juzgado cuando se lo
presentd en 1927 durante un congreso en Bruselas, junto con la interpretacién de
Copenhague con Niels Bohr como orador. Albert Einstein no estaba de acuerdo
con esta nueva teoria y en contrapuesta, se encontraba seguro de que podia con-
vencer a Bohr de lo absurdo que sonaba. En 1935, Einstein y dos colaboradores,
Boris Podolsky y Nathan Rosen, publicaron lo que se conocié como la paradoja de
Einstein-Podolsky-Rosen, o EPR para abreviar [15]. Esto fue escrito en forma ma-
tematica por Podolsky, pero para entenderlo més simplemente se puede suponer un
sistema en donde se tienen aislados en una caja dos caramelos, uno verde y otro
rojo. La caja es un sistema aislado que separa estos caramelos de todo lo demds. Si
alguien elije un caramelo al azar con los ojos cerrados, al verlo sabrd también el color
del caramelo que qued6 en la caja. Esto implicaba conocer el color del caramelo en
la caja sin la perturbacion que significa observarlo, y solo es posible porque el par de
caramelos forman un sistema enlazado. Esta manera de pensar al entrelazamiento
resulta, si bien 1til, también un poco clasica en el sentido de que se mantiene la
idea de localidad (cuando se mete la mano en la caja es posible saber, dada sus
ubicaciones, que caramelo se sacard). El ejemplo més usual para explicar el entre-
lazamiento necesita de una (no tan) pequenia base cudntica. Si se tiene un sistema
de dos particulas de espin 1/2 formando un singlete, al realizar una medicién sobre
el espin de una de ellas (obteniéndose espin up por ejemplo) el de la restante que-
dara automaticamente determinado (espin down). El término “entrelazamiento” fue
adoptado por Erwin Schrodinger después de leer el trabajo de EPR y es uno de los
fenémenos més intrigantes de la mecédnica cudntica.

El entrelazamiento cuantico al mismo tiempo es un recurso fundamental para el
area de informatica cudntica. Dada la importancia del concepto del mismo en este
ultimo campo, se ha puesto el foco en los sistemas estudiados en materia condensada
debido a que en ellos es posible observar estados entrelazados. Ademads, se ha en-
contrado un especial vinculo entre el entrelazamiento cuantico y las transiciones de
fase cuanticas, las cuales describen cambios en el estado fundamental de un sistema,
a temperatura cero al variar algin parametro en el hamiltoniano del sistema, como
ser el campo magnético, el parametro de anisotropia u otros [16]. Lian-Ao Wu [17]
demostré de manera general que las transiciones de fase cudnticas son senaladas por
medio de una discontinuidad en alguna medida del entrelazamiento en un sistema
cuantico. Aunque el entrelazamiento es una nueva herramienta para estudiar las
transiciones de fase cuanticas en diversos modelos, aiin no se sabe por qué algunas
medidas de éste son tutiles y otras no.
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1.4.1. Matriz densidad

En un sistema cudntico que se encuentra en un estado |¢), que es una mezcla
estadistica de los estados |1;) del espacio de Hilbert H con probabilidades asociadas
Ai, se define la matriz densidad del sistema p como [18]

p=> Nilv) (Wil . (1.7)

i=1
Esta matriz caracteristica del sistema posee varias propiedades de interés:

1. El valor medio de un observable O en el estado [1) se obtiene mediante

(O)y =D Xi ($i|Olahi) . (1.8)

=1

2. Como (I),, = 1 se cumple que T7(p) = (), = 1 = I, \;. Este resultado era
esperado debido a que la suma de las probabilidades de los distintos estados
en una mezcla estadistica debe ser igual a 1.

3. La matriz densidad es definida positiva debido a que el valor medio de un
operador sin autovalores negativos debe ser siempre positivo.

4. La matriz densidad se puede diagonalizar utilizando una transformacién uni-
taria de la forma p — U'pU. Utilizando este resultado se encuentra ademds,
que

n n 2
Tr(p®) = pi; < <szz> =Tr?(p) = 1. (1.9)
i=1 i=1

En ciertas ocasiones el sistema total estard compuesto de dos subsistemas A y
B, con lo cual el espacio de Hilbert del sistema serda H = H4 ® Hp. Para estos casos,
es conveniente contar con la matriz reducida del subsistema p4 definida como

pa=Trp(p). (1.10)

La matriz reducida se define de manera tal que (O) 4 = Tr(paOa), en donde Oy es
un observable arbitrario que actia en el subsistema A.

1.4.2. Estados entrelazados

Los sistemas cuanticos que incluyan dos o mas subsistemas no siempre van a
poder ser tratados como en el caso clasico, donde las partes no interactuantes son
separadas, estudiadas de forma independiente y luego recombinadas para entender
al sistema en su totalidad. En la mecanica cudntica, el estado global de un sistema
no sera necesariamente el producto de los estados de cada subsistema por separado.
Al tipo de estados que no son el producto de los estados de cada subsistema se los
conoce como “estados entrelazados”.

Si se tiene un conjunto |¢;) de autoestados de un conjunto completo de opera-
dores, un estado serd puro si este puede escribirse como una combinacion lineal

0) = eilg), (¥W) =1. (L.11)

1

Considerando un sistema bipartito, si |¥) es un estado perteneciente al espacio
de Hilbert del mismo, entonces este estado se dice que estd entrelazado si no es
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posible escribirlo como un producto tensorial de estados correspondientes a cada
subsistema
B) £ [W4) © [Up) (1.12)

Un ejemplo muy conocido de este tipo de estados es el estado singlete formado por
dos particulas de espin 1/2

1
V2

Si en este estado |¥) se mide, por ejemplo, la proyeccién de espin en la direccién 2
para la particula 1 y se obtiene el autovalor correspondiente a espin up, entonces se
sabra que la particula 2 se encuentra con espin down. El hecho de medir sobre una
particula hard colapsar a la medicién de ambas, independientemente de su separacién
espacial.

Si [¥) no es un estado puro, es decir, si se encuentra en una mezcla estadistica
de estados, se dice que es un estado mixto.

&) () = 1) (1.13)

1.4.3. Entropia de entrelazamiento de von Neumann

En mecénica cuédntica se define la entropia de von Neumann S(p) [19] como una
extension del concepto de entropia de Gibbs de la mecénica estadistica

S(p) =—-Tr(plnp). (1.14)

Utilizandose los autovalores A; de la matriz densidad se puede reescribir la definicion
anterior de la forma

S(p)=—=>_ Nl (1.15)

en donde es necesario considerar que 0 In 0 = 0. Esta magnitud no representa ninguna
magnitud fisica, es decir, no es un observable, pero si representa una funcién de
estado del sistema bajo estudio descripta por la matriz densidad. Esta entropia
cuenta con algunas propiedades:

1. Es nula si y solo si p es un estado puro.

2. Tomaré su valor maximo e igual a In N para un estado maximamente entrela-
zado, en donde N es la dimension del espacio de Hilbert.

3. Es invariante bajo cambios en la base de p.
4. Es aditiva para sistemas independientes.

Para el caso de un sistema bipartito en el estado dado por la matriz densidad
p, la entropia del sistema global estara dada por la ecuacién (1.14). En cuanto a los
dos subsistemas se tendra que

Salpa) =—-Tr(palnpa), pa=Trpe(p). (1.16a)

Sp(ps) = =Tr(pplnpp), pp="Tralp). (1.16b)

Si el estado del sistema total y el del subsistema A son puros, entonces el estado del
subsistema restante lo serd también y por lo tanto el estado global serd separable.
En caso de que el estado total esté entrelazado se cumplird que Sa(pa) > 0.

Para bajar a tierra estos conceptos es una buena idea realizar un ejemplo de los
més clasicos y que, ademads, nos servird para interpretar los resultados dentro de
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unos capitulos. Consideremos nuevamente el estado singlete (1.13) formado por dos
particulas de espin 1/2. En este caso la matriz densidad del sistema tendra la forma

1

p=—7= (14 {1+ 11 D, (1.17)

S

2

[p] = <162 1%) : (1.18)

Calculando los autovalores de la matriz [p] se encuentra que ;2 = 1/2. Con este
resultado y la ecuacién (1.15) se procede a calcular la entropia de entrelazamiento

S(p) == Nln) = —2%111 (;) = —In (;) =1n2.

Este valor corresponde a In N, donde N es la dimensién del espacio de Hilbert,
siendo en este caso N = 2 y la base del espacio {[1{),[{1)}.

o escrita en su forma matricial

1.4.4. Otras maneras de medir entrelazamiento

Si bien en esta tesina se utilizé la entropia de von Neumann como medida de
entrelazamiento, resulta 1til (e interesante) conocer otras maneras de medir entre-
lazamiento.

La medida de entrelazamiento cuantifica qué tan entrelazado estd un estado
cuantico. Formalmente, esto puede obtenerse mediante cualquier funcién real no ne-
gativa de un estado que no pueda aumentar bajo operaciones locales y comunicacion
clasica, y que tome valores nulos para estados separables. Ademas de la mencionada
entropia de Von Neumann existen otras medidas de entrelazamiento.

Para los sistemas correlacionados de muchos cuerpos, cémo cuantificar apropia-
damente el entrelazamiento y cudl es su conexion intrinseca con las transiciones de
fase cuanticas han sido preguntas tanto desafiantes como fundamentales en la ultima
década. Se espera que el entrelazamiento cuantico juegue un papel importante en la
determinacién de las transiciones de fase cuanticas, ya que esto aportard a un cono-
cimiento mas profundo de este tipo de fenémenos. En este contexto, la concurrencia
entre espines ha sido un elemento de estudio en sistemas fuertemente correlaciona-
dos [20] debido a que permite estudiar el entrelazamiento entre partes de un sistema
que no son necesariamente complementarias (en el caso del STAM, por ejemplo,
permitiria estudiar el entrelazamiento entre la impureza y su sitio electréonico méas
cercano).

Varios autores han encontrado que la concurrencia, entropia de Von Neumann
y otras medidas del entrelazamiento son herramientas ttiles para identificar transi-
ciones de fase de diversos sistemas correlacionados [21-23], ya que estas cantidades
presentan valores extremos y/o singularidades en los puntos criticos. Sin embargo,
en trabajos recientes se observé que la presencia de puntos criticos en por ejemplo
la concurrencia, no son necesariamente indicadores de una transicién de fase [24].

Concurrencia entre espines

La concurrencia [25] es una medida de entrelazamiento para sistemas compuestos
de dos subsistemas de dimensién 2 (qubits) y que funciona tanto para estados puros
como mixtos. El por qué de que esta magnitud permita medir entrelazamiento no
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es algo sencillo de explicar, y a los alcances de este trabajo, tampoco posee mucha
importancia. La concurrencia C'(pap) se define como

C(pap) = max{0, A1 — A2 — A3 — A1}, (1.19)

donde pap es la matriz densidad reducida del subsistema formado por qubits A y
B, y los )\% son los autovalores, en orden decreciente, del operador

" 0 —2
R=panlo, @ o)iso, 0 0) 0= |0 ] (1.20

Dada esta definicién se clasifica a los estados dependiendo del valor de C'(pap):
» Un estado es separable si y solo si C(pap) = 0.
» Un estado estd entrelazado si y solo si C(pag) > 0.
» Un estado estd maximamente entrelazado si y solo si C(pap) = 1.

M4ds aun, cuanto mayor la concurrencia, mayor el entrelazamiento (se dice que la
concurrencia es una funcién monétona del entrelazamiento).

La concurrencia permite calcular lo que se conoce como “entrelazamiento de
formacioén”, lo cual no es otra cosa que el promedio de la entropia de entrelazamiento
sobre una descomposicion de un estado mixto en estados puros.

1.5. Modelo de impureza multiorbital

En esta tesina se trabajé con un modelo de Anderson de dos canales (2CAM)
entre los cuales se ubica una impureza con dos orbitales degenerados, impureza que
aloja aproximadamente a dos electrones formando un espin .S = 1. Por cuestiones de
simetria, cada orbital hibridiza tinicamente con una banda de conduccién asociada
(por ejemplo, el “orbital de la izquierda” solo tiene permitido hibridizar con el bano
de conduccién de la izquierda). Graficamente este modelo se esquematiza en la Figura
1.8. El hamiltoniano, escrito en el lenguaje de segunda cuantizacién, consta de tres
términos

Hocans = Hyand + Himp + Hy, (1.21)
donde
Hyna =Y fkallny Ckac (1.22a)
koo

corresponde a los canales de conduccién,

A J N A
Hz'mp = Egdoaﬁa + Uzﬁa'rﬁozi + (U, - 2H> NgNy — 2JaS1 - So

a a (1.22Db)
+ DS? +Jg (@Tciliczmdu + h.C.)

a la impureza y
Hpip =Y Va (éﬂwdag + dL,,ékw) , (1.22¢)
kao
a la interaccién entre impureza y banos de conduccion. g = et +a; Nae = dM&wa
con @ = a,b siendo el indice que referencia a los dos orbitales y sus respectivos

banios de conduccién. En el hamiltoniano de la impureza (1.22b) se encuentran las
energias de sitio (degeneradas) €4, = €4, la repulsién coulombiana intraorbital U
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Figura 1.8: En el 2CAM se tienen dos barios o = a,b de conduccion que hibridizan con
sus respetivos orbitales de la impureza mediante V,. Estos ultimos poseen energia de sitio
degenerada €4, repulsidn coulombiana U por doble ocupacion, repulsidn entre orbitales U’ y
una tnteraccion de Hund Jg.

e interorbital U’, la interaccién de Hund Jy y la anisotropia magnética de sitio
D. El origen fisico de la anisotropia magnética reside en la interaccién espin-orbita
dentro de la impureza, a consecuencia de la cual la orientacién del espin es favorecido
(D < 0) o desfavorecida (D > 0) a lo largo del eje de cuantizacién z. Se considera,
ademads de orbitales degenerados «, parametros de hibridizacion que no dependen
del orbital y se puede escribir entonces V, = V.

La eleccion de un método numérico para realizar los calculos trae consigo ventajas
y desventajas. En esta tesina se trabajo utilizando la implementacién ITensor del
grupo de renormalizacién de la matriz densidad (DMRG por sus siglas en inglés)
con la cual, a diferencia de NRG, no es posible quedarse con un conjunto reducido
de estados del espacio de Hilbert de la impureza (por ejemplo, no es posible desechar
exactamente los estados vacio o de ocupacién cuatro de la impureza). A causa de esto
se debe realizar una eleccién de pardmetros que permita priorizar energéticamente los
estados de interés. Con esto en mente, los parametros elegidos deben ser favorables
a la existencia de una impureza cuyo momento magnético corresponde a un espin
igual o aproximadamente igual a uno. Consecuentemente la impureza debe tener
una ocupacién cercana a dos, con un electrén en cada orbital y con los espines de
los dos electrones acoplados ferromagnéticamente. Esto se logra cumpliendo con las
siguientes relaciones

» Medio llenado de cada orbital: ¢g = —U/2, lo cual mantiene en muy buena
medida un electrén en promedio en cada orbital de la impureza aislada si U’
es mucho menor a U. En esta tesina también se consideran situaciones donde
U es muy grande y no vale la relacién anterior (sin embargo, se sigue tomando
g4 debajo de la energia de Fermi). En tales casos la ocupacién de cada orbital
no es estrictamente uno, sino que es algo menor.

= Acoplamiento ferromagnético entre orbitales: valores grandes para la regla de
Hund Jpy de manera que se priorice la presencia de estados tripletes en la
impureza. La primera regla de Hund de la fisica atémica asegura que esto es
lo que ocurre en sistemas reales.

» Tras las elecciones anteriores, conviene tomar U’ = Jg /4 para favorecer los
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Figura 1.9: Proceso de hibridizacion de orden cuatro que lleva a un espin-flip efectivo entre
las proyecciones S, = 1 para valores negativos de D. Imagen obtenida de la tesis doctoral
de German Blesio [13].

estados con dos electrones independientemente de los valores elegidos para Jg
yU.

Los pardmetros V,, afectan a la fisica de la impureza solo a través de la com-
binacién A, también llamada hibridizacién,

Ay =7V (er), (1.23)

donde p? es la densidad de estado del canal de conduccién « sin hibridizar
con la impureza. Se consideran banos de conduccién idénticos, por lo tanto
A, = A. Para la existencia de un buen momento magnético en la impureza
(régimen Kondo) es necesario tomar A < |g4], lo que dificulta los saltos de
electrones de los canales de conduccién a la impureza y viceversa.

Muy convenientemente la diagonalizacién del hamiltoniano de la impureza puede
realizarse por bloques si se tiene en consideracién el hecho de que éste conmuta
con el operador nimero de electrones. Tomando una notacién de la forma |a,b) =
limp a,imp b) y analizando en particular el subespacio asociado a dos electrones se
encuentran los estados tripletes con energias Ep = 2e4 + U’ — Jy

1), (1.24a)

= () + 1), (1.21b)
14, (1:240)
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dos estados singletes excitados con energfa Eg = 2¢4+ U’ — Jg

= (1) = L), (1.25a)

1
V2

y un estado singlete excitado con energia E;r =24+ U+ Jg

(I14,0) —10,41)), (1.25b)

1
N

Para el caso de la impureza aislada, si se consideran valores negativos de an-
isotropia, entonces el estado fundamental estard doblemente degenerado correspon-
diendo a S, = +1. Dado que estas proyecciones de espin difieren en ]AS’Z| =2noes
posible conectar el proceso de hibridizacién de segundo orden usual que origina la
interaccién de intercambio Kondo. Sin embargo, se encuentran procesos de cuarto
orden en la hibridizaciéon que si dan lugar a un apantallamiento completo de la im-
pureza S = 1 para valores negativos de D, los cuales se esquematizan en la Figura
1.9, encontrandose entonces con el efecto Kondo [26]. Al aumentar la anisotropia
y llegar a valores positivos se tiene que el estado fundamental estd no degenerado,
debido a que se favorece al triplete de proyeccion de espin nula.

(114, 0) +10,417) - (1.26)

1.5.1. Aplicaciones a sistemas fisicos

Aquellos trabajos que dieron origen a esta tesina utilizaron el 2CAM con S =1 a
fin de representar impurezas magnéticas en cadenas de oro dopadas con oxigeno [27].
La impureza utilizada, un 4tomo de niquel, al ser ubicada entre las cadenas se man-
tiene magnética con dos huecos degenerados formando un espin S = 1. Se encuentra
que las cadenas de oro, al ser dopadas con oxigeno, tienen sus bandas 5d cruzando el
nivel de Fermi?. Con estos dos resultados el sistema puede ser modelado por dos ban-
das de conduccion « = a,b que corresponden a las dos bandas del oro de simetrias
dy. y dg., las cuales se acoplan con los orbitales de la impureza. En el caso de la
impureza de niquel se tiene que en el estado fundamental participan los orbitales
dy. y dy, los cuales resultan modelados por dos orbitales o = a,b de energias €4,
degeneradas.

Para este sistema, modelado como se describié, se ha encontrado una transiciéon
de fase topoldgica conducida por la anisotropia de sitio D [28]. Al resolver el modelo
mediante NRG, variando D se encontrd una transiciéon de fase cudntica topoldgica
(TQPT, por sus siglas en inglés) que ocurre para un valor finito de anisotropia D,
proporcional a la temperatura de Kondo T l%, donde el supraindice refiere al caso
isotrépico. Esta TQPT separa dos fases de liquidos de Fermi. Para valores D < D,
el espin de la impureza se encuentra apantallado por el efecto Kondo usual, mientras
que para D > D, el grado de libertad magnético de la impureza es apagado por la
anisotropia. Este tltimo caso recibié el nombre de liquido de Fermi non-Landau,
porque es un liquido de Fermi que no estd conectado adiabaticamente con el caso
no interactivo [29]. En la regién cercana a D, existe una fase de liquido de non-
Fermi, del tipo efecto Kondo de dos canales sobreapantallado (2CK). En la Figura
1.10 se presenta un diagrama de fase del modelo en funcién de la temperatura y la
anisotropfa.

4En ausencia del oxigeno solo la banda 6s del oro, que no hibridiza con los orbitales de la
impureza, es la que cruza el nivel de Fermi.
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Figura 1.10: Esquema del diagrama de fase del 2CAM como funcién de la temperatura
y la anisotropia. Las curvas en trazo continuo indican las regiones de crossover entre el
comportamiento de liqguido de Fermi y el de non-Fermi, mientras que la linea a trazos senala
el inicio del comportamiento no universal a mayores temperaturas. Imagen obtenida de la
tesis doctoral de German Blesio [15].

Impulsadas por sus propiedades novedosas y su potencial uso en nuevos dispo-
sitivos, las moléculas individuales en contacto con electrodos o superficies metalicas
han sido foco de interés en el ltimo tiempo. En este contexto, recientemente se ha
encontrado que moléculas de ftalocianina de hierro sobre superficies de oro pueden
ser modelada mediante un 2CAM como el que se describe al comienzo de esta seccion
y presentan una fase de tipo liquido de Fermi non-Landau. Los resultados tedricos
expuestos en [29] replican aquellos obtenidos mediante mediciones experimentales de
espectroscopia tunel. Dentro de esta categoria de sistemas nanoscépicos se encuen-
tra también el conformado por una molécula de nickeloceno sobre un sustrato de
cobre, el cual puede ser modelado sin mayores idealizaciones por un 2CAM de espin
1 [30,31]. El nickeloceno ha llamado la atencién de la comunidad cientifica ya que al
ser absorbido consigue preservar su espin. Esta propiedad es de mucha utilidad en
el ambito de la fisica experimental, donde es utilizada para realizar sondas gracias
a que los espectros de sus propiedades son bien conocidos.

El cierre de este primer capitulo queda entonces dado por una “bajada a tierra”
de los modelos que se utilizaron en la tesina. Personalmente no tuve mucha relacién
con los compuestos mencionados, pero cuando se ve durante tanto tiempo un modelo
es agradable asociarle una utilidad en la vida real.



Capitulo 2

Calculo numeérico utilizando
DMRG

“The hardest problems of pure and applied science can only be solved by the open
collaboration of the world-wide scientific community.”
Kenneth G. Wilson

A lo largo de la licenciatura es normal cruzarse con funciones con nombre y
apellido, las cuales aparecen en convenientes tablitas que podemos tener a mano
a la hora de rendir parciales y finales. En algin momento temporal posterior al
encuentro con esas funciones, mi padre (Amadeo) me conté que durante sus anos de
carrera esas funciones con sus tablitas tan lindas estaban en grandes libros, libros
dedicados enteramente a ellas y a sus (vastas) propiedades. Para mi suerte nunca
tuve que aprender mas que unas pocas propiedades o, en el peor de los casos, pedirle
con un poco de vergiienza al docente que me las recuerde. Amadeo no tuvo la misma
suerte y se encontré teniendo que estudiar y memorizar todo lo relacionado a las
funciones con nombre y apellido.

La historia anterior parece un poco descolgada del tema de la tesina, pero las
conexiones vienen en un instante: lo mismo que describi con funciones particulares
pasa ahora con métodos numéricos (y muchas otras cosas mas, claro). Un dia como
cualquier otro en el IFIR estdbamos (estaban) hablando con Luis y Claudio acerca
de no-recuerdo-en-particular-qué de la tesina. De un momento al otro se repitio,
casi como un deja vu, la situacién de las funciones con nombre y apellido: Claudio
empez6 a contar como antes, durante su propio doctorado, para usar un método
numérico habia que escribirlo uno mismo (o si tenfas mucha suerte quizds alguien te
lo daba) pero que ahora, como es mi caso, instalando una libreria especifica podias
tener al alcance de un par de sentencias de codigo no sélo el método numérico, sino
también un arsenal de funciones para cédlculos tutiles en el drea.

Este capitulo estd dedicado a contar de una forma resumida la légica detras
del método que utilizamos para los célculos (DMRG) y las herramientas con las
que se trabajé. Durante la tesina este método fue utilizado basicamente como una
caja negra, sabiendo lo basico y necesario para poder hacer buen uso del mismo.
Ademsds, se detalla un pequenio tutorial sobre cémo utilizar la libreria ITensor en
el lenguaje Julia para poder utilizar un DMRG implementado con MPS, junto con
algunos comentarios de cosas que fuimos descubriendo sobre la marcha. Esta parte
de la tesina no pretende ser mas que un elemento de autoconsistencia para el trabajo
realizado, permitiendo que quien lo desee pueda replicar sin mayores problemas los
resultados obtenidos.

22
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Si se desea profundizar en lo que a DMRG y MPS respecta, las tesinas y tesis
[32-35] resultan muy completas. También les recomiendo la tesina de Lea [36], la
cual ain no fue presentada para el momento en que estoy escribiendo esto.

2.1. Grupo de Renormalizacién de la Matriz Densidad

Resolver de manera exacta algunos problemas cudnticos de muchos cuerpos re-
sulta extremadamente complejo. Por ejemplo, el problema de una cadena antife-
rromagnética de espin 1/2 y tamano N con interaccién de intercambio a primeros
vecinos estd representado por el hamiltoniano

A~ Nil A ~
H=>"8 8. (2.1)
=1

El espacio de Hilbert de este sistema crece exponencialmente con el tamano, lo cual
resulta desfavorable para el proceso de diagonalizar al hamiltoniano. Debido a este
tipo de problemas, en las tltimas décadas ha habido un aumento en la aparicién
y en la evolucién de los métodos numéricos que permiten resolver sistemas de este
tipo.

El grupo de renormalizacién de la matriz densidad (DMRG) es un método
numérico variacional apoyado fuertemente en otros de diagonalizacion exacta. Nacid
en 1992 gracias a Steve White [37] con el objetivo de solucionar un problema pro-
puesto por Wilson: una particula cudntica sin espin en una caja unidimensional. Este
problema no podria ser resuelto correctamente con el método de Wilson: el grupo
de renormalizacién numérico (NRG). DMRG es capaz de obtener el estado funda-
mental de sistemas cuanticos de muchos cuerpos con gran precision utilizando el
concepto de renormalizacion, el cual permite reducir los grados de libertad efectivos
y sélo considerar aquellos que resultan més importantes para el estado fundamental.
De esta manera, un problema con complejidad exponencial se convierte en uno de
complejidad lineal con el tamano del sistema. Aun asi, no todo es color de rosas:
para sistemas de gran tamafio el tiempo computacional resulta ser enorme.

El método que ide6 White es una técnica de gran precisién y eficiencia para siste-
mas fuertemente correlacionados de baja dimensién y a priori, no realiza ningun tipo
de suposicién. Ademés, aunque su precisiéon es finita, ésta se encuentra totalmente
controlada y los resultados que se obtienen son conocidos como cuasi-ezactos!. El
mayor costo que impone el uso de DMRG es un aumento en el tiempo de céalculo a
causa del tamanio del sistema.

Desde su nacimiento, el DMRG ha conseguido evolucionar y adaptarse a dis-
tintas areas de la fisica. Originalmente siendo formulado en el contexto de materia
condensada, hoy sus usos se extienden sobre diversos campos, tales como la fisica
nuclear y la quimica cuantica, convirtiéndose en una de las técnicas numéricas domi-
nantes para simular problemas de sistemas fuertemente correlacionados. En el afio
2004 se encontro que los algoritmos del DMRG estaban estrechamente relacionados
a una clase particular de estados cuanticos: los estados producto de matriz, o MPS
por sus siglas en inglés.

!'Durante mis primeros dfas estudiando en el IFIR me chocé bastante escuchar a Luis hablar de
las “mediciones” que obteniamos. Un tiempo después (no recuerdo si me lo explicé él o lo terminé
entendiendo), parecfa casi natural hablar de los resultados que obtenfamos utilizando DMRG como
si fuesen las mediciones que conocia de los afios de cursar fisica experimental.
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2.1.1. Truncamiento del espacio de Hilbert

Como se menciond anteriormente, el método DMRG se basa en truncar el espacio
de Hilbert. Cuando se hace este proceso se retiene una cantidad m de los estados
y la cuestion es encontrar una buena relacién de compromiso entre la cantidad de
estados retenidos, resultados confiables con poco error y una duracion aceptable de
los céalculos.

El teorema variacional [18,38] dice que la energia del estado fundamental cal-
culada en el espacio de Hilbert reducido es siempre mayor o igual a la energia del
estado fundamental exacto. Esto se traduce en que mientras menor sea la energia
obtenida en un espacio de Hilbert truncado, mejor serd la aproximacién a la energia
real. Entonces, para obtener la mejor aproximacién de la funciéon de onda en la base
truncada, la funcién de onda (representada por una matriz ¥) que mejor se aproxi-
ma a otra es aquella que minimiza la distancia de Frobenius entre ambas matrices.
Por el teorema de Eckart-Young [39], la matriz T que cumpla con esto sera aquella
que esté formada por los m autovalores mas grandes de la descomposicién en valores
singulares, descartando el resto. Simplificando un poco, la idea consiste en quedarse
con aquellos estados que posean mayor probabilidad. Finalmente, la base 6ptima
para obtener la mejor aproximacién de dicha funcién de onda en un dado espacio de
Hilbert truncado es aquella que esté formada por los m autovectores con autovalores
correspondientes més grande de la matriz densidad reducida de los bloques que se
definiran a continuacion.

2.1.2. Algoritmos de DMRG

Dentro de los algoritmos de DMRG se encuentran los algoritmos de sistema
infinito y finito. En el primero de éstos, también llamado warmup, se considera un
sistema unidimensional que comienza con una cadena de N sitios. Esta cadena es
separada en un bloque izquierdo y uno derecho, los cuales tienen dos sitios simples
entre ellos. Cuando la cantidad de sitios es menor que m (méxima cantidad de
estados con la que se trabaja) se agregan sitios a ambos bloques, sin truncar y se
diagonaliza el hamiltoniano efectivo (ambos bloques més la interaccién entre ellos) de
manera exacta. A medida que se agreguen los sitios, llegard un momento en donde se
alcance el nimero de estados m y sea necesario comenzar el proceso de truncamiento
del espacio de Hilbert. Este proceso se repetira hasta alcanzar el tamano del sistema,
deseado, o en su defecto, se dara por finalizado si el error en la energia obtenida estéd
por debajo de la tolerancia especificada.

En el algoritmo finito o sweeping es necesario ejecutar previamente el algoritmo
de sistema infinito hasta alcanzar el tamano deseado para el sistema e ir almacenan-
do todos los bloques, operadores y cambios de base que se realicen. Una vez que se
alcanza el tamafo deseado, se comienzan a realizar sweeps o barridos? de derecha
a izquierda y viceversa para optimizar las bases y mejorar la precisién. Ambos al-
goritmos pueden ser visualizados en la Figura 2.1: sistema infinito a la izquierda y
finito a la derecha.

2.2. Estado producto de matrices (MPS)

Al comienzo del presente capitulo se mencioné cémo el espacio de Hilbert de un
sistema, tan simple como puede ser una cadena de espines 1/2 y N sitios, crece expo-
nencialmente con el tamano del sistema. A primera vista ya se entiende que debido

2La idea de barrido se refiere a aplicar los pasos del warmup, pero en este caso aumentando
inicamente el tamano de uno de los bloques y, por ende, disminuyendo el del otro.
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Figura 2.1: Esquema de los algoritmos de DMRG. Izquierda: en la primera iteracion del
algoritmo de sistema infinito se agrandan los bloques, formdndose un superbloque con el
cual se determinard el estado fundamental y se renormalizardn los operadores de cada nue-
vo blogque considerando los m autoestados. Derecha: en el algoritmo de sistema infinito se
realizan barridos de derecha a izquierda y viceversa partiendo del estado final del algoritmo
de sistema infinito. Imagen obtenida de la tesis de maestria de Nayra Alvarez [32].

a esto, encontrar el estado fundamental de tal sistema es sumamente engorroso. Sin
embargo, al menos para aquellos sistemas que posean un gap entre el estado fun-
damental y el primer estado excitado, existe una zona no muy grande del espacio
de Hilbert que puede ser parametrizada de forma eficiente utilizando los estados
producto de matrices (MPS, por sus siglas en inglés). Para explicar este concepto se
esbozara un ejemplo sencillo y luego se presentara la forma general de estos nuevos
estados.

A la hora de construir un MPS se puede pensar este proceso como “construir un
estado mediante objetos de tres indices”. Para representar esto conviene pensarlo
como una matriz donde cada entrada es un vector que pertenecera al espacio de
Hilbert del sitio. Por ejemplo [40], para la cadena de N espines 1/2 cada vector se
podra escribir como

alt) +B81). (2.2)

Entonces, para el caso de una cadena en donde el espacio de Hilbert de cada sitio
corresponde a un espin 1/2, cada uno de estos sitios tendra asociada una matriz de
la forma

a1 [1) + B b)) ar2 1) + Bizld)
A= ||t +B8a) an|t)+B2l) |, (2.3)

Si todos los sitios son iguales, es decir, si el sistema tiene simetria translacional,
entonces todos los sitios tendrén asociada la misma matriz A. Con esto en mente, el
estado del sistema se obtiene multiplicando todas las matrices A como un producto
tensorial, con lo cual

) = Tr (AY). (2.4)

a= () 29

C(Melhe o 0
‘M‘< 0 \w®M®m®m)

En el caso més simple en que

se tendra
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resultando finalmente en un estado de la forma [Ypyps) =T --- 1)+ 1[4 -+ ).
De manera general y considerando la misma cadena de N sitios, el estado cuantico
mas general posible para este sistema sera

|Y) = Z Corron |O15 s ON) (2.7)

01, 0N

en donde cada {o;} representa el espacio de Hilbert de dimensién d para el sitio i.
Este mismo estado puede ser escrito como un MPS de la forma

‘wMPS> = Z AT A% (AN |0’1,...,0’N> . (28)

010N

En esta nueva representacion las matrices A%t tienen dimensiones D; 1 X Dy, siendo
aquellas que se encuentren en los bordes (i = 1, N) vectores (D; = Dy = 1) de modo
tal que el producto matricial que define al estado produzca un nimero y |o;) con
1 =1,..., N es una base de los estados locales del sitio i.

2.3. ITensor

ITensor [41], nombre simplificado para Intelligent Tensor, es una librerfa de soft-
ware inspirada en la notaciéon de diagramas tensoriales disponible para los lenguajes
Julia [42] y C++. Esta libreria fue desarrollada por Matthew Fishman, Steven Whi-
te3 y Miles Stoudenmire. ITensor permite utilizar, sin mayores complejidades, el
método de grupo de renormalizacién de la matriz densidad. En su pagina oficial
presenta una vasta cantidad de ejemplos que sirven de apoyo para quienes recién
comiencen a trabajar con esta herramienta. Ademads, cuentan con un soporte online
en donde se pueden realizar consultas de varias indoles. A los alcances que llega
esta tesina no es necesario mas que entender el formalismo de segunda cuantizacion
para poder escribir el hamiltoniano del sistema asi como aquellas magnitudes que se
deseen calcular.

El objetivo de esta seccién es dejar un pequeno tutorial, o mas bien una guia re-
sumida, sobre cémo escribir un programa béasico para poder utilizar DMRG usando
ITensor en el lenguaje Julia. Todo lo que se detalla puede ser encontrado tranquila-
mente en el manual de la libreria, con lo cual ante cualquier duda y/o inconveniente
es recomendable recurrir a tal herramienta. Quizas con la intenciéon de simplificar
el proceso de adaptacion al lenguaje para quien se encuentre leyendo, también se
dejaran pequenos ejemplos de creacion de gréaficas y exportacién de datos. A riesgo
de romper la cuarta pared mientras escribo, espero que este trabajito le pueda ser
de utilidad a alguien.

2.3.1. Como utilizar DMRG en ITensor

Como en cualquier programa, el primer paso a realizar es el llamado a las librerias
que se deseen utilizar (siendo en este caso ITensor) y la definicién de los pardmetros
tanto del modelo como del método.

using ITensors
using ITensors.HDF5

let
N = 100
hyb = 0.1785

3Si, el mismo que desarrollé el DMRG.
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W_band = 1.0
U=1.0

ed = -0.5
hfield = 0.0
Npart = N

tp = sqrt (0.5*hyb*W_band)
t = 0.5 *x W_band

sites = siteinds("Electron", N; conserve_qns = true, conserve_sz =
true, conserve_nf = true, conserve_nfparity = true, gnname_sz = "
Sz", qnname_nf = "Nf", gnname_nfparity = "NfParity")

sweeps = Sweeps (1200)
maxdim! (sweeps, 50,100, 100, 200, 200, 500)

Cédigo 2.1: Definicion de pardmetros y llamado de la(s) libreria(s) a utilizar.

mutable struct DemoObserver <: AbstractObserver
energy_tol::Float64
last_energy::Float64

DemoObserver (energy_tol=0.0) = new(energy_tol ,1000.0)
end

function ITensors.checkdone!(o::DemoObserver;kwargs...)
sw = kwargs[:sweep]
energy = kwargs[:energyl
if abs(energy-o.last_energy)/abs(energy) < o.energy_tol
println("Stopping DMRG after sweep $sw")
return true
end
# Otherwise, update last_energy and keep going
o.last_energy = energy
return false
end

function ITensors.measure! (o::DemoObserver; kwargs...)
energy = kwargs[:energy]
sweep = kwargs[:sweep]
outputlevel = kwargs[:outputlevell

if outputlevel > 0
println("Sweep $sweep, the energy is $energy")
end
end

Cdédigo 2.2: Funciones necesarias para la implementacion de DMRG (previo a la sentencia

let).

En el Cédigo 2.1 la declaracion let es propia del lenguaje Julia y debe ser cerrada
utilizando un end una vez que se termina de escribir el programa, la funcién sites()
es necesaria para construir un conjunto de sitios que contendra los indices de los
sitios que definen el espacio de Hilbert del sistema (por simplicidad no se entrara en
detalle sobre las entradas de esta funcién) y en las ultimas dos lineas se determina
la cantidad de barridos sweeps méximos que realizard el programa antes de cortar
el calculo en caso de que falle la convergencia y la cantidad de estados con los cuales
se quedara el DMRG a la hora de trabajar.

Entre la llamada a las librerias y el comienzo del programa delimitado por el
entorno let, se deben definir un conjunto de funciones que seran de utilidad a la
hora de trabajar con DMRG, que para el fin de esta tesina, simplemente tomarin
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el papel de verificar los parametros de calculo utilizados. Estas funciones se definen
en el Codigo 2.2.

Para la escritura del hamiltoniano del sistema, previo al llamado del DMRG, se
utilizard como ejemplo el STAM. En ITensor es notable el hecho de que esta forma de
escritura estd inspirada en la notacion que se acostumbra utilizar al trabajar con lapiz
y papel, provocando que sea sumamente cémodo transcribir los modelos utilizados
al cédigo. Este ejemplo se muestra en el Cédigo 2.3, donde la funcién AutoMPO
traduce las sumas de operadores locales en un MPO. Estos 1iltimos son operadores
que actuan sobre los MPS. Por otro lado, los términos como ser “Cdagup”,i+1
representan al operador c%i 41+ La ultima linea del ejemplo define completamente al
hamiltoniano del sistema.

ampo = AutoMPO ()
H#H###A###AA##H#E Bano de conduccion #H#H#H#F#H##H#H
for i in 2:N-1
ampo += -t,"Cdagup",i,"Cup",i+1
ampo += -t,"Cdagup",i+1l,"Cup",i
ampo += -t,"Cdagdn",i,"Cdn",i+1
ampo += -t,"Cdagdn",i+1,"Cdn",i
end

#########H##H### Terminos de hopping hacia la impureza ######H#HH#H#H#H#
i=1
ampo += -sqrt(2)xtp,"Cdagup",i,"Cup",i+1
ampo += -sqrt(2)*tp,"Cdagup",i+1,"Cup",i
ampo += -sqrt(2)*tp,"Cdagdn",i,"Cdn",i+1
ampo += -sqrt(2)*tp,"Cdagdn",i+1,"Cdn",i

HH##HHAHBEH#EHE Terminos de sitio ##H#####H##HH#H
for i in 1:1
ampo += U, "Nupdn",i
ampo += ed,"Ntot",i
ampo += -hfield,"Sz",i
end

H = MPO(ampo, sites)

Cddigo 2.3: Hamiltoniano para el modelo SIAM. Los operadores escritos en segunda
cuantizacion son funciones intrinsecas de la biblioteca ITensor.

El pentltimo paso en la escritura del programa es la definicién del estado inicial
desde el cual se comenzard a resolver el problema. Este estado puede ser definido
manualmente, acomodando los espines a voluntad, o de manera aleatoria.

# Defined state
state = ["Emp" for n in 1:N]
p = Npart
for i in N:-1:1
if p > i
state[i] = "UpDn"
p —= 2
elseif p >
state [i]
p =1
end
end
psi0 = productMPS(sites, state)

o

(isodd (i) 7 "Up" : "Dn")

# Random state
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psi0 = randomMPS (sites, state; linkdims = 10)

Cédigo 2.4: Dos maneras distintas de definir el estado inicial. A la hora de elegir una de
estas opciones para trabajar se debe comentar (o borrar) la restante para no sobrescribir el
estado.

El primer caso presentado en el Codigo 2.4 define al estado inicial de manera con-
trolada mediante la ubicacion de los electrones en los sitios de forma que se vayan
alternando entre espin up y down. La segunda manera de realizar la definicién es
obtener un estado inicial aleatorio generado por la funcién randomMPS de ITen-
sor. Una vez que se tiene definido este estado se procede a llamar al método para
comenzar a calcular el estado fundamental del sistema.

minsweeps=8

obs = DMRGObserver (["Sz"], sites; energy_tol=1E-8,minsweeps=

minsweeps)

# Check total number of particles:
@show flux(psiO)

# Start DMRG calculation:

energy, psi = dmrg(H, psiO, sweeps; observer=obs, outputlevel=1)
@printf ("Final energy = %.12f\n", energy)

println ("\nGround State Energy = $energy para mu=$ed, N=$Npart")

Cddigo 2.5: Llamada al método DMRG wutilizando las definiciones realizadas previamente.

En la primera linea del Cddigo 2.5 la sentencia minsweeps define el niimero minimo
de barridos a realizar. La llamada al observador DMRGObserver permite especificar
que por ejemplo, para estos calculos se desea mantener el valor de S, fijo y que
la tolerancia en la energia energy_tol deberd empezar a tomarse en cuenta a partir
del barrido nimero minsweeps. Durante la llamada al DMRG (linea 8) la entrada
outputlevel controla la impresién en pantalla de los pardametros obtenidos para cada
barrido, pudiéndose cancelar esto seteando su valor en cero en lugar de uno.

Como comentario extra, la forma de escribir funciones utilizando ITensor es
también muy similar a como se escribirian en una hoja ya que, a fin de cuentas, éstas
estaran compuestas por operadores. Esto permite que el cédigo sea amigable tanto
con aquel usuario que se encuentre trabajando como con quienes busquen entender
un programa ajeno. Un ejemplo de esto es la funcion meanvalues presentada en el
Cédigo 2.6, cuya escritura se realiza de manera similar a la de los hamiltonianos
pero sin necesidad de utilizar la funcién sites. En esta funcién se incluye el uso de
funciones de operadores, las cuales son intrinsecas a ITensor y se llaman utilizando
un nombre muy claro: inner, scalar, Sz, etc.

Finalmente, se presentan ejemplos en el Cédigo 2.7 para el guardado de archivos
de datos y su presentacién en imagenes junto con las librerias que se utilizaron para
este fin.

function meanvalues(N::Int64, psi::MPS, sites::Array, Corzz::Array{
Float64}, Corpm::Array{Float64},Cormp::Array{Float64},Cor::Array{
Float64},upd::Array{Float64},dnd::Array{Float64},updnd::Array{

Float64},szd::Array{Float64},sp::Array{Float64},sm::Array{Float64
b

for i= 1:N

a = AutoMPO ()
b = AutoMPO()
¢ = AutoMPO ()
a += "SZ",N,"SZ",i
b += 0.5,"S+",N,"S-",i
c += 0.5,"S-",N,"S+",i
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Corzz[i] = inner (psi,MP0(a,sites),psi)
Corpm[i] = inner (psi,MPO(b,sites),psi)
Cormp[i] = inner (psi,MPO0(c,sites),psi)
Cor[i] = Corzz[i] + Corpm[i] +Cormp[i]
end

for j in 1:N

orthogonalize! (psi, j)

psidag_j = dag(prime(psil[j]l, "Site"))

upd[j] = scalar(psidag_j * op(sites, "Nup", j) * psil[jl)
dnd[j] = scalar(psidag_j * op(sites, "Ndn", j) * psiljl)
updnd [j] = scalar(psidag_j * op(sites,"Nupdn", j) * psil[j])
szd[j] = scalar(psidag_j * op(sites, "Sz", j) * psil[jl)
splj]l] = scalar(psidag_j * op(sites, "S+", j) * psi[jl)
sm[j]l] = scalar(psidag_j * op(sites, "S-", j) * psil[jl)
end

return Corzz, Corpm, Cormp, Cor, upd, dnd, updnd, szd, sp, sm

end

Cddigo 2.6: Definicion de una funcion que permite calcular valores medios de operadores.

using DelimitedFiles
using CSV

using DataFrames
using Printf

using LaTeXStrings
using Plots

let

### Creacion de archivo de datos .csv con columnas x y entan ###
datas=hcat (x,entan)
CSV.write("Sigma-N="*string (N)*"Hyb="*string (hyb)*"D="*string(D)x*".
csv", DataFrame (datas,:auto), delim=" ", header = ["x" , "Sigma(x)

u])

### Creacion de archivo de datos .dat para escribir los valores de
entropia de entrelazamiento ###

filel9 = open("entropysiam"*string(N)*"_ed"*string(ed)*"hyb"*string
(hyb)*".dat", ngn

for b in 2:N-1

SvN = entropy_von_neumann (psi,b)
println(file19,"$b $SvN")
end

println(filel9,)
close(filel9)

### Generacion y guardado de una grafica ###

fig = plot(x, entan, markershape = :hexagon, linestyle = :dashdot,
color = :blue)

savefig("figN_D="#string(D)*".png")

Cddigo 2.7: Creacion de grdficas y archivos de datos.
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Figura 2.2: Funcién X(x) para distinto nidmero de estados m. Pardmetros: eq =-0.4, W =1,
U=Jy=40,U" =10, A =0.3 y N =80.

2.3.2. Algunas consideraciones a tener en cuenta

El célculo numérico representé una gran innovacion en el area de la fisica tedrica
ya que permitio estudiar sistemas que no tenian solucién analitica, y que en caso
de conocer los métodos necesarios, a veces pueden aparecer dudas sobre si el resul-
tado es fisicamente correcto o un artifact del mismo método. A pesar de esta gran
ventaja, esta poderosa herramienta también trae consigo un problema importante:
las computadoras no pueden interpretar los resultados por si solas. No es extrano,
entonces, que un célculo converja a un resultado “raro” que termine no siendo co-
rrecto, ya sea por falta de precision en las variables del método o por utilizar una
tolerancia muy baja en el método de corte.

El mayor problema que puede surgir a raiz de esto es el hecho de no saber
con certeza si este resultado sea el esperado o no. En realidad esto no es tanto un
problema en si ya que su solucién es bastante sencilla, pero nunca esta de mas dejar
registrados estos resultados “raros” para que otras personas que se los encuentren
puedan reconocerlos. Los célculos realizados en esta tesina no son la excepcién a
este comportamiento.

Debido a un nimero insuficiente de estados o a una alta tolerancia en la energia
del DMRG puede ocurrir que el programa converja a un estado que no es el estado
fundamental pero que se encuentra muy cercano en energia a éste. Una forma de
notar esto es verificando las propiedades fisicas del sistema y sus comportamientos.
Por ejemplo, en el caso de esta tesina se trabajé con funciones, que se introduciran
en el proximo capitulo, cuyo comportamiento en el extremo de la cadena opuesto a
la impureza debian anularse. La forma de arreglar estos problemas de convergencia
es aumentando el nimero de estados, lo cual aumenta considerablemente el tiempo
de calculo del DMRG, pero por desgracia, no hay otra opcién. En la Figura 2.2
se grafica una de estas funciones ¥ (x), mostrandose como para m = 50 estados
no se cumple la condicién de contorno. Al aumentar los estados hasta m = 200 se
encuentra una convergencia del sistema al estado fundamental correcto, en el cual
Y(x) en el borde de la cadena se anula.

Para el caso del 2CAM se trabajé con redes cuyo tamano era multiplo de 4 de
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Figura 2.3: Valor medio de SZ en funcion de la distancia a la impureza para distinto
numero de estados. Mismos pardmetros que la Figura 2.2.

manera que al medio llenar el sistema (un tnico electrén por orbital en promedio),
el estado fundamental resulte en un singlete. En una de las tantas pruebas de las
novedosas herramientas con las que se contaba, se realizaron calculos para redes de
tamano N/2 = 2k + 1, siendo k£ un natural. Para estos casos se encontré que la
mencionada funcién ¥(x) no cumplia con la condicién de contorno del final de la
cadena.

En determinadas ocasiones puede ser incluso necesario verificar mas de una pro-
piedad fisica del sistema. Para algunas mediciones se observé como el valor medio
de S, resultaba distinto de cero, a pesar que debido a la simetria Zso (S'f — —S’f)
deberia ser nulo en cada sitio. Esto puede observarse en la Figura 2.3, en la cual se
muestran los valores de (S,) para toda la cadena en tres casos con distinto nimero
de estados.






Capitulo 3

Longitud de la nube de Kondo

“I don’t know. I don’t know. I just want to do research.”
Myriam Sarachik

En este capitulo vamos a presentar un estudio de los llamados Kondo box: sis-
temas que presentan efecto Kondo y son de tamano finito. Uno de los temas més
interesantes (y poco conocidos) en la fisica de Kondo es la existencia y el comporta-
miento de la llamada “nube de Kondo”, la cual fue introducida en el primer capitulo.
El estudio de esta magnitud se extendera incluso hasta el préximo capitulo, donde
se lo abordara desde el enfoque de la teoria de la informacién cuantica.

Los calculos correspondientes a este capitulo fueron realizados para ambos mode-
los: Anderson de dos canales (2CAM) y de un canal (STAM), siendo este dltimo aquel
que, proporcionada una referencia, permitia testear los programas implementados y
sus resultados.

3.1. Introduccion

La longitud de apantallamiento £k esta relacionada con aquellos electrones del
bano de conduccién que apantallan a la impureza. Para comprender mejor este
concepto es util recordar que en el estado fundamental y a bajas energias (T' < T ) el
espin de la impureza se encuentra formando un singlete con un conjunto de electrones
de conduccion. Se considera que este grupo de electrones se extiende en el espacio
real formando una “nube” a lo largo de la denominada longitud de Kondo. Todos
los electrones de conduccion dentro de esta nube se encargan de apantallar el espin
de la impureza magnética y ademads, actian en conjunto formando un potencial de
dispersion para los electrones fuera de la nube. De manera equivalente al caso de
la temperatura de Kondo, se espera que las cantidades fisicas que dependen de la
distancia r de electrones de conduccion a la impureza sean funciones de escala de la
relacién r/€x en lugar de depender de r y i por separado.

A diferencia del apantallamiento por carga eléctrica, el cual puede entenderse
cldsicamente, la nube de apantallamiento de espin se produce de forma cuantica
coherente, formando un entrelazamiento de espin-singlete con la impureza. Aun-
que los espines interactian localmente alrededor de la impureza, la nube de Kondo
tedricamente puede extenderse en varios micrémetros.

Si bien la fisica de Kondo de una sola impureza magnética es muy bien cono-
cida —excepto por su extensién espacial—, nuestra comprension de los sistemas de
multiples impurezas como las redes de Kondo, que describen la fisica de los sistemas
denominados fermiones pesados [10], estd lejos de ser completa. En tales sistemas,

33
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la relacién de la longitud de la nube de Kondo con respecto a la distancia entre
las impurezas es crucial para comprender sus propiedades. La deteccién y control
de una nube de Kondo es, por tanto, un hito en la fisica de la materia condensa-
da. Gran parte de la comprension de la dependencia de la longitud proviene de los
argumentos analiticos y numéricos de grupo de renormalizacién [43-46], teorias de
campo medio [47,48], la diagonalizacién exacta de sistemas cortos [47] y los resulta-
dos numéricos de DMRG [49-51], que también estan restringidos a sistemas bastante
cortos.

A lo largo de 50 afios hubo varios intentos experimentales por detectar y medir la
longitud de la nube de Kondo. Estos intentos fueron infructuosos y la existencia real
de la nube era controvertida [52]. Solo recientemente [53] se ha detectado y logrado
medir una longitud del orden de los micrones de la nube de Kondo en un sistema de
punto cudntico, mediante experimentos con interferémetros.

3.2. Obtencién de la longitud de apantallamiento

Determinar la longitud de apantallamiento no es una tarea facil, atin en el &mbito
de la fisica tedrica. Diversos investigadores plantearon maneras de medirla y es
justamente en eso mismo que nos enfocaremos en esta parte de la tesina. Para esta
primera parte del capitulo se utilizé como referencia principal el trabajo de Holzner
et. al' [50] donde los investigadores involucrados se centraron en el andlisis de una
funcién relacionada a las correlaciones de espin entre los electrones del mar de Fermi
y las impurezas.

Los sistemas que presentan efecto Kondo poseen, en ausencia de anisotropia y
de campo magnético, un estado fundamental singlete, ST = 0. Para este estado vale

<Sd : ST> —0, (3.1)

donde el subindice d hace referencia a la impureza y si consideramos una impureza
. A A L—1 ~ . . .. -

con un solo orbital, Sp = Sy + > ;7" §; con i recorriendo los sitios del bafio de

conduccion. De estas dos relaciones se obtiene

<sd.sT><sd.sd>+jzll<<$;>>o,

1+§<Sd'éi>=o. (3.2)

i—1 <Sd . Sd>

La igualdad, o condicién, anterior explicita el hecho de que el espin de la impureza se
verd totalmente apantallado por los espines de conduccién. Dicho de una manera mas
burda: al considerar la totalidad del sistema queda de manifiesto el hecho de que el
espin total de conduccion se vuelve “igual y opuesto” al de la impureza. Esto resulta
como consecuencia del tamano finito del sistema. En una red infinita se espera que
Y (x) se anule a una distancia dada, llamada “longitud de apantallamiento” de la
impureza.

con lo cual

1Como dato no menor, les comento que para ese paper fue utilizado como gran referencia un
trabajo hecho por un grupo con gente de Rosario [54]. Particularmente, dos de los autores fueron
Claudio, quien acompaifié el proceso de realizacién de esta tesina y fue nombrado en capitulos
anteriores, y Maria Eugenia, una de las docentes que estuvo presente en gran parte de mi carrera.
A raiz de esto (y los comentarios de Claudio) pasamos a llamar a la “funcién de Holzner” como
“funcién de Gazza-Torio”.
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Figura 3.1: Esquema representativo del significado de x para X(x) en los modelos SIAM
(arriba) y 2CAM (abajo). En este dltimo x se toma de manera simétrica con respecto a las
1MPUTezas.

El resultado de la ecuacion 3.2 permite definir una magnitud que serd util para
medir el apantallamiento que sufre el espin de la impureza:

S(z) =1+ i <Sds> (3.3)

donde z recorre los sitios del bafio de conduccién, como se muestra en la parte
superior de la Figura 3.1. Esta cantidad pone en evidencia la medida en que el espin
total de los sitios de conduccién del sitio 1 al x apantallan a la impureza. En fisica la
eleccion de funciones para los estudios de propiedades de los sistemas no es azarosa
y, claramente, la funciéon que nos retine en esta seccién tiene propiedades muy ttiles
para ofrecer. Primero, la funcién de correlacién estd normalizada en la impureza
3(0) = 1. Ademas, en ausencia de campo magnético, el sistema es SU(2) invariante,

por lo tanto 3(x) puede calcularse igualmente reemplazando <Sd . éz> por < Aj . §f>

La obtencién de esta funcién implicé asumir una impureza con un unico orbital
y, si bien no fue explicitamente dicho, un tinico canal de conduccion. Para el caso
del 2CAM la funcién ¥(z) se define de manera muy similar

$2CAM (1) — 1 4 Z . (Sur S> , (3.4)
i—1 <Sda ' §z> + <Sdb ' §z>

pero con x recorriendo simétricamente las dos cadenas acopladas a las impurezas.
Esto puede ser observado en la parte inferior de la Figura 3.1. Sda,gdb son los
operadores de espin de los orbitales a y b de la impureza, respectivamente.

Como se menciond en el Capitulo 1, se espera que las magnitudes espaciales
de sistemas con efecto Kondo sigan propiedades de escala caracterizadas por una
longitud caracteristica, la longitud de apantallamiento, siempre que ésta pueda ser
contenida en el tamafio del sistema. Citando a los investigadores en Holzner et. al,
“esta condicion es equivalente a decir que el apantallamiento de espin perfecto en
un sistema de tamano finito L solo se puede lograr si el espaciado de nivel, que
escala como vp/L, es menor que Tx”. En tal caso, existen estados de conduccién de
baja energia, lo que permite un apantallamiento de la impureza a través del efecto
Kondo. Cuando existen estos estados, es decir, vp/L < Tk, la funcién ¥(x) deberia
tener el comportamiento de escala mencionado.

Clasicamente se esperaria que la longitud de apantallamiento sea aquella para
la cual la contribucién de los espines de conduccién dentro de ella sea exactamente
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Figura 3.2: Funcion de correlacion de espines en funcion de la distancia simétrica a la
impureza para distintos tamanos del sistema. En linea punteada se presenta la constante
y =0.1 que permite encontrar la longitud de apantallamiento. Pardmetros utilizados: €4 =-
0.5, Jg =13, A=0.2, U =0.3 y U=1.

igual en magnitud y opuesta en sentido al espin de la impureza. Sin embargo, debido
a la condicién de contorno 3.2 no es posible trabajar de esa manera. Este inconve-
niente surge a raiz de trabajar en sistemas de tamano finito, con lo cual resulta més
adecuado tomar a la longitud de apantallamiento como aquella para la cual 3(z)
decayd un factor a de su valor en la impureza

&o(L) = min{z; X(z) < 1 —a}. (3.5)

Esta longitud &, se toma para los distintos tamanos de red, por lo cual &, = £,(L).
Sin embargo, la longitud &, que realmente interesa es aquella que se obtiene para el
limite termodindmico de redes infinitas. Como no fue posible realizar esto de forma
directa, se procedié a buscar el valor limite al cual se va acercando &,(L) a medida
que L aumenta.

En el trabajo de Holzner et. al se analiza la dependencia de &, con el pardmetro
a. Los investigadores encontraron que comportamientos de escala universal solo se
lograban a partir de un cierto valor de a, ya que para valores mas pequefios se
empieza a “dejar de lado” a demasiados electrones que apantallan a la impureza y
por lo tanto, no se obtiene una buena descripcién del singlete de Kondo. Teniendo
los resultados de este trabajo en cuenta, para los célculos de esta tesina se tomé
a = 0,9 (al igual que en el trabajo mencionado) con lo cual &, (L) = &y 9(L). Para
ejemplificar este proceso se presenta el panel izquierdo de la Figura 3.2. En linea
punteada se muestra la funcién constante = 0.1 cuyas intersecciones con las distintas
funciones ¥ corresponden a los valores de £y o(L).

3.3. Correlaciones espin-espin

La longitud de apantallamiento puede ser medida de varias maneras. En la tesis
doctoral de Thomas Hand [55] se propone estimar esta longitud estudiando directa-
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mente las correlaciones de espin

K(z) = <Sd : sx> . (3.6)

En realidad, la propuesta implica trabajar con una correlaciéon promedio entre sitios

vecinos para el SIAM

O(r) = 5 (K () + Kz +1)), (3.7)

de manera tal que se suavicen las oscilaciones? que presentan las correlaciones totales.
Cuando se trabaja con el 2CAM este promedio entre sitios vecinos pasa a tomarse
de manera simétrica, muy similar a como se hizo en el calculo de ¥(x) de la seccién
previa.

Retomando lo dicho en el primer capitulo, el estado fundamental de un sistema
que presenta efecto Kondo es el llamado “singlete de Kondo”, formado por un grupo
de electrones de conduccién y la impureza. En este estado y considerando el STAM
de espin 1/2, los electrones que se encuentran formando el singlete (aquellos que
conviven dentro de la nube de Kondo) resultan correlacionados con la impureza de
forma tal que esta magnitud disminuye con la distancia a ella como 1/7¢, donde
d es la dimensién del problema [49]. Los electrones dejados al margen de la nube,
en cambio, ven su correlacién con la impureza disminuyendo como e~ 4", donde A
es una constante. Consecuentemente, para el caso del SIAM, la dependencia con la
distancia de las correlaciones de espin entre los electrones y la impureza es de la
forma [49]

C(ry=D <f + B) el (3.8)

en donde g = £ para sistemas unidimensionales?. En el caso de sistemas finitos co-
mo son las Kondo box no es posible aplicar las férmulas usuales de la fisica de Kondo
debido a que éstas se obtienen para sistemas infinitos con una banda de conduccién
plana. Sin embargo, se encuentran similitudes para la nube de apantallamiento de
Kondo (y también para las densidades espectrales) de la Kondo bozx y los sistemas
estandar [49].

En los sistemas unidimensionales, se espera que las correlaciones decaigan como
1/r para valores r < {x y luego decaigan de forma exponencial. Utilizando las
longitudes de apantallamiento calculadas por el método de Holzner et. al, entonces,
puede verificarse si se cumplen este tipo de comportamientos o no.

3.4. Resultados

3.4.1. Longitud de apantallamiento

En la los paneles izquierdos de la Figura 3.3 se muestran las funciones ¥ (z) para
el 2CAM (arriba) y el STAM (abajo) en funcién de la distancia a la impureza para
sistemas de 500 sitios, incluyendo la(s) impureza(s). A la derecha en esta misma
figura, se observan las funciones ¥ (z) pero ahora habiéndose realizado un escaleo de

2La dependencia espacial de magnitudes fisicas de sistemas con una superficie de Fermi suele
presentar oscilaciones del tipo o« cos(2krr). En el presente trabajo siempre se trabajé con bandas
de conduccién semillenas, es decir el momento de Fermi vale kr = /2. Consecuentemente, hay
oscilaciones o cos(7i): oscilaciones par-impar en los sitios 3.

3En sistemas de mayor dimensién se debe tener en cuenta que la longitud de correlacién y el
tamafio de la nube Kondo no son iguales, sino que siguen una ley de la forma lx = (£x /kS 1)
siendo kr el momento de Fermi.
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la forma ¥ (z) — X(x/&o9). En los cuatro paneles de dicha figura se pueden apre-
ciar las oscilaciones par-impar mencionadas previamente. Al realizar este cambio,
todas las funciones colapsan, en buena medida, en una tnica curva universal. Este
comportamiento es el esperado debido a las propiedades de scaling que posee el efec-
to Kondo: las propiedades fisicas del sistema tienen un comportamiento universal
siguiendo leyes de escala. Una diferencia apreciable en cuanto a la “calidad” del com-
portamiento universal se presenta entre ambos modelos: para el SIAM, las curvas se
acomodan de manera directa sobre una curva universal, mientras que para el 2CAM
el comportamiento universal se presenta de una forma mas, por decirlo de alguna
manera, borrosa. Ocurre que para estos analisis se trabajo con sistemas de igual
tamafio en ambos modelos, lo cual implica que los canales de conduccién del 2CAM
tienen la mitad del tamafnio que aquellos correspondientes al STAM. Lo ideal hubiese
sido trabajar con sistemas 2CAM cuyas semi cadenas (un orbital de la impureza més
un canal de conduccién) posean el mismo tamano que los sistemas STAM utilizados.
Un inconveniente asociado a esto reside en el método numérico utilizado: como se
mencioné anteriormente (Capitulo 2), el tiempo de convergencia del método crece
exponencialmente con el tamano del sistema. De todos modos, al comparar ambos
paneles de la Figura 3.3 para el 2CAM se nota con una simple inspeccién como las
curvas, originalmente separadas, comienzan a ubicarse comodamente siguiendo el li-
neamiento de una curva universal. Nétese que las curvas correspondientes a la mayor
hibridizacién, A = 1,282, son las que més se apartan de la curva universal, esto es
asi porque para tal A el sistema ya no esta en régimen de Kondo (hay demasiadas
fluctuaciones de carga), invaliddndose entonces la universalidad.

Los comportamientos universales presentes en el efecto Kondo aplican a todas las
propiedades fisicas del sistema. En aquellas de caracter espacial, las leyes de escala
se asocian a una unica escala de longitud £x, definida para el limite termodindami-
co. Entonces, comportamientos de esta indole deberian ser observados también en
aquella funcién que describe el cambio de la longitud de apantallamiento del siste-
ma a medida que varia el tamafnio del mismo. Curvas que describen lo mencionado
anteriormente son presentadas en la Figura 3.4. Al igual que en la Figura 3.3, en
los paneles del lado izquierdo se encuentran las longitudes de apantallamiento para
distintos tamanos del sistema, mientras que en el lado derecho se exhibe el compor-
tamiento universal al que sucumben estas curvas al ser escaleadas con L — L/&p 9.

Por otro lado, en la Figura 3.5 se muestra como &y 9 depende de la hibridizacién
A del sistema siguiendo una ley de la forma e /A Este tipo de dependencia era
el esperado ya que, mediante argumentos de grupo de renormalizacién, se estima
que [43,44] ,

mientras, por otro lado, Tx x e~ /2. De allf que ¢k ox e/2. Siguiendo esta linea de
pensamiento, resulta natural analizar mas profundamente la relacién entre £y g9 y la
temperatura de Kondo. En el caso del STAM de espin 1/2, la temperatura de Kondo
estd dada por

1/A

_ e (e U)
7572 U s (3.10)

mientras que para el modelo de espin 1 recientemente se ha encontrado [13] un
comportamiento de la forma

A 3 _ 2 A?’ meqg(eq+U)

con ¢ una constante de orden uno y el semi-ancho de la banda de conduccién como
la unidad de energia, W = 1.
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Figura 3.3: Izquierda: funcién X(x) para sistemas con distintos valores de hibridizacion en
funcion de la distancia a la impureza. Derecha: mismas funciones pero ahora rescaleadas
con x — x/&9. Pardmetros del 2CAM: e4=-U/2=-0.5, Jg =1.2, U’ =0.8 y N = 500.
Parametros del SIAM: e4 =-U/2=-0.5 y N = 500.
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Figura 3.4: Izquierda: longitud de apantallamiento para sistemas con distintos valores de
hibridizacion en funcion del tamano del sistema. Derecha: mismas longitudes pero ahora
rescaleadas con L — L/&y 9. Los puntos representan los valores de & 9(L) obtenidos y la
linea solida es una ayuda visual. Mismos pardmetros de la Figura 3.3.
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Figura 3.5: Longitud de apantallamiento &y 9 para el 2CAM en funcion de la hibridizacion.
Los puntos representan los valores de &9 obtenidos mediante X(x) y en linea sdlida se
presenta el ajuste realizado. Mismos pardmetros de la Figura 3.3.

En la Figura 3.6 se muestra como los resultados obtenidos para {p ¢ se relacionan
con la temperatura de Kondo de cada sistema. Para el SIAM de espin 1/2 (dere-
cha), las longitudes de apantallamiento obtenidas presentan un comportamiento en
acordanza a la ecuacién 3.10, ln(x/UiA&w) x 1/A. En el caso del 2CAM de espin 1
(izquierda), un comportamiento similar a la ecuacién 3.11 es encontrado. Se estima
que el limitado nimero de puntos es la causa de que no pueda observarse del todo
la relacién con la temperatura de Kondo para este modelo, asi como las cuestiones
de tamano previamente discutidas.

Panel 1 (2CAM) Panel 2 (SIAM)
12.0 J
3.5
°
3.0 1
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o —_—
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2 =
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Figura 3.6: Comparacion de la dependencia de §y o con U y A para el 2CAM (izquierda)
y SIAM (derecha). Los puntos representan los valores de & g obtenidos mediante X(z) y en
linea solida se presenta el ajuste realizado. Mismos parametros de la Figura 3.3.

De todos modos, los resultados obtenidos para ambos modelos confirman en
buena medida que la relacién conjeturada x o 1/Tk es vélida también para el
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Figura 3.7: Correlaciones C(r) en funcidn de la distancia o la impureza para las subredes
impar (izquierda) y par (derecha) con distintos valores de hibridizacién. La linea punteada
representa los valores medidos, mientras que la linea a trazos muestra los ajustes realizados
de la forma 1/r%, con 1.2< Qimpar <1.8 y 0.7< aper <1.3 en cada subred. Los pardmetros
utilizados son los mismos que en la Figura 3.1 para N = 500.

modelo de Anderson de dos canales. Esto indica que las caracteristicas esenciales del
singlete de Kondo son las mismas independientemente de la estructura orbital de la
impureza, al menos en el caso del efecto Kondo completamente apantallado.

3.4.2. Correlaciones de espin entre impureza y electrones de con-
duccion

Debido a la presencia de oscilaciones 2k en las correlaciones de espin, no resulta
sencillo trabajar de manera directa con esta magnitud. Por esta razén, a veces resulta
mas cémodo separar al sistema en dos subredes: una con los sitios de la red pares y
otra con los impares, las cuales se espera reflejen los comportamientos esperados para
el sistema “entero”. Por otro lado, los decaimientos mencionados en la seccién 3.3
estan apuntados a modelos STAM de espin 1/2. Teniendo esto presente, no resultaria
extrano que se encuentre algin parametro distinto para el 2CAM de espin 1. Con
esto en mente, se espera que los decaimientos tengan una forma 1/r® para el 2CAM,
donde « serd un parametro a determinar.

La Figura 3.7 muestra las funciones C(r) calculadas para las subredes par e
impar. Los ajustes realizados a estas curvas exhiben el comportamiento esperado
de 1/r® para los sitios del bano de conduccién cercanos a la impureza. Asimismo,
los valores del parametro o presentan un crecimiento en funciéon del aumento en la
hibridizacién. Este resultado coincide con el hecho de que a medida que aumenta
la hibridizacién disminuye la cantidad de electrones de conduccién que se necesitan
para apantallar el espin de la impureza.

3.4.3. Sistemas no isotrépicos

La funcién ¥(x), definida en la seccién 3.2, deja de tener las propiedades men-
cionadas una vez que se incluye una anisotropia en el sistema. Sin embargo, man-
teniendo cuidados a la hora de evaluar la convergencia del estado fundamental de
DMRG, es posible realizar el mismo analisis de datos que se planea para sistemas
isotrépicos. De esta manera se obtienen nuevas longitudes de apantallamiento &g g
con una dependencia en la anisotropia, las cuales se presentan en la Figura 3.8 junto
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Figura 3.8: Longitud de apantallamiento &9 en funcién de la anisotropia D (puntos) y
ajustes realizados (linea sdlida). Parametros del 2CAM: e4=-U/2=-0.5, Jg =1.2, U' =0.8,
A =0.2538 y N = 500.

con sus respectivos ajustes. En lo que a éstos respecta, su forma funcional estard
relacionada a la temperatura de Kondo mediante £y 9 o< 1/T. Para valores negati-
vos de anisotropia [26] y un modelo STAM de espin 1/2, la temperatura de Kondo
depende exponencialmente de este parametro, con lo cual en el caso del 2CAM de
espin 1 la dependencia es del tipo exponencial cuadratica. Del otro lado del eje de
anisotropias, en los valores positivos, la dependencia serd un tanto distinta. De [29]
se sabe que este ultimo modelo sufre una TQPT para un valor positivo de aniso-
tropia D. y que ademds, en 0 < D < D, la temperatura de Kondo T presenta una
dependencia con D del tipo ley de potencias

DC—D>2

b (3.12)

(D) 7

donde T = Tk (D = 0). De esta manera, la longitud de apantallamiento presentars,
un comportamiento del tipo

£0,9(D) o <DCD_CD>B, (3.13)

siendo B un pardametro a determinar debido a que se trabaja con sistemas de tamanio
finito. Los resultados obtenidos en el semieje de anisotropia positiva de la Figura 3.8
indican claramente que existe un valor critico de anisotropia para el cual la longitud
de apantallamiento diverge, correspondiente a una transiciéon de fase cuantica en la
que se destruye el efecto Kondo. Para los parametros elegidos la TQPT ocurre para
D. ~ 0.063. Fisicamente se encuentra que al aumentar la anisotropia, la nube de
Kondo comienza a “comerse” al sistema rapidamente hasta llegar a valores cercanos
a D. donde el sistema queda completamente dentro de la nube.
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Figura 3.9: Funcion X(x) para D =0.1> D, utilizando los mismos pardmetros de la Figura
3.8.
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Figura 3.10: Correlaciones C(r) en funcion de la distancia a la impureza para las subredes
impar (izquierda) y par (derecha) con distintos valores de D > D.. La linea punteada repre-
senta los valores medidos, mientras que la linea a trazos muestra los ajustes realizados. Los
pardametros utilizados son los mismos que en la Figura 3.1 para un sistema con N = 300.

Para D > D, el estado fundamental ya no es un singlete de Kondo entre impu-
reza y banos de conduccion. La anisotropia magnética D es tan alta que el grado de
libertad magnético de la impureza se quenchea, se apaga: el estado de la impureza
corresponde esencialmente a la componente S? = 0 del triplete. Por lo tanto pier-
de sentido hablar de una longitud de apantallamiento como en la fase Kondo. Sin
embargo, en principio, mediante la funcién 3(z) podria seguir siendo posible definir
una longitud &2 que dé una idea sobre la correlacién entre impureza y los bafios de
conduccion. En la Figura 3.9 se muestra céomo tal longitud 5879 engloba a todo el
sistema, volviéndose imposible obtenerla mediante el método de Holzner et. al. Sin
embargo, nada se pierde al indagar en otras magnitudes fisicas de este caso. La Figu-
ra 3.10 presenta los resultados obtenidos para las correlaciones de espin C(r) entre
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la impureza y los sitios del bano de conducciéon para ambas subredes. Se encuentra
que estas correlaciones presentan un comportamiento del tipo 1 /7"5 (8 # a, con «
el pardmetro definido para D = 0), donde el pardmetro del exponente disminuye a
medida que la anisotropia se aparta del valor critico.

La ley de potencia obtenida es llamativa porque indica que, a pesar que se fa-
vorece fuertemente la componente S? = 0 del triplete en la impureza, ésta sigue
correlacionada con “muchos” electrones de conduccién 4. Por lo tanto, cualitativa-
mente, el decaimiento de la correlacion de espin es la misma dentro de la nube de
Kondo que en la fase D > D.. Sin embargo, se encuentra que las correlaciones de
espin disminuyen apreciablemente con la anisotropia. Una prueba de ello es que
Y (x) presenta menos variacién respecto a su valor £(0) = 1 cuando aumenta D. Los
resultados obtenidos indican que no existe una transiciéon abrupta de las correlacio-
nes cuando se atraviesa la transicién de fase cudntica, sino que éstas van decayendo
monotonamente al variar la anisotropia.

4Contrariamente, un decaimiento exponencial de la correlacién con r indicarfa que solo unos
pocos electrones estdn correlacionados con la impureza.



Capitulo 4

Entropia de entrelazamiento

“Truth can change its form depending on the observer.”
Maria Ushiromiya

En este capitulo se presenta el estudio de la entropia de entrelazamiento para
distintas biparticiones del modelo de impureza de dos canales en funcién, principal-
mente, de la anisotropia magnética. Gracias a los trabajos de Wu [17] se sabe que
las transiciones de fase cuanticas son senaladas por medio de una discontinuidad en
alguna medida del entrelazamiento en un sistema cuantico. El objetivo perseguido
en esta parte del trabajo fue, entonces, encontrar un indicio de la transicién de fase
para valores D ~ D, en sistemas de tamano finito y profundizar el entendimiento
del estado fundamental del sistema a través del fenémeno de entrelazamiento cuanti-
co. Ademas, se discute el comportamiento del sistema por medio de la entropia de
entrelazamiento ante los cambios en la hibridizacién, ocupaciéon de la impureza y
otros parametros. Para interpretar estos resultados se utilizé un modelo de juguete
del sistema (ver Anexo A) que permite entender, con un sistema muy simplificado,
la fisica del problema original.

Debido a los largos tiempos de calculo de DMRG, algunas curvas presentadas
en este capitulo no estan “completas”. Esto no representa mas que un problema
estético para el trabajo, ya que las curvas incompletas alcanzan a mostrar los com-
portamientos fisicos de las magnitudes estudiadas. El tnico problema es, entonces,
que queda feo que algunas puedan llegar a més valores que otras.

Por ultimo, para evitar confusiones relacionadas a los esquemas del Capitulo 1 se
aclara que a partir de ahora los circulos vacios hacen referencia a orbitales del bano
de conduccién, mientras que los que estén llenos representaran a los orbitales de la
impureza. Como a lo largo de este capitulo se trabajé con distintas geometrias, se
agregd a modo de ayuda visual un pequeiio esquema en algunas figuras para sefialar
esto. Es importante tener presente que, en estos esquemitas, un sélo circulo vacio
representa a la totalidad de un bano de conduccién y no solamente a uno de sus
orbitales.

4.1. Entrelazamiento en la nube de Kondo

De manera muy similar a lo que se realizé en el Capitulo 3, se presume posible
la medicién de la longitud del singlete de Kondo por medio de la entropia de entre-
lazamiento. ;No resulta mas intuitivo estudiar la longitud de un algo que presenta
un entrelazamiento cudntico mediante la mismisima entropia de entrelazamiento?
En la Figura 4.1 se presenta, en analogia directa a la Figura 3.2, la entropia de

45
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Figura 4.1: Entropia de entrelazamiento en funcion del punto de corte del sistema para
distintos tamanos de éste. En linea punteada se presenta la constante y =0.1 que permite
encontrar la longitud de apantallamiento. Mismos pardmetros que en la Figura 3.2

entrelazamiento entre el bloque A (formado por la porcién de sistema que va desde
el primero hasta el sitio x) y el resto del sistema, para distintos tamanos N. En linea
punteada se marca la constante S, =0.1 que permite encontrar aquellos valores de x
para los cuales la entropia de entrelazamiento decayé un 90 % de su valor en la mitad
del sistema. Esto permite calcular la longitud del singlete de Kondo, 5[196: cuando la
entropia de entrelazamiento entre el bloque A y el resto es muy pequena se puede
pensar que el bloque A no forma parte del singlete, no esta entrelazado con la region
donde estd la impureza. A primera vista se nota como la entropia resulta simétrica
con respecto al centro del sistema, donde reside la impureza. Los resultados obteni-
dos para esta nueva longitud de apantallamiento, ya en el limite termodinamico, se
muestran en la Figura 4.2 siendo comparados con aquellos obtenidos en el Capitulo
3. La comparacién de ambos resultados expone una dependencia lineal entre ellos,
indicada por una proporcionalidad mediante un factor de orden uno.

Quizés la Figura 4.2 no parezca demasiado relevante ya que “simplemente” per-
mite obtener resultados que ya se conocian mediante otro método. Sin embargo no
es trivial que las correlaciones de espin, que definen a la funcién (z), den la misma
informacién espacial que la entropia de entrelazamiento: estos resultados evidencian
la existencia de un singlete de Kondo en el cual los electrones de conducciéon que
lo conforman estan espacialmente localizados alrededor de la impureza. jLa nube de
Kondo existe! Obtener una longitud de apantallamiento mediante la entropia de en-
trelazamiento que coincida con las predicciones tedricas (como la proporcionalidad
inversa a la temperatura de Kondo), permite comprender con mayor simplicidad el
hecho de que dentro de esta longitud se encierra el estado singlete de Kondo.

4.2. Entropia en sistemas no isotropicos

Los paneles izquierdos de la Figura 4.3 presentan el cambio que se da en la
entropia de entrelazamiento entre los subsistema a (canal a mds orbital a de la
impureza) y subsistema b (canal b mds orbital b de la impureza) al variar la an-
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Figura 4.2: Longitud de apantallamiento &9 obtenida mediante la entropia de entrelaza-
miento en funcidn de aquella obtenida mediante la funcion X(x). Los puntos son los re-
sultados obtenidos para distintos valores de hibridizacion (los mismos que se utilizé en el
Capitulo 8) mientras que la linea sélida representa un ajuste.

isotropia presente. A grandes rasgos, la entropia se asemeja a una funcién escalén
con un pequenio “pozo” en las cercanias a D = 0. El limite inferior de esta funcién
(D < 0) corresponde a In(2), indicando, por un lado, que ambos subsistemas estan
cudnticamente entrelazados y, por otro lado, el valor particular In(2) implica que
en cada subsistema hay un grado de libertad que puede tomar dos valores posibles,
correspondientes a los grados de libertad entrelazados . Célculos realizados usando
NRG [13] indican que en el rango de anisotropia negativa, el estado fundamental del
sistema es un singlete de Kondo conformado por la impureza con espin 1 y los banos
de conduccion. Dado que el corte para el cual se calcula la entropia se realiza exac-
tamente entre ambos subsistemas, estos resultados indican que ambos se encuentran
entrelazados y el singlete de Kondo no es el simple producto de dos singletes, uno en
cada subsistema. Los dos electrones de la impureza forman un espin 1 y éste forma
un singlete con ambos canales al mismo tiempo.

Por otro lado, el limite para anisotropias positivas es In(4). Para interpretar
este resultado resulta necesario un analisis més profundo del sistema, el cual pue-
de ser obtenido mediante un modelo de juguete. En el Anexo A se realiza dicho
andlisis considerando un pequeno modelo en donde los dos banos de conduccién son
reemplazados por dos espines 1/2, al igual que cada orbital de la impureza. De es-
ta forma, el nuevo sistema simplificado, esquematizado en la Figura 4.5, consta de
cuatro espines 1/2: dos ”espines de conduccién” y otros dos ”espines de la impu-
reza’. Para anisotropias muy positivas este modelo de juguete posee como estado
fundamental un estado producto de dos estados triples de S, = 0: los dos espines
de la impureza por un lado y los dos espines de conducciéon por el otro. Como la
entropia corta al sistema por la mitad, surgen dos In(2) provenientes de cortar es-
tos triples por la mitad. Tomando una notacién del tipo |a,b) = |[imp a,imp b) y

!Para entender mejor que se quiere decir, se puede recurrir a la analogia con el entrelazamiento
en un singlete formado por dos espines 1/2: cada espin tiene un grado de libertad que puede tomar
los valores T, |, siento estos nimeros cudnticos los que se encuentran entrelazados. Cuando el espin
1 tiene proyeccion de espin T, el otro espin tendra proyeccién |, y viceversa.
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Figura 4.3: Entropia de entrelazamiento partiendo al sistema en los subsistemas a y b (o
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Figura 4.4: Entropia de entrelazamiento separando al canal de conduccion a del resto del
sistema. Mismos pardmetros de la Figura 4.3.
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Figura 4.5: Esquema del modelo de juguete para el 2CAM.

|c, d),. = |conduccion a, conduccion b), el estado fundamental para D >> 0 tendria la
forma 1 1
Vale mencionar que este resultado no es para nada intuitivo: se podria esperar que
al ser D muy positivo la impureza es magnéticamente inerte, haciendo que ambos
canales de conduccion dejen de ”verse”. Sin embargo, se encuentra que los canales
estdn entrelazados entre si para cualquier valor de anisotropia.

Como se mencioné anteriormente, la forma de escaléon que toma la entropia
de entrelazamiento presenta una especie de “pozo” en las cercanias a D = 0. En
el lado derecho de la Figura 4.3 se aprecia el hecho de que aumentar el tamano
del sistema provoca que este pozo suba de manera mé&s abrupta. Extrapolando a
sistemas en el limite termodinamico, se presume que la entropia presentara un salto
finito desde un valor cercano a In(2) hacia In(4). Anteriormente en esta tesina (ver
Capitulo 1) se mencioné que las transiciones de fase cudnticas son delatadas por
una discontinuidad en alguna medida del entrelazamiento. Combinando esto y los
resultados obtenidos, resulta razonable esperar que este salto en la entropia ocurra
para un valor D = D, estrechamente relacionado a la TQPT encontrada en [29].
En este caso, la fase de liquido non-Landau (D > D,) se encontraria caracterizada
por una entropfa de entrelazamiento S7en—landav — In(4) e independiente de la
anisotropia. Otro resultado puede ser encontrado al observar el lado derecho de la
Figura 4.3: pareciera ser que en la fase convencional de liquido de Fermi (D < D)
Se si depende de la anisotropia, ya que el valor S.(D = 0) tiende a aumentar
a medida que lo hace el tamano del sistema pero siempre manteniendo el limite
Se(D — —o0) = In(2).

La diferencia entre los paneles inferiores y superiores de las Figuras 4.3 y 4.4 yace
en la eleccién de parametros. A pesar de que en ambos casos éstos resultan distintos,
el comportamiento de la entropia de entrelazamiento no cambia. Los resultados
obtenidos son entonces robustos frente al cambio de parametros, siempre que se esté
en el régimen de tener un espin 1 aproximadamente en la impureza.

De igual manera que en lo discutido recientemente, en la Figura 4.4 se presenta
la entropia de entrelazamiento al separar al sistema en el canal de conducciéon iz-
quierdo (canal a) por un lado, y los dos orbitales de la impureza y el canal derecho
por el otro (orbitales a y b de la impureza y canal b). Del lado derecho de esta
figura se puede observar un zoom a la regién cercana a D = 0. A diferencia del caso

(IM)e + o) - (4.1)
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Figura 4.6: Entropia de entrelazamiento entre la impureza y los dos canales de conduccion
utilizando la geometria escalera. Pardmetros: eq =-0.4, A =0.2, U = Jyg =40, U’ =10,
W =1 y N=16. El pequeno tamano del sistema se debe a que para esta geometria resulta
muy costoso numéricamente realizar cdlculos, ya que la geometria ladder implica un hopping
a sequndos vecinos, haciendo menos eficaz el cdlculo mediante MPS.

anterior, para un corte de este tipo se observa que ambos limites tienden a In(2)2.
Para valores negativos de anisotropia este limite puede entenderse de la misma ma-
nera que en el caso anterior: el estado fundamental es un singlete conformado por
ambos subsistemas. Al cortar al subsistema a aparece el factor In(2). En el caso de
anisotropia positiva, el factor In(2) nace de cortar el entrelazamiento (triplete) entre
los canales de conduccion. Es necesario tener presente para este analisis el hecho de
que los orbitales de la impureza se encuentran entrelazados entre si pero no asi con
los banos, los cuales si estan entrelazados entre ellos.

Como broche de oro para esta seccion se presenta en la Figura 4.6, la entropia de
entrelazamiento calculada para una geometria de tipo escalera o ladder. Este tipo de
configuracién es el utilizado usualmente para calcular entropias de entrelazamiento,
pero que para utilizar junto a DMRG resulta muy poco eficiente numéricamente. El
corte en esta geometria se realiza dejando por un lado la totalidad de la impureza
(ambos orbitales) y por el otro a los dos canales de conduccién. Para valores muy ne-
gativos de D se recupera el limite ya mencionado de In(2), mientras que para D muy
positivo la impureza se desentrelaza de los banos de conduccién, como corresponde
al estado producto 4.1.

A priori, el resultado obtenido para el limite de anisotropia positiva resulta con-
tra intuitivo debido al entrelazamiento que presentan los banos de conduccion. Se
presume que este estado nace a raiz de una combinacion particular de condiciones:
a valores muy altos de anisotropia, el estado fundamental de la impureza resulta en
un triplete con S, = 0, mientras que por otro lado, la interacciéon de intercambio
entre los espines de la impureza y los de conduccién favorece la presencia de espines
antiparalelos. Con la intencion de satisfacer ambas condiciones al mismo tiempo,

2Este limite fue verificado para redes mucho més pequefias (no presentadas en las gréficas),
debido a que para alcanzar estos valores se requieren valores |D| ~ 10, resultando muy costoso
numéricamente.
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Figura 4.7: Correlacidn ($1 - 82) entre electrones de conduccidn primeros vecinos de la
impureza. Los pardmetros utilizados son los mismos que en la Figura 4.6.

los electrones de conduccién deben correlacionarse entre si, provocando un entre-
lazamiento entre ellos. En el modelo de juguete del Anexo A se demuestra que el
estado fundamental de los “espines de conduccién” es también un estado triplete
de S, = 0. Para calmar las inquietudes al respecto, en la Figura 4.7 se muestra la
correlacion (8 - 82) entre los electrones de conduccién §; y S primeros vecinos de
la impureza (izquierda y derecha, respectivamente). Al aumentar la anisotropia la
correlacién entre tales espines tiende a un valor constante positivo, sosteniendo una
correlacion tipo triplete. En redes de mayor tamaifio se espera encontrar un estado
triplete de conducciéon conformado por més electrones que los primeros vecinos a la
impureza. De esta forma podria definirse una longitud caracteristica similar a o9,
la cual permitiria conocer la extensién de los banos de conduccién que se encuentra
entrelazada.

4.3. Modificaciones ante la variacién de parametros

Para profundizar sobre el efecto Kondo, considerar las variaciones de la entropia
de entrelazamiento con respecto a mas parametros que los vistos anteriormente puede
ser muy util. Esta seccién se encuentra dedicada a tal estudio para permitir una
mejor comprension del modelo que se utilizé.

4.3.1. Cambios en la ocupacion de la impureza

Si bien el interés principal de esta tesina recae en el 2CAM de espin 1, resulta
interesante estudiar que es lo que ocurre en el sistema al cambiar la ocupacién de la
impureza. Situaciones en donde la ocupacién de la impureza se aleja de ng ~ 2 son
de interés en sistemas tales como la molécula de niqueloceno sobre cobre (vista en
la capitulo 1).

La ocupacién se la impureza se ve escencialmente controlada por la energia del
orbital localizado. En el caso del 2CAM existe una degeneracién en los orbitales de
la impureza, provocando que la ocupacién sea idéntica en ambos. En la Figura 4.8
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Figura 4.8: Ocupacion de la impureza por orbital en funcion de la energia de los orbitales
para diferentes valores de anisotropia. Pardmetros: A =0.2, U = Jy =1, U' =0, W =1 y
N = N, =16.

se muestra la ocupaciéon de cada orbital de la impureza en funcién de la energia
de ocupacion g4 para distintos valores de anisotropia, asi como para el caso de la
impureza desacoplada de ambos banos de conduccién (A = 0), donde la ocupacién
no depende de la anisotropia. Se encuentra que la presencia de ésta modifica muy
poco la ocupacién de la impureza, atin para un valor fisicamente muy grande como es
D =0.43. A medida que aumenta D la ocupacién de la impureza tiende lentamente a
aquella que posee la misma al estar desacoplada de los banos. Este resultado puede
ser visualizado maés sencillamente si se considera un valor de g4 tal que ng ~ 2.
En este caso, si D es muy grande el estado de la impureza es muy cercano a la
componente con S, = 0 del triplete. Como las energias de los estados con 1 y 3
electrones aumentan con D ocurre que la hibridizacion se torna menos efectiva para
fluctuar la ocupacién de la impureza.

En la Figura 4.9 se grafica la variacién de la entropia de entrelazamiento en fun-
cién de la ocupacién ng de la impureza para dos particiones distintas del sistema. Los
parametros elegidos provocan una simetria de reflexién alrededor del medio llenado
de la impureza, con lo cual el sistema se encuentra en un “punto simétrico” donde
hay una simetria hueco-particula: los estados con uno y tres electrones contribuyen
de igual manera. Si bien la ocupacion de la impureza resulta relativamente insensible
ante la presencia de anisotropia, este no es el caso de la entropia de entrelazamiento.
Cuando se mide la entropia separando al sistema en dos mitades iguales (panel iz-
quierdo), ésta resulta maxima para una ocupacién de medio llenado, encontrandose
a su vez una marcada dependencia con la ansiotropia en este punto: para D ~ 0 se
tiene S, ~ In(2), mientras que para D grande S, ~ In(4). Estos resultados coinciden
con los obtenidos en las Figuras 4.3 y 4.4. Para anisotropias fisicamente razonables
(D <0.1), la entropia de entrelazamiento se vuelve independiente de D cuando el
valor medio de la ocupacion total de la impureza se escapa del rango 1 < ng < 3: se

3Teniendo en cuenta que los valores tipicos de anisotropia en sistemas nanoscépicos son del orden
de unos pocos meV, mientras que los semi-anchos W de las bandas de conduccién son del orden o
fracciones de eV, un valor D = 0,4 (en unidades de W = 1) es extremadamente grande.
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Figura 4.9: Entropia de entrelazamiento en funcion de la ocupacion de cada orbital de
la impureza. Panel derecho: separacion del sistema en los subsistemas izquierdo y derecho.
Panel izquierdo: corte del sistema dejando al canal 1 separado del resto. Los pardmetros
utilizados son los mismos que en la Figura 4.8.

necesita de la presencia de aproximadamente dos electrones para que la anisotropia
tenga un efecto en la impureza.

Cuando la entropia de entrelazamiento se mide separando un solo canal del resto
del sistema (panel derecho de la Figura 4.9), el comportamiento en funcién de la
anisotropia es no mondtono y se observa una menor variacién con respecto a lo que
ocurria en el caso anterior. Resulta llamativo el hecho de que el maximo en la entropia
se encuentre desplazado con respecto al medio llenado, aunque este resultado es mas
notorio para valores demasiado grandes de anisotropia (D >0.4). Para D ~ 0 se
encuentra que la entropia de entrelazamiento se vuelve casi constante en el rango
de ocupacion total de la impureza 1 < ng < 3. Este resultado puede interpretarse
como que la estructura de entrelazamiento del singlete de Kondo para el modelo de
dos orbitales es poco sensible a la ocupacién, siempre que se tengan contribuciones
importantes de los estados con dos electrones.

4.3.2. Variacién con la hibridizacion

La hibridizacién entre la impureza y los canales de conduccién que la acompanan
es quien permite que se establezca el efecto Kondo en un sistema: los saltos de
los electrones entre ambos sistemas se terminan traduciendo en una interaccion de
intercambio antiferromagnética que provoca la formacién del singlete de Kondo.
Son de principal interés aquellas hibridizaciones pequefias en comparacion a otros
pardmetros como, por ejemplo la energia de ionizacién de la impureza. En tal caso,
es posible definir un “buen momento” magnético en la impureza. Sin embargo, para
comprender mejor el estado fundamental del 2CAM resulta muy util estudiar el
comportamiento de la entropia de entrelazamiento en funcién de la hibridizacion.

En la Figura 4.10 se presenta la entropia de entrelazamiento para las dos particio-
nes del sistema utilizadas hasta ahora. En el caso donde la entropia se mide cortando
al sistema en dos subsistemas simétricos (panel izquierdo), la entropia tiende a cero
al aumentar la hibridizacion. Al haber tomado valores no tan grandes para la inter-
accién de Hund y la repulsion de Hubbard, cuando la hibridizacion es del orden de
estos parametros, el estado fundamental del sistema consiste en el estado producto
de los estados fundamentales de cada subsistema por separado. Estos dos subsis-
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Figura 4.10: Entropia de entrelazamiento en funcion de la hibridizacion. Pardmetros uti-
lizados: eq =0.4, U = Jg =1, U' =0, W =1, D =0 y N =120.

temas no se "sienten” entre ellos y por lo tanto, cuentan con un entrelazamiento
despreciable.

Por otro lado, cuando se separa a un canal del resto del sistema (panel derecho
de la Figura 4.10) la entropia tiende a In(4) al aumentar la hibridizacién. Previa-
mente, cuando se analizé la dependencia de la entropia de entrelazamiento con la
anisotropia se habia obtenido este mismo limite. Sin embargo, tal resultado encon-
traba su origen en el “entrelazamiento doble” que ocurria entre los dos subsistemas
(orbitales y canales por separado, estando desentrelazados entre ellos). La diferen-
cia con ese caso es que ahora, més precisamente en el parrafo anterior, se encontrd
que ambos subsistemas estan desentrelazados. El limite de In(4) deriva, entonces,
de otro entrelazamiento. Cuando la hibridizaciéon es muy alta existen fuertes fluc-
tuaciones de carga en la impureza, permitiendo pensar que el estado fundamental
posee contribuciones importantes de los cuatro estados: vacio, simple ocupado up,
simple ocupado down y doble ocupado. De esta forma, el limite In(4) se obtiene de
un entrelazamiento entre el canal a y su respectivo orbital. Esto sugiere que el estado
fundamental resulta ser una combinacién de los cuatro estados de la impureza junto
con estados de su bano de conduccién asociado. Este resultado puede ser interpre-
tado de la siguiente manera: ademés del singlete usual de espin, este estado cuenta
con un “singlete” en el sector de carga (por ejemplo, el estado vacio de la impureza
aparece estrechamente ligado con un estado de conduccién de M electrones, mien-
tras que el doble ocupado lo esté con un estado de conduccién con M —2 electrones).
Para dar un sustento a esta idea, en la Figura 4.11 se muestra la entropia de entre-
lazamiento en funcién de la hibridizacién para la geometria escalera? separando los
orbitales de la impureza y ambos banos. Efectivamente, se encuentra para este caso
que la entropia tiende al limite 2 x In(2) cuando la hibridizacién aumenta. El factor
2 que aparece surge de que ahora se tienen dos sistemas de una impureza acoplada
a un unico canal. Finalmente, para A — 0 la entropia es cercana a 2 x In(2), valor
correspondiente al doble de la entropia asociada a un singlete de Kondo convencional
de espin 1/2.

4Si bien este cdlculo se realizé para una red pequeiia (N=16), es légico pensar que el resultado
es valido para redes de mayor tamano.
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Figura 4.11: Entropia de entrelazamiento en funcion de la hibridizacion utilizando la geo-
metria escalera. Pardmetros utilizados: eq =0.4, U = Jg =1, U' =0, W =1, D =0y N =16.

4.3.3. Presencia de campo magnético

Al agregar un campo magnético al sistema se destruye facilmente el efecto Kon-
do. El campo favorece una proyecciéon determinada de espin por sobre las otras,
reduciendo asi las fluctuaciones de espin necesarias para la formacién de singletes.

El panel izquierdo de la Figura 4.12 muestra la entropia de entrelazamiento par-
tiendo el sistema al medio en funcién del campo magnético aplicado para distintos
valores de anisotropia. En el lado derecho de esta misma figura se presentan resul-
tados similares pero ahora cortando al sistema de forma tal que quede el canal a
separado del resto. La variacién que se observa al modificar el campo magnético es
idéntica en ambos casos: al aumentar el campo el entrelazamiento del sistema tiende
a cero. Este resultado no es de extranar dado que el campo magnético destruye al
efecto Kondo, resultando en la ausencia de un singlete de Kondo como estado fun-
damental del sistema. Una diferencia cuantitativa es que el entrelazamiento entre
los subsistemas tiende a cero mucho maéas rapidamente que aquel que se da entre un
canal y el resto del sistema. Un dado campo magnético resulta mas efectivo para
desentrelazar los subsistemas que para realizar esto mismo entre un canal y su res-
pectivo orbital. De manera general, el campo magnético necesario para destruir un
singlete de Kondo es del orden de Tk para el caso de anisotropia nula. De esto tltimo
se desprende el hecho de que sera necesario un campo menor para destruir el singlete
de Kondo en el 2CAM de espin 1 que en el caso de espin 1/2. Esto tltimo es debido
a que la temperatura de Kondo para S=1 es mucho menor que la correspondiente a
S=1/2.

En sistemas no isotrépicos con D > 0 la anisotropia favorece una proyeccién
de espin S, = 0, provocando que el campo magnético requerido para desentrelazar
a las partes del sistema sea mayor que para D < (. Este ultimo caso favorece a
aquellos estados con proyecciones S, = +1, provocando asi que un campo magnético
pequeno favorezca facilmente a una de ellas y, consecuentemente, destruyendo el
efecto Kondo.
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Figura 4.12: Entropia de entrelazamiento en funcion de un campo magnético h aplica-
do en la impureza. Cada panel presenta un corte distinto en el sistema: separacion entre
subsistemas (izquierda) y separacion entre canal izquierdo y el resto del sistema (derecha).
Pardmetros: eq =-0.4, A =0.2, U = Jyg =40, U' =10, W =1 y N=40.

4.4. Modelo de Kondo de espin 1

El modelo de Kondo de espin 1 es el limite del 2CAM cuando se eligen pardametros
tales que la ocupacién de la impureza es cercana a dos y su estado fundamental sea
entonces un estado triplete. El hamiltoniano de Kondo en este caso es

N-1
ﬁK = Z Z ta (ézao-éi—&-laa' + hC) + Z Jas~é0a7 (42)
(0%

i=0 «ao

donde o« = a,b refiere a los canales de conduccién, t, es el hopping asociado al
canal «, S es el operador de espin S = 1 correspondiente a la impureza y Sgq
corresponde a los espines electronicos en el extremo de los canales de conduccién
pegados al espin de la impureza. Utilizando este modelo se repitieron los cédlculos
realizados previamente con el modelo de Anderson. La idea fue ver que los resultados
pueden ser reproducidos cualitativamente, ya que para una comparacién cuantitativa
se necesitaban tomar parametros en el modelo de Anderson que complicaban los
célculos (por ejemplo, 4 — 00). Numéricamente el modelo de Kondo resulta més
sencillo de trabajar. Sin embargo, el modelo de Anderson representa de manera més
realista a los sistemas fisicos con impurezas de dos orbitales y ademds, permite un
andlisis mas profundo del sistema.

En la Figura 4.13 se muestra la entropia de entrelazamiento separando al sistema
en el canal a por un lado y el resto por el otro. Estas curvas recuperan los limites y
comportamientos de sus respectivas hermanas del modelo de Anderson (ver Figura
4.4). Para valores muy grandes de |D|, la entropia tiende a In(2). En la zona cercana
a D = 0 se observa el mismo tipo de “pozo” que en el modelo de Anderson, el cual
presenta subidas mas abruptas al aumentar el tamano de red.

4.4.1. Distintas interacciones de intercambio

Hasta ahora se consideré que los orbitales, al igual que los canales, se encon-
traban degenerados. Ademads, la hibridizacién entre ellos se mantuvo idéntica para
ambos subsistemas. Llamando J; p a las interacciones de intercambio a izquierda y
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Figura 4.13: Entropia de entrelazamiento para el modelo de Kondo en funcion de la aniso-
tropia cortando al sistema de manera tal que el canal a quede separado del resto. Pardmetros:

J=02yW =1.

derecha respectivamente, en la Figura 4.14 se presenta la entropia de entrelazamien-
to, manteniendo fijo J; =0.2, en funcién de la anisotropia para distintos valores de
Jp. Debido a este cambio, ahora no es lo mismo partir al sistema dejando al canal
izquierdo separado del resto que hacerlo con el del lado derecho y por lo tanto se
debe hacer esa distincion. Se denota como “A” a la particién asociada a dicho canal.

0.85
jo=011 2
JD =0.1] o D
— Jo=0.05[o] @ |
0.80 - Jp=0.05] o® o]
Jo=0.2

w 0.75 1

0.70 A In(2)

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

Figura 4.14: Entropia de entrelazamiento para el modelo de Kondo en funcion de la an-
isotropia para distintas interacciones de intercambio Jp en el lado derecho. Debido a los
distintos valores de Jp no es indistinto calcular la entropia cortando al sistema en el canal
izquierdo o derecho, razén por la cual se indica como “A” al canal tomado para cada curva.
Parametros: J =0.2 y W =1.
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Al tomar “A” como el canal més fuertemente acoplado se observan cambios leves
al reducirse el intercambio de la impureza con el otro canal. Si se asocia la posicién
“D” del pico de estas curvas con la transicién de fase se encuentra que al reducirse
Jp este valor critico también disminuye. En el caso Jp = 0 el sistema se transforma
en un espin 1 acoplado a un tinico bano de conduccion, siendo su estado fundamental
el estado Kondo subapantallado. Para este sistema se sabe que la anisotropia critica
que permite transicionar a una fase sin efecto Kondo es D, = 01 [56], resultado
consistente con el obtenido en la Figura 4.14. Finalmente, si “A” corresponde al
canal menos acoplado a la impureza, la entropia se vuelve constante e igual a In(2)
para interacciones de intercambio apreciablemente diferentes.



Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

A lo largo de esta tesina se realizé un estudio de las propiedades espaciales del
modelo de Anderson de una impureza magnética de espin S = 1, con dos orbitales
acoplados a dos canales de conduccién (2CAM), utilizando el método de grupo de
renormalizacién de la matriz densidad (DMRG) gracias a la librerfa ITensor. Este
sistema ha sido estudiado con anterioridad utilizando el método de renormalizacion
numérico (NRG), el cual presenta grandes complicaciones para el estudio de las
propiedades espaciales.

Se encontré que en la fase Kondo del 2CAM se reproducen las propiedades espa-
ciales ya conocidas para modelos més simples, como el modelo de Anderson STAM
consistente en una impureza con un unico orbital acoplada a un solo bano de con-
duccién. Esto es un indicio de que las propiedades del singlete de Kondo, para el
caso del efecto Kondo completamente apantallado, son cualitativamente indepen-
dientes de la estructura orbital de la impureza. En particular, se calculé la longitud
de la nube de Kondo £x y se verificé que satisface en buena medida la relacion
¢k x 1/Txk. Cuantitativemente si existe una diferencia marcada con los resultados
del STAM: como la temperatura de Kondo del modelo de dos orbitales es mucho
menor, la nube de Kondo es mas extensa. Podemos pensar que como el espin de la
impureza es 1, entonces se necesitan mucho mas electrones para su apantallamiento
que para una impureza de espin 1/2. Los comportamientos encontrados, los cuales
nacen originalmente de un estudio sobre las correlaciones de espin entre la impureza
y los sitios del bafio de conduccién, son verificados mediante el analisis de la entropia
de entrelazamiento del sistema. Con esta ultima cantidad resulta mas intuitiva la
definicién de la nube de Kondo, entidad que contiene a los sitios (de la impureza y
del bano de conduccién) que participan en la formacién del singlete de Kondo para
el estado fundamental del sistema.

Estudiando el mismo modelo pero incluyendo una anisotropia en la impureza
fueron encontrados indicios de una transicién de fase cudntica topoldgica entre dos
liquidos de Fermi para un valor D, > 0. Uno de ellos es el ya conocido liquido de
Fermi-Landau para sistemas con efecto Kondo totalmente apantallado. El restante
fue recientemente nombrado como “liquido de Fermi non-Landau” y poco se conocia
de su estado fundamental. Gracias a la entropia de von Neumann como medida de
entrelazamiento fue posible comprender que este estado exhibe un entrelazamiento
“doble”: entre los orbitales de la impureza por un lado, y ambos banos de conduccién
por el otro. Este resultado resulta no trivial, ya que intuitivamente se esperaba que
dicho estado consista en un producto de los estados fundamentales de cada uno de
los tres subsistemas: la impureza y cada uno de los banos por separado.

En estudios posteriores se espera profundizar en el estudio de las propiedades
espaciales de la nube de Kondo en sistemas de mayor tamano. Debido a los tiempos
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de computo del DMRG resulté complicado trabajar con sistemas muy grandes, con
lo cual se pretende lidiar més adelante. Con tales sistemas se buscaria realizar un
estudio mas cuidadoso de tamano finito que permita estimar con mayor precision
el valor de D, y luego, compararlo con el correspondiente obtenido mediante NRG.
Asimismo, es muy importante corroborar los resultados de esta tesina haciendo ex-
trapolaciones al limite termodindmico, tales como el comportamiento de la entropia
de entrelazamiento cerca de D = D, y la longitud de apantallamiento tendiendo a
infinito cerca de este mismo punto critico.

Por otro lado, recientemente ha llegado a oidos del grupo el concepto de “orbita-
les naturales” [51]: serfan orbitales del bafio de conduccién que predominantemente
se acoplan y se entrelazan con la impureza, y cuya extension en el espacio real abarca
a mas de uno de los orbitales “originales” del bano. Con ayuda de los expertos en
célculo numérico del grupo se espera poder incursionar en esta nueva herramienta y
asi profundizar en el entendimiento del singlete de Kondo para impurezas multiorbi-
tales. Por ultimo y siguiendo esta idea, serfa interesante realizar estudios utilizando
la concurrencia como medida de entrelazamiento. La concurrencia da informacion
sobre el entrelazamiento entre dos partes del sistema que no son necesariamente
complementarias, por ejemplo, informa sobre cémo se entrelaza la impureza con un
orbital electrénico especifico. Esta herramienta podria ser de utilidad a la hora de
estudiar el estado fundamental en la fase D > D..
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Anexo A

Modelos de juguete

Mucho se ha hablado de la imposibilidad de realizar estudios analiticos sobre
sistemas de muchos cuerpos. En estos casos existe la posibilidad de trabajar con un
modelo simplificado del sistema: los toy models. Estos modelos simplificados resultan
muy utiles para explicar cualitativamente los comportamientos del sistema original.

FEn este Anexo se presenta el calculo analitico de la entropia de entrelazamiento
para dos toy models con el objetivo de proveer una base para la interpretacién de
los resultados del Capitulo 4 .

A.1. Dos espines 1/2 y un espin 1

El modelo de la impureza de Kondo de espin 1 acoplada a dos banos de conduc-
cién puede simplificarse al reemplazar cada bano por un tunico espin 1/2. De esta
forma se tiene un sistema consistente en una impureza S de espin S = 1 acoplada
mediante la interaccién de intercambio Jp al operador de espin 1/2 §p y mediante
la interaccién J; al operador de espin 1/2 §;. D e I hacen referencia a espines 1/2
a derecha e izquierda de la impureza, respectivamente. Ademads, el espin 1 tiene
anisotropia de ion simple D. El hamiltoniano de este modelo resulta

. . N2
=Y Jasa.s+D(52) . (A.1)
a=D,I
A.1.1. Determinacion del estado fundamental

Para calcular la entropia de entrelazamiento es necesario encontrar el estado fun-
damental del hamiltoniano (A.1). Por simplicidad a la hora de realizar los calculos
conviene expresar al operador S en termino de los operadores escalera ST y S™

i= a;[ Ja B (3557 +528%) + ss} +D (5)2 , (A.2)

donde la accién de los operadores involucrados sobre estados |SM)

ST|S, M) = +/S(S+1) — M(M +1)|S, M +1), (A.3a)
STIS, M) = \/S(S+1)— M(M —1)|S,M — 1), (A.3b)
S*|S, M) = M|S, M), (A.3c)

siendo S el espnin total y M su proyeccién a lo largo del eje de cuantizacién Z. Por
ejemplo, para S =1 (M = +1,0) se tiene

STI0Y =v2|1), St —1) =+v2|0), S7[1) =+2[0), ST|0)=+v2|—1), (A.4)
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donde han sido expresados los estados por su ntmero cuantico M obviando la no-
taciéon S = 1.
Dado que

[ﬁ, D s+ 8% =0, (A.5)
(03

se encuentra que 57, es un buen numero cudntico. En este problema los posibles

valores de la proyeccién del espin total son S¢; = +2,+1,0. El proceso de diago-

nalizacién del hamiltoniano se realizara entonces en cada uno de los subespacios

asociados a estos valores.

Subespacios 57, = £2

Como ambos subespacios son unidimensionales, los estados con S7; = +2 son
autoestados del hamiltoniano (A.1):

AL = (P4 5+ ) 11 (A61)

Ambos estados se encuentran degenerados por simetria y el autovalor asociado a
ellos es

J J
E(SZ, = +2) = 713 + 7] +D (A7)
Subespacios 57 = £1

Para trabajar en este subespacio es conveniente considerar la base

{{H=[101 2)=111 3)=L11}. (A.8)
La accién del hamiltoniano sobre los elementos de esta base es

. Jp Jr

H|1) = —=2) + —|3), A9

) =2+ i8) (A.92)
A JD J[ JD
HY=—=—-—4+D]||2 —1 A.
9= (%2 -3 +D) 12+ 2, (A.90)

H|3) = (—JD /N D> 13) + I ). (A.9¢)

1
2 2 V2 |
Tomando el caso de intercambios iguales Jp = J; = J es posible encontrar una
expresién simple de la energia del estado fundamental en este subespacio

D

- <2>2+J2, (A.10)

D
Egs(Sior = #1) = =

siendo los otros autovalores D y % + (%)2 + J2.
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Subespacio S7; =0

(o)

z

En el subespacio S¢; = 0 conviene definir la base

D =11,0,4), 2)=1,0,1),3) =1, -1,1),14)=[,11) (A.11)
sobre Ia cual el hamiltoniano actia de la forma
any = \J/Di|3> + \‘%w (A.12)
) = j%|3> + ‘\]/’%|4>, (A.12b)
a3) = \J/%|1>+j%\2>+ <D—‘;f—JZD> 3), (A.120)
H|4) = ‘\]/’%m + <D — g ~ J;) |4). (A.12d)

Sumando y restando de manera conveniente los estados previamente definidos, se
logra reducir la diagonalizacion del hamiltoniano a la de dos bloques de tamano 2 x 2

(o) ot (202 () g Jo) () selt))

V2 V2 V2 2 2 V2
(A.13b)

(A.13a)

donde o = +. Los cuatro autovalores resultantes son

1 JJ 1 Jr o Jp\?
Ei:2(D—21—2D>iQ\/<D—;—2[)> 20 +op) (AL4)

La energia del estado fundamental corresponde, para intercambios antiferromagnéti-
cos Jo, a ET:

1 JrJ 1 Jr o Jp\?
Egs(Sfot:O):2(D—2I—2D>—\/(D—I—D) +2(Jr+Jp)? (A.15)

2

Se encuentra numéricamente que el estado fundamental de menor energia es el co-
rrespondiente a S¢; = 0, para cualquier eleccién de los pardmetros D e intercambios
antiferromagnéticos Jp, J;. Puede parecer paraddjico que, ain para valores muy ne-
gativos de D, se favorezca el autoespacio SZ,, = 0. Para entender esto, debe notarse
que D actia so6lo en el espin 1: cuando D es muy negativo al estado fundamental
contribuiran esencialmente los estados de espin 1 con proyecciones M = +1, siendo
despreciable la componente con M = 0. Pero, por otro lado, debido a las interac-
ciones de intercambio antiferromagnéticas con los “espines de conduccién” se veran
favorecidos aquellos estados donde tales espines tengan proyecciones antiparalelas a
la del espin 1. Esto lleva a una proyeccién del espin total igual a cero en el estado
fundamental.

Como para el célculo de la entropia de entrelazamiento se necesitaba el estado

fundamental del sistema, en lo que sigue se trabajara con el estado fundamental de
Si. = 0.
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A.1.2. Funcién de onda del estado fundamental

El estado fundamental una vez normalizado resulta

siendo
1 £—+/1+¢2 D—g -2
‘= > 0= AV TE A
S+ (e~ viTe) St (e~ vive)

(A.17)
Por simplicidad se tomard Jp = J;r = J. Resta analizar algunos limites para los
valores de D. Si D = 0 se tiene el singlete de espin 1:
gs>:1[\T,0,¢>+\¢70,T>
3 V2

Para el caso D > J, asimismo, resulta
| 1,0,4) +| ¢,0,T>> 42 (l =11+ ¢,1,¢>>
|gs) o ( NG 5 7 : (A.19)

Como era de esperar, se percibe que contribuyen apreciablemente solo los estados
con proyeccién nula del espin 1. Finalmente, si D < —J, entonces

|T707\L>+‘\L707T> D ’T7_17T>+‘\L717\1/>
lgs) o < 7 > + N3, < 7 ) . (A.20)

En este caso contribuyen al estado fundamental mayormente los estados con proyec-
ciones M = +1 del espin 1.

- ‘ Ta _17T> - ’ \L? 17~L>:| ) (A18)

A.1.3. Entropias de entrelazamiento

La entropia de entrelazamiento se calcula entre dos bloques complementarios A
y B que forman el sistema mediante la traza de la matriz densidad del sistema,
p = |gs)(gs|, respecto de los grados de libertad de, por ejemplo, el bloque B. De esa
forma se obtiene la matriz reducida del bloque A

pa=Trp(p). (A.21)

Diagonalizando esta matriz y obteniendo sus autovalores A se obtiene la entropia de
entrelazamiento
Se(A)= =) Aln) (A.22)
A

A = espin 1

En este primer caso se tomard al bloque A como el espin 1 y al bloque B co-
mo el conjunto de los dos “espines de conduccién” 1/2. Siguiendo lo menciona-
do anteriormente, es necesario trazar respecto de los estados de los espines 1/2:
| t1D), | T2dp)| 41p)| Lodp). La matriz densidad reducida resultante es

2
ps=1 = Treond |gs)(gs| = % (1)1 + [ = 1){=1]) + o?[0)(0]. (A.23)
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0.0

Figura A.1: Entropia de entrelazamiento del modelo de tres espines. Parametros utilizados:
Jp=Jr=1.

Esta matriz, con autovalores A = a2, 32 /2, estando este 1iltimo dos veces degenerado.
La entropia de entrelazamiento resulta

S. = —a’Ina® — f%In <ﬁ2> . (A.24)

En base a la anisotropia D pueden estudiarse los tres casos limite:
= Si D =0 se obtiene a = %,B = %, por lo tanto
Se(D =0) =1n3 ~1,098. (A.25)

Este resultado se puede entender a partir de la estructura de la funcién de
onda (A.18): en un singlete de espin 1 se “entremezclan” los tres estados de
la impureza de espin 1 con los dos espines 1/2: M = £1,0. Esto es la gene-

ralizacion del caso S, = In2 para un singlete usual formado por dos espines
1/2.

] SiD»Jentoncesa:l,ﬁ:%:

2
SU(D> J) ~ —6% In (g) . (A.26)

Esta entropia tiende a cero cuando D — oo. Este resultado se entiende obser-
vando la forma de la funcién de onda (A.19): cuando D > J, ésta es esencial-
mente el estado producto de la componente M = 0 del espin 1 y del triplete
de proyeccién nula formado entre los dos espines 1/2. Esto permite interpretar

el comportamiento de la entropia de entrelazamiento para sistemas extendidos
resueltos con DMRG.

] SiD<<—J,a:%,ﬂ:l,porlotanto

2J%  (2J?
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Este valor tiende In 2 para D — —oo. Nuevamente al analizar funcion de onda
correspondiente, ahora (A.20), se encuentra que se forma un estado entrelazado
entre las componentes M = +1 del espin 1, y los estados | |7dp),| TrTp) de
los espines 1/2.

En la Figura A.1 se presenta la entropia de entrelazamiento para Jp = J;y = 1 en
funcién de D. Los limites analiticos calculados y discutidos previamente se recuperan
en este calculo numérico. Esta entropia, calculada para sistemas de mayor tamano,
presenta un comportamiento cualitativamente similar a la del modelo de juguete
y reproduciendo correctamente los dos limites para D — 4o00. Si se mantiene una
interaccion de intercambio fija, por ejemplo, J; = 1, variando la otra interacciéon Jp,
la dependencia de S, con D se ve poco modifico, resultando en que comportamiento
cualitativo no se altera. La estructura de entrelazamiento del estado fundamental
es entonces robusta frente a la presencia de asimetria en las interacciones de ambos
canales con el espin 1.

A = espin izquierdo

Ahora se traza con respecto de los grados de libertad del espin 1 y del espin 1/2
derecho (subsistema B). Esto lleva a la matriz reducida de A

Oé 2
por = 0 10D = (A.28)

La matriz reducida en este caso es proporcional a la identidad para cualquier eleccion
de los pardmetros (por supuesto, siempre que los intercambios sean antiferromagnéti-
co). La entropia de entrelazamiento resulta simplemente en

Se(A=s7)=In2. (A.29)

La funcién de onda (A.18) indica que el espin izquierdo (o el derecho) esté entre-
lazado con estados del resto del sistema (espin 1 més espin derecho) de proyeccién
opuesta, naciendo de alli el logaritmo de dos.

A.2. Cuatro espines 1/2

Con el fin de agregar més ingredientes al modelo de juguete se puede reemplazar
el espin 1 del modelo anterior por dos espines 1/2 con una interaccién de Hund
Jr. Cuando esta sea muy grande se espera encontrar los mismos resultados que
con el modelo anterior (A.1). Se tienen ahora cuatro espines 1/2: dos espines Sa, S,
corresponden a la “impureza” y dos §7,Sp a los canales de conduccion izquierdo y
derecho, respectivamente. El hamiltoniano es

. . . . A . N\ 2
HZJ[é['sa—i-JDéD-Sb—JHSa-Sb—i-D(Sg-i-Sg) . (A.SO)
Dado que la proyeccion total de espin
52, = 8+ 85+ 57+ S (A.31)

conmuta con el hamiltoniano es posible diagonalizarlo en cada sector con una pro-
yeccién total de espin bien definida. Mediante un estudio analogo al realizado en
el modelo (A.1), se encuentra que el estado fundamental corresponde al subespacio
con proyeccién total nula. Para este subespacio se define la base

1) =1, 12) =1, [3) = [

14y = [L11),  15) = 1), 16) = 111, (A.32)
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Figura A.2: Coeficientes o2, 32,72 (ver ecuacion A.35) de la funcién de onda en funcion
de D. Pardmetros: J =1,Jg = 100.

sobre la cual el hamiltoniano (por simplicidad considerdndose solamente el caso
Jp = Jr = J) actia como

H|1) = #m - ‘%Hm, (A.33a)
A2y = P2 o) - Ty 4 2 (15) +16)) (A.33)
A3y = P23 T4y 4 2 (15) +16)) (A.330)
H|4) = #M) — ‘]7H|3>, (A.33d)
f]5) = <D— 2‘]Z°]H> 5+ 2 (12) + 13) (A.33¢)
16) = <D - QJZJH> 16) + g (12) + [3)) . (A.33f)

Por simple inspeccion de estas relaciones se observa que la matriz hamiltoniana tiene
una estructura diagonal en bloques de tamafio 3 x 3. Numéricamente se encuentra
que el estado fundamental estd generado por los estados

_ D +14) _2+B) B +6)
|a) = 7 b) = 7 ) = 7 (A.34)
es decir,
(I D | N + D) | T + [ 41)
) =a (LR ) (HERLZEERD ) o (HEE (A>35)

En la Figura A.2 se grafica la dependencia de los coeficientes de la funcién de onda
con la anisotropia para J = 1, Jg = 100. Se encuentra que para toda anisotropia
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a ~ [B. Para estos calculos se toma un valor muy alto de la interaccién Hund con el
fin de que la impureza sea efectivamente un espin S=1.

SiD<«—-J,v~1l,a~p ~0ylafuncién de onda consiste mayormente en
estados con proyeccién S% = +1 de los espines “impureza”:

_ D D)
lgs(D < —J)) = 7 . (A.36)
1

Si D> J, entonces v~ 0, a ~ [ ~ Nt La proyeccion S% = 0 de los dos espines

de la impureza es muy favorecida, resultando una funcién de onda

lgs) = 5 (| 1) + [ HAD) + [ D) + [ 1) (A.37)

N

Con solo mirar esta funciéon de ondas, algo resulta impactante: es el estado producto
de dos tripletes de proyeccién de espin nula, uno formado entre los dos espines de la
impureza y el otro entre los espines “de conduccién” sy, sp

lgs(D > J)) = [1,0)cond @ |1, 0)imp- (A.38)

Esta observaciéon cumplird un rol fundamental en el estudio de la entropia de entre-
lazamiento de este modelo simplificado, y también para el modelo de Anderson en
redes méas grandes.

A.2.1. Entropia de entrelazamiento

A = espin izquierdo mas espin “a” de la impureza

Sea A el bloque conformado por el espin de conduccién izquierdo y el espin .2”de
la impureza. Trazando en el resto del sistema, se encuentra que la matriz reducida
de A es

B2+ 2
2

Od2
pa= S (LA T+ LD (L) +
+ By TOUT T+,

(T EDATD ) 50

donde en los estados |oo’), o corresponde al espin de la izquierda y ¢’ al espin “a”
de la impureza. Esta matriz densidad se expresa de manera mas compacta si se pasa
de los estados |oc’) a los tripletes y singletes formados entre ambos espines 1/2

‘171>+|070> |171>_‘070>
=1, 1), =1, 1), S e R B e =B
[T =111, [ =11-1), [T 7 |41 7
(A.40)
En esta base, la matriz diagonal reducida resulta diagonal
. a? +7)?
pa= 2 L0+ -0 1)+ T g0
(A.41)

+ (B;)Qyo,oxo,oy

Finalmente, la entropia de entrelazamiento es

S — —a’n [Cﬂ B (ﬁzv)g I [(5;7)2] B (5—27)2 I {(5—27)2] C(A42)

Para esta entropia se pueden analizar algunos casos particulares:
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2.0
b®[@d— A=s+s5,
@l — A=S5,+5,

Figura A.3: Entropia de entrelazamiento del modelo de cuatro espines. Curva roja: el bloque
A contiene al espin izquierdo y al espin ”a” de la impureza. Curva azul: el bloque A contiene
a los dos espines de la impureza. Pardmetros: J =1, Jg = 1000.

» SiD>J,y~0,a~f(~1/y/2. Por lo tanto

Se(D > J) =In4. (A.43)

En este limite la matriz densidad reducida (A.41) es proporcional a la iden-
tidad: los cuatro estados del espacio de Hilbert del bloque A contribuyen de
igual manera, de alli In4. De manera mas fisica y simple se puede interpretar
esto analizando la forma del estado fundamental (A.38): al cortar el sistema
por la mitad se estan cortando los dos tripletes, contribuyendo cada uno de
ellos con In2 a la entropia.

SiD=0,a~pB~1/V6,v~/2/3" Por lo tanto,

54D=0y1m<;%>. (A.44)

Si D« —J~v~1la~f ~ 0. La matriz densidad reducida (A.39) tiene
unicamente contribuciones iguales de los estados | 1)), | }1). Consecuentemente
la entropia es

Se(D < —J) =1In2. (A.45)

Se la funcién de onda (A.36) se desprende que los estados | 1)), | |1) de ambos
bloques, A y B, estan entrelazados.

En la Figura A.3 se grafica la entropia de entrelazamiento en funcién de D (curva
negra continua). Este comportamiento permite entender los resultados obtenidos

mediante DMRG para modelos de Anderson.

!Estos valores son buenas aproximaciones cuando Jy > J, resultando exactas en el limite

Jg — oo.
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A = espines “a” y “b” de la impureza

Otra particién del sistema puede ser realizada considerando al bloque A como los
espines de la impureza y al bloque B como los espines de conduccién. Esta particion
es la mas natural si se busca entender cémo se entrelaza la impureza con los banos
de conduccion en sistemas extendidos. La matriz densidad reducida es, en término
de los estados singlete y triplete del bloque A (es decir, singlete y tripletes de la
“impureza”)

2 2
pa=" (L] + 1 -1y, -1 + 2O

+ (5_2602]0,0)«),0\.

11,0)(1, 0]
(A.46)

Formalmente tiene una expresién semejante a (A.39): se intercambian « <> 7, sin
embargo, los grados de libertad del bloque A son diferentes ya que ahora correspon-
den a los espines “impureza’”.

La entropia de entrelazamiento es

S.= 42 M - wza)? . [wzaq (B —2a>2 . {w —2a>2] (D)

2

Para Jg > J, a ~ B, por lo tanto, 2a® = 1 —~? y la entropia se reduce a

S, =—+?In <é2) —(1-9%)In (1- ,YZ) (A.48)

Repitiendo el andlisis para valores limites de D:

= Si D> J,v~0, consecuentemente
Se(D > J) =0, (A.49)

lo cual deriva directamente del hecho de que el estado fundamental (A.38) es
un estado producto de un estado “impureza” por un estado “conduccién”, no
habiendo entonces entrelazamiento entre ambos bloques.

= SiD=0,42=2y
S.(D = 0) = In3. (A.50)

= Para D =0y Jg > J el estado fundamental del sistema es un singlete de
espin 1 entre ambos bloques y su entropia entonces corresponde a In 3, por las
tres componentes que conforman el singlete.

s ParaD<—J,y~1y
Se(D < —J)=1n2. (A.51)

Este resultado se puede entender de manera completamente andloga a como
se hizo en la particién anterior: los estados | 1J),| }1) de cada bloque estan
entrelazados.

La curva roja a trazos de la figura A.3 muestra S, en funcién de D. Este com-
portamiento se obtiene también en el modelo de Anderson en redes mas grandes al
utilizar la geometria escalera.
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A = espin izquierdo

Finalmente se analiza el entrelazamiento entre el espin izquierdo y el resto del
sistema. En este caso la matriz reducida es proporcional a la identidad:

AN+ TRED- (A.52)

pa =

DO =

Consecuentemente la entropia de entrelazamiento para todo D es
Se =1n2, (A.53)

resultado que coincide con el obtenido en el modelo simplificado que se estudid
anteriormente.
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