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Resumen

Los métodos de reducciéon de dimensiones son utilizados en una gran variedad de aplica-
ciones en ciencias sociales, biolégicas y de la salud. En particular, para la construccién de
indices de estatus socio-econémico con el fin de clasificar a individuos u hogares y predecir
algun fenémeno social de interés resumido en una variable respuesta. En la practica, los datos
contienen una mezcla de variables de diferente naturaleza, como ser continuas, categoricas
ordinales y dicotémicas. Por ello, algunos métodos usuales de reduccién, sea componentes
principales o seleccién de variables en modelos de regresiéon, han sido extendidos para
contemplar otro tipo de variables ademas de las continuas. En esta tesis nos proponemos
extender el enfoque de Reduccion Suficiente de Dimensiones basado en modelos, a problemas
de regresién en los que coexisten predictores continuos, ordinales y binarios. Adoptando el
enfoque de regresion inversa, en primer lugar abordamos el problema de reduccion suficiente
de dimensiones para una regresiéon que involucra sélo predictores categoricos ordinales y una
variable respuesta de cualquier naturaleza. Suponiendo la existencia de variables latentes
subyacentes a las ordinales, distribuidas normalmente, identificamos una reduccién suficiente
para la regresion, sin imponer ningiin supuesto sobre la distribucién condicional de la variable
respuesta. Para esta reduccion suficiente, proponemos un estimador de maxima verosimilitud,
utilizando un algoritmo iterativo tipo EM para hacer factible la estimacién en términos
computacionales y practicos. Luego extendemos la metodologia para problemas de regresién
con predictores continuos, ordinales y dicotéomicos. Para ello proponemos una determinada
factorizacion de la densidad conjunta condicionada de los predictores. A partir de dicha
factorizacion, usando un enfoque de variables latentes para los predictores ordinales, un
modelo normal para el subconjunto de variables continuas, y un modelo Bernoulli tipo Ising
para el subconjunto de variables dicotomicas, identificamos una reduccién suficiente. Asimismo
obtenemos estimadores de maxima verosimilitud con un método iterativo que combina al
procedimiento EM con modelos tipo logit condicionales. Para los métodos propuestos se
presentan las correspondiente versiones regularizadas, para realizar conjuntamente seleccion
de variables y reduccién de dimensiones. El desempeno de los métodos propuestos se muestran
por medio de una serie de simulaciones y de aplicaciones con datos reales para la construccion
de indices de estatus socio-econémico con fines predictivos. Los resultados son comparados
con los arrojados por otros métodos alternativos de reduccién de dimensiones, obteniendo
conclusiones a favor del uso del enfoque propuesto de reduccion suficiente para variables mixtas.

Palabras clave: Subespacio de Reduccién Suficiente; Variables Latentes; Familias Expo-
nenciales; Componentes Principales Ajustadas; Algoritmo EM; Modelo Ising; Seleccion de Va-

riables; indices SES; Encuesta de Hogares.
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Introduccion

En ciencias sociales y de la salud, diferentes medidas del nivel o estatus socio-econémico de
los agentes son ampliamente utilizadas como predictoras de distintos comportamientos indivi-
duales o de resultados sociales (e.g. Roy and Chaudhuri 2009, Murasko 2007, Kamakura and
Mazzon 2013, Mazzonna 2014, Feeny et al. 2014). Para los gobiernos y organizaciones no gu-
bernamentales que llevan adelante diferentes politicas o programas de proteccién social, resulta
crucial la prediccion del nivel socio-econémico de un hogar a través de la observacién de varia-
bles simples que lo caracterizan (Mokomane 2012, Richardson and Bradshaw 2012). Desde esta
manera, los indices socio-econémicos (indices SES) tienen como objetivo describir fendmenos
sociales tales como el ingreso, la pobreza o cuestiones relacionadas con la salud (sintetizados en
una variable respuesta Y'), utilizando para su construccién variables indirectas (i.e. predictoras
X), generalmente de naturaleza categérica, que son mas faciles de obtener y de medir que la

variable de interés a predecir Y.

La nocién de estatus socio-econémico contempla diversas categorias, incluyendo el ingreso
monetario, la riqueza (e.g. posesién de activos), el nivel educativo alcanzado, el tipo de empleo
u ocupacién y otras aspectos que muestran una cierta estratificacion acerca de la posicién
econémica o social de individuos, hogares u otro agregado social (Bollen et al. 2001). El ingreso
del hogar constituye una variable clave para representar el nivel socio-econémico de los hogares,
y por ello es usada en los enfoques mas tradicionales de andlisis de la pobreza. Un claro ejemplo
lo constituye el enfoque de la linea de la pobreza en base a ingresos relevados de una encuesta
de hogares, usado por muchos paises para inferir la situacién socio-econémica de la poblacién

(Mokomane 2012, Richardson and Bradshaw 2012).

Sin embargo, el ingreso monetario presenta varios problemas de captaciéon en términos de

disponibilidad y credibilidad (Vyas and Kumaranayake 2006, Doocy and Burnham 2006). Por



esta razén, comunmente se elabora un indice de estatus socio-econémico que busca ser una prozy
o predictor del ingreso, y esta basado en variables que resultan mas faciles de observar y cap-
tar, tales como los activos del hogar (e.g. TV, radio, transporte), las condiciones habitacionales
(e.g. materiales de los techos, pisos y paredes de la vivienda) y otras variables que caracterizan
socialmente a los miembros, como su escolaridad y ocupacion. La técnica mas utilizada para la
elaboracion de este tipo de indice (comtinmente denominado indice SES: Socio-Economic Status
index) es la de Componentes Principales (PCA) (Merola and Baulch 2014, Hoque 2014), pro-
poniéndose recientemente algunas extensiones para variables categdricas ordinales (Kolenikov

and Angeles 2009).

A pesar del uso extensivo de PCA en la aplicaciones mencionadas, tal método no explota
toda la informacién contenida en las datos de entrenamiento, sea para predecir una variable
de interés o bien para estimar el efecto marginal del nivel socio-econémico sobre una cierta
respuesta que se busca explicar. Mas precisamente, dicho método no contempla la existencia
de alguna variable respuesta de interés Y (por ejemplo ingreso, pobreza monetaria, fertilidad,
consumo, etcétera), perdiendo asi informacién relevante para los fines predictivos. Es decir que
si se desea predecir el ingreso de un hogar (i.e. ingreso como variable respuesta) utilizando
como predictoras un conjunto de variables proxy observables y se cuenta con una muestra o
sub-muestra de hogares con sus respectivos ingresos monetarios, el indice SES derivado de la
reduccién via PCA puede utilizarse para predecir el ingreso de un hogar fuera de dicha muestra
pero no utilizara la informacion del ingreso relevado por los hogares contenidos en la misma.
El enfoque de Reduccién Suficiente de Dimensiones (SDR), al igual que PCA, busca reducir
el espacio de covariables o predictoras X pero a diferencia de PCA utiliza informacién de la
variable respuesta que se estd modelando. Especificamente, para un vector de p covariables
X € RP y una variable respuesta Y, SDR busca una reduccién R(X) € R?, d < p, de forma
tal que Y|X =; Y|R(X), donde Y|X denota la distribucién condicional de Y dado X, y =,
denota la igualdad en distribucion. Gran parte de la literatura metodolégica asociada a SDR
estd basada en el enfoque de regresion inversa (i.e. X|Y) desarrollado por Cook y varios co-
autores (e.g. Cook 19985, Cook and Weisberg 19915, Cook 1994, 19984, 2007, Cook and Lee
1999, Bura and Cook 2001a, Cook and Yin 2001, Chiaromonte et al. 2002, Cook and Ni 2005b,
Cook and Forzani 2008, 2009).

Los métodos de estimacion de la reduccién R(X) en el marco de SDR pueden clasificarse



basicamente en aquellos basados en los momentos de la distribucién condicional de X|Y (e.g.
Li 199156, Cook and Weisberg 19910, Li 1992a, Bura and Cook 2001a, Xia et al. 20020, Li
et al. 2005a, Cook and Ni 20056, Zhu and Zeng 2006a, Cook and Li 20026, Li and Wang
2007) y aquellos basados en modelos para la regresion inversa X|Y (Cook 2007, Cook and
Forzani 2008, 2009). Estas metodologias han sido desarrolladas originalmente en problemas de
regresiéon que involucran predictores continuos. Sin embargo, dadas las caracteristicas de las
variables cominmente disponibles en las bases de datos sociales, resulta necesario extender la

metodologia de SDR a otros tipos de variables, en particular a variables categéricas.

Una extensién que puede aplicarse para variables dicotémicas o multinomiales (tipo Ber-
noulli) ha sido recientemente desarrollada en el marco de modelos lineales generalizados por
Bura et al. (2015). Sin embargo para la aplicacién de construccién de indices, gran parte de las
variables usadas tienen una naturaleza ordinal, no pudiendo encuadrarse su distribucion dentro

de la familia exponencial para la aplicacion de tal extension.

La presente tesis busca contribuir a la literatura existente extendiendo los métodos de
estimacién de SDR para el caso de variables categoricas ordinales. A su vez, dado que en general
puede presentarse una mezcla de variables continuas, ordinales y dicotémicas, se propondra un
estimador de la reduccién que admita una combinacién de estos tipos de variables, usando el
método que se desarrollard en primer lugar para las ordinales y la metodologia ya propuesta

en Bura et al. (2015).

Por lo tanto, el objetivo general de la presente investigacion doctoral es extender los métodos
de reduccion suficiente de dimensiones para su aplicacion a la construccion de indices de estatus
socio-econdémico con el objeto de predecir una variable respuesta de interés cuando tenemos

predictores de naturaleza heterogénea.

Los objetivos especificos son:

1. Desarrollar métodos de reduccion suficiente para modelos de regresion que involucran co-
variables categoricas ordinales, tomando como respuesta tanto variables continuas como

categoricas.

2. Identificar la reduccion suficiente de dimensiones en problemas de regresion con predic-

tores de naturaleza mixta (continuas, ordinales y binarias).



3. Extender métodos de estimacion de la reduccion suficiente que permitan combinar pre-

dictores continuos, ordinales y dicotomicos.

4. Aplicar estas metodologias a la construccion de indices de estatus socio-econémico para
modelos que involucran diferentes tipos de respuestas, como ser ingreso per capita para

respuesta continua y condicién de pobreza, como respuesta discreta.

5. Evaluar el poder explicativo y predictivo de los indicadores de estatus socio-econémico
construidos con las metodologia desarrollada, comparando los resultados con métodos

clasicos de reduccion utilizados actualmente para la construccién de indicadores.

La tesis se organiza de la siguiente manera: En el Capitulo 1 se expone el problema de construc-
cién de indices de estatus socio-econémico, la definicién de indice utilizada y una revisién de los
métodos actuales usados en la literatura y préctica reciente. Posteriormente, en el Capitulo 2
se realiza una revision de antecedentes sobre Reduccion Suficiente de Dimensiones, exponiendo
algunas definiciones y resultados que constituyen la base para las extensiones propuestas en la
presente tesis. En el Capitulo 3 se presenta un modelo para estudiar reduccion suficiente para el
caso de predictores ordinales, proponiendo un estimador de maxima verosimilitud, y mostrando
algunas simulaciones para evaluar el método, y su aplicaciéon con datos reales. El Capitulo 4
presenta la extension para estudiar reduccién suficiente en problemas de regresion en los que
coexisten predictores continuos, ordinales y binarios, evaluando el método con simulaciones y
con una aplicacion para la construcciéon de indices. Se finaliza la tesis con trabajos a futuro en

Capitulo 5.



Capitulo 1

Indices de Estatus Socio-economico

1.1. Introduccion

En ciencias sociales existe un trasfondo tanto tedérico como metodoldgico, en donde una se-
rie de conceptos que surgen de un amplio abanico de teorias econdmicas, sociolégicas, éticas y
politicas, se traducen en cuantificar un cierto fenémeno social de interés a través diferentes me-
todologias y técnicas estadisticas. Es por ello que en este primer capitulo de la tesis, abordamos
el problema de medicién, a partir de detallar algunos conceptos, enfoques y definiciones que
hacen a la motivacion central de la tesis; esto es, la construccién de indices socio-econdémicos a

partir de una nueva propuesta estadistica.

Ademas de introducir algunos conceptos generales, vamos a dar la definicién precisa de
indices que adoptaremos a lo largo de la tesis, y que sera objeto de las aplicaciones posteriores.
También expondremos el alcance y las principales limitaciones de las metodologias estanda-
res para la construccion de indices que constituyen las metodologias mas usuales adoptadas
por muchos gobiernos del mundo y organismos internacionales, para medir pobreza, y disenar

politicas y programas para diagnosticarla.

La construccién de indices de estatus socio-econémico pueden tener varias motivaciones en

la aplicacion. Entre las mas usuales podemos nombrar:

(i) Necesidad de obtener simples mediciones para describir resumidamente la realidad social

y dar lineamientos para politicas de mediano y largo plazo.
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(ii) Conocer la asociacién o el impacto que tiene el estatus socio-econdmico sobre otros resul-
tados sociales, tales como la salud o el desempenio escolar de los ninos (e.g. indice como

covariable en modelos de regresién).

(iii) Construccién de indices con fines predictivos de diagndstico para su uso en politica foca-
lizadas de deteccién de pobreza. Esta es la motivacién para la construccion de indices de
estatus socio-econémico en esta tesis. Un ejemplo de ello lo constituyen aquellos progra-
mas focalizados de reduccién de la pobreza llevados a cabo por gobiernos y ONGs, en los
que se busca clasificar a hogares o individuos entre diferentes grupos socio-econémicos a
fin de facilitar una ayuda focalizada en aquellos hogares mas vulnerables. Este tipo de
ayuda suele definirse via un indice focalizado (comtinmente denominado Indice de Foca-
lizacion de Pobreza) y ha sido utilizado para implementar varios programas de reduccién
de pobreza (e.g., el CAS en Chile, Sisben en Colombia, SISFOH en Pert, Tekopora en
Paraguay, SIERP en Honduras, y PANES en Uruguay, entre otros). En general, el in-
terés estd en la pobreza medida a partir del ingreso (medicién directa), por ello dichos
programas suelen instrumentarse via transferencias monetarias o de bienes materiales no
asequibles por algunos hogares debido a limitaciones que se derivan de no poder percibir
un cierto nivel de ingreso. Por lo tanto es necesario conocer el monto del ingreso percibido
por el hogar al momento de evaluar al potencial beneficiario. Sin embargo, al basarse en
un auto-reporte, el ingreso declarado por el potencial beneficiario muy probablemente
esté sesgado debido a los incentivos que existen en torno a la ayuda econémica y su rela-
cién con lo declarado (Doocy and Burnham 2006). Por ende, el objetivo aqui es predecir
el ingreso o la pobreza (monetaria) de los hogares utilizando un conjunto de variables
mas faciles y rdpido de recolectar que el propio ingreso, a fin de agilizar el programa.
Sin embargo, si para una muestra de entrenamiento se recolectan los ingresos, luego la
informacion contenida en el ingreso de esta muestra puede utilizarse para construir el
indice de estatus socio-econémico (SES) que prediga la pobreza a partir de predictores
confiables de obtener, esperando con ello obtener un mejor poder predictivo, y con ello

una politica social mas eficiente.

Cabe destacar que tanto para los puntos (i) como (ii), con fines méas descriptivos que predictivos,
la metodologia de reduccion suficiente presentada en esta tesis puede aportar un nuevo enfoque

para indices socio-econdmicos.
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Lo que resta del presente capitulo se organiza de la siguiente manera. En la Seccién 1.2
se esbozan los conceptos de estatus socio-econémicos y pobreza. Luego en la Secciéon 1.3 se
presenta una definicién formal de indices que adoptaremos en la tesis, exponiendo asimismo la
metodologia estadistica que corrientemente se usa para estimar los parametros (ponderaciones)
que involucra dicha definicion de indices. Por ltimo, en la Seccién 1.4 se presenta la forma
en que vamos a concebir la construccién de indices bajo el enfoque de reduccion suficiente de

dimensiones.

1.2. Marco Conceptual

El estudio de los estandares de vida de la poblacién constituye un objetivo en comun de la
Economia Politica desde Adam Smith hasta nuestros dias (Sen 1984). Sin embargo, a lo largo
de la historia han existido diferentes concepciones respecto a lo que representan las nociones de
estandar de vida, bienestar y pobreza. Dichas concepciones resultan cruciales a la hora de pensar
en como medir el bienestar de una sociedad, a lo efectos de contar con un termdmetro social
que constituya una guia para disenar e implementar medidas de politica, directas e indirectas,

que tengan como fin el desarrollo econémico y social.

Por lo tanto, antes de tratar el problema de la medicion, conviene realizar un repaso sobre un
par de conceptos estrechamente relacionados, y enmarcados en la nocién general de estandares
de vida y bienestar. En particular, vamos a focalizarnos en dos conceptos ligados entre si: el de
Estatus Socio-econémico y el de Pobreza. Al mismo tiempo, al momento en que tratamos de
precisar qué entendemos por estatus socio-econémico o pobreza, van apareciendo las variables
relativas a dichos conceptos, de forma tal que de una manera progresiva se va arribando al

problema de la medicién.

Bésicamente, la forma en que estructuramos esta presentacién, y la idea de presentar los
significados de estatus socio-econémico y pobreza de acuerdo a la literatura predominante,
tiene que ver con la meta de la tesis y con las aplicaciones que se realizaran con la metodologia
estadistica propuesta. Puntualmente, el objetivo de la aplicacion es construir un indice de
estatus socio-econémico (de aqui en adelante, indice SES: Socio-Economic Status) para poder
predecir ingreso y pobreza de los hogares utilizando una muestra de entrenamiento. Por ende,

debemos tener en claro qué conceptos sociolégicos y econdémicos existen para fundamentarlos,
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a los efectos de saber qué definicion operativa se adopta y qué es lo que precisamente se

estd midiendo al momento en que se construye un indice.

1.2.1. Estatus Socio-economico

No existe una definicién cerrada, unica y predominante de estatus socio-econdémico, sino
que el mismo queda conceptualizado de una forma unitaria (en el sentido de la unidad del
concepto), por una serie de categorias sociales y econémicas englobadas. Siguiendo a Bollen
et al. (2001), el estatus socio-econémico se refiere a la posicién de los individuos, familias,
hogares u otro agregado, respecto a una o varias categorias conceptuales de estratificacién
social. Tales categorias incluyen el ingreso, el nivel educativo, el prestigio, el nivel cultural, el
tipo de ocupacioén, u otros aspectos que los miembros de una sociedad determinada consideran

relevantes.

A pesar de que esta perspectiva tedrica general incluye varias categorias, existen concepcio-
nes sobre estatus socio-econémico que son esencialmente unicategéricas (conceptualmente) y
més aun, univariadas (i.e. factibles de representar con una sola variable), cuya ventaja principal
es la de brindar una interpretacion mas parsimoniosa del concepto. En esta linea, se encuentra
el poder adquisitivo para representar el estdndar de vida material (O’Donnell et al. 2007), cu-
ya variable de asociacién directa es el ingreso, y sin dudas representa la primera categoria (y
variable) que es tenida en cuenta en la definicién de estatus socio-econémico para el andlisis
de pobreza y bienestar. Desde el punto de vista tedrico, la eleccion del poder adquisitivo como
categoria conceptual crucial, encuentra su fundamento en la influyente hipdtesis del ingreso
permanente de Friedman (1957), donde se pone el acento en la categoria més econémica. Pero
la nocién de ingreso de Friedman es més compleja (y completa) que el ingreso corriente que
usualmente se reporta las encuestas de hogares, al incluir en el mismo aspectos mas relacionados

con la riqueza.

En general, ninguna de las categorias conceptuales quedan directamente representadas por
determinadas variables, sino que en su mayoria deben ser operacionalizadas via variables prozy
para su representacion cuantificable. Ain para captar la categoria mas econémica, muchos tra-
bajos recurren a la medicién del SES a través de los activos del hogar o de variables relacionadas

al nivel educativo y a la situacién ocupacional de los miembros del hogar (Bollen et al. 2001,
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Fernald 2007). Mientras que el primer tipo de variables se asocia a la nocién de ingreso per-
manente (y riqueza), las ultimas dos también pueden representar otras categorias del estatus
socio-econémico asociadas a la calidad de vida, el prestigio y el nivel cultural, entre otras (Sen
1999). Por su parte, Angeles and You (2007) analizando una de las principales encuestas de
hogares con una gran cobertura mundial (The DHS Program: Demographic and Health Sur-
veys), muestran que en la mayoria de los paises el estatus socio-econémico queda representado
por variables que hacen referencia a la posesion de activos y bienes durables, y a la calidad
de la vivienda. Por otro lado, Mazzonna (2014) incluye el nimero de libros que existen en la
vivienda ademads de algunas caracteristicas demogréficas y de la ocupacién del jefe/a de hogar,

a los efectos de captar el nivel cultural en el SES.

Por ende, podemos afirmar que conceptualmente el estatus socio-econémico comprende va-
rias categorias, mas alla de la puramente econémica que es representada por el ingreso como
poder adquisitivo para alcanzar cierto bienestar material. A su vez, tanto el poder adquisitivo
como las otras categorias que caracterizan al estatus socio-econémico, terminan siendo operati-
vas por medio de variables proxy que las representan; y la eleccion de las mismas para la tarea
de medicién empirica, muchas veces queda supeditada a la disponibilidad que exista en la base

de datos, mas que a la adopcién de una postura tedrica especifica.

1.2.2. Pobreza

El concepto de pobreza estd muy ligado al de estatus socio-econémico (SES), en el sentido
de que un SES bajo esta asociado a privaciones de bienes materiales, culturales y de derechos
sociales (Sen 1999). Desde una perspectiva més estdndar, la pobreza en general se define por las
privaciones en el bienestar que resultan de la incapacidad de cubrir las necesidad bésicas indivi-
duales o familiares (World Bank 2000). Claramente, la categoria a la que refiere tal concepcién
estd asociada al ingreso o consumo necesario para cubrir ciertas necesidades basicas (alimenta-
rias y no), y es lo que precisamente define la cominmente llamada linea de pobreza, computada
a partir de estimar el costo de una canasta basica alimentaria (segin necesidades caldricas) y
de vestimenta, vivienda, entre otros bienes de consumo considerados necesarios. Este concepto
de pobreza apunta especificamente a la denominada pobreza monetaria o de ingresos (Wang

et al. 2016).
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Amarya Sen es quien introduce el concepto de pobreza multidimensional, postulando que
la pobreza, y con ella el bienestar general, no puede ser representada por una sola categoria,
derivada de la falta de ingresos o de consumo, sino también a partir de privaciones de las
capacidades humanas (e.g. Sen 1984, 1993, 1999). Con esta concepcion, parte del bienestar tiene
que ver con lo monetario por lo que puede representarse con el ingreso para cubrir las condiciones
bésicas de vida, pero también existe un dominio no monetario expresado en la exclusion social,
entendida a partir de privaciones en educacion, salud y vivienda que surgen de un dificil contexto
social (Wang et al. 2016). Es por ello que en la tltima década se ha difundido el uso de indices
de pobreza multidimensionales basados en este enfoque de las capacidades, buscando en este
proceso, las categorias relevantes que caracterizan el nivel de pobreza y bienestar (e.g. Alkire

and Foster 2011, Alkire and Santos 2014, Caruso et al. 2015, Wang et al. 2016, entre otros).

Asumiendo el cardcter multidimensional de la pobreza, resulta razonable esperar una re-
lacién directa entre la pobreza de ingresos y la pobreza multidimensional. Wang et al. (2016)
muestran como un incremento en el ingreso reduce significativamente la pobreza multidimencio-
nal en cada categoria incorporada, aunque dicho impacto es limitado, por lo que hay informacién
adicional en las medidas de pobreza multidimensional que no logra ser captada por la medida

de ingresos.

Por lo tanto, al igual que con el estatus socio-econémico, en el concepto de pobreza, el
ingreso resulta ser una categoria muy relevante, aunque no llega a abarcar una concepcién mas

general, como ser la del enfoque de capacidades.

En la presente tesis, s6lo nos concentraremos en la pobreza medida a partir del ingreso
monetario corriente (i.e. considerando la linea de pobreza) a la que tomaremos como variable
respuesta, mientras que para el SES (tomada como predictor) contemplaremos varias categorias,
desde las privaciones habitacionales, hasta la educacion y situacién laboral de los miembros del
hogar. Esta eleccion, lejos de ser arbitraria, tienen que ver con el fin de la aplicacién planteada

sobre el uso de indices SES, como detallamos la siguiente seccién.
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1.3. Indices

En términos generales, los indices socio-econémicos tienen como objetivo sintetizar o resumir
cuantitativamente algun fenémeno social o econémico de interés (e.g. inflacién, desempleo,
crecimiento, desarrollo, distribucién o pobreza, entre otros). Por lo tanto, para el caso del estatus
socio-econémico (SES) se busca un indice que capte sus categorias conceptuales a partir de un

conjunto de variables.

En el siguiente apartado se presentan unas definiciones formales de indice SES, que son las
adoptadas cominmente en este contexto, como asi también en las aplicaciones de la presente

tesis.

1.3.1. Definicion General

Supongamos que tenemos un conjunto de p variables tal que operacionalizan las categorias
consideradas dentro del concepto de SES que deseamos abordar. La siguiente definicién, for-
maliza la idea de un indice unitario (en relacién al concepto y a la medida), pero multivariado

y multicategérico (en términos conceptuales).

Definicién 1.1 Sean X;,..., X, diferentes variables que caracterizan al hogar en términos

econdmicos y sociales, se define por indice de estatus socio-econdomico (SES) a
Isps = (X1, ... Xp)
donde ¢ : RP — R es una funcion conocida de las variables socio-econémicas.

Esta definicién supone que la funcién ¢ es conocida. La metodologia més estdandar para el
cémputo de indices SES, es asumir que ¢ es lineal, de forma tal que el indice se construye
simplemente como una suma ponderada de las p variables. De esta manera, tenemos la siguiente

definicién:

Definicién 1.2 Sean Xi,..., X, un conjunto de variables que caracterizan al hogar en térmi-

nos economicos y sociales, el indice de estatus socio-econdmico (SES) lineal estd dado por la
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combinacion lineal de dichas variables para un determinado vector de pesos fijos (wi, ..., wp),
1.€.

ISES = lel + ... +prp

Con esta definicién, el problema de medicién se traduce en encontrar los valores de w;. Estos
coeficientes a priori no se conocen, por lo que deben ser estimados. Por ejemplo, en el marco
de politicas focalizadas de pobreza, con una muestra (denominada de entrenamiento) deberia
estimar (wy, ..., w,) y que me de un buen indice Ispg para implementar dicha politica de manera

coherente y eficiente.

Existen enfoques, cominmente denominados naive, donde la eleccién de los w; es arbitraria,
o bien el indicador es construido como la suma de variables dummy que indican si el individuo u
hogar posee cierto activo (O’Donnell et al. 2007). Para superar la arbitrariedad de estos enfoques
naive, los metodologias estadisticas de analisis factorial y componentes principales (PCA) se
han utilizado profusamente en la literatura empirica, prevaleciendo atin en la actualidad (Merola

and Baulch 2014, Hoque 2014).

1.3.2. Indice SES como Componente Principal

Dada la Definicién 1.2 de indice SES, Filmer and Pritchett (1998, 2001) proponen el uso de
Componentes Principales (PCA) para estimar las ponderaciones w;. De esta manera, el indice
SES queda definido como la combinacion lineal de las variables originales utilizando la primer

componente del PCA.

Especificamente, para las variables originales X = (Xi,...,X,)", PCA define un nuevo
conjunto de k variables (k < p), (Py,..., P;) no correlacionadas y con varianza decreciente,
dadas por P; = a]TX siendo a; el j-ésimo autovector de la matriz de covarianza de X, ordenados
de acuerdo al j-ésimo autovalor, en forma decreciente. Para el caso de indices SES se toma el

autovalor corresponiente al mayor autovalor, y se construye
Isps = P1 = an Xy + aipXo + - + a1, X,

donde a; = (a1, aso,.. .,alp)T es el autovector correspondiente al mayor autovalor A\; =

Var(P;). De esta manera queda definido el indice SES via componentes principales.
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Comparado con la eleccién arbitraria de la metodologia naive, PCA resulta ser un criterio
més razonable para la obtencién de los pesos w; del Iggg: logramos reducir la informacién de las
X en una sola dimensién maximizando la varianza (informacién contenida en ellas), y la com-
ponente seleccionada como ponderador no esta correlacionada con las componentes restantes.
A su vez, posee la ventajas de ser facil de aplicar y comprender. Por ello, muchos organismos
internacionales como el Banco Mundial y el programa DHS han adoptado esta técnica para la
construcciéon de indices de estatus socio-econémico. También es lo que ha prevalecido para el
analisis empirico en ciencias sociales y de la salud, cuando se estudia el rol del SES sobre algun
fenémeno en particular cpara la construccion de indices SES, la metodologia del PCA es lo que

ha prevalecido en los iltimos veinte anos.

A pesar de ser una metodologia parsimoniosa para la construccién del indice SES; la me-
todologia del PCA descansa sobre el supuesto de que X es normal multivariada, por lo que
su aplicacion resulta mas acorde para datos continuos. Sin embargo, una de las caracteristicas
de las bases de datos sociales de individuos y/u hogares, es que la mayoria de las variables
recolectadas son categéricas. El enfoque de Filmer and Pritchett (1998, 2001) tiene una moti-
vacion mas practica, a los efectos de tener un indicador del poder adquisitivo o de la riqueza,
en ausencia de datos de ingreso o gastos de consumo, aplicando PCA estandar independiente-
mente de como sea la naturaleza de las variables incluidas. Para remediar esta propuesta ad
hoc a este problema de medicién, Kolenikov and Angeles (2009) proponen una extensién de
PCA para datos ordinales, en vista de que la mayoria de las variables socio-econémicas son
categoricas y, por lo general (aunque no siempre), tienen un orden natural respecto al estatus
socio-econémico. Por ejemplo, la posesién de activos del hogar (TV, radio, internet, lavarropas,
etcétera), en general se imputan con variables binarias (i.e. si posee 0 no posee el bien) y estas
tienen un orden natural respecto al bienestar material del hogar (i.e. si tiene el bien, mayor
SES). Otro ejemplo lo constituyen las variables relacionadas con los materiales de la vivienda
(pisos, techo o paredes), que generalmente son capturadas con variables politémicas, con un

orden que va desde los materiales mas precarios a aquellos de mejor calidad.

Bésicamente, la solucién de Kolenikov and Angeles (2009) consiste en utilizar correlaciones
policéricas entre las variables contenidas en X en lugar de la matriz de covarianza estandar
correspondiente. Linting and van der Kooij (2009) proponen extensiéon més flexible del PCA

que contempla la existencia conjunta de variables continuas y categoricas, como asi también la
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posibilidad de relaciones no lineales entre las variables. Basicamente este método consiste en
re-escalar las variables originales, de forma que las variables transformadas poseen un dominio
numérico continuo. Tal re-escalamiento busca ser 6ptimo, en el sentido de que la varianza de

las variables transformadas, para un nimero de dado de componentes, sea maximizada.

Estas metodologias basadas en componentes principales, comparten una propiedad comun,
y es que no contemplan la existencia de alguna variable respuesta, perdiendo asi informacion
relevante respecto al fenémeno social particular que el indice busca explicar o predecir. El
enfoque de reducciéon suficiente de dimensiones se propone como una metodologia superadora

en este sentido.

1.4. Indices bajo el enfoque de Reduccion Suficiente de

Dimensiones

En esta seccién vamos ilustrar el interés practico o aplicado del enfoque de Reduccion Su-
ficiente de Dimensiones (SDR: Sufficient Dimension Reduction) en el contexto de construccién
de indices SES. No entraremos en el detalle mas formal sobre este enfoque, puesto que a ello
se aboca el Capitulo 2. Aqui queremos dejar sentado como el enfoque de SDR constituye una
forma novedosa de concebir la tarea de medicién social, donde la existencia de una variable
considerada como respuesta juega un rol crucial respecto a la informacién que se extraiga del

conjunto de variables utilizadas para la elaboracion de un indice.

Como antes, supongamos que tenemos un conjunto de p variables X relacionadas a las ca-
racteristicas socio-econdémicas de hogares que queremos reducir a un indice con el fin de predecir
una cierta variable respuesta Y, para la cual tenemos datos para una cierto sub-conjunto de
hogares que conforman la denominada muestra de entrenamiento. Usando el enfoque de SDR es
posible construir un indice SES que utilice la informacién de X que es relevante para Y. De esta
manera, se obtendria un indice de estatus socio-econémico funcional a lo que se desea explicar o
predecir. Ergo, podemos clasificar a los individuos u hogares no sélo por su similaridad respecto
las variables incluidas para medir el SES sino también por la contribucién o influencia del SES

sobre la variable que deseamos conocer.
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Suponer que existe una variable respuesta de interés, constituye mds una regla que una
excepcion en las aplicaciones de indices SES. En general el mismo es incorporado como predictor
para explicar o predecir un cierto fenémeno social, tal como el indice de masa corporal y la
obesidad infantil (Murasko 2007, Fernald 2007), la fertilidad (Bollen et al. 2001, Kolenikov and
Angeles 2009), la estructura familiar (Mokomane 2012), el desempeno cognitivo y econémico
en edad adulta (Mazzonna 2014), el estado de salud en general (O’Donnell et al. 2007), el nivel
de consumo (Kamakura and Mazzon 2013), y hasta el nivel de felicidad (Feeny et al. 2014),

entre otros.

Para el caso de los programas focalizados de pobreza, la variable respuesta es el ingreso o
la condicién de pobreza basada en ingresos. De esta manera, si existe una muestra de entrena-
miento donde se revelaron los ingresos, ademas de las otras variables predictoras consideradas
para el SES, el enfoque de SDR usara esta informacion del ingreso para la construccién del
indice. Es decir que SDR ponderara cada variable en funcién de la relevancia que tiene sobre
la respuesta Y. Dada esta mayor informacion incorporada en la construccién del indice, se
esperaria obtener mejores resultados predictivos, y con ello una ejecucién mas eficiente del pro-
grama. Sobre el escenario planteado por este ejemplo, se mostraran las aplicaciones del método
de SDR propuesto, y se comparara con las otras técnicas usuales de reduccién de dimensiones,
a fin de mostrar el desempeno comparativo de esta metodologia. No obstante debe quedar claro
que, dado el abanico de posibilidades para la variable respuesta, la aplicacion de indices SES
basados en SDR no se agota en este ejemplo, sino que consideramos que el enfoque de SDR

tiene un gran potencial para aplicaciones futuras sobre indices y medicién de la pobreza.



Capitulo 2

Reduccion Suficiente de Dimensiones:

Antecedentes

2.1. Introducciéon

El presente capitulo constituye la base sobre el cual se desarrollan las extensiones propues-
tas en la presente tesis. Especificamente, se brindaran algunas definiciones y resultados basicos
dentro del campo conocido como Reduccion Suficiente de Dimensiones (SDR: Sufficient Dimen-
sion Reduction), realizando una breve revisién de antecedentes sobre enfoques y metodologias.
Lejos de ser exhaustiva, la exposicion esta pensada para que los desarrollos presentados en los
dos proximos capitulos tengan un punto de apoyo en comun, y que el aporte al conocimiento de
las extensiones de la tesis resulte mas directo de captar. Por ende, los antecedentes presentados
estan acotados a lo necesario para desarrollar los modelos y las metodologias propuestas en la
tesis. Por lo tanto, muchos tépicos dentro del area de SDR no son tratados; no por su relevancia,
sino por su menor conexion directa con los temas de la tesis. Para un analisis mas exhausti-
vo y detallado sobre SDR puede consultarse Cook (2007, 1998b), y para una introduccién de

reduccién de dimensiones en general, puede verse Burges (2009).
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2.2. Reduccion Suficiente de Dimensiones

2.2.1. Definiciones Basicas

La idea bésica de reduccion suficiente de dimensiones (SDR) en un problema de regresién
de una variable respuesta Y € R sobre un conjunto de p predictores X € RP, es encontrar una
funcién R(X) € R?, con d < p, que contenga toda la informacién de X que es relevante para

la respuesta Y. De Cook (2007), podemos dar la siguiente definicién formal para SDR.

Definicién 2.1 Una reduccion R : R? — R con d < p es suficiente para la regresion de Y
sobre X si satisface

Y|X = Y|R(X).

En la literatura de SDR suele presentarse el concepto de reduccién suficiente a partir de defini-
ciones equivalentes, que asi mismo permiten enfocar el problema de reduccién suficiente desde

diferentes angulos. Tales equivalencias se presentan en el siguiente lema.

Lema 2.1 Para el vector de predictores X € RP y la variable respuesta Y € R, si R(X) es una
funcion medible en el conjunto de predictores, entonces tenemos que las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(i) Y L X|R(X).
(i) Y|X = Y|R(X).

(iii) X|(R(X),Y) = X|R(X).

Mientras que la definicién (ii) enfoca el problema de SDR a partir de la regresién original de
interés, la definicién (7ii) enfoca el problema a partir de la regresién inversa, i.e. X|Y; y la
definicién (i) refleja de mejor manera el sentido coloquial de SDR, en el sentido de que muestra
que la informacién contenida en X que no esté contenida en R(X), no aporta informacién a la
variable respuesta. Mas alla de este sentido intuitivo, metodolégicamente el enfoque con mayor
difusién es el de regresién inversa. La principal motivacion de ello radica en las ventajas de

visualizacién de la dependencia de los datos. En lugar de analizar una variable respuesta sobre
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p covariables (con p > 2, ya el andlisis grafico queda descartado), el enfoque de regresion inversa
conlleva a analizar p regresiones con una sola covariable, lo cual facilita la modelizacién a partir
de una primera inspeccion gréafica. Ademds permite pensar a la reducciéon R(X) sin necesidad

de imponer un modelo a priori para Y|X.

Otra definicion que necesitamos introducir es la de minimalidad.

Definicién 2.2 Un reduccion suficiente R(X) para la regresion de Y sobre X es minimal, si

para toda otra reduccion suficiente U(X) para la regresion Y|X, R(X) es funcion de U(X).

Al igual que la definicién de suficiencia, la de minimalidad esta intimamente conectada con
la de estadistico minimal suficiente, como también el lema que presentaremos a continuacién
para encontrar reducciones minimales suficientes. Basados en el enfoque de regresion inversa,
si tenemos un modelo para la regresién X|Y podemos utilizar una extension del Lema de

Lehmann-Sheffé (ver Casella and Berger 2002) para encontrar una reduccién suficiente minimal.

Lema 2.2 Sea la distribucion condicional de X|Y tal que su funcion de densidad o de pro-
babilidad puntual viene dada por fx|yg, siendo 8 € © C R¥ el pardmetro de la distribucion
correspondiente, luego R(X) es una reduccion suficiente minimal para Y|X si las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

fX\Y,e(X’Z/,O)
fX|Y,9(Z‘y’ 0)

(i) Para dos puntos muestrales cualesquiera X y z, no depende de y.

(i) R(x) = R(z).

En su mayoria, los desarrollos en SDR han estado més enfocados al caso de reducciones
lineales. Esto es, cuando R(X) = I'"X, con T' € RP*? y d < p. En la presente tesis se
encuentran reducciones no necesariamente lineales, aunque si lo seran respecto al estadistico
suficiente. Si bien para la aplicacién a ciencias sociales que consideraremos la reduccién lineal
tiene sus ventajas en términos de la interpretacion del indice SES, ya que cada elemento de T’
constituiria la ponderacién de cada variable para construir el indice, pueden existir interacciones
de diferentes 6rdenes entre los predictores que aportan informacion relevante para la respuesta,

siendo por ello incluidas en la reduccion suficiente, obteniendo con ello una SDR no lineal.
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Cuando consideramos reducciones lineales, si I'V X es una reduccién suficiente entonces
BTTX también lo serd, para cualquier matriz B no singular d x d. Luego, en el caso de reduc-
ciones lineales, lo que nos interesa identificar es el subespacio generado por las columnas de T,

denominado en la literatura como subespacio de reduccién suficiente.

Definicién 2.3 Sea R(X) = I'"X una reduccién suficiente para la regresion Y|X, luego
Sr = span(T")

se denomina Subespacio de Reduccion Suficiente.

Cabe notar que si tomamos T' = I,, luego R(X) = I'" X = X serd una reduccién suficiente.
Dicha reduccién es comunmente denominada reduccion trivial. No obstante, estamos interesados
en obtener una reduccion de dimensién lo més chica posible. De la misma manera que definimos
reduccién suficiente minimal, tenemos el andlogo para el subespacio de reduccién en el contexto

de reducciones lineales.

Definicién 2.4 Sea S un subespacio de reduccion suficiente correspondiente a la regresion
Y|X, si

para todo Sspr subespacio de reduccion suficiente, luego S se denomina Subespacio de Re-

duccién Suficiente Minimal.

En particular, si existe un S subespacio de reduccion suficiente tal que § C Sspgr para todo
Sspr subespacio de reduccién suficiente, dicho subespacio, denotado comtinmente por Sy x, se
denomina Subespacio Central y constituye el tinico minimal (para un mayor desarrollo ver

Cook (1998b)).

En el préximo apartado, resumiremos los principales enfoques de SDR, presentando los
enfoques clasicos y los nuevos desarrollados basados en modelos, que son los que usaremos en

esta tesis.
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2.2.2. Enfoques y métodos en SDR: Una breve revision

Una de las caracteristicas de la mayoria de los métodos de reducciéon propuestos es que cons-
tituyen proyecciones del vector de predictores a subespacios de dimensién inferior. Esto significa
que inmediatamente las reducciones suficientes son lineales, y con ello las metodologias asocia-
das. Una vez identificada la reduccién suficiente o una parte de la misma, esta el problema de
estimacion. Las primeras metodologias se basaban en que, bajo ciertas condiciones, el momento
de orden 1 y/o 2 de X|Y estd contenido en 'Sy x con X = cov(X), por lo que las primeras
propuestas para estimar la reduccién suficiente de dimensiones de la regresiéon Y'|X se basaron

en la utilizacion de estimadores de momentos de la regresion inversa.

Dentro del enfoque basado en los momentos, existen varias metodologias para estimar la
reduccién suficiente de la regresion de Y sobre X; todas ellas fundamentadas en el estudio de
los momentos o funciones de los momentos, de la distribucién condicional de X|Y. Ejemplos
destacados de metodologias bajo este enfoque son, SIR de Li (1991a), SAVE de Cook and
Weisberg (1991a), pHd deli (1992b), PIR de Bura and Cook (20014); MAVE de Xia et al.
(2002a) Li et al. (2005b), Cook and Ni (2005a), Zhu and Zeng (2006b), Cook and Li (2002a),
y DR de Li and Wang (2007)). Todos estos métodos fueron desarrollados para predictores

continuos.

Con el fin de encontrar reducciones mas exhaustivas, se estudiaron reducciones no necesa-
riamente lineales. Para ello se desarrollaron una serie de trabajos, combinando SDR con ntcleos
o kernels (Akaho 2001, Fukumizu et al. 2009, Fukumizu and Leng 2014, Wu et al. 2008, Hsing
and Ren 2009, Yeh et al. 2009, Zhu and Li 2011). En esta misma linea, Li et al. (2011) usa
support vector machine para estimar la reduccién suficiente (denominado Principal Support
Vector Machine (PSVM)), y constituye en si un método no lineal, para el cual deben selec-
cionarse algunas funciones o parametros, tal como son las funciones de ntcleos y las ventanas
utilizadas. Por su parte, Lee et al. (2013) considera el caso en que Y 1L X|E(Y|X) y propone
una generalizacion de las metodologias basadas en momentos SIR (GSIR) y SAVE (GSAVE),
usando el enfoque basado en ntucleos. En general, estos enfoques mencionados siguen siendo
intrinsecamente lineales en el sentido de que, si bien para estimar la reduccién se trabaja sobre
un espacio transformado de las variables X e Y para asi captar la mayor informacién posible

de los predictores y la respuesta, y con ello obtener reducciones no necesariamente lineales de
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X, se terminan aplicando métodos lineales de SDR tradicionales sobre dicho espacio transfor-
mado (Duarte 2016). Otra caracteristica de estos métodos de estimacién es que también estén

basados en momentos de la regresién inversa.

Cook (2007) introduce el enfoque basado en modelos sobre la regresién inversa X|Y', con
el fin de identificar reducciones suficientes para la regresién Y sobre X. Cook (2007) y Cook
and Forzani (2008, 2009) estudian el caso en que XY se distribuye normalmente, y a partir de
aqui proponen dos métodos: Componentes Principales Ajustados ( Principal Fitted Components,
PFC) y el método LAD (Likelihood Acquired Directions). La ventaja de este enfoque es que
permite obtener una reduccion suficiente conteniendo toda la informacion de X que es relevante
para Y, con la posibilidad de obtener ademés, estimadores de méxima verosimilitud (en base a
un modelo) que son éptimos en términos de eficiencia y y/n-consistentes atin cuando el modelo

XY no es totalmente correcto.

Cuando suponemos que X|Y se distribuye normalmente con matriz de covarianza constante
(respecto a Y') es posible obtener, utilizando maxima verosimilitud, reducciones minimales sufi-
cientes (Cook and Forzani 2008). No obstante cuando cov(X|Y) depende de Y, la minimalidad
de la reduccién suficiente no es posible obtenerla con estas metodologias (Cook and Forzani

2008). Sin embargo, ellos encuentran el subespacio central para este modelo.

Por otra parte, Bura and Forzani (2015) identifican reducciones no lineales en base al enfoque
basado en modelos. Asumiendo una distribucién eliptica para la regresién inversa de la forma
XY ~ &, A, g,) donde py es la media, A la varianza y gy la densidad, demuestran que la
reduccién minimal suficiente ya no es lineal, excepto para el caso normal de varianza constante.
Es decir, prueban que si X|Y ~ & (uy, A, g,), existe una reduccién suficiente lineal no trivial si
gy es la densidad normal con varianza constante. Mas especificamente, cuando los datos no son
normales pero tienen una distribucién eliptica, muestran que I'’ X es suficiente para la regresién
de Y sobre X siy s6losiI' = II,. En este contexto, una reduccién suficiente de X para la regresion
de Y sobre X, contiene una componente lineal y otra no lineal. Mas atin, demuestran que si
XY tiene una distribucién eliptica, con los métodos de SDR lineales a lo sumo sélo pueden
obtenerse algunos elementos del subespacio central, y nunca se podra estimar exhaustivamente
alguna reduccion suficiente no trivial, por el hecho de que se omite la componente no lineal. De

esta manera, este enfoque es el primero en dar reducciones suficientes genuinamente no lineales.
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En la siguiente seccion se expone el caso mas general de SDR para familias exponenciales,
y luego, como caso particular, se identifica la reducciéon para el caso normal con varianza

constante, lo que da origen al método de Componentes Principales Ajustadas (PFC).

2.3. Reduccion para Familias Exponenciales

Los métodos de reduccion suficiente han tenido un mayor desarrollo para el caso en que
los predictores X son continuos. Sin embargo, existen algunas contribuciones tempranas que
abordaron el problema de reduccion suficiente en problemas de regresién con predictores tanto
continuos como categoricos. Tal es el caso de Chiaromonte et al. (2002), quienes proponen un
método para SDR sobre los predictores continuos para cada sub-poblacién definida a partir de
las categorias (finitas) de los predictores categéricos. Por ello, tal enfoque estd destinado més a
encontrar una reduccién sobre las variables continuas considerando la presencia de categoricas,
que en reducir conjuntamente todo el vector de predictores (tanto continuos como categoricos).
Ademas, adoptan supuestos muy restrictivos sobre la estructura de correlacién entre las varia-
bles. En particular, suponen que no hay correlacién entre las continuas y las categéricas, como
asi también que los predictores continuos tienen una estructura de covarianza que es invariante
entre las diferentes sub-poblaciones que definen las variables categéricas. Wen and Cook (2007)
presentan una propuesta superadora en este sentido, aunque mantienen la idea de encontrar
una reduccion suficiente para el conjunto de continuas en cada sub-poblacion definida por la
categoria de forma separada. No obstante, no abordan la de variables reduccion de categéri-
cas y continuas de modo conjunto, y su enfoque se torna intratable cuando se tienen muchas

categoricas.

El trabajo de Cook and Li (2002b) constituye un primer aporte en SDR que contempla
la reduccion conjunta de predictores continuos y categéricos, proponiendo la idea de trabajar
reduccién suficiente en el marco de familias exponenciales para el conjunto de predictores X
dada la variable respuesta Y. Una limitacién relevante de esta metodologia es el supuesto de
independencia condicional entre los predictores contenidos en X dada la variable respuesta. Tal
limitacién es superada con la propuesta de Bura et al. (2015), sobre la cual se basa una parte

importante de la presente tesis; y de hecho busca ser una extension de la misma.
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Por ende, en esta seccién se exponen algunas definiciones y resultados de RSD para fami-
lias exponenciales, siguiendo a Bura et al. (2015) y Duarte (2016). Se propone también una
generalizacion ante la presencia de parametros tipo nuisance, en el sentido que no dependen
de la respuesta Y. En general, para un vector de variables aleatorias X = (X7,...,X,)” con
distribucién Pg de pardmetro 6 € © C R¥, decimos que dicha variable pertenece a una familia
exponencial de k—parametros si la funciéon de densidad o probabilidad puntual puede escribirse

de la forma

F(X.0) = cxp (n<e>TT<X> - ¢<e>) h(X). (2.1)

donde n(0) = (11(0), ..., m(0))T es el vector de pardmetros naturales de la familia exponencial
exponencial, los que son dos veces continuamente diferenciables respecto a @ y la respectiva
matriz Jacobiana tiene rango completo, T(X) = (T1(X), ..., Tx(X))? es el estadistico suficiente
de la familia para n(0), h(X) es una funcién positiva de X, y 1(0) es tal que f(-) constituye

un densidad (o funcién de probabilidad puntual).

En muchos casos (principalmente para la inferencia estadistica), interesa un cierto sub-
conjunto de los parametros, o una determinada funcién de los mismos, denominando al resto
pardametros nuisance (Jorgensen and Labouriau 2012). Si escribimos 1(6) = (1,(0),m,(0)) y
el interés estd sobre m,(0), mientras que 7,(6) juega un rol de una funcién nuisance de los

pardmetros, luego la familia exponencial (2.1) puede escribirse de la forma

f(X,0) = exp (nf(G)Tl(X) + 1, (0)T2(X) — 9 (m,(6), "72(9))) h(X). (2.2)

En tal caso, T1(X) serd un estadistico suficiente para n,(0) y T2(X) serd un estadistico sufi-

ciente para 7,(0) (Chang and Liang 1994).

En el marco de estudio de SDR para la regresién de Y sobre p predictores X, bajo el enfoque
de reduccién inversa se supone que X condicionado a Y tiene una distribucion perteneciente
a la familia exponencial. Luego, de acuerdo a (2.2), podemos extender la formulacién de Bura

et al. (2015) y suponer que su funcién de densidad viene dada por

F(XIm,. Y = y) = exp (n;fT<X> L ATUX) - v(n,. ﬁ)) h(X), (2.3)

donde esta representacion divide al parametro natural 775 = (My1s -+, Myky )" en ky funciones de
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Y y en ky pardmetros independientes de Y dado por i = (71,...,7k,), con ky + ko = k > p.
El estadistico T(X) es suficiente para i, mientras que U(X) es auxiliar (ancillary) para n],
en el sentido de que Ey (U(X)) no depende de Y Lehmann and Casella (2003). En el marco
de SDR, el parametro de interés es 775 y en el marco de Modelos Lineales Generalizados, dicho
pardmetro natural se especifica linealmente como funcién de Y. Siguiendo a Bura et al. (2015),
podemos escribir

Ny =n+Tvy (2.4)

donde 17 = Ey(ny), T' € RF*4 es una matriz semiortogonal de rango completo tal que sus
columnas forman una base para el span{n, — 7 : y € Y}, siendo ) el espacio muestral de Y,
Ey(vy) = 0y Ey(vyvl) definida positiva. Puntualmente, siguiendo a Cook (2007) y Cook
and Forzani (2008), vy puede ser modelado linealmente respecto a una funcién conocida de Y,
fy € R", de la forma vy = B(fy — fy), donde fy = Ey(fy) y B es una matriz de orden d x r

de rango d < min(ky, 7). Luego (2.4) puede escribirse de la forma

B(fy — fy) (2.5)

donde D = I'3. En (2.5) se admiten dos representaciones para modelar 7y, una mediante un
modelo lineal de rango reducido, y la otra con un modelo lineal generalizado sin restriccién. En
el siguiente teorema extendemos el Teorema 1 de Bura et al. (2015) para identificar la reduccién
suficiente para la regresién original Y|X, la cual sera lineal en el estadistico suficiente T'(X)

aunque no necesariamente en X.

Teorema 2.1 Asumiendo que X|Y tiene la densidad (2.3), la reduccion suficiente minimal

para la regresion Y |(X) estard dada por

donde T'(X) es el estadistico suficiente para my de la familia exponencial definida por (2.3) y
Sa =span{n, —n: Y € Y}, donde S, = span(a).

PRUEBA. Siguiendo a Bura et al. (2015), por el teorema de Lehmann-Sheffe, tenemos que la
reduccién a® (T(X) —E(T(X)) serd suficiente minimal si para dos puntos muestrales cualesquie-

ra X y X, tener log (fx|y(x)/fxy(X)) independiente de Y es equivalente a a”’ T(x) = a’ T(x).
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Por hipdtesis fx)y estd dada por (2.3), luego si log (fx|y(x)/fx|y(X)) es independiente de Y,

vamos a tener que

v () o, h) | {mT/[T(x) ~T®)] +77[U(x) - U(i)]} =c¢,  (26)

O e ® B h(E)

siendo ¢ una contante independiente de Y. Luego, al tomar esperanza con respecto a Y y

considerando que 7 es independiente de Y, la ecuacion (2.6) es equivalente a

(ny —m)"[T(x) — T(%)] =0. (2.7)

Sea a € R¥ >4 tal que sus columnas generan el span{n, —7,Y € Y}, luego (1, —n) = avy para
algtin vy € R? y para todo Y € Y. Luego, (2.7) puede escribirse como v¥al [T (x) — T(x)] =0
puesto que por hipétesis Ey (vyv?) es definida positiva. Al valer para todo Y € ), se tiene que
al’T(x) = al T(x) y por ende, a’ (T(x) — E(T(x)) es una reduccién suficiente minimal para la

regresién Y|X. O

Para la estimacién, tomando la especificacién general de (2.5), Bura et al. (2015) proponen
un estimador de maxima verosimilitud para una base del span(D) o del span(T"), para un modelo
de rango completo y de rango reducido, respectivamente, adaptando un algoritmo tipo IRLS
para tales fines. Como se vera a continuacién, para el caso normal, el estimador de maxima

verosimilitud de la reduccion tiene una forma explicita.

2.4. Caso Normal: Componentes Principales Ajustadas

Dentro del enfoque de regresion inversa, si X|Y se distribuye normalmente, tenemos un caso
particular de familia exponencial. En particular, siguiendo a Cook (2007) y Cook and Forzani

(2008), supongamos que X|Y =y ~ N(u,, A) con
p, =pi+Tuy, +e (2.8)

donde it = E(X), I' € RP*4 es una matriz semiortogonal de rango completo tal que sus columnas
forman una base para Sp = span{p, — pp : y € Y}, v, =T (n, — p) € RY y € ~ N(0,A),
independiente de Y. Para el modelo (2.8), Cook (2007) demuestra que R(X) = TTA™'X es
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una reduccién suficiente para la regresion Y|X. En particular, cuando parametrizamos vy =
B{fy — E(fy)} para alguna funcién conocida fy € R” de Y y para alguna matriz 3 € R¥" de
rango d < min(r, p), estamos en presencia de lo modelos de Componentes Principales Ajustadas

(PFC) (Cook and Forzani 2008, pp.3). De esta manera, el modelo (2.8) se escribe de la forma
X|(Y = y) = o+ TB{E, — ()} + ¢ =+ TBE, +c. (29)

con p = o —I'BE(f,). Dado el modelo (2.9), Cook and Forzani (2008) identifican la reduccién
suficiente minimal para Y |X, la que enunciamos en el siguiente Teorema (equivalente al Teorema
2.1 de Cook and Forzani (2008)), pero realizamos una demostracion alternativa utilizamos el

resultado del Teorema 2.1, dado que el caso normal es un caso especial de familia exponencial.

Teorema 2.2 Asumiendo que para X|Y vale el modelo (2.9), luego R(X) = TTA (X —-E(X))

constituye una reduccion suficiente minimal para la regresion Y|X.

PRUEBA. Para aplicar el resultado del Teorema 2.1, en primer lugar debemos expresar la
densidad de X|Y en términos de la forma (2.3). Especificamente, asumiendo el modelo (2.9),

la densidad de X condicionada a Y puede escribirse de la forma

friy (X|Y) = 2772 | A2 exp{—%(x — B =TA(fy —f)) AT (X - p —TB(E — )}
= 2m 2 Al exp{— 5 (X — @) A (X — ) + (X — )T AT TRy )
~ b — )T AT~ )
= 2m 2 A2 exp{—gved (X - )(X — 1) vec(A )
(X = @) ATTB(y —fy) — (B — B) T AT )

(2.10)
En términos de la forma general de la familia exponencial (2.3), para (2.10) tomamos

h(X) = 27772, (2.11)

= —%Vec(Al), (2.12)

S
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U(X) = vee((X ~ B)(X ~ B)"), (2.13)
vy, ) = 5y — ) B TT ARy — F) + Slog Al + BATTE B, (214

T(X) = X (2.15)

ny = ATTB(fy —fy). (2.16)

Dado que fy = By (fy) y 7 = Ey(ny), luego ny — 1 = A'T3(fy — fy) y por el Teorema 2.1,
A™'T constituye una base del span{ny, —% : Y € Y}, o lo que es lo mismo Sy = A~ 'span{n, —
n:Y € Y}. Bs decir, a = A™'T, y R(X) = a(T(X) — E(T(X))) = I"TA /X - E(X)) =

I'"" A" (X — f1) es una reduccién suficiente minimal. [J

Si bien para el caso general de familias exponenciales no hay una forma explicita para el
estimador de maxima verosimilitud de la reduccién suficiente, para el caso normal, Cook and

Forzani (2008) muestran que el estimador de méaxima verosimilitud de T' en este caso es

~—1/2

r=3_"Vg (2.17)

donde X, es la matriz de covarianza de los errores de la regresién de X|Y, y V,; es una matriz

cuyas columnas son los primeros d autovectores de f];els/QfJﬁth;els/Q, donde g es la matriz de
covarianza muestral de los vectores ajustados de la regresién lineal multivariada de X sobre
fy (i.e. Shes = 3 — B, con 3 = (XTX,,)/n siendo X,, € R™P la matriz de los predictores
observados centrada). Ademds encuentran el estimador de méxima verosimilitud para A, que
esta dado por

A —-1/2

A=3.,+5 P VKVTS (2.18)

res

donde K = diag(0,...,0, 5\d+1, cee 5\p), y S\j representan los autovalores, ordenados de forma

, A —1/25 &—1/2
decreciente, de ¥ Xgedi o -

En la presente tesis adoptamos este paradigma de SDR basada en modelos. En primer lugar,
realizamos una extension de la metodologia de Componentes Principales Ajustados (PFC) para
variables ordinales (PFCORD), obteniendo una reduccién suficiente para el modelo Y|X por
maxima verosimilitud. Luego, usamos los resultados de SDR para la familia exponencial con el

objetivo de generalizar el enfoque de SDR para predictores de naturaleza mixta. Por ello, los
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modelos que presentaremos usaran fuertemente los resultados de los Teoremas 2.1 y 2.2. Una
vez identificadas las reducciones suficientes, los estimadores de maxima verosimilitud de los
pardametros del modelo que definen la reduccion, tendran una forma andloga a (2.17) y (2.18),
en particular para el modelo de predictores ordinales, en cada paso del calculo iterativo del

método propuesto.



Capitulo 3

Reduccion Suficiente de Dimensiones

para Predictores Ordinales

3.1. Introduccion

Los modelos de regresiéon con variables ordinales como predictores son muy comunes en
varias aplicaciones. En particular en economia y ciencias sociales, la predominancia de variables
ordinales es un rasgo comun que tienen las bases de datos asociadas, tanto en lo que hace a las
caracteristicas de los agentes como a los comportamientos y resultados de fenémenos sociales que
interesa estudiar. También una aplicacién muy difundida en la iltima década son los sistemas
automatizados de recomendacion, a través de las preferencias de los consumidores, como es el
conocido caso de Netflix (e.g. Bobadilla et al. 2012, Roberts 2014), donde la puntuacién (variable
ordinal) de una cierta pelicula no vista por un usuario es predicha a partir de las puntuaciones
realizadas por dicho usuario de otras peliculas y de la informacién de otros usuarios sobre la

valuacion de la pelicula que se busca predecir.

En este contexto, cuando el nimero de predictores es muy elevado, interesa reducir la
dimensién del problema a través de la combinaciéon de una pocas variables que contengan
la mayor informacién de las variables originales con el fin de ganar en eficiencia, como en el
entendimiento del fenémeno a modelar. Como dijimos en e 1Capitulo 1, las técnicas comtinmente
usadas para variables ordinales son adaptaciones al analisis estandar de componentes principales

(Linting and van der Kooij 2009, Kolenikov and Angeles 2009). De esta manera, en el caso del
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Indice de Focalizacién de Pobreza, la primera componente principal es utilizada para predecir
si un hogar es pobre o no, ain cuando esta variable respuesta nunca es utilizada para construir
los coeficientes que definen al indicador. Claramente, al no utilizar ninguna informacién sobre
lo que se busca predecir (pobreza, en este caso), existe una perdida importante del poder

predictivo del método de reduccion utilizado para la construccién del indice.

Un enfoque alternativo al de reduccién de dimensiones, es el de seleccion de variables sobre
el conjunto original de predictores. Un método adaptado al caso de predictores ordinales ha
sido propuesto por Gertheiss and Tutz (2010). Si bien este método utiliza la informacién de la
variable respuesta para realizar seleccion de variables, asume un modelo paramétrico especifico
para la respuesta como funcion de los predictores. Tampoco sirve para elaborar un indice, en

el sentido que le damos en el presente trabajo.

Con el enfoque de reduccion suficiente de dimensiones (SDR) es factible reducir la dimensién
de los predictores X usando informacion de la variable respuesta Y sin proponer un modelo
para el problema de regresién original Y|X. Como dijimos en el Capitulo 2, la mayoria de los
métodos han sido disenados para predictores continuos, con una extension reciente a variables
con distribucién perteneciente a la familia exponencial (e.g. Bura et al. 2015), que admite SDR
para predictores de diferente naturaleza dentro de la familia exponencial. Con el objeto de apli-
car SDR para predictores ordinales, una primera opcién podria ser considerarlos como variables
categdricas politomicas ignorando su orden natural. Asi, postulando una distribuciéon multino-
mial para dichos predictores, la SDR podria pensarse en el marco de familias exponenciales.
Sin embargo, los predictores ordinales usualmente no tienen una distribucién multinomial, y
si se adoptadara esta distribucién para representar a las ordinales, debe tenerse en cuenta que
la informacién sobre el orden natural que contienen dichas variables se perdera por completo
con esta representacion. Otra opcién es usar variables dummy para representar a las ordinales,
pero esto puede terminar introduciendo un problema de correlaciones espurias (Kolenikov and
Angeles 2009). Otro enfoque es tratar a los predictores ordinales suponiendo que surgen de un
proceso de discretizacién de variables latentes continuas. Esta metodologia es la comtinmente
utilizada en ciencias sociales, y se enmarca dentro de los denominados modelos de variables
latentes. En este contexto, las variables latentes usualmente se modelan suponiendo una distri-
buciéon normal o logistica, obteniendo los asi llamados modelos probit y logit, respectivamente

(Greene and Hensher 2010, Long 1997). Dependiendo del fendmeno cientifico de interés, la va-
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riable latente puede adoptar un significado particular (e.g., utilidad en problemas de eleccién,
predisposicion a contraer enfermedades en genética, o tolerancia a drogas en toxicologia); o
bien, una interpretacién general de la variable latente puede realizarse a través de pensarla
como una propension a observar un cierto valor j de una variable categérica ordinal (Skrondal
and Rabe-Hesketh 2004). Mas alla de su sentido filoséfico y de las criticas realizadas en torno a
su existencia real, las variables latentes resultan de gran utilidad para el modelado estadistico

en general.

Dado el potencial de SDR, y la presencia frecuente de predictores ordinales en las aplica-
ciones, en este capitulo desarrollamos un método de SDR para predictores ordinales siguiendo

un enfoque de variables latentes que se suponen normalmente distribuidas dada la respuesta.

El resto de este capitulo se organiza de la siguiente manera. En la Seccién 3.2 describimos
el modelo de regresién inversa para datos ordinales e identificamos su reduccién suficiente. En
la Seccién 3.4 derivamos el estimador de Maxima Verosimilitud para la reduccion suficiente y
también presentamos un método de seleccién de variables. La Seccién 3.5 presenta un test de
permutacién para seleccionar la dimension de la reduccién suficiente. Los resultados de las simu-
laciones son presentados en la Seccion 3.6. La Seccion 3.7 contiene dos aplicaciones del método
propuesto. La primera corresponde a la aplicacion que motiva la tesis, esto es, a la creacion
de un indice SES usando variables ordinales que caracterizan al hogar, con el fin de predecir
ingreso per capita y nivel de pobreza. En un segundo ejemplo, usamos la metodologia propuesta
para la recomendacién de peliculas utilizando datos de Netflix. Por ltimo, exponemos unas

breves conclusiones en la Seccién 3.8.

3.2. Modelo

Consideraremos un modelo de regresiéon en el cual tenemos una variable respuesta ¥ € R
sobre un conjunto de predictores X = (X1, Xo,...,X,)T € R?, donde cada X;, j = 1,...,p
es una variable categérica ordenada, es decir X; € {1,2,...,G;}, j =1,...,p. Para encontrar
la SDR de X, usaremos el enfoque de regresién inversa basado en modelos (Cook 2007). Para
ello, dado el vector de p variables ordinales observadas X, supondremos la existencia de un

vector p-dimensional de variables latentes continuas no observadas subyacentes a cada variable
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ordinal, Z = (Zy, Zs, ..., Z,)", tal que satisfacen el siguiente modelo
Z)Y = py + €, (3.1)

donde py = E(Z[|Y) y el término de error € es independiente de Y, normalmente distribuido
y con media 0 y matriz decovarianza A definida positiva. Como es usual en los modelos de
variables latentes para datos ordinales, debemos imponer algunas restricciones para identificar
los pardmetros del modelo, que en el presente caso seran: [Al;; = 6; = 1y E(Z) = 0 (ver
Jackman 2009). En el presente contexto, cada variable observada X; es una versién discretizada
a partir de una variable latente Z; de la siguiente manera: Para un conjunto de umbrales
eV = {Héj), 99), o ,H(ij}, dividimos la recta real en intervalos disjuntos —oco = Qéj) < (99) <
< Q(ij_l < 98} = 400 y luego tomamos

G
X; =Y gl6y, < z; < 69,

g
g=1

donde I(A) es una funcién indicadora del conjunto A. Esto es, X, es una variable escalonada

derivada de dicretizar Z;.

En el desarrollo que sigue, vamos a denotar © = {6(1), ey @(p)} =
1 1 1 1
{050,085, ... O 02) y O(X,0) = 07,08 x o x 00 0%). Sea YV

el espacio dominio de Y y Sp = span{py — E(py)|Y € Y}. SiT € RP*? con d < p, es una
matriz semi-ortogonal, cuyas columnas forman una base para el subespacio d-dimensional Sr,

siguiendo a Cook and Forzani (2008), podemos re-escribir el modelo (3.1) de la forma
Z)Y =Tvy + €, (3.2)

donde vy = 'y € RY con E(vy) = 0y var(rvy) > 0. En este caso modelamos al vector
de coordenadas de la forma vy = &{fy — E(fy)} donde fy € R" es un vector de r funciones
conocidas de Y tales que E((fy — E(fy)(fy — E(fy))”) conforma una matriz definida positiva y
€ € R¥" es una matriz de rango completo d, con d < r (ver Cook and Forzani 2008, Adragni and
Cook 2009). Bajo este modelo, cada coordenada de Z|Y es modelada linealmente como funcién
de un vector de predictores dado por fy, y por lo tanto, cuando Y es cuantitativa, podemos usar

graficas inversas con el fin de obtener informacién para seleccionar la funcién fy, lo que no es
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posible en la regresion original de Y sobre X debido a sus dimensiones. Cuando Y es continua,
fy usualmente quedara representada por un conjunto flexible de funciones basicas, como ser
un polinomio en Y, lo cual resulta ser una opciéon parsimoniosa cuando el método grafico se

ve agotado o resulta poco practico para todos los predictores. Cuando Y es categorica y toma

valores tales como {C4,...,C}}, podemos tomar r = h — 1 y especificar j-ésimo elemento de
fy através de [(y € C;), con j =1,..., h. Cuando Y es continua también podemos particionar
sus valores en h categorias {C1, ..., Cy} y luego especificar para la coordenada j-ésima de fy de

la misma manera que para el caso en que Y sea categérica. Para mayores detalles, ver Adragni

and Cook (2009).

De esta manera, el modelo (3.2) puede expresarse como
2|y = T&{fy — B(f)} + (3.3)

donde € es independiente de Y, normalmente distribuido con media 0 y matriz de varianza-
covarianza (definida positiva) A, con unos en la diagonal a los fines de la identificabilidad del

modelo.

3.3. Reduccion suficiente

Suponiendo la validez del modelo (3.3), el siguiente teorema identifica la reduccién suficiente

de dimensiones para la regresién Y|X.

Teorema 3.1 Sea X un vector p-dimensional de variables ordinales para las cuales existe
un vector de variables latentes subyacentes Z que verifican el modelo (3.3). Luego R(X) =

TTA™'X es una reduccion suficiente para la regresion de Y sobre X. Esto es,

Y LX[TTA™'X.

PRUEBA. Sea R : R? — R? dado por R(W) = TTA™'W. En base al Teorema 2.2 del
Capitulo 2, R(Z) es la reduccién minimal suficiente para la regresion de Y sobre Z. Esto

implica que Z|(R(Z),Y) no depende de Y. Sea g = (¢91,...,9p), 9; = 1,...,G;. Puesto que
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Xj=9;< 7Z; € [9%)__1, 9%)) entonces

Pr{X = g|R(X) = R(g),Y} = Pr{Z ¢ C(X,0)R(Z) € R(C(X,0)),Y}
= Pr{Z e C(X,0)[R(Z) € R(C(X,0))}

= Pr{X =g|R(X)=R(g)},

y, como consecuencia tenemos que X|(R(X),Y") no depende de Y. La segunda igualdad sale del
hecho de que Z|(R(Z),Y) es independiente de Y. Esto implica que X|(R(X),Y) =4 X|R(X).
Usando la equivalencia del Lema 2.1 llegamos a que R(X) es una reduccién suficiente para la

regresion de Y sobre X.[J

Cabe notar que no es necesario ningun supuesto sobre la distribucién de Y o de Y |X para
la validez del Teorema 3.1. Esta observacion tiene un implicaciéon practica relevante, pues nos
dice que podemos utilizar las reducciones obtenidas con cualquier regla de prediccion, sea en

regresion o clasificacion.

Ahora bien, si R(X) = T" A7'X es una reduccién suficiente, luego R(X) = ATTA™'X es
una reduccién suficiente para toda A € R invertible (Cook 1998b). Por lo tanto el subes-
pacio generado por las columnas de A™'T' es identificable, pero no lo es A™'T" en si mismo.
Como lo mencionamos en el Capitulo 2, en la literatura sobre SDR, el parametro identificable
del subespacio generado por las columnas de A™'T es denominado Subespacio de Reduccion
Suficiente. Por otra parte, el Teorema 2.2 puede extenderse para predictores que satisfacen las
condiciones de linealidad y cobertura (Cook and Forzani 2008), y por lo tanto, el Teorema 3.1
puede extenderse al caso de no normalidad siempre que los momentos de Z|Y satisfagan las
hipétesis del Teorema 3.5 de Cook and Forzani (2008). Por lo tanto el el enfoque de variables

latentes descrito aqui es 1til ain cuando nos alejamos del supuesto de normalidad.

3.4. Estimacion

Del Teorema 3.1, una matriz de coeficientes para la reduccién suficiente es o = A7'T. Si
Z fuera observada, el estimador de maxima versoimilitud de a estarfa dado por (2.17) y (2.18)

1/2Vd, donde Vy

res

~

del método de Componentes Principales Ajustadas (PFC). Esto es, @ = X

A —1/25  ~—1/2

son los primeros d autovectores de X . g3 Ygt es la matriz de covarianza muestral

res
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de los vectores ajustados de la regresion lineal multivariada de Z sobre fy y ﬁ)res S Y 2ﬁt,
siendo 3 la matriz de covarianza muestral (marginal) de los predictores. Sin embargo, Z es una
variable latente no observada, y por lo tanto, las matrices de covarianza (marginal y ajustada)
no pueden observarse de forma directa. En vista de la robustez probada en Cook and Forzani
(2008), podriamos considerar la aplicacién de la metodologia de PFC directamente sobre X de
manera naive, y aun asi obtendriamos un estimador y/n-consistente. Este enfoque constituird la
base para comparar el método para ordinales. También sera usado para obtener los valores
iniciales del algoritmo propuesto para obtener estimadores de maxima verosimilitud bajo el

modelo de variables latentes.

Para estimar los pardmetros del modelo (3.3) y en particular los parametros de la reduccion
suficiente, en base al Teorema 3.1 usaremos la parametrizacién o = AT de forma tal que

(3.3) puede ser re-expresado de la forma

ZlY = Aag{fy — E(fy)} + ¢,
con a’a=1y e~ N(0,A), (3.4)

vy X;=g& Ze[0V,,09), j=1,..p

g—b"g

Supongamos que tenemos una muestra aleatoria de n puntos (y;, x;) extraidos de la distribucién
conjunta de (Y, X) tal que satisfacen el modelo (3.4). Necesitamos estimar el span(a). Supon-
gamos por el momento que la dimensién d de la reduccién es conocida (posteriormente en la
Seccién 3.5 se tratara la inferencia de d). Para obtener el estimador con los datos observados,

necesitamos maximizar la funciéon de log-verosimilitud

> log fx(xilyi; ©, A, @, €). (3.5)

i=1

Sea C(X, ®) el hiper-cubo C(X,0) = [9%)71,09) X e X [0&271,9%). Como para cada g =

1

L,...,G;, X =g & Z € [9&2—3_1,9&2) y Z|Y esté distribuida normalmente, para cada i, la
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densidad truncada (no normalizada') fx z(x;,2z:|yi; ©, A, a, &) es
- - —Lir(AY(z;—Aatt,, ) (z;—Aatf, )T
fX,Z(Xiu Zz|yla 87 Av «, 5) = (27T> p/2|A| 1/26 2! (A7 (= Aokl )z~ Aokhy,) )I{ZiEC(xi,@)}7

donde f,, =f,, —n~!>" f,. Por lo tanto, para cada 4, la densidad marginal no normalizada

de X|Y serd
Fx (il ©, A, €) = / Fxz(%0 2l ©, A, ., £) dz.

Debido a que el computo exacto de la funcién de verosimilitud resulta muy dificultoso debido
a las integrales multiples contenidas en la misma, en estos casos, los estimadores de maxi-
ma verosimilitud cominmente se obtienen usando un algoritmo iterativo EM (Ezpectation-
Mazimization). Este alternativa es usual en modelos con variables latentes, debido a que reduce
la complejidad de computo de la verosimilitud conjunta de (X, Z). Por ello, adoptaremos esta

metodologia en el presente capitulo. El algoritmo se expone a continuacion.

3.4.1. Algoritmo

En esta seccién vamos a presentar el algoritmo EM, estrechamente ligado con el presentado
por Guo et al. (2015) en el contexto de modelos graficos, con el fin de estimar los pardmetros
del modelo (3.4). A lo largo de esta seccién, vamos a usar superindices de la forma A® para
indicar el valor de una cierta cantidad A en la k-ésima iteracion del algoritmo. El procedimiento
comienza con el Paso 0, donde inicializamos los pardmetros A, a(©, 5(0) utilizando los esti-
madores del método PFC aplicado directamente sobre los predictores ordinales observados X.
Luego, el algoritmo itera entre los dos siguientes pasos hasta alcanzar la convergencia: En el
Paso 1 se estima ©® dados AF1 =1 gk, luego en el Paso 2 se obtienen A® a®), e®
maximizando la esperanza condicional (dados A*~D q#=1 k=D v @k)) de la funcién de

log-verosimilitud conjunta (3.5). Este ultimo paso se denomina EM.

Paso 1: Estimacién de ©: Dados A*™Y a1 ¢*=1 del Paso 0 o de un paso anterior,

'El término mo normalizada’ se utiliza, debido a que en un sentido estricto, no constituye una densidad
al no integrar 1. No obstante, la literatura relacionada hace caso omiso de ello en el sentido de que sigue
denomindndola densidad.
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tomamos W1 = A(k_l)a(k’_l)ﬁ(k_l). Paracada j=1,...,py g=1,...,G; definimos

n o— o',
Ly(0) = #{i:xi; < g} — ZQ(T)’

J

donde ® es la funcién de distribucién acumulada de una normal estandar. Para cada j,
(53(.]“1) = (A(k_l))jj, ‘Ilg-kfl) indica la j-ésima fila de ®*~1, z;; es la j-ésima coordenada de
x;, v #S indica el cardinal del conjunto S. Luego tomamos é(()j) = —00 =, HA(G]J) = +o0o. Para
g=1,...,G; — 1, asignamos a é(j) la tinica solucién de la ecuacién L,(6) = 0. De esta manera
tomamos ©% = {9(()1) Hél 9(()” ,...,H(sz}. Podemos notar que L, estd basada en el
supuesto de normalidad de la distribucién condicional de la latente. Precisamente, definimos
a L, como una funcion de biusqueda de los umbrales usando la funcién de distribucién normal

subyacente.

Paso 2: Estimaciéon de A", a(k),ﬁ(k): Dado ®% calculado en el Pasol y
AR g (k=1) E(k_l) del Paso 0 o de un paso anterior, aplicamos el algoritmo EM para maxi-

mizar (3.5). El algoritmo EM consiste en la encontrar Q) = (A(k)’ a) 5(1:)) tal que maximice
Q") Z wilxigsat-D 108 fxi a (X, 2l Yis )‘yi;ﬂ(kfl)] : (3.6)

en Q2 = (A, 3,A). Esto produce

a® = S_l/zéN,
(AH® = 8714 a®(a®)TS,a)Ha)T — a® ((a®)Tsa®)H (a®)T,

€9 = (@) AP al) (o) TMIFETF) !

donde N es una matriz tal que (a®)Ta® = I, y ¢ son los primeros d autovectores de

S—1/284,S71/2, donde las matrices S € RP*? y Sg, € RP*P estdn dadas por

n

1
S=- Z B, x, y-~n(k71>(Zz‘Zz‘T|Xz‘7yi; Q(kfl)) vy Si=n "M'FF'F)"'F'M
/,/L 1Jy
i=1
con F € R™" y M € R™P matrices cuyas traspuestas estan dadas por F' = [f, ... £, ]y
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M? = [E

z1|x1,y;ek—1)

(Zl‘xlayl; Q(k_l))a LB

e omsal—0 (Zn %0, yn; QD)) y la matriz resi-

dual S, esta definida por S,es = S — Sg;.
Los detalles del algoritmo EM son presentados en el Apéndice 3.9.1.

Paso 3: Chequeamos convergencia. Si la convergencia no se logra, se retorna al Pa-
so 1. La convergencia se chequea simplemente observando si Q(Q® Q%) deja de incre-

mentarse de una iteracién a la siguiente. Especificamente, chequeamos si (Q(Q®|Q*~1) —

Q(Q*V1Q*=2))/Q(Q*V|Q*2) < ¢ con e usualmente fijado en 107,

3.4.2. Estimacion con seleccion de variables

Cuando realizamos reduccién suficiente de dimensiones con el fin de obtener el menor conjun-
to de combinaciones lineales de los predictores originales, tal combinaciones lineales tipicamente
involucran a todas las variables originales. Esto significa que atn las variables no relevantes o
redundantes son incluidas en el modelo final, dificultando mas la interpretacién. Para superar
esta limitacion, podemos realizar selecciéon de variables y de este modo obtener combinaciones
lineales que solo incluyan a las variables activas o relevantes. La maximizacién de (3.6) es equi-
valente a maximizar —% log |’ S ;x| — 21og|S| + 2 log|a’Sa| (ver Apéndice 3.9.1), y Chen

et al. (2010) probaron que la maximizacién de esta ultima expresion es equivalente a encontrar,

a= arg(;nin{ — tr(a” Sy }, sujeto a o’ Sa = 1. (3.7)

Con esta equivalencia podemos inducir seleccién de variables en reduccion de dimensiones,
agregando una penalizacién a dicha funcién. Esta penalizacién es del tipo group-lasso ya que,
con el fin de no elegir una variable X; en particular, necesitamos hacer que toda la fila j-ésima
de a se iguale a 0. Por ello, siguiendo a Chen et al. (2010), utilizamos una norma mixta tipo
¢y /4y, donde la norma interna es la norma ¢, de cada fila de a. Incorporando el término de

penalizacién a (3.7), obtenemos

P
a = arg min{ — tr(a’S7V284S7 %) + )\Z Hang}, sujeto a a’ Sa = 1.
o i=1
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El pardmetro A\ puede seleccionarse utilizando algin criterio de informacién, como ser el
criterio de Akaike (AIC) o el de Bayes (BIC). Los detalles pueden encontrarse en Chen et al.
(2010). Otra alternativa es encontrar el valor de A\ que minimiza el error de prediccién via un

experimento de validacion cruzada, pero esto requiere la adopciéon de alguna regla de prediccion.

Cabe destacar que este procedimiento realiza al mismo tiempo seleccién de variables y
reduccién suficiente de dimensiones sin necesidad de especificar un modelo para Y |X. Entonces,
la reduccién obtenida puede utilizarse luego con cualquier regla de prediccion. Este enfoque
difiere de aquellos en los que el procedimiento de seleccion de variables hace uso de un modelo

de regresién en particular, como por ejemplo en Gertheiss and Tutz (2010).

3.5. Eleccion de la dimension d

En el desarrollo de la Seccién 3.4 suponemos que la dimensién d < min(p,r) del subespacio
de reduccién suficiente era conocida. Si bien para la construcciéon de un indice unitario de
Estatus Socioeconémico se fija d = 1, en otras aplicaciones practicas, esta dimension deberia
ser inferida a partir de los datos. Para el caso de reduccion suficiente de dimensiones basada
en modelos que admite el calculo de la verosimilitud, para seleccionar d se ha propuesto el uso
de cocientes de verosimilitud o de algin criterio de informacién tipo AIC o BIC (Cook and
Forzani 2008). Sin embargo, estos métodos no son robustos ante desviaciones del modelo que

se estd asumiendo.

Cuando el principal objetivo es la prediccién, un alternativa es evaluar diferentes valores
de d en funcién de su desempeno predictivo fuera de la muestra, en un entorno de validacién

cruzada. Luego, el valor de d seleccionado es aquel que logra el minimo error de prediccién.

Otro camino para elegir la dimension es a través de test de permutacion, como lo hacen
Cook and Yin (2001). Para ello, supongamos que a € RP*™ y (ax, ¢g) € RP*P es unitario. El
test de permutacién se basa en el hecho de que S, es un subespacio de reduccion suficiente para
la regresion de Y sobre X siempre que (Y, a’X) Il al'X. Notemos que esto implica que m > d.
Para este test, consideraremos el estadistico A,, = 2(Q,(I,) — Qm(@)), donde Q, esta dado

por la funcién @ en (3.6), evaluada en el estimador obtenido via el algoritmo EM previamente
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descrito, para una dimension fija de S,. Fijamos m = 0. El procedimiento para inferir d via

test de permutacion involucra los siguientes pasos:

(i) Obtener @, el estimador de maxima verosimilitud (MV) de e, y computar A,,. Obtener

también a.

.. ~T ~T . ~T
(ii) Paralos datos (Y;, " X;, oy X;), permutamos las columnas correspondientes a &y X; para
obtener una nueva muestra (Y;, X). Para cada nuevo conjunto de datos, obtenemos el

estimador de MV y computamos A%,.
(iii) Repetimos el paso (ii) B veces.

(iv) Calculamos la fraccién de veces en que /AX;% excede a A,,. Si este valor es mas pequefio
que el nivel de significancia elegido y si m < min(r, p) tomamos m = m + 1 y volvemos

al paso (i). En caso contrario, tenemos d = m.

De esta manera, el valor de d inferido es la menor m que falla en rechazar la hipétesis nula

de independencia entre (Y,a" X) y ag X.

3.6. Simulaciones

En esta seccién vamos a evaluar diferentes aspectos del método propuesto usando datos
simulados. Un punto critico de la implementacion del método es el computo del paso E del
algoritmo EM. El calculo exacto de los momentos trucados involucrados en este paso hace que
el método propuesto no sea factible en la practica, atin cuando la dimension de los predictores
es de orden 5 < p < 10, dependiendo del niimero de categorias de cada uno de ellos. Por ello,
implementamos un método de estimacion aproximado adaptado del propuesto por Guo et al.
(2015). La idea principal de esta aproximacion es el uso recursivo para computar iterativamente
los momentos truncados de una distribuciéon normal multivariada. La derivacion y demas deta-
lles estan presentados en el Apéndice 3.9.2. Por lo tanto, el primer paso es validar este método
de aproximacion utilizado en el paso E, comparandolo con el computo exacto de los momen-
tos truncados a fin de evaluar la desempeno del mismo. Posteriormente, vamos a comparar el

desempeno del método de SDR propuesto respecto a la metodologia estandar desarrollada para
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datos continuos. Luego vamos a ilustrar el desempeno de la estrategia propuesta para inferir
la dimension del subespacio de reduccién via test de permutacion y validacion cruzada. Final-
mente, evaluamos el funcionamiento del estimador regularizado propuesto en la Seccion 3.4.2

en términos del poder predictivo.

3.6.1. Validacion del paso E del algoritmo

La parte mas demandante del método propuesto es el computo de los momentos truncados
de la distribucién normal multivariada del paso E. El método de aproximacion iterativa sugerido
para este computo, constituye el ingrediente principal para que la metodologia de reduccion
presentada se aplicable en la practica. En esta seccién validaremos esta estrategia, comparando
el cémputo aproximado vis @ vis el exacto, utilizando para ello el algoritmo propuesto por Lee
and Scott (2012). Dado que el computo exacto involucra un alto costo computacional, ain
para una dimension moderada de los predictores, tomamos p = 5 y n = 100. Adicionalmente,
fijamos G; = 4 para j = 1,2,...,5. Los datos son generados de acuerdo al modelo (3.4), con
Y ~ N(0,1). Para la matriz de base «, tomamos /p o = (1, sign(e)), con 1, un vector
columna de unos, de tamano p =5, y e ~ N,(0,I). Para la matriz de covarianza A, tomamos
A =1+ aBa® siendo B una matriz aleatoria simétrica 2 x 2 fija desde el principio. También
elegimos una base polinémica para fy, con r = 2. La misma eleccién de fy fue usada para
la estimacion. El experimento es replicado 100 veces. En cada corrida, la misma muestra de

entrenamiento es usada por ambos métodos (i.e. aproximado y exacto).

Para evaluar la exactitud de la estimacion, medimos el angulo entre los subespacios genera-
dos por el verdadero a y el estimado a. Esta cantidad varia de 0 grados, si los dos subespacios
son idénticos, a los 90 grados, si no comparten ninguna informacién. El angulo medio obtenido
con el método exacto fue de 10.21 grados con una desviacion estandar de 6.37 grados, mientras
que para la estimacion obtenida con el método aproximado, el angulo promedio fue de 12.65
grados con una desviacién estandar de 5.70 grados. El intervalo del 95% de confianza para
la diferencia promedio entre los dngulos obtenidos con ambos métodos es igual a (2.07,2.81)
grados. Estos valores sugieren que el precio a pagar por la introduccion del calculo aproximado

es muy pequena.
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También resulta ilustrativo ver el impacto de la aproximacion en prediccién. Usando regre-
sién lineal estandar para Y|a' X, el error cuadratico medio (MSE) de los residuos, promediados
sobre las 100 corridas, es de 0.810 cuando estimamos la reducciéon usando la aproximacién en
el paso E, y es igual a 0.801 cuando se utiliza el método exacto. En ambos casos, la desviacion
estandar del MSE promedio es de 0.02. Por lo tanto, la diferencia en el MSE obtenido con
el método aproximado representa menos del 1.5 % del MSE promedio obtenido con el método

exacto.

La importancia del método aproximado para el paso E se resalta mejor cuando se toma
nota de la gran diferencia en el tiempo de calculo. Usando implementaciones en MATLAB para
ambos métodos, el cdlculo con el método exacto requiere un promedio de 1.13x10% segundos
para cada ejecucion, mientras que con el método aproximado este tiempo se redujo a 0.26

segundos, una diferencia de tres érdenes de magnitud.

En general, estos resultados muestran que el método aproximado para calcular los momentos
truncados resulta ser una alternativa viable: se reduce el tiempo de calculo para la aplicacion

préactica, sin una pérdida significativa de precisién.

3.6.2. Desempeno del método propuesto

En esta seccion evaluamos el desempeno del método propuesto con datos simulados. Para
este caso, fijamos p = 20, d = 2 y una base polinémica con r = 2 para fy. Al igual que en
la Seccién 3.6.1, generamos los datos de acuerdo al modelo (3.4), con Y ~ N(0,1), \/pax =
(1, sign(e)), con e ~ N,(0,I), y matriz de varianza-covarianza A = I + aBa’, con B una
matriz aleatoria d x d simétrica, que dejamos fija al inicio. Los valores de G; en este caso
van desde 3 hasta 5. Para evaluar el desempeno del método, calculamos el dngulo entre los

subespacios generados por el verdadero a y el a estimado.

La Figura 3.1-(a) muestra los diagramas de caja obtenidos del experimento replicado 100
veces con un tamano de muestra n = 500. En el mismo se compara el angulo obtenido cuando
a es computado utilizando el PFC estandar (para datos continuos) sobre las variables observa-
das X, respecto de aquel obtenido cuando usamos el método propuesto para ordinales (que a
partir de aqui lo denotaremos con PFCORD). Los dngulos estan medidos en grados. Podemos

observar que el valor medio del angulo es significativamente menor cuando utilizamos el método
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de reduccién propuesto para ordinales; y ambos métodos muestran una varianza similar. El in-
tervalo de confianza (normal) del 95 % para la diferencia entre los &ngulos obtenidos por ambos
estimadores es (9.59, 11.02), en grados. Estos resultados muestran que la estimacién usando el
PFCORD claramente mejora respecto a la estimacién obtenida con el PFC estandar usando

los datos ordinales como si fueran continuos.

Algo que podriamos preguntarnos en el presente contexto, es si esta ganancia en términos
del desempeno del estimador se mantiene luego de relajar el supuesto de normalidad de las
variables latentes subyacentes. Para el PFC, Cook and Forzani (2008, Teorema 3.5) mostraron
que el estimador es atin consistente cuando X|Y se desvia de la normalidad. En nuestro caso,
para evaluar el método propuesto en tal sentido, generamos ahora los datos como lo hicimos
anteriormente, pero tomando un € que no se distribuye normalmente. En particular, suponemos
que € tiene una distribucién chi-cuadrado de la forma (€); ~ x?(5). El resto de los pardmetros
de la simulacién permanece como antes. Los resultados obtenidos se muestran en la Figura 3.1-
(b). Puede observarse que los angulos obtenidos con ambos métodos son muy similares a los
obtenidos bajo normalidad condicional de los datos. En este caso, el intervalo de confianza
del 95% para la diferencia entre los dngulos obtenidos luego de la estimacién esta dado por
(6.76, 8.28), mostrando asi que las ventaja de usar el método disenado para datos ordinales se

mantiene, y la diferencia sigue siendo significativa.

3.6.3. Inferencia sobre la dimension d

En esta seccion llevamos a cabo un estudio de simulacion para evaluar los métodos para
inferir la dimension del subespacio de reduccién a partir de los datos. En particular, vamos a
comparar la inferencia de d a partir de método de test de permutacién con el de validacién
cruzada de 10 particiones (10-fold CV). Para esto, generamos los datos de la misma forma que en
la Seccién 3.6.2, con p = 10, d = 2 y usamos una base polinomial de grado r = 4 para fy. Puesto
que d < min(r, p), el valor verdadero de d lo debemos buscar dentro del conjunto {0, 1,2, 3,4}.
Para el test de permutacion, construimos la distribucién de A,, extrayendo muestras a partir
de los datos (re-muestreo) 500 veces, como fue discutido en la Seccién 3.5, y usando un nivel de
significancia de 0.01. Para validacién cruzada usamos el promedio del error cuadratico medio

de prediccion sobre la particion de prueba como la medida de desempeno a seguir, utilizando
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Figura 3.1: Desempeno del Estimador PFCORD: £ (span(a),span(a)).
Z|(Y = y); (b) modelo no normal para Z|(Y = y).
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como regla de prediccién el método de los k vecinos mas cercanos (i.e. k-NN). El experimento
fue repetido utilizando dos tamanos de muestra n = 200 y n = 300, y se corrié 500 veces para
cada tamano de muestra. La Tabla 3.1 muestra los resultados obtenidos. Para n = 300, el test
de permutacién encuentra la verdadera dimension en el 81 % de los experimentos replicados,
mientras que con validacién cruzada se encuentra el 58 % de las veces. El intervalo de confianza
del 95% para la diferencia en la proporcién de eleccién correcta de la dimensién es (0.177,
0.291), mostrando que dicha diferencia es estadisticamente significativa para el nimero utilizado
de réplicas. Ademas, para este tamano de muestra, ambos métodos casi nunca recogen menos
de dos direcciones, y por lo tanto no se pierde ninguna informaciéon. La fraccion de veces que
al menos una direccién adicional es elegida, esto es, d=2o0d= 3, es 0.898 con el test de
permutacién y 0.81 usando validacién cruzada. El intervalo de confianza para esta diferencia
es de (0.043, 0.133), confirmando la ventaja del test de permutacién cuando el tamano de la
muestra es suficientemente grande. Asimismo, debemos notar que el procedimiento basado en
permutacién es mas rapido que validacion cruzada, ya que la reduccion de la dimension de los
datos transformados permutados puede llevarse a cabo usando métodos estandares para datos
continuos. De hecho, utilizando una PC estdandar para los experimentos, el procedimiento del
test de permutacion es casi seis veces mas rapido que el procedimiento requerido para validacion

cruzada.

Para un tamano de muestra menor, especificamente tomando n = 200, el método de permu-
taciones es menos preciso. En este caso se encuentra la verdadera dimension el 69 % de las veces,
pero en el 22 % de las réplicas se recogié una sola direccion para la proyeccion en lugar de dos.
Por su parte, con validacién cruzada la verdadera dimension se encontré el 57 % de las veces,
pero tiende a sobrestimar la dimensién requerida d, generando con ello una potencial pérdida
de eficiencia a favor de preservar la informacién. Realizando un contraste para la diferencia en
la proporcion de elecciones correctas de d> 2, obtenemos un p-valor de ~ 107'°, evidenciando
asl una ventaja estadisticamente significativa del método de validacién cruzada, en este escena-
rio con un tamano de muestra pequeno, al ser mas conservativo en términos de la pérdida de la
informacion. Por lo tanto, podemos concluir que el test de permutaciones parece ser un mejor
procedimiento para inferir la dimension d de la reduccién cuando el tamano de la muestra es
suficientemente grande, a la vez que la reduccion del tiempo computacional es significativa. Sin

embargo, con validacién cruzada se obtiene una solucién mas segura, en términos de pérdida
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Tabla 3.1: Fraccion de veces en las que se elige un valor de d.
PERMUTACION  VALIDACION CRUZADA

d=1 0.220 0.000
n=200 d=2 0.690 0.572
d=3 0.078 0.220
d=14 0.012 0.208
d=1 0.082 0.000
n=300 d=2 0.810 0.576
d=3 0.088 0.223
d=4 0.020 0.190

de informacién, cuando la cantidad de datos es reducida.

3.6.4. Desempeno del método incluyendo regularizaciéon

Finalmente, vamos a realizar un estudio de simulacién para evaluar el desempeno de la
version regularizada (i.e. con seleccién de variables) del método propuesto para predictores
ordinales. A diferencia de las configuraciones anteriores, ahora la reduccién suficiente depende
solo de un subconjunto de predictores. En la presente simulacion, solamente los primeros cuatro

predictores aportan informacién acerca de la respuesta, esto es, & = (A 034, _4)7, con

12 1/2 1/2 1/2
~1/2 1/2 1/2 —1/2

Fijamos los valores para el resto de los parametros de la misma forma que se hizo en la Seccién
3.6.2. La reduccién fue estimada usando PFC estandar para predictores continuos, la versién
no regularizada del método de SDR, que denominamos PFCORD, y la versién regularizada que
propusimos en la Seccion 2.4.2. En todos los casos hemos usado una base polinomial para fy de
grado r = 2. Para cada estimador, calculamos el angulo entre los subespacios S, y Sg en cada
una de las 100 corridas del experimento. La Figura 3.2 muestra los resultados obtenidos para
p = 10. Podemos ver que los angulos obtenidos son menores que en el caso donde asumimos que
todos los predictores son relevantes. Dado que todos los métodos se aplican a los mismos datos,
del diagrama de caja queda claro que los estimadores disenados exclusivamente para datos

ordinales tienen un mejor desempeno que el PFC estandar para datos continuos. Por otra
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Figura 3.2: Desempeno del estimador REG-PFCORD: 4 (span(a), span(c))
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parte, para esta situacion, el estimador regularizado (que de ahora en adelante denominaremos

REG-PFCORD) demuestra claramente ser superior a la versién no regularizada (PFCORD).

También realizamos otra serie de experimentos con el fin de evaluar la estabilidad del sub-
conjunto de variables elegidas por el algoritmo del método regularizado propuesto. Denotamos
por Sy C {1,2,...,p} al conjunto de indices para el subconjunto de variables que son realmente
relevantes para la respuesta Y (variables activas), y por S§ a su complemento. De forma simi-
lar, denotamos por S al subconjunto de variables elegidas por el estimador regularizado, en el
sentido de que a; = 0 para j ¢ S , ¥y por Zg, a un vector aleatorio con elementos Z; # 0 para
J € So, realizando una definicién similar para Zgg. Estamos interesados en la evaluacién de: (i)
Pr(S, C §), como un indicador de las variables relevantes que se conservan; (ii) la cardinalidad
promedio del conjunto S (#:S‘\), como medida de la cantidad de variables no relevantes que
son preservadas luego de la estimacion. Por otra parte, estamos interesados en la evaluacién
de cémo varian estas medidas de performance para diferentes niveles de correlaciéon entre Zg,
Y Zgg. Para medir esta dependencia, usamos una medida de correlacion basada en distancias
como es definida en Székely et al. (2007) y Székely and Rizzo (2009), que aqui denotamos
por dCor(Zs,, Zse). Esta es una medida de correlacién no paramétrica generalizada que resul-

ta adecuada para vectores aleatorios de diferente tamano y que no requiere ajuste de ningin
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Tabla 3.2: Desempeno de los algoritmos de selecciéon de variables cuando utilizamos REG-
PFCoORD o REG-PFC.

n P REG-PFCORD REG-PFC
Pr(S, C S) 45 Pr(S, C ) #5

0.0 0.98 3.98 (£ 0.10) 0.92 3.88 (£ 0.63)

200 0.2 0.91 3.91 (£ 0.27) 0.13 2.36 (£ 0.76)
0.3 0.55 3.42 (£ 0.64) 0.04 2.23 (£ 0.46)

0.5 0.16 2.91 (£ 0.67) 0.01 2.07 (£ 0.38)

0.0 1.00 4.00 (£ 0.00) 1.00 4.00 (£ 0.00)

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

500 0.2 1.00 4.01 (£ 0.10 0.96 4.52 (£ 0.73
0.3 0.96 4.02 (£ 0.38 0.63 3.52 (£ 0.98
0.5 0.49 3.95 (£ 1.08 0.17 2.53 (£ 0.83

parametro para su calculo. Para controlar esta cantidad, ajustamos el valor de A usado para
generar los datos. En particular, fijamos A = 41, + paBa” para diferentes valores de p. Con
esto obtenemos dCory(Zs,, Zsc) ~ 0.3 para p = 0.2, 0.5 para p = 0.3 y aproximadamente 0.7
para p = 0.5. En todos los experimentos, el nimero de variables relevantes en Sy se fij6 en 4,

con p = 20.

En la Tabla 3.2 se muestran los resultados obtenidos usando 100 réplicas del experimen-
to, para cada condicion evaluada. De la misma se observa que, para un tamano de muestra
suficientemente grande (n = 500), las versiones penalizadas de los métodos PFCoORrRD y PFC
logran una precision perfecta en la seleccion del verdadero conjunto activo de variables, cuando
los predictores no estan correlacionados entre si. Para un nivel moderado de correlacién entre
los predictores (p = 0.3), usando REG-PFCORD, el verdadero conjunto de variables activas Sp,
estd contenido en la solucién el 96 % de las veces, con una fraccién muy baja de asignaciones fal-
sas. Por otro lado, si en el mismo escenario utilizamos la version regularizada del PFC estandar
(que denotamos por REG-PFC), observamos que dicho método permite recoger el verdadero
conjunto de variables activas s6lo el 63 % de las veces. Esta diferencia es estadisticamente signi-
ficativa a un nivel del 0.001 (p-valor). Por otra parte, el nimero promedio de variables escogidas
por el REG-PFC es de aproximadamente 3.50, lo que significa que algo de informacion se pierde
con este procedimiento. Para niveles elevados de correlacién entre los predictores (p = 0.5), el
verdadero conjunto de variables activas es escogido sélo el 17% de las veces cuando usamos
REG-PFC, mientras REG-PFCORD atin lo escoge la mitad de las veces. La pérdida de precisién

del REG-PFCORD esté relacionada con el reemplazo de uno de los predictores del verdade-
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ro conjunto de variables activas, por otro predictor altamente correlacionado, manteniendo el

cardinal promedio del conjunto estimado S con un valor cercano a 4.

Cuando el tamano de la muestra es menor (i.e. n = 200), el desempeno del REG-PFC para
seleccionar variables decae mucho mas rapido respecto a su equivalente ordinal, a medida que
aumenta la correlacion entre los predictores. Cuando los predictores no estan correlacionados,
REG-PFC escoge el verdadero conjunto de variables activas Sy un 92 % de las veces, mientras
que el REG-PFCORD lo hace un 98 % de las veces. Pero con un nivel bajo de correlacion entre
los predictores (p = 0.2), el desempeno del REG-PFC decrece réapidamente a un nivel del
13 %, mientras que el método para variables ordinales sigue mostrando una precisién elevada,
eligiendo el verdadero conjunto de variables activas en més del 90 % de las veces. A su vez,
para niveles elevados de correlacion, ambos procedimientos tienden a subestimar el niimero de

variables relevantes; y esta tendencia es mayor para el REG-PFC.

Por lo tanto, estos resultados muestran que el uso del método propuesto especialmente
adaptado para datos ordinales, proporciona una precision significativamente mayor también
en este caso, cuando se decide realizar reduccién suficiente de dimensiones con seleccion de

variables.

3.7. Analisis con datos reales

En esta seccion vamos a aplicar el método propuesto en datos reales, analizando su desem-

penio y comparando con otros métodos alternativos supervisados y no supervisados.

En la primera seccion se presenta la aplicacién para la construccion de indices SES a lo
fines de predecir ingreso per capita y nivel de pobreza (monetaria) utilizando una muestra de
entrenamiento. La segunda aplicacion, analiza el poder predictivo de este método en el problema

de puntuacién y recomendacion de peliculas de NETFLIX.

3.7.1. Construccién de indices de Estatus Socio-Econémico (SES)

Como mencionamos en el Capitulo 1, existen varias aplicaciones por las que se busca un

indice SES a partir de reducir un conjunto de variables econémicas y sociales. En este capitulo,
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como a lo largo de la tesis, la aplicacién que se presenta de indices SES aborda el problema
de predecir el ingreso per capita del hogar y/o el nivel de pobreza de los hogares a partir de
un indice SES construido aplicando reduccién suficiente a un conjunto de variables observables
que caracterizan el nivel social y econéomico del hogar. A pesar de sus limitaciones, como
ya mencionamos en el Capitulo 1, el ingreso o el gasto de consumo constituyen las medidas
tradicionales en los andlisis de pobreza, lo que ha llevado a gran parte de los paises del mundo a
adoptar el enfoque de la linea de pobreza basada en el ingreso a partir de encuestas de hogares,
con el objeto de inferir sobre la situacién socioeconémica de la poblacién (Mokomane 2012,

Richardson and Bradshaw 2012).

Debido a la complejidad que encierra la captacion correcta del nivel de ingreso, se busca
una variable prozy del ingreso a partir de variables mas faciles de observar; esto es, un indice

SES.

La principal metodologia que se utilizada para obtener un indice SES, es el Analisis de
Componentes Principales (PCA) (Merola and Baulch 2014, Hoque 2014). Dado que entre las
variables observadas para construir el indice predominan las categéricas ordinales, es que Ko-
lenikov and Angeles (2009) proponen una variante del PCA adaptada para datos ordinales
utilizando correlaciones policéricas entre los predictores en lugar de la matriz de covarianza

estandar.

En este ejemplo, vamos a mostrar un enfoque diferente para la construccion del indices SES,
basado en la metodologia propuesta de SDR para datos ordinales. La idea es obtener un indice
para predecir una medida unidimensional de algtin aspecto socio-econémico, tal como el ingreso
del hogar o la condicién de pobreza en términos de ingresos. Por lo tanto, en este caso fijamos
la dimension de la reduccion en d = 1 y derivamos el indice como una version normalizada de
la reduccién suficiente &’ X € R. Contrariamente a los indices tipo PCA, este nuevo enfoque

usa la informacién acerca de la respuesta bajo analisis.

Los datos utilizados provienen de la base de microdatos de la Encuesta Permanente de
Hogares (EPH) de Argentina, tomando, en particular, el cuarto trimestre de 2013. La EPH
es la principal encuesta de hogares de Argentina y es realizada por el Instituto Nacional de

FEstadisticas y Censos (INDEC).
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Consideramos nueve variables ordinales sobre las condiciones de vida de los hogares, y dos
variables socio-econémicas sobre el jefe/a de hogar (nivel de instruccién formal y situacién
laboral). Los detalles de estas variables pueden encontrarse en el Apéndice 3.9.3. A fin de tener
en cuenta la heterogeneidad regional, estimamos indices SES de forma separada para cada
una de las siguientes cinco regiones: regién metropolitana del Gran Buenos Aires (n = 2351
hogares), regién Pampeana (n = 5003), el Noroeste Argentino (NOA) (n = 2852), el Noreste
Argentino (NEA) (n = 1594), y la Patagonia (n = 2398). Consideramos dos tipos de respuesta:
una continua, dada por el ingreso per capita familiar (ipcf), y una binaria basada en el ingreso
(pobreza) que indica si el hogar estd por encima o debajo de la linea de pobreza (i.e. si el hogar
es pobre o no, en términos de ingresos). Estamos interesados en mostrar que el método REG-
PFCORD constituye una alternativa superior a la metodologias tipo PCA para la construccion
de indices SES, al mismo tiempo que logra tener un poder predictivo similar a considerar el
conjunto entero de predictores (i.e. sin aplicar reduccién). Para ello, el desempeno en prediccion

del indice propuesto (REG-PFCORD) se compara con las siguientes estrategias metodologicas:

» Consideraciéon de todo el conjunto de predictores sin aplicar reduccién, tratados como

predictores continuos, en el sentido métrico. Vamos a denominar a este método FULL.

= Todo el conjunto de predictores incluidos sin aplicar reduccién, incorporados por medio

de variables dummies. Vamos a llamar a este enfoque FULL-I.

= Todo el conjunto de predictores es incluido pero usando un procedimiento tipo group-
lasso para predictores ordinales (Gertheiss and Tutz 2010), realizando con ello seleccién

de variables. A este método lo llamaremos LASSOORD.

= Una variante del PCA disenada para predictores ordinales usando correlaciones policori-

cas (Kolenikov and Angeles 2009). Lo denominaremos PCAPOLY.

= Una variante no lineal del PCA que utiliza un escalamiento especial para aplicarse a

categorias ordinales (Linting and van der Kooij 2009). A este método lo llamaremos

NLPCA.

Las primeras tres estrategias son incluidas con el objetivo de tener una base de referencia sobre

el desempeno que se obtiene cuando se usa el conjunto entero de predictores, pero debe quedar



3.7. Andlisis con datos reales 53

claro que las mismas no brindan un indice. De hecho, solamente las dos ultimas alternativas de

la lista compiten en la construccién del indice SES con la metodologia propuesta.

Para cada estrategia, ajustamos una regresién logistica para la respuesta pobreza (discreta)

y una regresién lineal para la variable respuesta ipcf (continua).

Cuando computamos la reduccién suficiente, elegimos una fy diferente para cada respuesta.
Para la respuesta continua, usamos una base polinémica de grado » = 2. Para la respuesta

binaria, fy es simplemente una variable indicadora centrada.

Los datos son particionados en diez conjuntos disjuntos a fin de tener diez réplicas ex-
perimentales. En cada corrida, uno de los subconjuntos es usado como conjunto de prueba,
mientras que el resto de ellos conforman la muestra de entrenamiento. Con cada método se
obtiene el error cuadrdtico medio (MSE) de realizar validacién cruzada con diez iteraciones
(10-fold cross-validation). Los resultados se muestran en la Tabla 3.3, reportandose también los

correspondientes desvios estandar.

En primer lugar, de la tabla puede observarse que, para la respuesta continua, usar varia-
bles dummy para el conjunto entero de predictores (FULL-I) o realizar seleccién de variables
con LASSOORD, constituyen estrategias mas efectivas que considerar el conjunto entero de
predictores como variables continuas (FULL). Lo contrario ocurre cuando consideramos la res-
puesta binaria; esto es FULL en general brinda mejores resultados predictivos que FULL-I y

LASSOORD.

Para los indices SES, tanto para la respuesta continua como discreta, los resultados muestran
que REG-PFCORD es superior que PCAprPoLYy y NLPCA. A su vez, entre los indices tipo
PCA, NLPCA muestra un mejor desempenio que PCAPOLY. Por otra parte, los errores de
prediccion obtenidos con el indice REG-PFCORD son muy similares a aquellos que surgen
de la prediccién con FULL. Cuando consideramos la respuesta discreta, el REG-PFCORD
da mejores resultados predictivos que el LASSOORD para tres de las regiones consideradas.
También debemos remarcar que, contrariamente al LASSOORD, los indices obtenidos usando
la técnica de reduccion suficiente de dimensiones, nos permite utilizarlos con cualquier método

predictivo.

Para ilustrar mejor el ajuste obtenido, la Figura 3.3 muestra graficamente el resultado del

modelo de regresion de ipcf sobre el indice SES obtenido usando todos los datos. Un término
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Tabla 3.3: MSE para el indice SES (10-fold cross-validation)
Errores de Prediccién -MSE

Respuesta Método GBA  Pampeana NOA NEA  Patagonia

Ingreso per cdpita REG-PFCORD 7.26 4.73 4.71 3.30 13.20
(ipcf: continua) (2.75) (1.66) (2.75) (1.35) (3.34)
PCAproLY 7.60 5.10 5.07 3.68 14.7

(2.45) (0.90) (1.77) (0.90) (4.01)

NLPCA 7.38 4.95 4.89 3.52 13.67

(2.29) (0.61)  (1.48)  (0.65) (3.71)

FULL 7.22 4.69 4.68 3.32 13.14

(3.50) (0.88) (2.47) (0.93) (3.34)

FULL-I 7.01 4.52 4.48 3.08 12.92

(2.46) (0.83) (1.74) (0.76) (3.80)

LASSOORD 7.00 4.51 4.42 3.05 12.88

(2.46) (0.83) (1.77) (0.76) (3.84)

Linea de Pobreza REG-PFCORD 0.208 0.167 0.279 0.287 0.129
(pobreza: discreta) (0.015) (0.011)  (0.028)  (0.028) (0.022)
PCApoLY 0.229 0.204 0.366 0.390 0.132

(0.028) (0.018)  (0.023)  (0.063) (0.025)

NLPCA 0.228 0.186 0.302 0.290 0.161

(0.021) (0.019)  (0.019)  (0.018) (0.016)

FULL  0.202 0.162 0274 0.287 0.129
(0.021) (0.008)  (0.026)  (0.036) (0.020)

FULL-I  0.206 0171  0.286  0.298 0.126
(0.023) (0.021)  (0.024)  (0.065) (0.028)

LASSOORD  0.206 0171 0286  0.298 0.129

(0.023) (0.021)  (0.024)  (0.065) (0.027)

Note: errores estandar entre paréntesis. Database: EPH (2013)

cuadratico SES? es incluido para corregir la curvatura en la funcién de regresién estimada
y la variable respuesta fue transformada con ipcf + ipcf'/?, a partir de realizar un andlisis
de regresion Box—Cox. Puede observarse que cuando usamos el indice SES construido con el
PCAPOLY, los valores del indice estdn concentrados principalmente en el intervalo [0.5, 1.0]
mientras que, para el SES modelado usando REG-PFCORD, los valores del indice se distribuyen
més regularmente sobre todo el intervalo [0, 1.0]. Esto permite obtener un mejor ajuste con el
modelo lineal, como se revela a partir un valor del R? igual a 0.302 comparado con un 0.231

obtenido con un indice SES basado en PCA.

Las Tablas 3.4 y 3.5 muestran los vectores de coeficientes estimados que definen el indice

SES usando ipcf y pobreza como variable respuesta, respectivamente. Podemos notar que
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Figura 3.3: Ajuste del modelo lineal del ingreso per capita como funcién del indice SES. Lado
izquierdo: usando indice SES con método tipo PCA. Lado derecho: resultado con el método
propuesto.
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para el método propuesto, varios coeficientes del & han sido llevados a cero con la estimacién
regularizada, mientras que para PCAproLy y NLPCA sélo horas trabajadas pareciera no ser
muy relevante para la construccion del indice SES. Ademads, de los resultados reportados po-
demos apreciar varias diferencias entre el REG-PFCORD y los enfoques basados en PCA (i.e.,
PCApoLy y NLPCA). En primer lugar, la importancia de cada predictor para la construccién
de indice SES difiere segin el método. Por ejemplo, la variable hacinamiento obtiene la mayor
ponderacion con el REG-PFCORD para todas las regiones y para ambas variables respuesta,
mientras que la wnstalacion sanitaria y la ubicacion del agua muestran ser las més relevan-
tes para la construccién del indice usando PCAPOLY, y la instalacion sanitaria y el desagiie
para el método NLPCA. En segundo lugar, observamos que los indices SES construidos usan-
do ambos métodos basados en PCA dan similares ponderaciones a los predictores para todas
las regiones. En cambio, el indice SES basado en REG-PFCORD logra captura la divergencia
econdémica regional explicada por diferencias en dotaciones de factores, productividad, niveles
de actividad y patrones de crecimiento econémico regional. Mas auin, en las regiones urbanas
maés ricas (especificamente, Buenos Aires y la regién Pampeana) la estimacién regularizada del
REG-PFCORD tiende a fijar en cero las variables con mayor ponderacion en los indices basa-
dos en PCA. Esta diferencia resulta atractiva, ya que estas regiones suelen tener una mejor
infraestructura social basica general, por lo que las variables relacionadas con el drenaje, pro-
vision de agua e la instalacion sanitaria de la vivienda son menos importantes para medir el
nivel socioeconémico, pues gran parte de la poblacién estaria cubierta en este sentido. Con un
fundamento similar encontramos que otras variables, tal como hacinamiento o escolaridad, son
necesarias en orden de obtener un mejor indice SES para predecir el nivel de ingreso del hogar.
En la misma linea, para regiones con mayores niveles de pobreza (NOA y NEA) el indice SES
provisto por el método REG-PFCORD muestra que otras variables, tal como ubicacion de la
vivienda, provision de agua o ubicacion del agua, pasan a ser relevantes en la determinacion del

nivel socio-econémico.

Comparando ambas metodologias basadas en PCA | podemos notar que el NLPCA es mas
sensible a la heterogeneidad regional que el PCAPOLY, pero las diferencias en las ponderaciones

del indice de estos métodos comparado con las del REG-PFCORD permanecen sustanciales.

Adicionalmente, podemos apreciar que el indice SES obtenido via REG-PFCORD es sensible

respecto a qué variable respuesta estamos usando para caracterizar el fendmeno social de interés.
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Por ejemplo, en las regiones del GBA, Pampeana y Patagonia, la escolaridad tiene un peso
considerable en el indice SES para explicar el ingreso per capita, no asi para predecir pobreza.
Esto cobra sentido debido a que, en estas regiones relativamente mas ricas, el acceso a niveles
bésicos de escolaridad estd mas garantizado en la poblacion que habita en las mismas. Por otra
parte, muchas veces el ingreso constituye un fuerte incentivo sobre la decisién individual de
alcanzar mayores niveles de educacion, reflejandose de hecho en la ponderacién del indice para
predecir ingreso. Ademas, para estas regiones mas ricas, algunas variables, tal como desagiie,
instalacion sanitaria o bano compartido pasan a ser relevantes para predecir si el hogar es pobre
o no (siguiendo el criterio de la linea de pobreza). Tales diferencias no pueden ser capturas por

el indice SES basado en la metodologia de PCA.
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3.7.2. El caso de NETFLIX

En esta seccién utilizamos la base de Netflix? para ilustrar el desempeiio del método con
otra aplicaciéon real diferente de la presentada para indices SES. Este conjunto de datos con-
tiene la puntuacién o calificacién (“estrellas”) sobre peliculas disponibles en Netflix, y dichas
puntuaciones son realizadas por suscriptores de este servicio. Estos datos podemos pensarlos
como unas matrices grandes, de n usuarios y de p peliculas. Como no todos los usuarios han va-
lorado todas las peliculas disponibles, esta matriz es rala (sparse) y las peliculas no puntuadas,
usualmente son tratadas como datos faltantes. Para el propdsito de este ejemplo, consideramos
s6lo un subconjunto de los datos, omitiendo las puntuaciones faltantes. Para ello, buscamos un
subconjunto de n usuarios que han evaluado las mismas p peliculas. Buscando en la base de

datos para p = 20, se extrajo un subconjunto de n = 8347 usuarios.

Puntualmente tenemos una matriz X = (Xj;) tal que X;; € {1,2,3,4,5} representa la
puntuacion del usuario ¢ de la pelicula j y no hay puntuaciones faltante en X. Denotamos por
X_i; a la matriz que contiene las puntuaciones de la pelicula j de todos excepto del usuario
i-ésimo, y definimos X; _; de manera andloga. Nuestro objetivo es predecir la puntuacion Xj;
utilizando la informacién del resto de la base de datos; en particular, a partir de las puntuaciones

realizadas por ¢ de otras peliculas en X.

Las siguiente reglas de prediccién son consideradas para predecir X;:

= MEDIA: )A(i]- = Zk# Xpj; esto es, la puntuacién predicha es la puntuacién media de la

pelicula realizada por el resto de los usuarios.

» PFCHLIN: )A(Z-j = BT (afmxi,,j). Aqui obtenemos una reduccién via PFC sobre los
predictores, usando X_; ; como la variable respuesta y X_; _; como predictores, y luego

usamos un modelo de prediccion lineal sobre los datos reducidos.

= PFCORD+LIN: )?ij =CT (agRDXiﬁ_j) Aqui procedemos de la misma forma que antes,

pero utilizamos REG-PFCORD para la reduccién de dimension.

» FULL-+LIN: )A(,»j = B”X, ;. Aquf ajustamos un modelo predictivo lineal usando todo el

conjunto de predictores.

2Informacién respecto al Netfliz Prize puede obtenerse en HTTP://WWW.NETFLIXPRIZE.COM/ /RULES.
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» PFC+SVR: )?Z-j = govr (0o Xi ;). En este caso buscamos una reduccién de los predicto-

res con PFC, tomando X_; ; como respuesta y X_; _; como predictores, y luego usamos

support vector regression (SVR) como modelo predictivo, usando los datos reducidos.

» PFCORD+SVR: )A(ij = gSVR(agRDX@_j). Similar a la estrategia anterior, pero usamos el

método propuesto, REG-PFCORD, para obtener la SDR.

» FULL+SVR: )A(ij = gsvr(X; ;). Aqui utilizamos SVR sobre todo el conjunto de predic-

tores.

Usamos un kernel Gaussiano para el método SVR, con la varianza (bandwith) elegida uti-
lizando validacién cruzada de 5 iteraciones (5-fold cross-validation). La Tabla 3.6 muestra el
error de predicciéon medio (MSE) obenido (leave-one-out) tanto para la dimensién d inferida
usando el procedimiento basado en permutaciones, como también para diferentes valores de la
dimensién d. Podemos observar que, como la dimension de fy es r = 4 en este ejemplo, y sabe-
mos que la dimension de la reduccién debe satisfacer d < min(r, p), las reducciones que tienen
sentido para estos datos deben tener dimension d < 4. Podemos observar que la prediccién
de la puntuacién usando solo puntuaciones de la misma pelicula realizada por otros usuarios,
es claramente superada por todos los métodos que usan puntuaciones realizadas por el mismo
usuario. Para todos los valores de d, el mejor resultado es aquel obtenido utilizando el método
propuesto (REG-PFC) para realizar reduccién de dimensiones junto con SVR como modelo
predictivo. Mas atn, para un d fijo, el método que hemos propuesto de reduccién suficiente
para variables ordinales supera al PFC, independientemente de la regla de prediccién elegida.
También podemos ver que con SVR, si reducimos los predictores con PFC se obtiene un peor
resultado que usar el conjunto entero de predictores, mientras que si usamos REG-PFCORD
obtenemos menores errores de prediccion cuando d = 4. También podemos notar que los resul-
tados para d son muy similares a aquellos arrojados con d = 4. Esto se debe a que la dimensién

inferida de la reduccion es d = 4 en el 98 % de las veces.

Por lo tanto, los resultados mostrados con esta aplicacion muestran que el método propues-
to es superior al PFC estandar, resaltando los beneficios de reducir la dimensién cuando los

predictores categéricos ordinales se reconocen como tales.
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Tabla 3.6: MSE obtenido para la base de datos de NETFLIX

Mepia PFC+rLiN PFCorD+LIN FULL4LIN PFC+4+svrRk PFCorRD+SVR FULL+SVR

d=d 0.645 0.568 0.583 0.551

d=4 0.642 0.565 0.574 0.549

d=3 0.889 0.663 0.691 0.633

d=2 0.901 0.857 0.874 0.821

d=1 e 0.909 0.871 e 0.882 0.836 e
d=p 0914 X 0.642 e 0.566

3.8. Conclusiones

El método de estimacién propuesto basado en un algoritmo tipo EM para la reducciéon de
la dimension de problemas de regresiéon con predictores ordinales, mostré ser superior a los
métodos estandar derivados para predictores continuos y basados en la regresion inversa. Esto
lo probamos, tanto con las simulaciones como con conjuntos de datos reales que involucran pre-
dictores categoricos ordenados. Los experimentos mostraron que esta ventaja se acentiia cuando
usamos seleccion de variables, donde el método propuesto supera claramente a su contraparte
para los datos continuos, cuando dicha contraparte se aplica ingenuamente a predictores ordi-
nales. Esto no es un problema menor, ya que muchos analisis en las ciencias aplicadas suelen
tratarlos como variables continuas, sin tener en cuenta su naturaleza ordinal. Ademads, con la
propuesta de algoritmo aproximado EM se constituye un método factible (en términos compu-
tacionales) para un conjunto mucho mayor de problemas en comparacién con el uso del célculo
exacto de los momentos truncados. Este ahorro también permite realizar test de permutacion y
procedimientos de validacion cruzada para inferir la dimension de la reduccién, que resulto ser
razonablemente preciso en las simulaciones. Por 1ltimo, la aplicaciéon de la metodologia pro-
puesta para la construccién de indices de estatus socio-econémico (indices SES) mostré muchas
ventajas con respecto a los indices basados en PCA. En particular, el método no sélo ayuda a
obtener mejores predicciones sino que también permite obtener una comprension mejor de las
relaciones entre los predictores y la respuesta. De manera mas precisa, para el indice de SES,
el método propuesto brinda diferentes ponderaciones logrando capturar diferencias regionales,
histéricas y/o culturales, siendo al mismo tiempo sensible respecto a la medida usada como
respuesta (como el ingreso familiar per capita o la linea de pobreza), lo que no ocurre con las
metodologias no supervisadas basadas en PCA. Esta propiedad del método de reduccién sufi-

ciente de dimensiones basada en modelos tiene implicaciones relevantes para el andlisis social
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aplicado.

3.9. Apéndice del capitulo

3.9.1. El Algoritmo EM

Con el objetivo de simplificar la notacién, siempre vamos a omitir el condicionante sobre
Q* Y cuando tomemos esperanza. También vamos a omitir los condicionantes sobre el resto
de las variables en el sub-indice. Para obtener una forma explicita de (), vamos a computar la

)

esperanza condicional de la log-verosimilitud conjunta de la forma

n

Q(Qlﬂ(“’) = Ezq_‘x_ y_,Q(k—l) [log fxi,zi (Xiazi|yi; Q)‘?Ju Q(kfl)} = ZEzi [log in,Zi (Xiazi|yi; Q)’yz} .
=1 i=1

Por lo tanto,

n

Q(Q|Q(k71)) = Z Ezi [1Og in,Zi (Xia Zi|yi; Q) |yz}

i=1

- - - —Lir(A~Y(z;—Aatt,, ) (z;—Aatf, )T
- ZEzi [1Og ((gﬂ) PI2| A[71/2em 3 (AT (mimAakh,) (i~ Aath,) )]{ZiEC(xi,@)}>

=1

b

pn n
= ——log(27) — = log |A
" log(2r) —  log | A
n (1 - T 2 — T 1 — TeT T
-3 tr [A (ﬁ ;Zl E,(zz; |xi,y;) — EAaﬁ ;:1 £, E..(z; |x;,y;) + EAaE ;:1 f,.f,6 a A

- —% log(27) — gl

(3.8)

2AlFTM AafFTFeTaTA
og |A] — gtr [A_I(S — ag + ag {a )} ,

n n

donde S € RPP, F € R y M € R™P estén dados por S = 23" | E, (z;2] |x;,y;), FT =

£, £ ]y MT = [E,, (z1|x1, %), - - -, B, (Z0|Xn, Yn))], respectivamente.

Maximizacién de la funcién Q (3.8).

De (3.8), tenemos que

Q(A,B,A) = —% log(27) — glog IA] — gtr(A_ls) + tr(aFTM) — %tr(a{FTFgTaTA).
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Dado que @ es una forma cuadritica en &, el méximo se obtiene en £(k) =
(a”Aa) 'a”MTF(FTF)~!. Reemplazando &* en la funcién Q, obtenemos la log-
verosimilitud parcial

1
QA a)=— % log(27m) — glog |A| — gtr(A_IS) + 5 tr [(a"Aa)'a"M"F(F'F)"'F"Ma]

= % log(27) — glog AN gtr(A‘IS) + gtr [(@"Aa) o’ Sl (3.9)

donde Sgy = 2MTF(FTF)~'F"M. Para maximizar () con respecto a to A™" observemos que,
por la Proposicién 5.14 de Eaton (1983), si o € RP*? es fija y ag € RP*P=9 es el complemento
semi-ortogonal de c, tenemos una correspondencia uno a uno entre A~' y (Hy, Hy, Hs), y
H, = a"Aa; Hy = (el A ')t y Hz = (a’Aa) 'a” Acy. De Rao (1973) y Cook and
Forzani (2009) obtenemos

A =a(a’Aa) ol + AT (el AT ag) Tl AT (3.10)
IA| = |al A | e Aa. (3.11)
La identidad (a”Aa) 'a’Aay = —a” A ap(al A )™t implica que
o"'A oy = —(aTAa) o Aapal A ey = —H3H, Y,

la cual, junto con aa® + apal =14,
Aoy =aa’ Aoy + apal A ay = —aHzH, ' + ogHy ! = (—aHs + ap)Hy
Usando todo esto en (3.10) obtenemos
A7 = aH;'a” + (—aH;3 + ag)H,  (—HIa” + of), (3.12)

Por lo tanto, encontrar IAL-, i = 1,2,3 es equivalente a encontrar (A~1)*). Para escribir la
funcién Q en términos de Hy, Hy y Hs, vamos a escribir log |A| y tr(A~'S) in términos de las

misma. Por lo tanto, usando (3.12) y (3.11), la funcién Q luego puede ser escrita en términos
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de Hy, Hy, y H3 de la forma

T n n n
QH,, H,, H;,a) = —%log(%r) — 5 log [Hy| - 2 log [Ha| —  tr [aFL, '@ (S - Sg)]

- gtr [(ctg — aH3)H; ' (o — Ha")S] . (3.13)
Ahora, como () es cuadratica en Hs, el maximo de () para Hj se obtiene en
H; = (a”Sa) (o Say). (3.14)

Reemplazando (3.14) en (3.13) y definiendo S,.s = S — S (la cual es definida positiva),

obtenemos la funcién log-verosimilitud parcial

Q(H1, Hy, @) =~ log(2m) — 5 log [H| — 5 log [Hy| — 5 tr [H'a”S 0

- gtr H;'(a) — af Sa(a’Sa)'a’)S(a — a(a’Sa) '’ Say)] .

El maximo de () sobre H; y Hy es alcanzado en

T .
1 = & Sresaa

Hy, = olSap— afSa(a’Sa)a’Say = (alS™ ay) ™.

Después de sustituir los puntos de méximo de Hy, Hy, y H3 en (3.12), obtenemos que el maximo

para A~! es alcanzado en
(AH® =871+ a(afSa)tal — a(a’Sa)tal’

Puesto que esta matriz estimada no necesariamente tiene unos en su diagonal, la escalamos a fin
de obtener una matriz con diagonal unitaria. Con este estimador de A™!, la log-verosimilitud

maximizada sera

on n n _ _ nd n(p—d
Qla) = -5 log(27) — Elog |a”S,esx| — §log l(al'S™ )| - 5 %
= —lflog(2m) +1] - J log [ Suwser| — T log S| + 7 log [ Sa.
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donde para la dltima igualdad hemos usado (3.11). Finalmente, él maximo en e es alcanzado

en

a® = S_l/zéN,

donde é’ son los primeros d autovectores de S™1/285,S™1/2 y N es una matriz tal que &’ a = I,,.

3.9.2. Aproximacion de S y M

Dados Q*~D = (@K AFD =1 ¢*=1) ¢ o fija, necesitamos estimar S y M para
poder computar la funciéon Q. Cada entrada de la matriz S puede escribirse como sj;, =
Yo Ey(zizik]%;) with j,k = 1,...,p. Por lo tanto, para j = k tenemos el segundo mo-
mento condicional E,,(z7,]x;). Siguiendo a (Guo et al. 2015), cuando j # k los términos
E,. (2 j7ik|x;) pueden ser aproximados por E,, (2 ;zik|Xi) = E,(%j|Xi)Ez (zik|x;). De esta
manera, podemos obtener un estimador de S a través de la estimaciéon de los primeros y se-
gundos momentos. Lo que sigue, es una modificacion del procedimiento para calcular estos
momentos, desarrollado por Guo et al. (2015), adaptado para el caso de distribuciones condi-
cionadas. En particular, podemos escribir x; como x; = (2;;,X; ;) ¥ 2z; como z; = (2 ;,%; ;)
donde X; _; = (Tig, -+ Tijo1, Tijits-- > Tip) YV Zimj = (Zids- vy Zijo1, Zijt1,- - -+ Zip). Por 1O

tanto, el primer momento es

B, (zijxi) = / 2ij fa; (2i|%:) dz;
RP

= / Zij fa; (215
Rp

= / {/ Zijj [y (Zigl2i—, Tig)dzig | fa ) (2i—j1%i)dzi -
re-1 [JR
= Ezi,—j {Ezi,j(zi,j|zi,—j7xi,j)|xi}‘ (315)

Zi—js Tijy Xij) fai_; (2 j]%i) dz;

De la misma mamnera, el segundo momento puede escribirse de la forma
Ezi(Z§j|Xi) = Ezi,—j {EZM. (ZiQ,j’Zi,—j’ xi,j)‘xi} . (316)

Dados y; v Q-1 , (2i1, %i2, - - -, 2ip) tiene una distribucién normal multivariada con media p; =
lI'(k_l)fyi = AR D=0 ¢t=D) v matriz de varianza-covarianza A*~Y. Tomando A(jkj_l) =1,

para cada j = 1,...,p, podemos escribir
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(k—1) (k=1)F
Alk-1) _ 1 Aj,fj y 1 = (¥ fyi)a
A(Icfl) A(kq) v (\Il(k_l)f) N
7.77.7 7.7.’7]' Yi)—J

y por lo tanto, la distribucién condicionada de z; ; dado z; _; es
%l i~ ~ Nl g, 0ij)
T
donde la media es fi;; = (WFVf, ), + A(k b (A(lijl)])* (zi = (BUE ) y la varianza
ng =1- A(f:;)(A( ; ]) 1Ak b . Adicionalmente, la distribucién condicionada de z; ; sobre los
datos observados x; ; es equlvalente a condicionarla sobre z;; € C(z;;,0) = [Gg)j_l, Héb)]) la

cual se distribuye como una normal truncada con densidad

ooy O y) = 327

Zij T, yLj—j) = =~ 2 €O .

e DT @) —e@y ) (et ®)

Aqui, Zij = (21 — Jiig)/01, 08, = (05, = Tiay) /01 v 05y = (0, — Tii;) /i A partir de

la funcién generatriz de momentos de una distribucién normal truncada, el primer y segundo

momento de z; ; estardn dados por

E(Z,;j|ZZ' —j;xij) = ljij —1—5@]-@1-,]', (317)
E (zij\zi,,j,xi,j) /L” + 52 + 2alj,u”5” + b, 7]512], (3.18)
donde
o0y _)—0(0%)) = a0l )8, 00
a'iJ (9(]) )— (eg(CJZ)J 1) ) hJj — (9(]) )— (0(]1) 1)

Usando (3.17) y (3.18) en (3.15) y (3.16), se tiene
By (%i50%i) = Eay ) (Fij%i) + 01 Ea, (ai;]x:). (3.19)

B (22,1%:) = By, (R1%i) + 02, + 26, 5By, (ai i |%;) + 02 Eay, (biglxi).  (3.20)

Aqui fi; ; es lineal en z; _; luego, para ARV &y y; fijos, tenemos

By, (fiuglxi) = (00 0f 0, 4 ASTDARN D1 g, (2] x;)

—5=J

— AR AR Tty T (3.21)

—5=J
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y

T
~ — — k-1 k—1) \— —
Ly, </%2,j’Xi> = (wt 1)fyi>32' +2 (‘I'(k 1)fyi>j A(j,—j)(A(—j,—)j> ' |:Ezi,—j (zi,—j/xi) — (‘I’(k 1)fyi)j]
k—1 k—1) \— _
+ A(jy—j)(A(_jﬁ)j) ! [EZz’,j (Zg,ljzi,—ﬂxi) - EzZ',fj (Zg:fj|xi) <‘I’(k l)fyi)_J

T T
_ k—1) o (k—1) (k—1) (k=1) \—1/ A(k=1) \T
(¥ 08) Ea (il + (908) (% fyi)_j]m_m_j) (A1)
(3.22)

Por otro lado, tenemos que las funciones a;; y b;; son no lineales en 92” y gf;i,j_l,
las que son funciones lineales de i ; y, por ende, de z;_;. Entonces podemos escribir a
a;; v bi; como a;;(z;_;) v bi;(zi—;). Condicionando sobre x;, z;_; tiene una distribu-
cién normal truncada con media v;_; = FE, _ (z;;|X;) y matriz de varianza-covarianza

V= E,, _; ((ZL,]- —Vi_j)zi—j — Vi,,j)T\xi). Si suponemos que a;; y b; ; tienen primeras deri-

vadas parciales continuas, por el método delta de primer orden tenemos que

n'? {a; (2 —j|%:) — aij(¥i-;)} = N (0» Vai;(¥Vi—;)VV7a,, (%—j)) y
2 (b, (2 - |%:0) — by (Viog)} B N (07 me(W*j){’VTbi,j(Vz’ﬁj)>7
entonces podemos aproximar la esperanza F,, _; (a;;]X;) por a;;(Vi—;) ¥ Ea, _; (bij|x;) por

b; ;(Vi_;), es decir,

56, ) - 0(6..)
~ @i —1) Tij
By (aig|xi) =~ aij(Vi—j) = — o (3.23)
(I)(ez”) - (I)(exi,j—l)
’g,(j) (b(’év,(j) ) ’5,(1) ¢(5(J’) )
~ x;5—1 i ;—1) " Y, ; T;
Ezi,fj (biJ’Xi) ~ bi,j(vi,—j) - - ~(5) - ~() = . (324)
(I)(exi,j) - q)(exm—l)
con
=) 6’~(j) E ; ; gijv)<7k_(‘1l(k_l)fyi) “'A(j_—?)(AUi;l_)j)_l {Vz‘,—j—(\l’(k_l)ny ]T
— ziyjfki Zi7—j(u1,j‘xl) _ 1,7 ; s N .
l‘i,]'—k: gi,j gi,]‘

Usando (3.21), (3.22), (3.23), (3.24) y la aproximacién FE,, _ (a;;ijx;) =~

E,, _, (aij]xi) By, (j1:,/%;), la esperanza condicional en (3.19) puede aproximarse de la
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manera
T
_ k— k— — _
By, (z150%) ~ (950f,); + AfZDAS D) B, (o) — (9577, ]
50, )~ o)
~ zi;j—1) Ti,j
i - (3.25)

q)(exiyj) - (I)(exm'fl)

y el segundo momento en (3.20) por

5 T
B () = (9007, ) 2 (9005, ) SV B Gl - (#40,)

(k—1) / A(k—=1) y—1
+ A5 (AL 5)

EZz‘,fj (Zz—jziv*jyxo - Ezz',fj (Zgj—j’Xi) (q’(k_l)fw)

—J

T T
_ <‘I’(k_1)fyi)j E,, , (zi_j|z;) + (\Il(k—l)fyi>j (@(k—l)fyi>j] (AR )1 (AR DAT 4

(3.26)
=(J) =(J)
$(0,,,-1) — ¢(0,, )
~(J) ~(J)
(I)(exm‘) - (I)(exm'fl)

=(J) =(J) =) =)
in,j—lgb(exi,j—l) - Hxiyjqb(exi’j)
=(J) =(J) '
(0, ;) — 20, ;1)

Tij

+ 2,

T
(‘I’(k_l)fyi)j + A(f’—;)(A(ﬁj,l_)j)_l |:Ezi,—j (szjlxl) o (‘Il(k_l)fyi)_j} ]

2
+07;

La ecuaciones (3.25) y (3.26) dan expresiones recursivas para computar (iterativamente) S y

M, respectivamente.

3.9.3. Descripcion de las variables para la construccién del indice

SES

En este apéndice detallamos las variables predictoras utilizadas para la construccion de los

indices SES:

» Ubicacion de la vivienda: Indica si la vivienda esta ubicada en una zona desfavorable o en
una area vulnerable. Mds precisamente, esta variable indica si la vivienda: (i) estd ubicada

en una zona inundable, (ii) o/y cerca de un basural, (iii) o/y en una villa de emergencia.
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Esta variable tiene 4 categorias: vale 1 si la vivienda presenta conjuntamente las carac-
teristicas (i)-(iii), 2 para viviendas que presentan dos de las caracteristicas (i)-(iii), 3 si la
vivienda posee solo una de estas caracteristicas, y 4 si la vivienda no tienen ninguna de

tales caracteristicas.

» Calidad de la vivienda: Contempla de forma conjunta la calidad (materiales) del techo,
paredes y pisos de la vivienda, en base a la la metodologia CALMAT (INDEC 2003)
usada para el Censo Poblacional de Argentina. Tiene 4 categorias en orden creciente en
términos de la calidad de la vivienda (i.e. asume un valor mayor, cuando la calidad de la

vivienda es superior).

s Combustible para cocinar: Indica el tipo de combustible predominante en la vivienda para
la preparacién de los alimentos. Tiene 3 categorias: vale 1 si el principal combustible para
cocinar es kerosene, madera o carbon, 2 si tiene gas envasado, y 3 si posee gas natural

por tuberia.

» Hacinamiento: Caracteriza el hacinamiento del hogar y se deriva del cémputo del ratio
entre ambientes de la vivienda y la cantidad de miembros del hogar. Tiene 4 categorias:
1 si este ratio es menor o igual a 1, 2 si el ratio estd en el intervalo (1,2], 3 si este estd en

(2,3], vy 4 el ratio es mayor a 3.

» FEscolaridad: Indica el nivel de instruccién formal alcanzado por el jefe/a del hogar. Tiene
7 categorfas: 1 si el jefe/a de hogar no posee educacién formal, 2 si tiene primaria incom-
pleta, 3 si tiene primaria completa, 4 si realizé secundaria incompleta, 5 si realizé escuela
secundaria completa, 6 si tiene estudios superiores incompletos y 7 si el jefe/a posee titulo

terciario o universitario.

» Horas trabajadas: Describe las situacién laboral del jefe/a de hogar. Tiene 4 categorias:
1 si estd desempleado o inactivo, 2 cuando el jefe/a de hogar trabaja menos de 40 ho-
ras semanales, 3 para 40-45 horas semanales de trabajo, y 4 cuando el jefe/a de hogar

esta empleado con mas de 45 horas semanales.

s Desagiie: Indica el tipo de drenaje o desagiie que posee el bano la vivienda. Tiene 4
categorias: 1 si el desagiie consisten en un agujero, 2 si el desagiie es en un pozo negro, 3

si es pozo negro con camara séptica, y 4 para tuberias de desagiie en una red publica.
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= [nstalacion sanitaria: Indica el tipo de instalacién sanitaria que posee la vivienda. Tiene 3
categorias: 1 para letrinas, 2 para bano con inodoro sin descarga de agua, y 3 para banos

con descarga de agua.

» Bano compartido: Indica si el bano es compartido o no. Tiene 3 categorias: 1 si el bano
estd fuera de la vivienda y es compartido con otras, 2 si el bafio es compartido con otros

hogares dentro de la vivienda, y 3 si el bano es de uso exclusivo del hogar.

= Ubicacion del agua: Indica la ubicacion méas cercana para obtener agua potable. Tiene 3
categorias: 1 si el agua potable se consigue fuera del terreno de la vivienda, 2 si el agua
se obtiene dentro del terreno, pero fuera de la vivienda, y 3 si el agua potable se obtiene

en el interior vivienda por tuberia.

» Provision de agua: Indica la fuente de donde proviene el agua de la vivienda. Tiene 3
categorias: 1 si el agua potable proviene de una bomba de mano o de un grifo piblico
compartido con los vecinos, 2 si el agua potable se obtiene mediante una bomba de

perforacion automatizada, y 3 si la vivienda tiene agua potable por tuberia.



Capitulo 4

Reduccion Suficiente de Dimensiones

para Predictores Mixtos

4.1. Introduccion

Los problemas de regresién con predictores de diversa naturaleza constituyen mas una regla
que una excepcién en las aplicaciones con datos econémicos y sociales, como asi también en
otras disciplinas cientificas aplicadas. Por ende, la extension de los métodos de Reduccién
Suficiente de Dimensiones (SDR) para variables mixtas resulta crucial para que los mismos

alcancen mayor difusion en aplicaciones con datos reales.

En el capitulo anterior nos focalizamos en el caso de regresion con predictores ordinales,
motivados por el hecho de que gran parte de los micro-datos disponibles para el estudio de los
estandares de vida de la poblacion y la elaboracion de programas sociales, estan conformados
por variables categdricas que generalmente presentan un orden natural respecto al fenémeno
socio-econémico que se busca describir o predecir. Sin embargo, usualmente contienen también
algunas variables continuas, como ser la edad, las horas trabajadas, la cantidad de personas
por grupo etario, la tasa de hacinamiento o el indice de masa corporal, entre otras, que podrian
realizar un gran aporte para la construccién de un indice de estatus socio-econémico. Aunque es
posible extender la metodologia propuesta para predictores ordinales al caso en el que coexisten
tanto predictores ordinales como continuos, dicha extension no surge de manera totalmente

directa.
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En este tipo de bases de datos también es frecuente encontrar dicotémicas o binarias. Si bien
una gran mayoria revela algiin aspecto ordinal respecto al nivel socio-econémico, como ser la
posesion de activos fisicos (e.g. vivienda, TV, CPU, internet, etc.), otras variables categoricas,
como ser el sexo o la adherencia religiosa, que no tienen a priori una connotaciéon ordinal.
Aun teniendo un sentido ordinal, puede resultar algo naive o muy forzado suponer para una
binaria la existencia de una variable continua latente subyacente a la misma y que se distribuye
normalmente. Por ello, resultaria més adecuado pensar en un proceso mas natural de generacion

de este tipo de variables, como ser uno Bernoulli.

Si bien existen metodologias desarrolladas para SDR que permiten combinar algunos tipos
de variables, como ser la extensién de Cook and Li (2002b), y la de Bura et al. (2015) pa-
ra familias exponenciales, que admiten la combinacién de continuas con binarias, no existen
contribuciones de este enfoque que permitan conjuntamente predictores ordinales, continuos y
binarios. Ademds como expresamos en la Capitulo 2, la metodologia de Cook and Li (2002b) es
bastante restringida al suponer predictores condicionalmente independientes. Por su parte, la
metodologia de Bura et al. (2015) fue aplicada sélo para el caso de tener predictores dicotémicos

unicamente, o bien con un mezcla de predictores dada por una binaria y varias continuas.

El objetivo de este capitulo es estudiar la reduccion suficiente de dimensiones para el pro-
blema de regresion en el que co-existen predictores continuos, dicotémicos y ordinales. Es decir,

supondremos que el modelo de regresion de interés viene dado por
Y|X, W, H (4.1)

donde W7 = (W, Wy, ..., W) es un vector de s variables continuas, X” = (X, Xy,..., X))
es un vector de p variables ordinales, H” = (Hy, Hs, ..., H,) un vector de ¢ variables binarias,
e Y la variable respuesta que en principio puede ser de continua o discreta. El objetivo es
encontrar una funcién R : R? x R®* x R? — R? del vector de predictores R(X, W, H) tal
que F(Y|X, W H) = F(Y|R(X,W,H)), donde F(-|-) representa la funcién de distribucién

condicionada.

Siguiendo el enfoque de reduccion suficiente de dimensiones basado en la regresion inversa,
debemos especificar una distribucién para X, W, H|Y a fin de obtener el estadistico suficiente

para Y y por ende la reduccién suficiente para Y dado (X, W,H). En este capitulo se pre-
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sentard una cierta factorizacién para la distribucién de X, W, H|Y" que permitird identificar y

estimar la reduccion suficiente en este contexto.

Especificamente, la distribucién conjunta condicionada de X, W, H|Y puede escribirse de
la forma

X, W H|Y) = f(X,W|Y,H)f(H]Y). (4.2)

Esta factorizacién implica modelar por un lado las variables (X, W) como funcién de Y y H,

y por otro lado, modelar las variables dicotémicas H en funcion de Y.

En base a (4.2), proponemos un modelo paramétrico para X, W|Y,H y otro para H|Y,
bajo los cuales identificamos la reduccién suficiente para la regresién Y |X, W, H, pudiéndose

estimar esta reduccién suficiente via maxima verosimilitud.

El modelo y los métodos propuestos resultan ser una extensiéon combinada de los resultados
del capitulo previo de SDR para ordinales y de la generalizacién para familias exponenciales
de Bura et al. (2015). No obstante, como se podra apreciar a lo largo del capitulo, existen
sutilezas para nada triviales en esta extension, obteniendo un modelo y método particular que

se diferencia sustancialmente de los aportes previos en los que se basa.

Lo que resta del presente capitulo se organiza de la siguiente manera: En la Seccién 4.2
se especifica el modelo, para luego identificar la reduccion suficiente en la Seccion 4.3. Pos-
teriormente se presenta la metodologia de estimacién (Seccién 4.4). En la secciones 4.5 y 4.6
se muestran resultados de simulaciones y aplicaciones con datos reales para la construccién
de indices de estatus socio-econémico para predicciéon de ingreso y pobreza, enriqueciendo el
ejemplo de indices presentado en el capitulo previo. Las conclusiones del capitulo se presentan

al cierre en la Seccion 4.7.

4.2. Modelo

Partiendo de (4.2) asumiremos dos modelos paramétricos para las regresiones inversas
X, W|Y,H y H|Y respectivamente. Especificamente, para X, W|Y utilizaremos, como en el
capitulo previo, el enfoque de variables latentes para la parte ordinal X. De esta manera su-

pondremos la existencia de un vector p-dimensional Z de variables continuas latentes para el
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vector X de variables ordinales. Por ende, para cada 7 = 1,...,p, supondremos que existe un
conjunto de umbrales —oo = Héj) < 99) <...< ng = oo tales que
X;=k stysolosi Z;e (09,09, k=1,...G, (4.4)

Considerando conjuntamente a las variables continuas latentes (Z) y a las observadas (W),
asumiremos que se distribuyen normalmente, una vez que condicionamos en Y y H. Denotando
por V' = (Z* ' WT) al vector t-dimensional (¢ = p + s) de variables continuas, asumiremos el

siguiente modelo

Pr(X; = kiH,Y) =Pr(8Y, < Z, < 6P H,Y), k=1,...,G; (4.5)

donde, p = E(V|Y,H), A es la matriz de covarianza t X t, ac es t xd, € es dxr, fy es una funcién
conocida de Y de dimension 7 x 1, fy = Ey(fy), B es de orden t x ¢ y (H — p,,) tiene dimensién
qx1, donde p,; = Ey(H). Denotamos por © = {@',...,0F) = {0%1), e ,9(611), . ,Qép), . ,982}

el conjunto de umbrales. Adicionalmente, podemos descomponer la media y la varianza de la
AZZ AZW

forma pu? = (ul, pul)y A = , donde A,, v Ayww son las matrices de varianza-

AWZ AWW
covarianza de las variables latentes y de las continuas observadas, respectivamente, y A,y es

la matriz de covarianza entre Z y W, con Ay, = AL .

Dado que H es un vector de variables dicotomicas, es natural suponer una distribucién Ber-
noulli multivariada. Debido a que esta distribucién involucra todas las interacciones de segundo
orden y superiores entre las variables, para obtener una representacién mas parsimoniosa de
la distribucién conjunta de variables Bernoulli es usual tomar el caso especial del denominado
modelo Ising (Dai et al. 2013, Dai 2013, Cheng et al. 2014), el que incorpora solo interacciones
de a pares. Siguiendo a Cheng et al. (2014), condicionando en Y, el vector de las ¢ variables

binarias H? = (H,, Hs, ..., H,) tienen la siguiente funcién de densidad conjunta
q g ]

PH|Y =y) = P(Hy, ..., H]Y =)

1 q
G(TY) exp <Z ’nyjHj + Z V?j’HjHj’) ) (4.6)
=1

1<5<j'<q
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donde, para j,j' = 1,...,p,

Pr(H; = 1|H_ =0,y)
v i =9
i T 08 (1 — Pr( =1H_; =0,y)

PI'(H]' = 1,Hj/ = 1|H,j’,j/ = O,y) PI‘(Hj = O,Hj/ = O’H,J",J’/ = O,y)
PI‘(HJ = 1,Hj/ = O’H*j,*j/ = 0,y) PI‘(HJ = O,Hj/ = HH*jy*j/ = O,y)’

2y = log

35 (Y 3 ),
j=1 {H;=0,1} 1<7<j'<q

con H_j = (Hl, e Hj—l; Hj+1, ce Hq), H—j,—j’ = (Hl, cey Hj—l’ Hj+1, . ,H'/_l, H'1+1, R ,Hq)
y I' es una matriz simétrica cuyo elementos vienen dados por [I'Y];; = 'yy Por lo tanto, usando
la simetria de I'Y y el hecho de que para todo j, H]2 = H;, podemos re-escribir el modelo (4.6)

Cco1mo

PH]Y =y) = exp { vech” (HH") vech(I'¥) } , (4.7)

G(IY)

donde vech es la vectorizacién en columna de la parte triangular inferior de una matriz simétrica
y G(IY) = > ey exp (vech” (HH?) vech(IY)), donde H = {todas las posibles combinaciones
H € {0,1}9}.

Siguiendo a Cheng et al. (2016), cada 7;; es modelado como funcién lineal de la funcién de

la variable respuesta Y, fy € R”, y V. Especificamente, supondremos que
fy'Ly]:T;;,O—FTz; (fY_EY)a Z7.]:177q (48>

donde 77 = (7ij1,...,7ij,) es un vector de pardmetros (independientes de Y) y 775, es el

intercepto para cada (i, j).

Para poder escribir vech(I'Y) de forma matricial, definimos las matrices de orden ¢ x ¢, 7o y

k (k=1,...,7), de la siguiente manera: [1¢]i; = 750, ¥ [Thlij = Tijp con i, j =1,...,qy k =
1,...,r. A partir de estas matrices, definimos el vector 7o = vech(7() de dimensién ¢(q¢+1)/2,
y las matriz T = [vech(Ty), ..., vech(r,)] € R1«F/2x" " Adicionalmente supondremos que T es

de rango ¢ < min (r,q(q + 1)/2) de forma tal que puede escribirse de la forma 7 = k¢, donde
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k € Rala+D)/2xe v ¢ Re*T gon matrices de rango completo. De esta manera, vech(I'Y) puede
modelarse de la forma

vech(TY) = 7o + ke(fy — fy). (4.9)

Por lo tanto, (4.7) vendra dado por

PH|Y =y) = exp { vech” (HH")[1( + ke (fy — £y)]}, (4.10)

G(IY)

De esta manera, la regresiéon inversa X, W, H|Y queda caracterizada por los modelos (4.5)
y (4.10). Para que los pardmetros del modelo estén identificados, debemos imponer ciertas
condiciones o restricciones sobre los mismos. En particular, debemos imponer ciertas condiciones
para el modelo X, W|H, Y, debido a que el modelo Ising H|Y" como caso especial de un modelo
Bernoulli multivariado es identificable (Dai et al. 2013). Tales condiciones de identificabilidad

estan explicitas en el siguiente teorema.
Teorema 4.1 Bajo las condiciones,

1. [Agzl;; =1 para todo j =1,...,p;
2. p, =0;

(fy —f)(fy —f)"  (fy — fy)(H — )"

3. La matriz £ B es invertible;
(H - l’l’H>(fY - fY)T (H - I’LH>(H - IJ’H)T

el modelo especificado por (4.5) es identificable.

PRUEBA. En la Seccion 4.8.2 del Apéndice.

Presentado el modelo para esta factorizacién de la distribucién conjunta de X, W, H|Y, en

la proxima seccion identificaremos la reduccién suficiente.

4.3. Reduccion Suficiente

Para identificar la reduccién suficiente del problema Y'|X, W, H, vamos a estudiar en primer

lugar la reduccién suficiente Y'|Z, W, H, de forma andloga a lo realizado en Capitulo 3. Para
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simplificar notacién, definimos A = Aa§. Luego, bajo los modelos (4.5) y (4.10), la distribucién
para V,H|Y vendra dada por

FVHY =) = @0 5 Aep { — 5 (V- w) ~ Ally — )~ BH - )"
AT((V—p) - Alfy — ) — B(H — pyy))
+vech? (HHT) 7o + 7(fy — fy)] — log(G(I‘y))}. (4.11)

Re-ordenando convenientemente los términos de (4.11), podemos ver que la distribucién con-
dicional conjunta de V,H|Y tiene la forma de la funcién de densidad general para familias

exponenciales,
f(V.H|Y =y) = iV, H)exp{T"(V,H)n, + U (V,H)7) — ¥(n,,7)}, (4.12)

donde
h(V. H) = (27)2

. 1 1 _ B _ B _
v(n,,n) = 3 log |A] + §(fy — ) TATATIA(fy — fy) T ATTA(fy — )

. : 1 o, . 1 )
— B ATA(fy — fy) +log G(TY) + St A7+ T AT By + S BT AT B

UT(V, H)ip — —%VecT(VVT)veC(A_l) - %VecT(HHT)Vec(ﬁTA_IB)

+VIA™ (n - Bpy) + H' BTAT By — 1)
+ vec! (HTV)vec(A™'B) + vech” (HHT)7¢;

T"(V.,H)n, = VIAT'A(fy — fy) — H'BTAT'A(fy — ) + vech” (HH )7 (fy — fy).
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De esto se obtiene que
A%

H
U(V,H) = vec(HT'V) ;
vech(HHT)
vec(VVT)

’fl = (A_l(:u’ - Bl’l’H)7 /BTA_I(/BH’H - l"’)a VeC(A_l/B), _%VQ(:(BTA_I/B)a _%VGC<A_1))T

y
v
T(V,H) = : (4.13)
vech(HHT)
Definiendo L € R#+D/2x7 como L = [vech(diag([8” als1), . . ., vech(diag([B” a&].,)], don-
de [B" a€l. representa la k-ésima columna de la matriz ¢ x r 37 = BTAT'A E=1,...,r,

obtenemos el siguiente parametro natural

ny— My = A A(fY N fi/) = o (fy — fy), (4.14)
(T —L)(fy —fy) ki — L

siendo 7, = Ey(n,).

Por lo tanto, la densidad conjunta pertenece a una familia exponencial, por lo que podemos
utilizar los resultados del Teorema 2.1, que en el presente modelo se resumen en la siguiente

proposicion:

Proposicién 4.1 Suponiendo que (V,H)|Y tiene la densidad (4.11), la reduccion suficiente

minimal para la regresion Y |(V,H) estd dada por

donde T(V,H) viene dado por (4.13) y a es tal que So = span{ny, —n,Y € Y} con ny — 7
dado en (4.14).

PRUEBA. El resultado se sigue del Teorema 2.1 del Capitulo 2.
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Debe notarse que si en lugar de tomar como estadistico minimal suficiente (4.13) y (4.14)

como parametro natural, considerdaramos es su lugar

%
T(V,H) = H : (4.15)
vech(HHT)
ATA(fy — fy) ot
n,—1,=| -BTATAM —F) | =| —BTat | (B —fy), (4.16)
T(fy — fy) KL

luego la reduccién suficiente R(V, H) = a’ (T(V,H)—E(T(V,H))) es idéntica a la de la Propo-
sicién 4.1 cuando el estadistico suficiente es (4.13) y el pardmetro natural (4.14). Considerando

(4.15) y (4.16), es sencillo ver que

T T T\-1¢,T,.T\T .
a:{((a, a' B, (&) kY si d>c (4.17)

(L) lal, —(uh) a8, k1)1 si d < ec.

La forma de expresar la reduccién utilizando (4.15) y (4.16), y con ello (4.17), puede ser
conveniente para la estimacién regularizada. Esto es asi porque la regularizacién puede realizarse
de forma separada sobre los pardametros de componente normal por un lado, y sobre el modelo

Ising por otro, como se detallara en la proxima seccion de estimacion.

En el siguiente teorema probaremos que la reduccién suficiente de dimensiones para la
regresién de Y sobre (X, W,H) es una combinacién lineal del estadistico suficiente (4.13)
donde los coeficientes forman una base del subespacio generado por las columnas de (4.14).
Por el razonamiento anterior, lo mismo vale para el estadistico suficiente (4.15) y el subespacio
generado por las columnas de (4.16). Este Teorema (y su prueba) constituyen una extensién
del Teorema 3.1 para el caso de regresion con todos los predictores ordinales. Sin embargo, vale
la pena replicarlo para este caso de predictores mixtos, a los fines de tener una exposicion de

la tesis més completa y detallada.

Teorema 4.2 Sea H' = (Hy, Hy,...,H,) un vector de q variables binarias tal que verifi-

ca el modelo (4.6), WT = (Wi, Wy, ...,W,) un vector de s variables continuas y X? =
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(X1, X, ..., X,) un vector de p variables ordinales. Suponiendo que existe un variable latente Z
subyacente de X que es continua y tal que (Z, W) verifica el modelo (4.5). Luego, una reduccion

suficiente para la regresion de Y sobre (X, W, H) estd dada por
R(X,W,H) = a’ (T(X,W,H) - E(T(X, W,H))),
donde a es tal que S, = span{ny — n,Y € Y} con ny —n dado por (4.14) y

X
T(X,W.H) = \
vech(HHT)

PRUEBA. Por la proposicién 4.1, R(V,H) = a’ (T(V,H) — E(T(V,H))) con T(V,H) dado
por (4.13) y S, = span(a) = span{ny —n,Y € Y} con ny, — 1 dado en (4.14) constituye una
reduccién suficiente para Y |(V, H). De ello se deduce que (V,H)|(R(V,H),Y) no depende de
Y. Por lo tanto, en base al mismo razonamiento del Teorema 3.1, (X, W, H)|(R(X, W ,H),Y)
no depende de Y pues, tomando g = (¢1,...,6p), g = 1,...,G;, dado que X; = g; & Z; €

[6’%3_1, 9%)) se tiene que

Pr(X =g, W,H = h|R(X, W,H) = R(g, W,h),Y)
= Pr(Z € C(X,0), W, h|R(Z, W,H) € R(C(X,©),W,h),Y)
= Pr(Z € C(X,0), W,h|R(Z, W,H) € R(C(X,©), W, h))
—Pr(X =g W,H=hR(X,W,H) =R(g, W,h)),

donde la segunda igualdad surge del hecho que (Z, W, H)|(R(Z, W,H),Y) es independiente
de Y. Por lo tanto,

(X, W H)|(R(X,W,H),Y) =, (X, W,H)R(X,W,H),

y por las equivalencias del Lema 2.1 obtenemos que R(X, W, H) es suficiente para la regresién

de Y sobre (X, W, H).OO

Identificada la reduccion suficiente, en la siguiente seccion se presenta el procedimiento de

estimacion de los parametros que involucra la misma. Basicamente, la estimacion descansa en la
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factorizacion presentada para la regresién inversa conjunta, simplificando el problema mediante

la maximizacién de funciones de verosimilitud parciales condicionadas.

4.4. Estimacion

Para obtener la reduccion suficiente, necesitamos estimar los parametros correspondientes
de la funcién de verosimilitud conjunta. Para ello, supongamos que tenemos una muestra alea-
toria de n puntos (y;, x;, w;, h;) extraidos de la distribucién conjunta (Y, X, W, H) y que para
las distribuciones condicionales rigen los modelos (4.5) y (4.10). Mas especificamente, los esti-
madores se obtienen de maximizar el logaritmo de la funcién de verosimilitud para los datos

observados (y;,x;, w;, h;), la que viene dada por

Z 10g fX,W,H(Xia Wi, hz|y17 67 A? M, &, 57 /87 To, K, l’)' (418>

=1

En base al enfoque de variables latentes, estamos suponiendo que existe un vector p-dimensional
Z = (Zy,%s,...,2Z,), de variables continuas subyacentes a las variables ordinales observadas.

Luego podemos escribir

fX,W,H(Xi>Wi7hi’yi;(a?AaNaaaSwBaTOaKw L) :/fX,Z,W,H(XiaziaWhhi’yi§Q:T)dzi
= {/fX,Z,W(XiaZiaWi|yiahi§Q)fH(hi|yi§T)dZi}

= {/fx,z,w(xi,zi,wi’yi,hi;Q)dzz} fH(hi’yi;T)7

(4.19)

donde @ = {A p, a0, &, 8} y T = (70, K,t). Por lo tanto, para maximizar la funcién (4.18),

separamos el problema en dos partes: En primer lugar, estimamos €2 via maximizacién de

Zlog {/fx,z,W(Xz‘,Zz‘,Wﬂyuhi;Q)dzi} )

i=1



4.4. BEstimacién 83

y en segundo lugar, estimamos Y a partir de maximizar el logaritmo de la funciéon de verosi-

militud condicionada

Zlong(hi|yi§ ).
i=1

4.4.1. Estimacion de 2

Vamos a considerar el vector t-dimensional, VI = (ZT W) con t = p + s para el cual

asumimos la distribucion condicional
VIH,Y ~ N(p+ Aak(fy — ) + BH — i), A), (4.20)

con fy = By (fy), py = Ex(H), u¥ = (0, pty, )T y matriz de covarianza A de orden ¢ x ¢, la cual
cumple que [A,,];; = 1 para todo j =1,...,p; o es una matriz t X d, £ is de orden d x r, fy es
de orden r x 1 y 3 de t X ¢g. Vamos a llamar a las variables centradas de la siguiente manera:
f,=f,—f,conf,=21>" f yh;=h;—hconh=23%" h; Observemos que si C(X, ©)
es el hiper-cubo C(X,©) = [(9%)71, 9;1)) X+ X [9&271, 9&2), dado que para cada g =1,...,G},

X,=9& 7€ [952_1, 05?])_), luego tenemos que

b
(@m)ApY?

1 _ _ _ _ _
X exp —i(vi —pn— Aatfy, — Bh) AT (v; — p— Aatf, — mw] LeC(x:,0)-

Ix v (%, vilyi, hy; Q) =

Por lo tanto, para cada observacién i la densidad marginal condicionada (X, W)|(Y, H) sera
fxow(xi, wilyi, hi; Q) = {/fX,V(Xi7Vi|yiahi§Q>dzi}- (4.21)

Como en el Capitulo 3, nos encontramos con el problema de cémputo de las integrales
multiples, por lo que los estimadores maximos verosimiles también en este caso seran obtenidos
por medio del algoritmo EM. De todos modos, al tener conjuntamente la latente con la continua,
como también las discretas como predictores, los estimadores presentan algunas variantes, como

se verd a continuacion.
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Algoritmo

En esta seccién presentaremos el algoritmo para estimar €2 siguiendo el desarrollo expuesto
en el capitulo anterior para el caso de SDR que toma solo predictores ordinales. Para iden-
tificar la k-ésima iteracién del algoritmo, se utilizard el supraindice (k). El procedimiento co-
mienza con el Paso 0, donde los pardmetros p@, a©@, £@80 v A son inicializados usan-
do estimadores del PFC estandar de Cook and Forzani (2008). Luego el algoritmo itera en-
tre los dos pasos siguientes, hasta lograr convergencia: En el Paso 1 estimamos ©"® dados
plE=1, a(k_l),é(k_l),ﬁ(k_l), A% v o] en Paso 2 obtenemos pu®), a(’“),f(k)ﬁ(k), AWM g través
de maximizar la esperanza condicional (dado p*~Y, a*=1, E(k_l)ﬁ(k_l), A1 y G(k)) del

logaritmo de la verosimilitud conjunta (4.21). Este paso es denominado paso EM.

Paso 1: Estimacién de ©: Dado p* =, a1 ¢¢=D AG=D gt " de] Paso 0 o de

un paso previo, para estimar los umbrales de cada variable ordinal X (i.e. Qéj ), e ,H(ij, para
j=1,...,p), tomamos ééj) = —00 =, égj = +ooy, parag=1,...,G; — 1, asignamos a é;j) la

solucién de la ecuacién Ly(f) = 0, donde

' . n 0 — A('kfl)f o B(kfl)fli
Ly(O) = #{i:z; <g}—) @ ( i : (4.22)
i=1 j
donde ® representa la funcién de distribucién de una normal estandar, 5](-k_1) = (A(kfl))jj,

A;kil) y ﬁg-k*l) son la fila j de A1) = A*-D k=D elk=1) v =1 reghectivamente. A su vez,

x;; es la coordenada j de x; y #95 es el cardinal del conjunto S.

Observemos que, para la identificabilidad, en (4.22) /,Lgk) = (0 para todo k£ and j. Por lo

tanto, en cada iteracién k obtenemos O = {9(()1), e ,98), e ,9(()”), . ,H(Gp)}. De esta manera,
1 P

como en el caso de SDR que toma solo variables ordinales, aqui también la definicién de L,

descansa en el supuesto de normalidad condicional de V, y por lo tanto, sobre la variable

continua latente.
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Paso 2: Estimacién de pu®, a(k’),ﬁ(k),ﬁ(k), A®: Dado ®® estimado en Paso 1 y k),
at=D k=D A=) - gk=D v A=) de] Paso 0 o de un paso previo, aplicamos el algoritmo
EM para maximizar el log de la verosimilitud condicionada. Més precisamente, el algoritmo

EM busca el Q*) = (A(k), p® a®) e®) ﬁ(k)) tal que maximiza
Q(Q‘Q(k_l)) = Z Ezi|yi,hi,xin(k*1) lOg fxi,ZmWi (Xi7 Z;, Wilyia hia Q) ‘yia hlﬂ(k_l)] ) (423)
i=1

en Q= (A, u,a, & B), de donde se obtienen los siguientes estimadores

(A H® = (S7) + aP(aW)Ts, a®) " (aW)T
o <(a<k>)T§nwa<k>>‘l ()T
P = ((@"TA® ™) (™) (S, s — SeuS'Sum)” (Se — SeuSy!Sur) !
,B(k) _ (SM,H _ A(k)a(k)é(k)SF,H)S;Il,

donde w; es un punto muestral de W; §W = S” — SmuuS;'Sum con

1 — z!

1
w — T _
Sy =— Z By x: (Vv [yis iy x;) = o Z Fily: by x;

n —
i=1 i Z;W

IMTW,
IWTW,

Y

I
3=
g
N——

1
SM,H = _(M:LV)THn y SH,M = ST

M,H>’

con v; = (ZZT,WZT - V‘VT)T - (Zz‘T,V_\fiT)T para w = n1 Z?:l wi; MY = [mel] e R™t con

M?: == [Ez1|x1,h1,y1 (Zl‘xla hla yl)a cee 7Ezn|xn,hn,yn (Zn‘xna hna yn)] y WLT = [V_Vla R 7V_Vn]; y Hn €s
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una matriz de orden n x ¢ donde HY = [hy,... h,]. La matriz ¢ esta compuesta por los

primero d autovectores de (S, )/2Sg (S, )~1/2

Sae = (Sem — SF,HSHISH,M)T(SF - SF,HS}_IISH,F)_I(SF,M - SF,HS;IISH,M) Y Sies = §nw — Sae-

v N es una matriz tal que &’ é& = I, siendo

Aqui
S = 1 FTMW d S _ ST
FM — E n n an MF = Oy g
1 1
Sea = JE/H, and Sup = Sy Su = SHH,
n ’ n
con E, € R™" tal que ET =[f,,,...,f, ]. Los pasos detallados sobre cémo se obtuvieron estos

estimadores estan explicados en el Apéndice 4.8.1.

Paso 3: Chequeamos convergencia a través de la inspeccién de Q(Q™|Q* =) en cada paso.

Si la misma sigue creciendo entre un paso y otro, se retorna al Paso 1 del algoritmo.

4.4.2. Estimacion de Y

Usando la parametrizacion (4.8), la distribucién conjunta para el modelo Ising (4.6) puede

escribirse de la forma

q q
P(Hly) = exp (ZT;}DHJ' + ZT?j(fY —fy)H,
j=1

J=1

« = 1
+ Y T HHy A+ > Ty — fy)HjHj/) & (4.24)
1<j<j'<q 1<j<j'<q Y
Tomando como base la especificacion de Cheng et al. (2014) para modelos graficos con predic-
tores, si consideramos una variable dicotémica particular j y condicionamos sobre las restantes
(H_; =(H,,...,Hj_1,Hj41,...,H,)), obtenemos
P(H; =1H_;)Y)

]Og = 7 —+ TT-(fy — FY) —+ %, H: —+ TT-, (fy — Fy)Hv (425)
P(Hj — 0|H_j,Y) JJ0 33 ; Jj'o==a ; Jj J
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De esta manera se obtiene que el log-odds condicional de una determinada variable di-
cotémica H; es lineal en los pardmetros, de forma tal que los estimadores maximos verosimiles
(condicionados) de dichos pardmetros pueden obtenerse mediante una regresién logistica

tomando H; como respuesta con los predictores (fy, H_;, fy H_;). De esta manera, ajustando

—js
q modelos logisticos univariados se obtienen estimadores para 7¢ y 7. En particular, para
los puntos muestrales (h;,v;) = (hi1,..., i ¥i), se tiene que para cada dicotémica j, con

j=1,...,q, la funcién log-verosimilitud, vendra dada por

n

1 & 1
Ci(To, T3 hy, ;) = — > log P(hi;lhi _j,y:) = - > (hijei; — log(1 + exp(e;;))) (4.26)
=1 i=1
con
P(h’l - 1‘h’i»*'7y) * r * ra
€ = log oo = Tho + Tify + > Tipohiy + D T
(hij = Ofhi,—j, 4s) i i

De esta manera puede obtenerse un estimador para Y de forma tal que que para cada
j se maximicen (4.26). Por simetrfa, 77, = 7J,, por lo que para tal pardmetro tenemos dos
estimadores, i.e. el de la regresion logistica de H; sobre (fy, H_;,fyH_;) y el de H; sobre
(fy,H_;,fyH_;/),pues Hy € H_; y H; € H_j/, y como nada nos garantiza que de la estimacion
obtengamos 75, = T, ¥ Tjj = Tjrj, debemos seleccionar alguin criterio para que se cumpla la
simetria. En la proxima seccién describimos las posibilidades de simetrizacién en el proceso de

regularizacion.

4.4.3. Estimacion con seleccion de variables

Como en el Capitulo 3, podemos realizar seleccion de variables a fin de incorporar solo las
variables relevantes en al estimar la reducciéon. Mas atin en este caso, donde la modelizacion para
los predictores binarios conlleva a la estimacion de una cantidad considerable de parametros al

considerar las interacciones.

De (4.17) puede observarse que la regularizacién del método puede llevarse a cabo de forma
separada para el modelo normal (correspondiente a las continuas y ordinales) por un lado, y
para el modelo Ising (el de las binarias) por otro lado, facilitindose asi su implementacién.
Para el modelo normal estimado via EM, aplicamos seleccién de variable del modo andlogo

al realizado para la reduccién con predictores ordinales en base a Chen et al. (2010). Esto es,
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como antes, la maximizacién de (4.23) es equivalente a encontrar en cada iteracién,

a® = argmin { — tr(a”Sxa)}, sujeto a o’ S, a = 1. (4.27)
o

De esta manera, la seleccién de variables puede realizarse incorporando un termino de penali-

zacion en (4.27) utilizando la norma mixta ¢; /¢ de la manera

p
a®) = arg min{ — tr(a®(S, ) V284(S, )" 2a) + /\Z ||az~||2}, sujeto a oS, a = 1,.
o i=1

Como antes, el pardmetro de regularizacion en este caso se elige utilizando un criterio de

informacién (AIC o BIC).

Para la seleccién de las variables binarias, utilizamos la metodologia propuesta por Cheng
et al. (2014) para el modelo Ising con covariables. Especificamente, utilizando regularizacién
con la norma ¢, propone dos métodos para maximizar (4.26). En ambos solo se penaliza 7, pero
uno lo hace de forma separada para cada 7, mientras que el otro lo hace de manera conjunta.

La regularizacian para regresiones logisticas de forma separada la realiza via

min  —£;(7o, 75 hy, ys) + Al[ 75001, (4.28)
TjERO"Jrl)q
donde T; = (710, Tfl, 3 Tjqo, T%) y Tjw0 = T;~{7jj0}. Para imponer la simetria, la propuesta

de Cheng et al. (2014), en base a Meinshausen and Biithlmann (2006), sugiere la comparacién de
las magnitudes estimadas (pre-regularizacion) para 7, y 7k (con j,k=1,...,qyl=1,...,7),
eligiendo el minimo o el maximo de ellos, dependiendo si se busca un método mas o menos

conservativo (mayor o menor cantidad de ceros estimados).

Por otra parte, la regularizacién conjunta termina estimando (7, 7) de forma conjunta de

la siguiente manera

(71%1:% ‘ —i(To, T34, wi) + AT (4.29)

Una ventaja de esta regularizacion conjunta es que la simetrizacion se impone automaticamente
cuando se resuelve (4.29), sin embargo el costo computacional de este método es mayor. En las

aplicaciones del presente capitulo, al no tener un H de dimensiones muy elevadas, se utiliza
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este 1ltimo método, usando el cédigo para Matlab provisto por los autores!.

4.5. Simulaciones

En esta seccion estudiamos el comportamiento del método de reduccién dimensional pro-
puesto para datos que contienen variables de naturaleza mixta, al que llamaremos PFCMIX.
En una primera etapa evaluamos el desempeno en la estimaciéon de la reduccién para distintos
tamanos muestrales, cuando los datos cumplen con el modelo propuesto. En una segunda eta-
pa, evaluamos el desempeno en prediccion cuando los datos cumplen con el modelo propuesto
y también cuando no lo hacen. En este caso comparamos los resultados obtenidos contra los

logrados por PFCORD y los alcanzados sin utilizar reduccién dimensional.

4.5.1. Desempeno en estimacion

En este apartado queremos evaluar el desempeno del método propuesto, a partir de estudiar
la calidad de la estimacién obtenida en funcién de la cantidad n de observaciones disponibles
para la estimacion de parametros. Para ello generamos dos conjuntos de datos independientes

de acuerdo al modelo propuesto:

(i) Un conjunto de entrenamiento de n observaciones, con el que obtenemos la estimacion a.

(ii) Un conjunto de m observaciones que se reducen de acuerdo a a y sirven para evaluar la

calidad de la estimacion obtenida.

Los datos se generan siguiendo la factorizacién (4.2). En una primera etapa generamos Y ~
Bernoulli(py) con py = 0,4. Luego generamos H|Y de acuerdo al modelo Ising. Para ello
generamos los pardmetros 7o y 7 de forma aleatoria de acuerdo a 7;; = sJ, donde s sigue
una distribuciéon normal estandar y J es una variable aleatoria Bernoulli de parametro p;.
El valor de p; sirve para controlar la proporcion de interacciones en el modelo Ising y en
esta simulacién se usé el valor p; = 0,3. Dados H e Y, a continuacién generamos Z, W|H, Y ~

Ni(Aakfy+BH—pg), A), donde fy en este caso es una variable indicadora de media cero. Los

Thttp://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1111/biom.12202/
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Figura 4.1: Desempeno del Estimador: £(span(a), span(a))
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parametros del modelo normal fueron fijados de acuerdo al siguiente esquema: o = sign(e)/v/%,
con e ~ N;(0,I). La matriz de covarianza A se fij6 en A = I+ paa®, con p = 0,25, 3 se
generd de acuerdo a una distribucion normal estandar y se tomé & = 1. Finalmente, las primeras
p < t componentes de Z fueron discretizadas de acuerdo a un conjunto de tres umbrales,
(—1,0,1), cada una, para asi obtener X a partir de Z. Para este ejemplo adoptamos ¢ = 6,

p=10,t=14.

Con los datos asi generados usamos el algoritmo propuesto para estimar span(a). En todos
los casos usamos regularizacion. Medimos la calidad de la estimacion calculando el angulo entre
span(a) y span(a), El experimento se repitié para n tomando los valores 500, 1000, 2000 y 5000.
Los resultados obtenidos se muestran la Figura 1, donde claramente se observa como mejora
el estimador en precision y eficiencia a medida que se incrementa el tamano de la muestra. Al
pasar de n = 500 a n = 1000 se observa principalmente un aumento en la precisién (menor
angulo) del estimador de la reduccién. Luego con incrementos adicionales de n no solo se observa

una reduccién del angulo promedio, sino también una reduccion considerable de su varianza.
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Tabla 4.1: Tasas de Error Promedio para el Escenario 1

PFCMmix PFCorD NLPCA Sin reduccién Oréaculo

n = 500 0.223 0.207 0.281 0.195 0.171
n = 1000 0.186 0.198 0.258 0.183 0.171
n = 2000 0.183 0.192 0.254 0.179 0.171

Nota: Datos generados favorables para PFCMIX.

4.5.2. Desempeno en prediccion

En esta seccidén nos interesa evaluar el desempeno en prediccion de las reducciones obtenidas
con PFCMIX, comparandolo con el obtenido por PFCORD y con el uso de los datos crudos
sin reducir. Usamos regresién logistica como modelo predictivo. Para facilitar la comparacién
entre los resultados obtenidos con PFCwMiX y PFCORD, las variables continuas W usadas
en PFCMIX fueron discretizadas en cuatro categorias ordenadas para ser incorporadas como
variables ordinales en PFCORD. Por su parte, las variables binarias H consideradas de acuerdo

al modelo Ising en PFCMIX fueron agregadas directamente como ordinales en PFCORD.

Tuvimos en cuenta dos escenarios para la generacién de los datos. Por un lado, generamos
X, W H,Y de forma idéntica a lo descrito en la seccion anterior. Estas condiciones resultan

Optimas para PFCMIX.

En un segundo escenario, generamos Z|Y ~ Ny, (Aaéfy,A) y luego discretizamos la
primeras p < t variables para generar X, dejamos intactas las siguientes ¢ — p variables para
generar W y tomamos las tltimas ¢ variables de Z y las discretizamos segin H; = sign(Z;)
para generar H. Este modelo de generacién de datos es 6ptimo para PFCORD. Los valores de

los pardmetros para el modelo normal de Z|Y se fijaron de forma anéloga al escenario anterior.

Los resultados obtenidos bajo el primer escenario se resumen en la Tabla 4.1. Cuando
n = 500 el método de reduccién para variables ordinales (PFCORD) es el que muestra el
mejor desempeno en términos del error de prediccion. Sin embargo, cuando incrementamos la
cantidad de observaciones a n = 1000, la tasa de error del PFCMIX se reduce considerablemente,
mostrando en este caso mejor desempeno que el (PFCORD). Para n = 2000, PFCMIX sigue
siendo el método de reduccién que muestra mejor desempeno, acercandose al resultado de

predecir con todas las variables (sin reduccién) e incluso al error de prediccién que surge de
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Tabla 4.2: Tasa de Error Promedio para el Escenario 2

PFCMmix PFCorD NLPCA Sin reduccién Oréaculo

n = 500 0.226 0.197 0.252 0.207 0.186
n = 1000 0.201 0.191 0.243 0.194 0.186
n = 2000 0.198 0.193 0.246 0.191 0.186

Nota: Datos generados favorables para PFCORD.

utilizar el verdadero valor de los parametros, que denominamos Oraculo. En todos los casos,

componentes principales no lineales (NLPCA) muestra la mayor tasa de error.

Para el segundo escenario, los resultados son reportados en la Tabla 4.2. En este caso, para
todos los n el PFCORD es el que muestra el mejor desempeno, lo que resultaba esperable dado
que los datos se generaron favoreciendo dicho método. Sin embargo, a medida que aumenta n,
el PFCMIX va convergiendo al PFCORD, como también al resultado sin reduccién y al Oréaculo.
Por lo tanto, aun bajo este escenario que favorece al PFCORD, los resultados muestran que
el método propuesto para variables mixtas es al menos tan bueno como este; y si ademas
tenemos en cuenta la ventaja que tiene el PFCmix de poder realizar reduccién con otros tipos

de variables ademas de las ordinales, la superioridad de este método se hace mas evidente.

Con la siguiente aplicacion para datos reales, las conclusiones obtenidas respecto de las

ventajas del PFCMIX se veran reforzadas.

4.6. Aplicacién con Datos Reales: Indice SES

Consideraremos, como en el Capitulo 3, la aplicacion especifica con datos reales para la
construccion de indices de Estatus Socio-econémico (indice SES) para su uso en prediccién de

ingreso y nivel de pobreza.

A diferencia de la base de datos usada para evaluar el PFCORD, la utilizada en el presente
capitulo contiene tanto variables ordinales como continuas y binarias. Por ello, ez-ante, el
método extendido para predictores mixtos es preferido a los métodos acotados a un tipo de
variables. En primer lugar, porque obviamente permite incorporar mas variables que antes
pudieran haberse omitido por su naturaleza. Y en segundo lugar, no menos importante, porque

brinda la posibilidad de incorporar las variables tal cual fueron captadas sin necesidad de realizar
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alguna transformacién o re-construccion a partir de las mismas. Por ejemplo, para captar el
hacinamiento del hogar en el indice SES, cuando se utilizé el PFCORD se construyé una variable
ordinal a partir del ratio entre nimero de personas en el hogar y la cantidad de ambientes de
la vivienda que habitan. Dicho ratio constituye una variable continua, sin embargo a los fines
de aplicar el método para ordinales se definieron algunos umbrales para construir a partir de la
misma una variable ordinal. Esta definicién de umbrales puede ser un tanto arbitraria, pudiendo
responder o bien a alguna recomendacion de un experto en el area o simplemente a partir de
adoptar algin criterio del andlisis de su distribucién en la muestra (e.g. balanceo). Sin embargo
esta interferencia puede terminar influyendo sobre el peso que se asigna a tal variable para la
prediccién de una respuesta de interés. Por ende, resulta favorable eliminar esta componente
forzada de definiciéon a priori de umbrales, utilizando la variable continua sin necesidad de

transformacion.

Otro ejemplo sobre esta conveniencia de tomar las variables directamente como vienen en la
base, sin necesidad de definir nuevas variables que respondan a la naturaleza requerida por el
método, lo constituye la construccién de una ordinal con mas de dos categorias a partir de varias
binarias. Para la aplicaciéon del PFCORD esto se hizo al incorporar aspectos de la localizacion
de la vivienda; especificamente, se construyo una ordinal con cuatro categorias, a partir de 3
binarias. Esto respondié a motivos metodologicos, dado que el supuesto de existencia de una
continua latente sobre una binaria es mas fuerte y es esperable obtener una mejor estimacién
de la latente cuanto mas categorias se observen. El método propuesto en este capitulo permite
incorporar binarias asumiendo simplemente un proceso Bernoulli para las mismas sin necesidad

de asumir una continua latente subyacente.

Para ser consistentes con la aplicacion realizada en el capitulo anterior, los datos utilizados
aqui también provienen de la base de microdatos de la Encuesta Permanente de Hogares (EPH)
elaborada por el Instituto Nacional de Estadisticas y Censos (INDEC) correspondiente al cuarto
trimestre de 2013, construyendo los indices para cada una de las cinco regiones consideradas

(GBA, Pampeana, NOA, NEA y Patagonia).

Como predictores se tiene un total de 8 variables categoéricas ordinales, 4 variables continuas

y 7 variables binarias?. Las variables ordinales son las mismas que la presentadas en el capitulo

2Cabe volver a remarcar que hay variables binarias que son ordinales en el sentido del estatus socio-econémico.
Por ejemplo la tenencia de la vivienda (propietario o no) constituye una proxy de riqueza material, por lo tanto
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anterior, solo que aqui hay un total de 8 variables en lugar de 11. Ello se debe a que 3 de dichas
variables (Hacinamiento, Horas trabajadasy Localizacion de la Vivienda) fueron tomadas como
se presentan directamente en la base; esto es, Hacinamientoy Horas trabajadas como continuas,
y Localizacion de la Vivienda como tres binarias que indican si la vivienda esta cercana a un
basural, en una villa de emergencia o en una zona inundable. Ademas de estas ultimas tres
variables binarias de localizacién, se consideré la ocupacién y el sexo del jefe/a de hogar, si
tienen cobertura médica y si son propietarios de la vivienda. Para las variables continuas,
ademés del ratio de hacinamiento y de las horas trabajadas en la ultima semana por el jefe/a
de hogar, se tomo la edad de este ultimo y la cantidad de menores en el hogar. En el Apéndice

2.9.3 se presenta una descripcion detallada de las variables utilizadas.

También en esta aplicacién consideramos dos tipos de respuesta: una continua dada por el
ingreso per capita del hogar (para mayor sencillez en la implementacién del método tomamos

r = 1) y una discreta que indica si el hogar es pobre o no de acuerdo con la linea de pobreza.

Para evaluar el desempeno predictivo del indice SES construido en base al PFCMIX, lo
comparamos con la prediccion sin aplicar reduccién utilizando todas las variables como son
dadas (i.e. FULL), con la que brinda la reduccién no supervisada via Componentes Princi-
pales No Lineales (NLPCA) y con el método propuesto para variables ordinales (PFCORD).
Especificamente para este tltimo método, consideramos dos casos: utilizando solo las variables
ordinales disponibles (i.e. PFCORD(X)), y tomando también las variables binarias tratadas
como ordinales (i.e. PFCORD(X, H)). Esto nos permite evaluar también el desempeno de esta
metodologia para el caso de contar con binarias que puedan ser consideradas como ordinales
dentro del enfoque de variables latentes que presupone el PFCORD. Del mismo modo, para el
PFCMIx evaluamos dos opciones PFCMIX(X, H) y PFCMix(X, W, H). Esto se realiza a los
fines de poder comparar mejor con el PFCORD en ’igualdad de condiciones’, como asi también
para visualizar el efecto de tener variables continuas entre los predictores. Para todos los méto-
dos supervisados de reduccion suficiente, la estimacion se realizan con seleccién de variables

(i.e. métodos regularizados).

La prediccion de los distintos indices como la realizada por el conjunto total de variables

(FuLL) se realiza utilizando regresién logistica para la respuesta discreta (i.e. pobreza) y re-

de no ser propietario a serlo, hay un orden. Sin embargo, solo consideramos como ordinales aquellas con mas
de una categoria por motivos ya expuestos.
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gresion lineal para la respuesta continua (ingreso per céapita). Los datos se particionan en diez
conjuntos disjuntos para replicar el experimento, tomando un conjunto cada vez como datos
de prueba y el resto como muestra de entrenamiento. Los errores de prediccién promedio se

reportan en la Tabla 4.3. En primer lugar, podemos destacar que la prediccién de pobreza y

Tabla 4.3: Validaciéon Cruzada de 10 particiones (10-fold) para el indice SES.

Error de Prediccion - ECM

Respuesta Meétodo GBA  Pampeana NOA  NEA  Patagonia
Pobreza PFCorD(X) 0.2159 0.1933 0.3299 0.3892  0.1359
(binaria)

PFCorD(X, H) 0.2008 0.1781 0.2751 0.3043 0.1277
PFCMIX(X, W, H) 0.1643 0.1312 0.2469 0.2419 0.0805
PFCMIX(X, H) 0.1711 0.1435 0.2703 0.2997 0.0822

NLPCA(X, W H) 0.2335 0.2052 0.3727 0.3887  0.1318

FuLL 0.2194 0.1919 0.3178 0.3736 0.1360
Ingreso (pc) PFCORD(X) 7.61 5.13 5.04  3.61 14.41
(continua)

PFCorD(X, H) 7.42 1.93 491 341 1401

PFCMIX(X, W ,H) 7.39 4.68 4.62 3.27 13.82

PFCMIx(X, H) 7.45 471 493 346  13.88

NLPCA(X,W,H)  8.99 6.03 572 4.02  16.28

FuLL 7.58 5.12 5.04 3.61 14.39

del ingreso per capita realizada via el indice PFCORD mejora cuando se incorporan variables
binarias (i.e. PFCORD(X) vs. PFCORD(X, H)). Por ende, el método de reduccién suficiente
para ordinales resulta funcional en términos predictivos para dicotémicas, tanto para el caso
en el que son ordinales como no. Sin embargo, cuando utilizamos el método para mixtas para
estos dos conjuntos de variables (i.e. PFCMIx(X, H) vs. PFCorD(X, H)), se obtiene un error

de prediccién considerablemente menor en todas las regiones cuando buscamos predecir pobre-
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za. No obstante, para la prediccién de ingreso per cépita del hogar, para algunas regiones (en
particular, Pampeana, NOA y NEA), el error de prediccién con el PFCORD es menor, aunque

los valores del ECM son muy similares a los arrojados por el PFCMIX.

Evaluando los resultados del método propuesto para variables mixtas, puntualmente entre
incorporar o no predictores continuos (PFCMIX(X, W, H) vs. PFCMIX(X,H)), se observa
que siempre las variables continuas en la reduccién permiten mejorar la prediccién. Mas ain,
podemos concluir que con el indice SES elaborado con PFCMIX(X, W, H) se obtienen los

mejores resultados para ambas variables respuesta y todas las regiones.

Por otro lado, se observa que el indice que no toma en cuenta la informacién de la variable
respuesta (NLPCA) tiene los mayores errores de predicciéon, aun cuando incorpora todos los
predictores. Incluso, si comparamos con el PFCORD usando solo ordinales , este muestra mejor
desempeno predictivo en tres de las cinco regiones cuando la respuesta es discreta y en todos

los casos cuando la respuesta es continua.

Por 1ltimo, al comparar con la prediccién obtenida sin reducir (FULL), en general los méto-

dos de reduccion supervisados dan mejores resultados, no asi el no supervisado.

4.7. Conclusiones

En el presente capitulo hemos identificado una reduccién suficiente para un modelo de
regresion de una variable respuesta Y sobre un conjunto de predictores que pueden ser continuos,
categoricos ordinales y binarios. Esta generalizacién tuvo como motivacion central el hecho de
que la mayor parte de los modelos aplicados con datos reales, y en particular en economia y
ciencias sociales, se incluyen variables de naturaleza mixta. La aplicacién de SDR a este tipo de
modelos, demanda una nueva metodologia que permita reducir de forma conjunta el vector de
predictores, y no acotar las posibilidades de aplicacion sélo en variables continuas o en aquellas

no continuas pero que necesariamente su distribucién pertenezca a la familia exponencial.

La metodologia propuesta, que bautizamos como PFCMIX al tener sus raices en el PFC
de Cook and Forzani (2008), se nutre bésicamente del enfoque de variables latentes para el
subconjunto de variables ordinales y de una generalizacion del enfoque de SDR para familias

exponenciales propuesto por Bura et al. (2015) que fue presentado en el Capitulo 2. Proponiendo
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una factorizacion para la regresion inversa, identificamos una reduccién suficiente presentando
ademds estimadores de maxima verosimilitud para los pardmetros involucrados. Adicionalmen-
te, se propone seleccion de variables para este método, en base a lo desarrollado en el Capitulo

3y a la propuesta de Cheng et al. (2014) en el marco de modelos Ising.

Tanto las simulaciones realizadas como la aplicacion a indices SES, muestran resultados
favorables para el método propuesto al compararlo con los PFC alternativos (i.e. el estandar
disenado para predictores continuos, y el PFCORD disenado para predictores ordinales) y con
alternativas mejoradas del PCA, como ser su versiéon no lineal (NLPCA). Destacamos que
ademas de obtener ventaja en términos predictivos, el método propuesto a priori resulta fa-
vorecido debido a que permite combinar variables de una naturaleza variada tal como estan
disponibles en la base de datos, sin necesidad de omitir algunas de ellas o aplicarle alguna

transformacién para que el método las admita.

Por tltimo, debemos recalcar que hay un punto relevante no tratado en el presente capitulo,
que es la eleccién de la dimension de la reduccién, i.e d = mé&x(d, c). Si bien para la aplicacién
de indices SES, que constituye el principal interés de aplicacion de la tesis, fijamos de antemano
d = 1 al concebir un concepto unitario en torno al estatus socioeconémico, en otras aplicaciones
interesaria inferir de algtin modo el valor de la dimensién del subespacio de reduccion. Debido
al modelo utilizado, la busqueda de la dimensién implicaria inferir conjuntamente los valores
de d y ¢. Tomando la idea de Cook et al. (2015), una alternativa serfa utilizar algun criterio de
informacién tipo AIC o BIC para la bisqueda simultanea de (d, ¢). Es decir, podemos realizar
una bisqueda de (d, ¢) a partir de (0,0) a (r,r), eligiendo la combinacién que da los menores
valores del AIC o del BIC. También, como en la Capitulo 3, podria buscarse (¢, d) via validacién
cruzada, o bien disenando pruebas de permutaciones, principalmente cuando el fin es predictivo.
Por ende, queda como trabajo futuro implementar y comparar el desempeno de algunos de estos
métodos para la bisqueda de d, para poder extender el método a otras aplicaciones donde un

d > 1 sea relevante a los fines explicativos o predictivos.



4.8. Apéndice del Capitulo 98

4.8. Apéndice del Capitulo

4.8.1. EM para Datos Mixtos

Como en el caso de la explicaciéon del EM para datos ordinales, para simplificar la notacion,
siempre omitimos Q%Y cuando tomamos la esperanza condicionada. La forma explicita de la

funcién @) utilizando viene dada por

Q(Q’Q(k—l)) — EZiWi’hi,Xi;Q(k,l) log foi,vi (x4, Vilyi, hy; Q)

i=1

- Z Ezi|y¢,hi,x¢ [IOg fxi,vi (Xia Vi|yi7 hza Q)] . (430)

=1

Dados los supuestos sobre el modelo para las variables continuas (latentes y observadas),

(4.30) toma la forma

g tn n
Z By by x; [log fx;vs (X, Vilyi, hy)] = 9 log 2w — 9 log |A|

i=1

1 < _ _ _ . _
2 Z By, x; [tT[A 'vi—p— Aatf, — Bh)(vi— p — Aakfy, — Bh;)"[y:, h, Xi} :
i=1
Desarrollando convenientemente la igualdad anterior y usando que pu? = (0, )T obtenemos,

Q(Q|Q(k71)) = Z Ezi‘yi,hi,xi [log in7Vi (Xiy V7,|y’w hl)]

i=1

t
= —?nlog 21 — glog |A

n 41 . T 2 O T
- 5 tl"{A |:ﬁ ; Ezi|yi,hi,xi (Vz'vi |y17 hi7 Xi) - E Zz:; “Ezi\yi,hi,xi (Vi |yzv hi7 Xi)

2 - _ 2 n B
— 2N A0kl By (Vs e x) — =S BB,y (V] i by, x;
n Zzl a€ Yi 1‘yz7h17 z(VfL |y7 X) n Z/B z|y17h“ 1(VZ |y X)

=1

1 — 2 — ~ 2 e - 2 — -
+ = > pu”+ - > Aogt,u” + - > Bhp’ + - > Aatf, bl " (4.31)
i=1 =1 =1 =1

1 - e cTeT T 1 - NN ARV
+E;Aa§fyifyi§ o A+ﬁ;ﬂhihiﬁ .
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Maximizacién de la funcion Q

Tomando derivada respecto a p y considerando la restriccién de los pardametros (por iden-

tificabilidad), obtenemos que

n= , con W= — w;
= n
w i=1
Luego, definimos
_ A Z; . Z;
V'z = VZ — /J/ = =
W, — W w;

Reemplazando en (4.31) tenemos

> Bajybix, 108 fr, 0, (%0, Vilyi )]
=1

t
= —EnlogZW - Elog |A

n
- = tl"{ |: Z Ezl|y“h“xl (Vzv ‘yly hza Xz

2
Z Aagf, h? 3"

ZAaEf Ezl‘ylvhlzxz<v |y'L7hZ7XZ>

2 = _
o Z B E, 1y, b, x, (V] yi i, %)) (4.32)
=1

1 ¢ F el¢eT T 1 - 1.7 aT
+E;Aa£fyifyi aA+E;ﬂhihiﬁ :

donde
B Z; 7 ziziT ziv_vf
V; = y por lo tanto v;v; =
W, W;wl

Wi
En (4.32) puede apreciarse que hay tres términos en los que aparece z; para tomar esperanza
Primero,

n
1 1
_ _T .
ﬁ E :Ezi|yiyhi7xi(vivi |yi7hi7xi) - 5 E Ezi|yi,hi7xi (yiahhxi)
=1 7

(4.33)
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donde S, = % S By (221 yi, iy x;) € RPP) la matriz M, € R™P estd definida
por M? = [EZ1|X17h1,y1 <Z1|X1> hla y1)> sy Ezn‘xnyhn7yn(zn|xn’ hmyn)] y WL € R™° con VV;,T =
[W1,...,W,]. Luego S es una matriz ¢t x ¢t (pues S, es p x p, M, n x py W, n X s, por lo que

MIW, es px s, WIM, s x py WIW, s x s).

Por su parte, el segundo término al incorporar la esperanza queda

2 - 2 _ _
_EAangzini,hi,xi (fyz [Z1T7W?] |yi7hivxi) - _ﬁAaézEzi‘yivhiaxi ([fyZZ?,fyZW?] |yi7hivxi)

2
= ——[AalEM,, AalE W,
n

= —zAaﬁELM (4.34)
n

n?

con E, = [fy,--, fy] € R y MY = [M,, W,] € R, Finalmente, para el tercer término

tenemos que

2 — 2
_E/B Z Ezi|yi7hi»xi (hz [Z?, V7VZT} ‘yl, hz, Xl) = _E/B [HZMM HRTWJ

2
= —EBHHTM& (4.35)

donde H, es de orden n x ¢ con [H,];; € {0,1} y H? = [hy,...,h,]. Usando (4.33), (4.34) y
(4.35), (4.32) puede escribirse como

Q(Q|Q(k71)) = Z Ezi\ynhuxi [lOg fxi,Vi (Xi7 Vilyia hl)]
=1

2

t 2
— 2 log 27 — glog Al - gtr{A‘l {S:Z — ZAaEMY — =BH"MY
n n

2

+ zAaanH,ﬁT + lAagﬁ;Ef‘gTaTA + lﬁﬂanﬁT] } (4.36)
n n n

Derivando (4.36) con respecto a 3 obtenemos

B = (Swu — Aa€Sp)Sy, (4.37)
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donde,
Loor
Su=-H H,
n

(M¥)"H, and Sum = Spu

n

SM,H -

S|~

1
SF,H - EELHH al’ld SH,F - SE,H‘

Adem3ds definimos

1

SF - _ELELT
n
1
Sea = —EM and Sy = Shr

Por lo tanto,

Z Ezi|yi1hi7xi [10g fxi,:vi (Xia Vi |yz, hz)}

=1
t
= —?nlog%r - glog |A|
2
- ﬁtr{Al {s;v — ZAatEM”
2 on

2 2
(Sam — Ac€Se1)S;THIMY + ﬁAaﬁE,HnS;l(SM,H — Ac€Sp )’

1 1
n n

= —%nlog%r - glog |A|
- gtr{Al {s:y — 2A €Sy
— 2(Saim — AESr1)Si Stias + 2A0ESe 1S5 (Sars — A€Sy )T

+ AcéSptTa” A + (Syn — Aa€Seu)S; (Sam — AagSF,H)T] }

_n,
2
- gtr{A_l [sw — SvnST S — 2A0E[Sra — SrSaSunl
+ Aaé[Sy — SF,HSHlsH,F]gTaTA} }

og2m — glog |A|
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Luego tenemos la funcion Q

t
Q(A, a,€) = = log 27 — S log | A
- gtr (A*S}w) + ntr[o€(Sear — SenSa Sun)] (4.38)

n
— gt [0€(Sk — SeuSy'Sur)€ a’ A,

SwW . — ., 7 . 7’ .7
donde S, =S¥ — Sy .uSg'Su.m. Esta funcién es una forma cuadrética en & andloga a la funcién

Q para el caso en que tenemos todos los predictores ordinales. Luego, (4.38) es maximizada en

~

€= (a"Aa) o’ (Seam — Sr.uSy'Stm) (S — SeuSy Sur) (4.39)
Remplazando (4.39) en (4.38), obtenemos
Q(A, @) = —%” log 27 — glog IA] - gtr(Algnw - a(aTAa)_laTSﬁt>, (4.40)

donde Sg, = (SF,M_SF,HS;IlSH,M)T(SF_SF,HS;[lSH,F)_l(SF,M_SF,HS;IlSH,M) y Sres = Svnw_Sﬁta

y tomando los resultados de la Seccién 4.8.1, el maximo de (4.40) se obtiene en

A = (S.,) ' + ala’S,.a) la” — a(a’S," a)'a, (4.41)
a=(S,")" VAN (4.42)

~w ~w

donde ¢ es una matriz conformada con los primeros d autovectores de (S, )~/284.(S, )"Y2 y

. AT A
N es una matriz tal que & & = 1.

4.8.2. Identificabilidad del Modelo: Prueba del Teorema 4.1

Para simplificar notacién, en el modelo (4.5) vamos a tomar A de orden t x r definida por

A = Aag con AT = (AT AT). Luego podemos re-escribir (4.5) en términos de los pardmetros
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(A, p, A, 3,0) de la siguiente manera

V=p+Afy —fy)+BH— p,) + €,
e~ N(0,A), (4.43)

Pr(X; = g|H,Y) = Pr(Y, < Z; <9VH,Y).

Para la identificabilidad necesitamos probar que si el modelo (4.43) es verdadero para los
pardmetros (A, u,A,3,0) v (A, v,B,{,Q2), entonces A = A, p =v, A=B, 8=(Cy
© = Q. Vamos a suponer que el modelo (4.43) es vélido para ambos conjuntos de pardmetros.

Observemos que en tal caso podemos escribir,

Z n, A, _ 3, €,
= + (fy —fy) + (H — pyy) + :
W M Aw w Ew
por lo tanto, si para j = 1,...,p llamamos [p,]; = 15, ¥ [€4]; = €;, el vector 1 xr [A,]; = A4,

y el vector 1 x ¢ [B,]; = B,,, tenemos que

Zj::uz]-+AZj(fY_fY)+sz(H_MH)+€j7 j:1a7p
Pr(X; = g/H,Y) = Pr(Y), < Z; < 09|H,Y). (4.44)

Analogamente, para el segundo conjunto de parametros,

Zj:VZ]' _'_BZ](fY_fy)+cz7(H_HH>+€j7 j:]'77p
Pr(X; = g/H,Y) = Pr(w, < Z; <w|H,Y). (4.45)

P
Luego, de (4.44) y (4.45), tenemos que

Pr(X; = g/H,Y) = Pr(0)) — iy, — A, (fy —Fy) = B, (H — ;) < ¢;

g—1
< 0!(]]) - sz - AZj (fY - fY) - /sz (H - MH))? (446)
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Pr(X; = g/H,Y) = Pr(w) — v, — By, (fy — fy) = ¢, (H — ;) < ¢

<wld —u —B,(fr —F)— ¢ (H- ), (447)

parag=1,...,G; y j =1,...,p. Como consecuencia de (4.46) y (4.47), con g = 1 (teniendo

en cuenta que w((]j ) = Héj ) = —00), y utilizando el supuesto de normalidad para €;, obtenemos

55

Uy, —B,.(fy —fy) — ¢, (H—
% <w1 Va, z]( Y)\ Y) Czj( l’l’H)) ’ (4.48)
7

P <0§]) - :U’Zj - AZj(fY - fy) - IBZj (H - IJ’H)>

donde §;; = [A];; v Aj; = [A];;, siendo @(+) la funcién de distribucién acumulada de una normal

estandar. De (4.48) tenemos que

0§]) — Mz; — Az;‘ (fY - fY) - BZ]- (H - ”’H) w§j) Ve T BZJ' (fY B fy) B CZ]’ <H - “H)

= (4.49)
0jj Ajj
o equivalentemente,
1 . fy — f 1 , fy — f
N 05]) = Hz; — [Aij@zj] ’ ' =3 ng) — Vz; — [sz7 CZ]'] ’ '
03 H -, Ajj H -
4.50)

para j = 1,...,p. Dela condicién 1. d;; = Aj; = 1 paratodo j = 1,...,py por 2. i, = vy, = 0.
Luego si tomamos esperanza en (4.49), obtenemos que HY) = wy) para todo j =1,...,p. Con

esto, para g > 1, es facil ver que Qéj) = wéj). En particular, si tomamos g = 2, de (4.46) y (4.47)

obtenemos

((95]) - :qu - AZj (fY - f‘Y) - IBZj (H - #’H)))
¢ 5

Gy B, (f —F) — ¢, (H—
P <(w2 Zj BZJ(f )\f ) Czj (H IU‘H))) ’ (4'51>
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puesto que por(4.48),

@ (60 — i, — As (B — ) = B, (H — 1) /0,
=0 (@ = v, = By, (b — B) = ¢ (H— 1))/ Ny )
.

Por lo tanto, usando las condiciones 1. a 3. como antes obtenemos ng ) = Wy ), Luego, tomando

g = 3 y usando (4.51) vamos a tener que Qz(,)j ) = wéj ) y continuando de esta manera, obtendremos
05(]] = wg(f) para todo k y por lo tanto ® = €. Con todo esto en (4.50) tenemos,
fy —fy fy — fy

[Azj ) sz] = [sz7 CZ]‘] ) (4.52)
H - Mg H - g

Multiplicando por [(fy —fy)?, (H—p,)7], tomando esperanza y usando la condicién 2., llegamos
aque A, =B, y,sz = Czj para j =1,...,p, y por lo tanto A, =B, v 8, = (,.

Adicionalmente, para cualquier par de variables ordinales X; y X; (i,j = 1,...,p, 1 # j)

tenemos que,

Pr(X; =g, X; = I[H,Y) = Pr(0, < Z < 0,07, < Z; <6 (4.53)
()
— ®, Ai—jl/Q 9(9) - Azl (fY - fY) B, ( )
0" — tay — Ay (fy — fy) = B, (H — pyy)
. @2 Afl/Q egil]_ - ,uzi - Azl( F ) ( l’l’H)
1 : _
O, = 1y — As, (B — Fy) — By, (H — )

Teniendo en cuenta que (4.53) se cumple para el otro conjunto de pardmetros (A, v, B, ¢, ),
luego si tomamos g = [ = 1 (y por lo tanto (99 L= 9l(j1 =0)=—-00y w;)l = wl(j)l = wy = —00)

llegamos a que

6(1) — Mz, — Azz‘<fY - FY) - /Bzi (H - I’I’H)
QU—M%—A%m~fy — B3, (H - py)

— o, | A2 - B, (fr —fv) — ¢, (H — py) | (4.54)

wl - VZ] - BZ] (fY fY) - CZj (H - IJ'H)

o, [ ATV

v
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i 0ij Nii - Aij
donde A;; = y A =
Oji 0jj Aji Ajj

de sus respectivas variables latentes (i.e. (Z;,Z;)) y ®2(.) representa la funcién de distribucion

son las matrices de covarianza para el par i, j

de una normal bivariada.

Puesto que d;; = \j; = 1, pz; = v, = 0, A, = B, y B, = (,, de (4.54) obtenemos que
dij = Nij (y 65; = Aj;) para todo i # j y i,j =1,...,p. Por lo tanto, se tiene que A,, = A,,.

Por otra parte, para las variables continuas observadas W, usando la normalidad de sus

distribuciones marginales, tendremos que

W|<H> Y) ~ N(Mw + AW(fY - f.Y) + IBW(H - I’I’H)7 AWW) (455)

W|(H,Y) ~ N(vw +Bu(fy — fr) + (o (H — p1y), Aww) (4.56)

y, usando la condicién 3. vamos a obtener, p,, = Vw, Aw = By, By = (w and Ayw = Agw-

Por lo tanto, resta probar que A,y = A,yw. Tomando una variable ordinal X; (i =1,...,p) y
una variable continua observada W (j =p+1,...,t), tenemos que
Pr(X; <k, W, <IH)Y)=Pr (gi <00 — A, (fy —fy) — B,,(H— pyy), (4.57)

€j < Wj — Hw; — ij (fY - FY) - /3Wj (H - IJ’H))

o (a0 A =) = B (H - )
—a, (A ,

i —
Wj = Hw; — AW]' (fY - fY) - IBWJ' (H - l’l’H)

1 5ij
5o s

J J

donde en este caso, bajo las restricciones de identificacién, A;; =
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De la misma manera,

Pr (Xl < k7VV] < l|H7Y) =Pr <€i < wél) - BZi<fY - FY) - CzI(H - /J’H)7

€j < Wj — Vw; — BWj(fY - fY) - ij(H - “’H))

() re
W~ By, (fy —fy) — ¢, (H—
_ (I)2 A;jl/Q g z( Y Y) C 1( IJ’H) : (458)

Wj - Vw,; — BWj - CWj(H - H’H)
~1/2

b Como 6y = Wy, fy = Ve, Awww = A, A=By B =
.OmOg—wg7uw_VW7 wWw WW ) - yﬂ_CJ

Aji Ajj
luego de (4.57) y (4.58) tenemos que A;; = A;;, y por lo tantod;; = A;;. De esta manera, para
todoi=1,....pyJj=1,....8 8;=XN; (Vv 0;; = \ji), por ende A,y = Apw (¥ Awz = Awaz).

donde A;'* =

Con esto hemos probado que A = A, quedando asi demostrado el teorema. [J



Capitulo 5

Trabajos Posteriores

5.1. Introduccién

En este breve capitulo se presentan algunos puntos sobre los que se planea seguir trabajando
como continuidad de la tesis. En particular, presentamos dos temas para trabajos posteriores
que estan en la misma linea de la tesis. El primero constituye una ampliacién de lo presentado
en el Capitulo 4 sobre reduccién suficiente en un contexto de predictores de naturaleza mix-
ta. En particular, se expone una parametrizacion alternativa del modelo de regresion inversa
X, W, H]|Y, para luego mostrar que de hecho el modelo presentado en el Capitulo 4 es un caso
particular del modelo aqui presentado. Es decir, mostraremos que la factorizacién desarrollada
en el Capitulo 4 estd anidada a esta otra factorizacion que proponemos en el presente capitulo. A
su vez, la estimacion de los pardametros de los modelos que surgen de dicha factorizacion, pueden
obtenerse via maxima verosimilitud con las mismas metodologias anteriormente presentadas.

Sin embargo, resta encontrar una reducciéon suficiente para esta factorizacion.

El segundo tema presentado, tiene que ver mas con una extension del enfoque general
presentado en la tesis, motivado a partir de la aplicacién de indices SES a modelos de regresion
en economia y ciencias sociales. Especificamente, por muchos modelos presentes en la literatura
relacionada a desarrollo econémico y economia de la salud, entre otras, hay una necesidad de
separar el indice obtenido via reduccién suficiente de otras covariables que son relevantes para
la regresién de Y sobre el conjunto de predictores, pero que no se desea reducir. Por ende,

una extensién hacia un método de reduccién suficiente de dimensiones parcial para variables
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mixtas, tendria un alcance mayor para la aplicabilidad académica y practica (i.e. orientado a

politicas) del enfoque de SDR.

5.2. Factorizacion Alternativa

En el Capitulo 4 para el modelo de regresién Y|X, W, H, en base al enfoque de regresion
inversa, se factorizé la distribucién conjunta condicionada de X, W, H|Y a fin de obtener la

correspondiente reduccién suficiente del modelo de regresion original; a saber

(X, W H|Y) = f(X,WH,Y)f(H|Y). (5.1)

Con esta factorizacion modelamos a (X, W) como funcién de Y y H, dejando H como funcién

solamente de Y. En términos de la variable latente Z subyacente de X, por (?7), teniamos

SOV,HY) = f(V,[HY) f(H]Y) (5.2)

donde V = (Z, W). A esta factorizacion, desarrollada en el capitulo previo, la denominaremos

Modelo 1.

Por otra parte, la distribucién conjunta condicionada de X, W, H|Y" puede factorizarse como

X, W H|Y) = f(X,W]Y)f(HIX,W,Y), (5.3)

0, en términos de la variable latente,

fF(VHIY) = f(VIY) f(H]V,Y). (5.4)

Esta factorizacién alternativa implica modelar por un lado las variables (X, W) como funcién
de Y (similar, al caso del Capitulo 3, pero incluyendo las continuas), y por otro lado, modelar

las variables dicotémicas H en funcién de (X, W,Y'). A esta factorizacién la denominaremos

Modelo 2.
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Para la factorizacién (5.1)-(5.2), suponemos los modelos

donde A = Aag, con pu, =0y diag(A,,) = 1 por identificabilidad (ver Capitulo 4), mientras

que las variables dicotémicas fueron modeladas a través de
H|Y =y ~ Bernoulli(TV), (5.6)

en el marco de modelos Ising (i.e. incluyendos solo interacciones dobles), donde I'Y es una matriz

q X q simétrica, tal que para cada [I'Y];; = ’yf-"j se asumio el el modelo lineal
,-)/3]/: ;70—’_7-;—,; (fY_fY)7 Za]:177q (57)

T _ ) : . .
donde 7;; = (Tij1,...,Tij,) s un vector de pardmetros (independientes de Y) y 7%, es el

intercepto para cada (i, 7). También introdujimos la siguiente notacién: definimos las matrices

de orden ¢ X ¢, To y 7% (k = 1,...,7), de la siguiente manera [1¢]i; = 7550, ¥ [Tklij = Tijk
coni,j=1,....,qy k =1,...,r, y luego definimos el vector 7o = vech(7{) de dimensién
q(q + 1)/2, y las matriz T = [vech(7,),..., vech(r,)] € RI@FD/2X" También asumimos un

modelo de rango reducido, de manera que tenfamos 7T de rango ¢ < min (r,q(q+ 1)/2) de
forma tal que especificamos 7 de la forma 7 = k¢, donde kK € ReHD/2xc ¢ ¢ R son

matrices de rango completo.

De forma equivalente, para la factorizacién (5.3)-(5.4) podemos suponer que
VY ~ N(n+ A(fy — fy), A), (5.8)

donde A = A&é€, con n, =0y diag(Azz) = 1. Ahora, para las variables binarias suponemos
el modelo,

H|V,Y ~ Bernoulli(T¥V), (5.9)

y para cada pardmetro de la matriz simétrica 'Y ¢ X ¢, suponemos también un modelo lineal

de la forma

WY =+ Th(y — ) + €LV — ) (5.10)
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donde %3; = (Tijas - Tijr) ¥ ﬁ;fpj = (Uij1,lijo - .., i) son vectores de pardametros, independien-
tes de Y. Definimos 7o y 7 de forma anédloga al modelo anterior, y £ = [vech(#;), ..., vech(£;)] €

Ra(a+1)/2xt " con t = p + g. También en este caso podemos asumir ¥ = Ki.

Con estas parametrizaciones, tenemos que para el Modelo 1 la funcién de densidad conjunta

condicionada a Y, esta dada por

(27T)—t/2|A|—1/2
G(TY)

f(V7 H|Y = y) =
x exp { LV WAV - )+ (6, - E)TAAT(V )
— 5~ E)TATATA(E, — B) + (H — ju) 7T ATV — o)

()BT ATAG, ) J(H ) BTATBH ) (5.11)

+ vech” (HH")71¢) + vech” (HH")7(f, — t_"y)},

donde G<fy) = Z{Hj;j:1 ..... q} eXp(Z?:l ’V}yjHj + 21§j<j’§q V?j’HjHj')'

Por su parte, para el Modelo 2, la densidad conjunta condicionada a Y sera:

(27T)—t/2 | A | —1/2
G(T")

f(V7H|Y = y) =

!

X exp { SOV RTATNY < ) 4 (5, - £)PAAT (V- )

1 4. _
— (6 —E)TATA "A(f, — £,) + vech” (HH”)#, (5.12)

- vecl (HH)(5, - £,) 4 vocl” (T )6V~ 7)) |

~ Y,V v RV
donde G(F ) = Z{Hj:jzl a} exp( ;1‘:1 %yj Hj + Zl§j<j’§q 7;'/]'/ HjHj’>-

Vamos a mostrar que el Modelo 1 esta anidado en el Modelo 2. Especificamente vamos a ver
que, si en el Modelo 2 consideramos que £, es una matriz diagonal, luego hay una correspon-
dencia uno a uno entre los parametros de ambos modelos. Por ende, el Modelo 1 estara anidado

en el Modelo 2. Dados los parametros del Modelo 1, definimos los parametros del Modelo 2
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COo1mo:

Bo= p—PBpy (5.13)
A = A, (5.14)
A = A, (5.15)
Fo = Ty+vwh(—%ﬁTA%%+&%ﬂmTA%ﬁwb), (5.16)
vech(7y) = vech (), — diag([B"AT"Alw)) k=1,...,7, (5.17)
vech(€,) = vech(diag([8"A ), s =1,...,t. (5.18)

donde [BT A™'A].;, representa la k-ésima columna de la matriz ¢ x r BTAT*A, [BT A, es la
s-6sima columna de la matriz ¢ x t 37 A™! y diag(c) es una matriz diagonal con [diag(c)];; = c;,

para un cierto vector c. Ademas, de (5.16)-(5.18), tenemos que I''V =TY, y G(I'"Y) = G(I'Y).

Reciprocamente, dado que €4 es una matriz diagonal, y dado f, A, A, Fo, Tl Ty y £
definimos

A = A, (5.19)

A = A, (5.20)

(5.21)

Ahora, podemos obtener [ de la ecuacién
vech(€;) = vech(diag([BTA_l].s), s=1,...,t. (5.22)
Dado B podemos obtener u,, de la ecuacién
= fi— By (5.23)

Luego, dado B y py, A y T podemos obtener 7o v T de la ecuaciones

ro = e el (- 307AT+ ding (67 A ) )

vech(Ty) = vech (‘Fk + diag([ﬁTA_lA].k)) Jk=1,...,r
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De esta manera, vemos que el Modelo 1 estd anidado en uno mas general, el Modelo 2.
Con este resultado, como trabajo futuro queda por encontrar la reduccién suficiente para esta
factorizacion alternativa, y asi poder evaluar qué parametrizacién se adapta mejor al conjunto

de datos, via por ejemplo, cociente de verosimilitud.

5.3. Reduccion Parcial

La aplicacion considerada a la construccion de indices SES también motiva el desarrollo de
métodos de reduccion parcial. Especificamente, al trabajar con datos sociales para la construc-
cién de un indice SES, existe informacion en ciertas variables que son relevantes para explicar la
respuesta que se estd modelando, pero que no constituyen variables especificamente de indole
socio-econdémica para que sean incluidas en un indice, como podria ser el sexo, variables re-
gionales o temporales. También en muchos casos interesa construir el indice teniendo sélo en
cuenta la informacién puramente econémica, esto es a través de los activos y las condiciones
habitacionales, y dejar otras dimensiones como la educacion o el acceso a la salud, de forma
separada del indice. Por ello, estamos interesados en considerar la informacion de todos los
predictores pero sélo queremos reducir un grupo de ellos (en un indice SES), manteniendo los
restantes sin alterar. Tal como se expresa comunmente en la literatura relacionada, para una

determinada respuesta Y, el modelo de interés tiene la forma

Y =by+ b0 SES + g(U) + ¢, (5.24)

donde SES es el indice de estatus socio-econémico, U es un vector de variables relevantes para
el modelo pero que no forman parte del indice SES, ¢g(:) es una cierta funcién, comtinmente
(pero no necesariamente) lineal de la forma ¢g(U) = d’U y € un término de perturbacién
aleatorio. El modelo (5.24) ya contiene la reduccién en la variable SES. Es decir, la regresion

primitiva al modelo (5.24) estd dada por

Y|X,W,H,U (5.25)

donde (X, W, H) son las variables que interesa reducir (i.e. ordinales, continuas y dicotémicas)

a los fines de contruir la SES, y U es un vector de variables relevantes para el modelo (5.25)
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pero que no interesa reducir. Por ende, el objetivo es encontrar una reduccién R(X, W, H)

para la regresién de Y sobre (X, W, H, U) de forma tal que
YIR(X,W,H),U=Y|X,W,H,U. (5.26)

La literatura relacionada a SDR parcial es muy escasa. Chiaromonte et al. (2002) introducen la
idea de subespacio central parcial )/|WU definido como la interseccién de todos los subespacios
S que satisfacen Y I W|(PsW,U) donde Ps es la proyeccién sobre S con el producto escalar
estdndar. Chiaromonte et al. (2002) proponen un estimador para el subespacio central parcial
solo para el caso en que U (i.e. las variables que no interesa reducir) son categéricas con W
continuas. Wen and Cook (2007), si bien relaja algunos supuestos de Chiaromonte et al. (2002),
también esta limitado a reducciones parciales de un conjunto de predictores continuos para cada
sub-poblacién que definen la categoricas incluidas en U. Bajo esta forma de abordar reduccién
parcial, resulta dificil generalizarlo a fin de admitir cualquier naturaleza en el conjunto de
predictores U. Feng et al. (2013) propone una extensién que admite U continua, aplicando un

proceso de discretizacion sobre las mismas a fin de estimar el subespacio central parcial.

Como trabajo futuro se planea abordar el problema de SDR de forma que admita mas
posibilidades entre los predictores, y tenga una representacion mas parsimoniosa respecto a estas
primeras aproximaciones basadas en estimar el subespacio central parcial. Especificamente, se
plantea obtener un método de reduccién parcial de dimensiones para mezclas de variables de

distinta naturaleza bajo el enfoque de modelar la regresién inversa.
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