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UNIDAD 4
DINAMICA DEL FLUJO DE FLUIDOS VISCOSOS INCOMPRESIBLES

1. INTRODUCCION

En esta Unidad se presentan las ecuaciones de Navier-Stokes para el flujo de fluidos viscosos
incompresibles. Se analiza el significado dimensional de las mismas, introduciendo el concepto
de semejanza dinamica a partir de dichas ecuaciones. Se describen los flujos laminares paralelos
y de lento escurrimiento que surgen como casos particulares de las ecuaciones de Navier-
Stokes. Se presentan las distribuciones de velocidades y tensiones de corte en flujos laminares
permanentes uniformes, considerando conductos circulares a presién, como asi también, flujos
paralelos a superficie libre. Se introducen los conceptos de capa limite e inestabilidad del flujo
laminar y consecuente origen de la turbulencia. Se describe conceptualmente el desarrollo de
capa limite laminar y turbulenta a lo largo de una placa plana. Se derivan las ecuaciones de
Reynolds, mediante integracién de las ecuaciones de Navier-Stokes sobre el periodo de la
turbulencia (RANS 3D), donde aparece el concepto de tensiones turbulentas (o tensiones
adicionales de Reynolds), las cuales originan nuevas incdgnitas y, para poder cerrar el sistema,
deben ser vinculadas con las magnitudes del flujo medio. Se deriva la ley universal de
distribucion de velocidades y la distribucion de tensiones para el flujo turbulento permanente y
uniforme. Se determinan expresiones para calcular la velocidad media en flujos turbulentos a
partir del perfil logaritmico de distribucion de velocidades. Se analiza la dinamica de la
turbulencia, sus escalas (macro y micro) y se presentan algunos modelos de cierre para las ecs.
de Reynolds (RANS 3D). Se presentan las ecuaciones fundamentales de la hidrodinamica en su
version bidimensional en horizontal (2D-H), que se obtienen a partir de la integracién de las
ecuaciones de Reynolds simplificadas 2D sobre la profundidad de flujo. Se presentan las
ecuaciones de Saint Venant para el flujo unidimensional (1D), impermanente, gradualmente
variado, obtenidas a partir de las ecuaciones 2D-H integradas sobre el ancho. Se presentan las
ecuaciones del modelo cero-dimensional (0D) obtenidas a partir de la integracién de las
ecuaciones 1D sobre el tramo de propagacidon. Se realiza una sintesis de los modelos
hidrodindamicos para flujos a superficie libre obtenidos a partir de las Ecuaciones de Navier-
Stokes y se describen brevemente los modelos para el flujo de agua en medios porosos,
observando la posibilidad de derivacidon de los mismos a través de sucesivas integraciones de las
ecuaciones de Navier-Stokes. Por Ultimo, se realiza una introduccion a la modelacion fisica,
hidrodinamica a fondo fijo y conceptos sobre modelacion fisica a fondo movil.

2. ECUACIONES QUE GOBIERNAN EL FLUJO DE FLUIDOS VISCOSOS
INCOMPRESIBLES

La ecuacion de continuidad y las ecuaciones de Navier-Stokes para el caso del flujo de fluidos
viscosos incompresibles proporcionan cuatro ecuaciones escalares y tienen como incognitas a la
presion p y a las tres componentes del vector velocidad u. Dichas ecuaciones se expresan en
notacién tensorial como:
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auj
—=0 (1)
axj
au, au, op o%u,
— +pUi—=———+p———+pf 2
P TP, T ek Naxgex, D @)
y en notacién vectorial:
V-u=0

p%’l+ p(u-V)u = —Vp+uViu+pf

3. SIGNIFICADO DIMENSIONAL DE LAS ECUACIONES DE NAVIER-STOKES. LEYES
DE SEMEJANZA DINAMICA

La ecuacién de continuidad y las ecuaciones de Navier-Stokes (N-S) para el flujo de un fluido
viscoso incompresible (1) y (2), se pueden escribir, introduciendo en (2) las fuerzas de cuerpo
debidas a la gravedad y reordenando, como:

OU;
——==0 (3)
OX;

ou ., 0w _ 1op oy, o7 @

j v -9~
ot OX; p OX; OX 10X oX;

En el miembro izquierdo, el primer término representa la aceleracion local y el segundo la
aceleracion convectiva, ambos términos representan las fuerzas de inercia. En el miembro
derecho, el primer término representa las fuerzas de presion, el segundo las fuerzas viscosas y
el tercero las fuerzas de gravedad.

Las variables que intervienen en las ecuaciones de Navier-Stokes puede ser adimensionalizadas
mediante:

. tug
-0 5
] (5)

u; i . z
ui:_’ p:—, Xlz—, Z:E, t:

donde uo es una velocidad de referencia y L una longitud caracteristica del sistema en estudio.

Reemplazando las expresiones (5) en (4) se obtiene:

Dinamica del Flujo de Fluidos Viscosos Incompresibles_Pedro A. Basile S
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ug(oui  «ou | uj 6p*+vu0 o%u; oz

* x * X * (6)
Llat™ 7 ox Loox;  L® oxjox; ox

b3

i

multiplicando cada término de (6) por L/uo?, se obtienen las ecuaciones dinamicas de Navier-
Stokes escritas en forma adimensional:

8u>ik + U; aul* =- ap* + Y a*Ui * _g_l_ai* (7)
ot X ox;  Ugl ox;0x;  ug ox
En (7) se observan dos factores adimensionales:
\Y 1 gL 1
T = (8a),(8b)

Dichos factores describen caracteristicas bien definidas del flujo considerado: (8a) es el inverso
del nimero de Reynolds, el cual representa la importancia de las fuerzas inerciales respecto a
las fuerzas viscosas:

_ Fuerzasinerciales pL’(u/t) pl’u 1 uL

Re = = =
Fuerzas vis cos as pul L/upulL v

y (8b) es el inverso del niUmero de Froude al cuadrado, el cual representa la importancia de las
fuerzas de inercia respecto a las fuerzas de gravedad:

r2 __Fuerzasinerciales _ pLPu/t) plPu 1w
Fuerzasdegravedad  pgl3 L/upgl® gL

Un numero de Froude (Reynolds) elevado no significa que las fuerzas de gravedad (viscosas)
sean pequefas, sino que la influencia de éstas, en las caracteristicas dinamicas del flujo, es
pequefia respecto a la influencia de las fuerzas de inercia. Andlogamente, un nimero de Froude
(Reynolds) bajo indica una gran influencia de las fuerzas de gravedad (viscosas) respecto a las
fuerzas de inercia.

En términos de semejanza, dos flujos caracterizados por el mismo numero de Reynolds
presentan semejanza dinamica respecto a las fuerzas de resistencia viscosa, por lo tanto, en
prototipo y modelo se debe satisfacer la relacién:

ppUp LD — pmum I-m
Hp Hm
Donde el subindice m indica variables en el modelo y el subindice p variables en el prototipo.

(9)
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Pr Ur I-r

Por lo tanto, de (9): =1, donde Li=L,/Ln (escala de reduccién geométrica)

My

y en el caso de un mismo fluido en igualdad de condiciones de densidad y viscosidad (p-=1,
u=1) se tiene:

U, =— (10)

Esta relacion no es compatible con la que se obtiene basandose en la semejanza dinamica de
Froude (semejanza dinamica respecto a fuerzas de gravedad). Efectivamente:

u
. NN TR (11a),(11b)

ng \)ng

Generalmente no es necesario satisfacer las dos leyes de semejanza dinamica simultaneamente,
ya sea porque una fuerza (gravedad) predomina sobre la otra (viscosidad) o viceversa, ya sea
porque, directamente una de las dos no interviene en el problema. Por ejemplo, en la
modelacién fisica del flujo laminar (bajos valores de Re) en un conducto o en un medio poroso,
las fuerzas de gravedad pueden despreciarse, por lo tanto, la igualdad de Re en prototipo y
modelo asegura la completa semejanza dindmica. Por otra parte, en la modelacién fisica del
flujo hidrico turbulento (elevados valores de Re) en un tramo de rio o canal, las fuerzas viscosas
pueden despreciarse, por lo tanto, la igualdad de Froude en modelo y prototipo aseguran la
completa semejanza dindmica. En el apartado 16 se abordara este tema con mas detalle.

Para completar los analisis descriptos en los parrafos anteriores se puede observar que, a partir
de la ecuaciéon (7), la mayor o menor importancia de los términos de fuerzas viscosas con
respecto a los términos de inercia, en las ecuaciones de Navier-Stokes, dependen del valor que
asume el nimero de Reynolds. Efectivamente, reemplazando (8a) y (8b) en (7) y reordenando
se obtiene:

ﬁ ¥ ﬂ + 1__82ui* (12)
Re ox;ox;

op. 1oz
ox;  F2ox' a7 ox]
Por lo tanto, en funcidn del valor que asume Re, se pueden distinguir dos casos limites:

Para Re— o« : tiende a cero el segundo término del miembro derecho, mientras los demas
términos restan finitos. De esta manera se obtienen las ecuaciones de Euler escritas en forma
adimensional. Por lo tanto, la dinamica del fluido perfecto (inviscido e incompresible) es
atendible en aquellos flujos (inclusive de fluidos viscosos) donde prevalece fuertemente la fuerza
de inercia sobre la resistencia viscosa. Se trata de un flujo gobernado preponderantemente por
fuerzas de inercia y gravedad. Sin embargo, se debe tener en cuenta que cuando se trata de un
fluido viscoso (real) la dinamica del fluido inviscido no es valida en proximidad de la superficie
de contorno (pared), ya que en este caso en correspondencia de la pared se debe imponer la
condicién de no deslizamiento, la cual no existe en el fluido inviscido, el cual en contacto con la
pared desliza con la velocidad del flujo en vez de ir a cero.

Dinamica del Flujo de Fluidos Viscosos Incompresibles_Pedro A. Basile 7
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Para Re— 0 : la fuerza viscosa prevalece ampliamente respecto a la fuerza de inercia, de
manera tal que el primer término del miembro derecho resulta despreciable en comparaciéon con
el segundo. Despreciando los términos de inercia se obtienen las ecuaciones que gobiernan la
dindmica de flujos extremadamente lentos (creeping flows) de los fluidos viscosos:

G . o%u,
—I(p+yZ)=p— 13

Ademas de dichos flujos lentos, que se presentan para valores bajisimos de Re, existen por
ejemplo los flujos laminares paralelos, constituidos por el movimiento rectilineo unidimensional
bien ordenado de estratos en forma de laminas; para los cuales solo u;=u=0, la cual a su vez es
constante en la direccion del flujo y por lo tanto, todos los términos de inercia son nulos sin que
Re sea bajisimo como en el caso de un creeping flow.

4. FLUJOS LAMINARES PERMANENTES Y UNIFORMES

4.1 Flujo en conductos a presion. Distribucion de velocidades y tensiones
tangenciales

Como ejemplo importante de flujo laminar consideremos un conducto cilindrico de diametro:
d=2 ro, cuyo eje coincide con el eje coordenado x y los ejes coordenados y, z estan contenidos
en el plano de una seccidn transversal genérica (ver Figura 1).

__________________________________ y el +2)

p/y
X3=z ply

4 X3=Z
‘ o X1=X
u
Tb r
Ui S— ~
: dX X2=y
z
u .
Z .
z
Vista longitudinal Vista frontal

Figura 1.

Dinamica del Flujo de Fluidos Viscosos Incompresibles_Pedro A. Basile 8
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El flujo es rectilineo unidireccional bien ordenado, entonces las componentes del vector
velocidad v=u, y w=us son nulas, la Unica componente no nula es u=u;. Ademas, como el flujo
es permanente, la aceleracion local es nula y, dado que es también uniforme, la aceleracion
convectiva es nula. Por lo tanto, u=u; no varia ni en el tiempo ni en la direccién x=x;, solo
puede variar en las direcciones y=x, y z=x3;, determinando de esta manera un sdlido de
revolucién de velocidades con simetria radial. Por lo tanto, el vector velocidad se expresa como:

U = (U1(X2:X3): 0, O): (U(y/ 2), O, O) (14)

De esta manera, las ecuaciones de Navier-Stokes expresadas por (4) se reducen a:

2

0 . o’u 0%
. — ~ 4 - 1
~ (Prv2)=u o (15)
0 )
E(pwz):o (16)
0 .
E(pwz):o (17)

Las ultimas dos ecuaciones dan como resultado la distribucién hidrostatica de la presiéon en los
planos normales al eje del conducto, como era de esperarse dado el caracter rectilineo
unidireccional del flujo.

La solucion de la primera ecuacién, que satisface la condicion u=0 para r=ro, es decir, la
condicién de no deslizamiento en la pared, es:

2,2 .2

y +z° -ry 0 : Y (2. .2 2)0 :

=L - 0 7)=—" 22 -r¢)=—| 5 +z 18
4pu 8X(p+y) 4u(y ’ O)GX( +j (18)

Para una inclinacion pequefa del conducto, el gradiente de la cota piezométrica es igual y de
signo contrario a la pendiente piezométrica S, es decir:

i[9+zJ=i*[E+z]=—s (19)
oxX \ y ox \y

Por lo tanto, considerando que el radio genérico r es: r’=y?+z?, la (18) puede escribirse como:

u=——(r2—r§) (20)

Dinamica del Flujo de Fluidos Viscosos Incompresibles_Pedro A. Basile 9
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La velocidad maxima se verifica en r=0, es decir, en correspondencia del eje del conducto:

_ySrg

uméx - 4 I

(21)

El valor de la velocidad media U se obtiene considerando la altura media del sélido de revolucion
de velocidades, que tiene por base una seccién del conducto y cuya superficie esta constituida
por los extremos de los valores de velocidad u considerados a partir de dicha base. Se trata de
un paraboloide de revolucién cuya genérica seccion axial es dada por la ecuacion (20), con una
altura media igual a la mitad de la altura maxima dada por (21), por lo tanto:

1 Sl
Uzzuméx :—YSMO (22)
De esta manera, el valor del caudal es:
Sty
Q:Uan_VS’LO (23)

Esta es la formula que obtuvo experimentalmente Poiseuille (1841) investigando el flujo de agua
en conductos de pequefios diametros (tubos capilares).

Realizando un balance de las fuerzas de presidon y gravedad se obtiene la tension tangencial o
de corte sobre el contorno del conducto circular de area A y perimetro P:

A I
fb=9935=993"5 (24)

El equilibrio de fuerzas requiere la presencia de una tension t a lo largo de una superficie de
radio genérico r, andloga a la que se manifiesta sobre el contorno, por lo tanto, para un radio
genérico r se tiene:

r

Es decir, la tensién tangencial es nula en correspondencia del eje del conducto y crece
linealmente hasta el valor 1, en el contorno. Consecuentemente, la distribucion de tensiones
sigue una ley lineal expresada por:

r fh—2 VA
T:Tbr_:‘rb[ Or J:Tb(l—r—J (26)
0 0 0

donde z=ro-r es la distancia desde el contorno del conducto hasta el eje (ver Figura 2).

Dinamica del Flujo de Fluidos Viscosos Incompresibles_Pedro A. Basile 10
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Distribucion de u Distribucién de t

L Tb

Figura 2.  Distribucion de velocidades y tensiones tangenciales en un conducto circular en régimen de
flujo laminar.

Observacion

El flujo laminar en conductos cilindricos mantiene sus caracteristicas para valores del
nimero de Reynolds, referido al didametro del conducto, Re=UD/v<2000. En el rango
Re~2000-2400, denominada zona critica, el flujo laminar es muy inestable, produciéndose
la transicion a flujo turbulento. Para Re>4000 el flujo es definitivamente turbulento.
Considerando, por ejemplo:

U=1m/s; D=0,1 m; v=10° m?/s —» Re=10> >> 4000

Es decir, en muchas aplicaciones de ingenieria (redes de distribucion de agua potable,
acueductos, etc.) el flujo es siempre turbulento.

4.2 Flujo paralelo a superficie libre en un canal rectangular ancho. Distribucion de
velocidades y tensiones tangenciales en vertical

Consideremos primero las ecuaciones de N-S (2) expresadas en funcion del tensor de tensiones
(ver Capitulo 2). Con la ayuda de la ecuacion de continuidad, el término de esfuerzos viscosos
puede expresarse como:

axjaxj 8xj axj OX;

Reemplazando (27) en (2) y reordenando se obtienen las ecuaciones de N-S expresadas como:

5Ui ‘u au, _ 1 atij

ot Tox;  pox

+f, (28)
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donde t;; es el tensor de tensiones, constituido por 9 componentes, el cual queda expresado
como:
ou,  0u;
ij p ij I3 ij p ij I3 an aXi ( )

donde S;; es el tensor de velocidad de deformacién (ver Unidad 2) y §; es el delta de Kronecker:
1 > i=]j
Sij = {O . .
- i#]

Consideremos ahora el caso de un flujo laminar permanente y uniforme que se desarrolla en un
canal rectangular ancho, inclinado un angulo pequeio ¢ respecto a la horizontal, como se
muestra en la Figura 3.

X3=Z
x3=z 4
Y e v
— u o
h
7 7 7
Zw
[0]
X1=X X=y
y4 z
Vista longitudinal Vista frontal

Figura 3.

El flujo es rectilineo unidireccional bien ordenado, entonces las componentes del vector
velocidad v=u, y w=us son nulas, la Unica componente no nula es u=u;. Ademas, como el flujo
es permanente, la aceleracion local es nula y, dado que es también uniforme, la aceleracién
convectiva es nula. Por lo tanto, u=u; no varia ni en el tiempo ni en la direccién x=x;. Ademas,
se supone que no existe efecto de las paredes laterales (muy ancho) entonces u tampoco varia
con y=x,. Es decir, u solo puede variar en la direccién z=xs;, determinando de esta manera un
perfil en vertical como se muestra en la Figura 3. Por lo tanto, el vector velocidad instantanea
tiene por componentes:

u; = (uy (x3), 0, 0)=(u(z), 0, 0) (30)

Las componentes no nulas del tensor de tensiones (29) que intervienen en el problema de la
distribucién de velocidades en vertical son:

B dxs Mz

(31)

Dinamica del Flujo de Fluidos Viscosos Incompresibles_Pedro A. Basile 12
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T3 =P (32)
(Recordar que debido a la simetria del tensor de tensiones t31=113 y t11=122=-p)

Considerando que las fuerzas de cuerpo se deben a la gravedad, las componentes del vector f;
se expresan mediante la ecuacion (42) obtenida en el Unidad 2:

fi = (f1,f2,f3) = (ngIOI_ g) (33)

Por lo tanto, las ecuaciones de Navier-Stokes (28) se reducen a:

. 1d:
=1 0==-—+gS 34
[ pdz+g b (34)
i=2 0:—1@ (35)
p dy
i=3 0:_1@_9 (36)
p dz

donde Sy, es la pendiente del fondo. La (35) establece que la presién es constante en la
direccion transversal y. Integrando (34) y (36) imponiendo respectivamente tensidon de corte y
presion nulas en la superficie libre z=h, se obtiene:

e Variacion lineal de tension de corte en la vertical:

«(2) = pg(h-2)S, = rb[l—ﬁj (37)

donde tb: tension de corte sobre el fondo, expresada como:

Th =pgth (38)

e Variacidn lineal de presidn en la vertical (presion hidrostatica):

p=pg(h—z)=pgh(1—§j (39)

Igualando (31) y (37), es decir, vinculando la tensién de corte con el gradiente de velocidad, e
integrando, se obtiene el perfil parabdlico de distribucién de velocidades en la vertical:
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u(z) :%(th—zz) (40)

b
A%

La expresion de la velocidad media en la vertical U es:

1
U= n ju(z) dz (41)

Por lo tanto, reemplazando (40) en (41) e integrando se obtiene la velocidad media en la
vertical, U:

U= (42)
3v

El caudal especifico o caudal por unidad de ancho q (m?%/s) es:
q=Uh=92p3 (43)
3v

En la Figura 4 se representan esquematicamente las distribuciones de velocidad y tensiones
tangenciales o de corte en vertical.

\V/ Distribucion de u  Distribucion de t

A

D fe—
U Tb

Figura 4.  Distribucion de velocidades y tensiones tangenciales en un canal ancho en régimen de flujo
laminar.

Dinamica del Flujo de Fluidos Viscosos Incompresibles_Pedro A. Basile 14



MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA_PEDRO A. BASILE

Observacion

En canales abiertos la transicion entre flujo laminar — turbulento se observa para valores
de Re comprendidos entre: 500 < Uh/v < 12500. Si consideramos:

U=1m/s, h=1 m, v=10° m?/s —» Re=10°
Es decir, el valor de Re es varios oOrdenes de magnitud mayor que el valor

correspondiente a la transicion (pasaje de laminar a turbulento). Por lo tanto, el flujo
laminar es practicamente inexistente en canales abiertos.

5. CONCEPTO DE CAPA LIMITE

Vimos en los puntos anteriores algunas aplicaciones de las ecuaciones de Navier-Stokes en el
caso de flujos puramente viscosos, es decir, cuando (para flujos laminares paralelos bien
ordenados o en el caso de Re—0) los términos de inercia pierden importancia respecto a los
términos asociados a las fuerzas de origen viscoso. Por otra parte, en el punto 3 se vio que las
soluciones para fluidos perfectos son validas, aun para el flujo de fluidos viscosos, cuando los
términos de fuerzas viscosas resultan despreciables en comparacion con los términos de inercia,
(es decir, en el caso de Re—x). Sin embargo, en este Ultimo caso (cuando se considera un
fluido viscoso), resultaria una anomalia fisica el hecho que, en correspondencia del contorno, la
velocidad tenga un valor finito en contacto con la pared y no asuma el valor cero como indica la
condicidn de no deslizamiento para los fluidos viscosos reales.

Prandtl (1904) observé que, para un cuerpo perfilado que se desplaza en un fluido viscoso, el
campo de flujo (para nimeros de Reynolds elevados) tiene el caracter de flujo irrotacional,
excepto en una zona limitada cerca del contorno, denominada capa limite, a través de la cual se
verifica el pasaje de la velocidad gobernada por el flujo irrotacional externo al valor nulo que
debe necesariamente asumir en contacto con el contorno. En el interior de la capa limite
preponderan las fuerzas viscosas hasta que no se superan determinados limites de estabilidad,
por lo tanto, se denomina capa limite laminar o viscosa. Superados dichos limites de estabilidad
el flujo en la capa limite se transforma en turbulento y consecuentemente, se denomina capa
limite turbulenta.

La observacién de Prandtl es importante porque valida los procedimientos basados en la
hipétesis de irrotacionalidad del campo de flujo, que permite utilizar el abordaje de flujo a
potencial de la velocidad (visto en la Unidad 3), el cual sera correcto en la mayor parte del
campo de flujo con excepcion de una zona cercana al contorno.

6. INESTABILIDAD DEL FLUJO LAMINAR Y ORIGEN DE LA TURBULENCIA

En ambientes naturales, el flujo laminar analizado en los puntos anteriores se presenta en
algunas situaciones particulares, por ejemplo, en el caso del flujo de agua en un medio poroso,
donde la velocidad es extremadamente baja y la longitud caracteristica es del orden de la
dimension de los poros de la matriz de suelo. Por el contrario, para la mayoria de los flujos a
superficie libre en ambientes naturales, el flujo laminar es practicamente inexistente.
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Justamente, apenas los efectos de las fuerzas de inercia se vuelven importantes en comparacion
con las fuerzas viscosas, el flujo de un fluido viscoso (real) no se desarrolla mas en estratos
paralelos bien ordenados y regulares, sino que asume un caracter desordenado e irregular. Tal
situacion fue puesta en evidencia por Reynolds (1883) mediante sus clasicos experimentos.

En dichos experimentos se constatd que el pasaje de flujo laminar a flujo turbulento es
caracterizado por el nUmero de Reynolds (ya introducido en el punto 3) que proporciona la
relacion entre las fuerzas inerciales (que tienden a exaltar cualquier perturbacion que afecte el
campo de flujo) y las fuerzas viscosas (que tienden a amortiguar dichas perturbaciones). Para
Re.=2000-2400 cualquier perturbacion del flujo, inclusive capaz de producir una ondulacion
momentanea de las lineas de corriente, es amortiguada en un cierto tiempo. Al contrario, para
Re>Re,, el flujo laminar es extremadamente inestable y basta una minima perturbacion para
hacerlo pasar definitivamente a flujo turbulento.

Para explicar conceptualmente el origen del flujo turbulento consideremos la esquematizacion
de dos masas fluidas que fluyen con velocidades distintas, tal como se muestra en la Figura 5.

YYVYVYYY

N———’

—
——
B ———

Figura 5.

Supongamos que “perturbamos” la linea de separacién entre las dos masas fluidas como se
indica en linea de trazos en la Figura 5. De esta manera, se crea un movimiento ondulatorio y la
velocidad varia localmente, aumentado donde las lineas de corriente se acercan y disminuyendo
donde se alejan. Si las fuerzas inerciales prevalecen sobre las fuerzas viscosas el fenédmeno de
perturbacion tiende a aumentar y exaltarse, dando origen a la turbulencia, indicada
esquematicamente en la Figura 6 con el surgimiento de un remolino en el seno del fluido. En el
caso contrario, es decir, cuando prevalecen las fuerzas viscosas respecto a las inerciales, el
fendmeno tiende a amortiguarse y desaparecer, como se indica en la Figura 7.

'vyy

YYY
\
\I‘
1
/
N

— N>~
_i ‘\f’

Figura 6.
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Figura 7.

La tendencia a la inestabilidad, es decir, la tendencia a formar remolinos o torbellinos en el seno
del fluido y desordenar el campo de flujo, serd mayor cuanto mayor sea el gradiente de
velocidad entre las dos masas fluidas. Por otra parte, la cercania de una pared o fondo fijo
constituird un obstaculo para la exaltacién de la perturbacion. Entran en juego, ademas, la
densidad del fluido y la viscosidad. Podemos, por lo tanto, definir un coeficiente adimensional de
“inestabilidad” (propuesto por Rouse): X=X (p, u, du/dz, z) que caracteriza la importancia
relativa de las variables que intervienen en la formacion de los remolinos:

y _ P (du/dz) 22 (44)
n

Veamos el significado fisico de esta magnitud, para lo cual examinamos el flujo laminar y la
distribucién de velocidad en proximidad de una pared, como se esquematiza en la Figura 8. La
pared tiende a estabilizar el flujo, en particular, para z=0 tenemos X=0. El coeficiente X admite
un maximo a una cierta distancia de la pared, donde tanto z como el gradiente de velocidad
du/dz alcanzan valores elevados. Esta es la regién donde surgen los remolinos cuando X supera
un cierto valor critico, que de acuerdo a Rouse es X ~ 500.

du/dz=0

vy

Figura 8.

7. CAPA LIMITE LAMINAR Y TURBULENTA A LO LARGO DE UNA PLACA PLANA

Consideremos una placa plana fija, de pequefio espesor, que es envestida por un flujo que
presenta una distribucion de velocidades uniforme up como se indica en la Figura 9.
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uo 4,
Uo Uo

Y Y Y Y VY VY YY

//////’,,r"””‘—” ESC
placa

Figura 9. Placa plana envestida por una distribucion de velocidad uo.

Dado el pequefio espesor de la placa, el campo de flujo no resultara en general perturbado por
su presencia, salvo en proximidad de la pared debido a la formacién de una capa limite, que en
la parte inicial sera laminar. Llamamos & a la altura de esta capa, entendiendo que dicha altura
representa la distancia vertical a partir de la pared a la cual la velocidad es 1% inferior a la que
presenta el flujo externo no perturbado (up). La unién de los puntos donde termina la capa
limite marca la frontera entre el flujo laminar viscoso interior a la misma y el flujo externo. En
tales puntos las tensiones tangenciales de origen viscoso (que prevalecen en el interior) y las
fuerzas de inercia (que prevalecen en el flujo exterior) son del mismo orden de magnitud.

En el interior de la capa limite y en proximidad de la placa, en virtud del gradiente de velocidad
(curvatura del perfil de velocidades) y de la viscosidad del fluido, se crea un esfuerzo tangencial
de origen viscoso verificandose un efecto de retardo entre los distintos estratos de fluido en las
inmediaciones de la placa. A medida que se avanza sobre la placa el gradiente de velocidad y
por lo tanto el retardo se difunden hacia zonas no inmediatamente préximas a la placa, es decir,
se produce el crecimiento en la altura de la capa limite.

Por lo tanto, en el interior de la capa limite se individualiza una zona, para ordenadas muy
pequefias, en la cual el coeficiente de inestabilidad X es inferior al critico y de esta manera el
flujo es laminar (lo cual se debe sustancialmente al efecto estabilizador que ejerce la pared
sobre el fluido). A medida que se avanza sobre la placa, las ordenadas aumentan (la distancia a
la pared aumenta) y X asume valores superiores al critico, razon por la cual el flujo laminar en la
capa limite se inestabiliza dando origen al flujo turbulento, que coexiste con el flujo laminar en
una zona de transicion, mas alld de la cual el flujo turbulento se encuentra totalmente
establecido, subsistiendo una subcapa viscosa en proximidad de la placa de altura 5, tal como se
muestra en la Figura 10. Az

Ol

ég (S Turbulento
Feg

|
Yy 4_ 8: subcapa viscosa

Laminar———
[]

Laminar ' Transicion Turbulento
Figura 10. Capa limite laminar y turbulenta.
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Veamos algunos ejemplos del desarrollo de una capa limite en el tramo inicial de un conducto
circular y el posterior establecimiento de flujo laminar y turbulento. Suponemos que el conducto
es alimentado desde un reservorio y la embocadura del conducto se encuentra bien perfilada.

Considerando un conducto de seccién pequefia, a partir de la embocadura se establece una
capa limite que crece progresivamente desde la pared al interior del conducto, como muestra la
Figura 11. El nucleo central se va reduciendo hasta que desaparece cuando las dos capas limites
laminares se unen y por lo tanto tenemos flujo laminar establecido, con distribucion de
velocidades parabdlica dada por la ley de Poiseuille (ecuacién (20)). La longitud L que se
necesita para que el flujo laminar sea completamente establecido es funciéon del nimero de
Reynolds y del didmetro del conducto: L=0,058 Re d. Para Re=(Ud/v) < 2000 se obtiene que la
longitud es L < 120 d aproximadamente.

J Distribucion de u Distribucion de t
0

capa limite laminar

capa limite laminar

Figura 11. Establecimiento del régimen laminar en un conducto circular. Unién de la capa limite
laminar.

Si el conducto tiene seccidn suficientemente grande la capa limite laminar se inestabiliza y se
origina la turbulencia antes de que se unan las capas limites laminares (ver Figura 12), por lo
tanto, tendremos flujo turbulento y distribucién de velocidades logaritmica. La longitud a la cual
el flujo turbulento se encuentra completamente desarrollado o establecido es funcion del
numero de Reynolds y del didmetro del conducto: L=4,4 Re('/®) d. La distribucion de velocidades
en un flujo turbulento no sigue una ley parabdlica, como en el caso de flujo laminar, sino que
como veremos mas adelante, sigue una ley logaritmica.

U Distribucion de u Distribucion de t

> C.L. Turbulenta >

\
\
Y

C.L. Turbulenta

\

Figura 12. Establecimiento del régimen turbulento en un conducto circular. Unidn de la capa limite
turbulenta.

Dinamica del Flujo de Fluidos Viscosos Incompresibles_Pedro A. Basile 19



MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA_PEDRO A. BASILE

8. FLUJO TURBULENTO: CARACTERISTICAS GENERALES

La gran mayoria de los flujos que se observan en los problemas de ingenieria son turbulentos.
Algunas caracteristicas que se destacan de la turbulencia son (Tennekes y Lumley, 1972):

Altos nimeros de Reynolds: La turbulencia no es una propiedad particular del fluido, es una
condicién de flujo que se da para valores elevados del nimero de Reynolds.

Irregularidad: Se trata de un flujo irregular, aleatorio y cadtico. Consiste en un campo de
velocidades fluctuantes que interactla y deriva su energia a partir del campo de flujo medio.

Multiplicidad de escalas: En el flujo turbulento existe una gran variedad de escalas de longitud
(tamanos de los remolinos o vortices) y tiempos caracteristicos.

Fluctuaciones de vorticidad: La turbulencia se caracteriza por elevados niveles de vorticidad
fluctuante tridimensional.

Difusion: Debido a la turbulencia se originan intensos procesos de mezcla y se produce la
difusion de momentum, temperatura, sedimentos en suspension, etc., mucho mas efectiva que
la difusion molecular.

Disipacion: La turbulencia es disipativa, ya que la energia cinética turbulenta se disipa bajo la
influencia de la viscosidad, por lo tanto, la turbulencia no puede mantenerse por si misma, debe
derivar energia del flujo medio.

Medio continuo: Para estudiar la turbulencia vale la mecanica del medio continuo, ya que, aun la
escala de longitud mas pequefia de un flujo turbulento es mucho mayor que la escala molecular
del fluido correspondiente.

8.1 Integracion temporal de las ecs. de Navier-Stokes: Ecuaciones de Reynolds

Las ecuaciones de Navier-Stokes describen la dindmica del campo de flujo instantaneo, en la
escala macroscopica mas pequeia posible, de fluidos viscosos incompresibles y son validas para
flujos laminares y turbulentos. Sin embargo, debe considerarse que dichas ecuaciones son mas
adecuadas para representar la dinamica de flujos bien ordenados y regulares, como los flujos
laminares. Mientras que, no son apropiadas para representar flujos turbulentos, entre otras
cosas porque, dadas las caracteristicas fluctuantes instantaneas del campo de velocidad, no es
posible simular numéricamente dicho campo de flujo turbulento instantdneo en un modo
econdmicamente razonable. Es decir, la resolucion directa de las ecuaciones de N-S, para el
flujo turbulento, resulta prohibitiva desde el punto de vista del tiempo y de los recursos
computacionales necesarios, inclusive para problemas que presentan escalas temporales y
espaciales sumamente restringidas. Por lo tanto, para flujo turbulento es necesario realizar
promedios temporales (integracion temporal) de las variables involucradas en las ecuaciones de
N-S. De esta manera, el abordaje matematico es mas accesible (y también es mas accesible
para nuestra mente). Tal procedimiento de integracion fue propuesto por Reynolds (1895).

El término de aceleracidon convectiva en las ecs. de N-S (4) puede expresarse, considerando la
ec. de continuidad (3), como: u; dui/dx=0au; U;/dx;. Por lo tanto, la ec. de continuidad y las ecs.
de Navier-Stokes para un fluido viscoso incompresible se expresan como:
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—1 =0 45
ox, (45)
. ouu. U, ,
% #:_124_\,&_ oz (46)
ot 0x; p OX, OX ;0X; oX,

En un flujo turbulento los valores locales e instantaneos de la velocidad y la presién sufren
fluctuaciones irregulares y desordenadas a través del tiempo como se muestra en la Figura 13.

Ui A

m/ai/\/\J\mN\
TN ¥

o

Figura 13. Representacion de la evolucion temporal de la velocidad instantanea en flujo turbulento.

v

Por lo tanto, de acuerdo a Reynolds (1895), es posible definir un flujo medio bien ordenado al
que se le superponen las fluctuaciones turbulentas:

U =0 +U (47a)
p=p+p’ (47b)
Ui, p : promedio temporal (representan la parte de flujo bien ordenado: flujo medio)
ui ,p": fluctuaciones o pulsaciones turbulentas

El promedio temporal se expresa como:
1T

donde T1<<T<<T,, es decir, T es un tiempo mucho mayor que la escala de tiempo de las
fluctuaciones de velocidad (T:), pero mucho menor que las escalas de tiempo asociadas a las
variaciones mas lentas del flujo medio (T>). El promedio temporal de las pulsaciones turbulentas
de velocidad (o presién), en dicho tiempo T, es cero:
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— 11t
u; :—J'ui'dt:O (49)
TO

Sean a y b dos variables genéricas instantaneas de flujo turbulento, las siguientes operaciones y
propiedades que involucran promedios temporales de dichas variables son validas (el promedio
temporal se indica con la barra superior):

i) El promedio temporal del valor medio de una variable (o sea, ya promediada temporalmente,

la cual obviamente no varia en el periodo de integracidn, es decir, es una constante), es igual
a si mismo:

a-a , b=b (50a)

ii) El promedio temporal del valor fluctuante de una variable es cero (es la ec. (49)):
a=0 , b=0 (50b)

iii) El promedio temporal de la suma es igual a la suma de los promedios temporales:
atb=a+b (50¢)

iv) El promedio temporal del valor medio de una variable por un valor fluctuante es cero, ya que
es similar a una constante por el promedio temporal de un valor fluctuante que es cero:

ab=ab'=0 , ab=ab=0 (50d)

v) El promedio temporal del producto entre los valores fluctuantes de dos variables es distinto
de cero, ya que ambos estan correlacionados y son de signos opuestos:

ab=0 (50e)

vi) El promedio temporal del producto entre dos variables instantaneas es:

ab=(a+a)(b+b)=ab+ab' +ab+ab =ab+ab’ (50f)

vii) El promedio temporal de la derivada espacial (o temporal) es igual a la derivada del
promedio temporal:

d(a+b) _0

@b) 0 —
== (@+D) -

s s (ab) (509)
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Sustituyendo (47a) en la ec. de continuidad (45) y luego integrando (promediando
temporalmente) se obtiene:

olu; + U’ olu. +u’) ou
(J—J)zo > ——2=0 > | =0 (51a,b,c)
X OX OX
Restando (51c) a (51a) se obtiene:
ou; =0 (51d)
Foa

Las ecuaciones (51c) y (51d) estan indicando que tanto el flujo medio como las fluctuaciones
turbulentas satisfacen la ecuacion de continuidad.

Por otra parte, sustituyendo (47a) y (47b) en (46) e integrando cada término expandido (es
decir, promediando temporalmente) se obtiene:

ot ox,  pox, o

]

| -g— (52)
X J OX

ou, ouu; 1op 0 [ ou —— oz
+ =—-——+ \Y% -uu

Las ecuaciones (52), obtenidas por Reynolds (1895), son idénticas a las ecuaciones (46) de
Navier-Stokes, solo que representan el flujo medio y aparece un término adicional asociado a las
fluctuaciones de velocidad debido a la turbulencia.

Con la ayuda de la ecuacion de continuidad (51c), el término de aceleracion convectiva en (52)
puede expresarse como:

—l=u — (52a)

Ademas, multiplicando y dividiendo por p el segundo término del miembro derecho de (52) y
reemplazando (52a) en (52) se obtiene:

_] g2 (53)

En (53) se observa que el segundo término del miembro derecho estd compuesto por las
tensiones asociadas a la viscosidad del fluido (tensiones viscosas) y por las tensiones aparentes
de Reynolds; la denominacién de “aparentes” se debe a que no se trata de tensiones reales
asociadas a la propiedad del fluido, sino que dependen del campo de flujo asociado a los valores
pulsantes de velocidad promedio.
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8.2 Ecuaciones de Reynolds en funcion del tensor de tensiones medio y del tensor de
tensiones total medio

Las ecuaciones (53) pueden ser escritas en funcidn del tensor de tensiones medio. En efecto,

el término de esfuerzos viscosos se expresa como en (27) pero para valores promedios. Por lo
tanto, reemplazando en (54) y reordenando se obtiene:

U 0w 10 ( _ o) g%
+ U; =_ ouu)—g % o
ot ]an o 8Xj (TU pY; J) ga)(i ( )
donde T; es el tensor de tensiones medio:
T D S = ou  Ou;
Tj =—PO; +2uS; =-pd; +u a_)(|+a_)(J (55)

j i
expresado en funcién de la presién hidrodinamica media (donde &; es el delta de Kronecker) y
del tensor de velocidad de deformacion medio S;; que brinda las tensiones de origen viscoso.

Por lo tanto, el tensor de tensiones total medio T para flujos turbulentos, queda definido
mediante la contribucion del tensor de tensiones medio y el tensor de tensiones turbulentas de
Reynolds:

Tj =T — pu; Uj (56)

Como mencionado anteriormente, las ecuaciones (52), (53) o (54) (idénticas a las ecs. (46) de
Navier-Stokes) fueron obtenidas por Reynolds (1895) y muestran que, para el flujo turbulento,
las ecuaciones de Navier-Stokes mantienen su forma siempre que se utilicen valores promedios
temporales de velocidad y presidon y se agreguen los esfuerzos medios turbulentos,
denominados también tensiones adicionales o “aparentes” de Reynolds.

El tensor de tensiones turbulentas o tensiones adicionales de Reynolds tiene como cuadro:

!y ! !y ! ’ ’
Tyr Tt Tus Ujup Uy Ujus

— — / ! 1 [ [ ’
Tt = | Ttar Ttaz Trpz | = —P[UUp UpUy  UpUs (57)

[T !yt [
Tt31 Tz T3 usu; Usu;  Uzuz
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Las componentes de la diagonal principal son tensiones normales (presiones), las cuales
usualmente son mucho mas chicas que la presién hidrodinamica media. Las restantes son
tensiones tangenciales (tensiones de corte), de las cuales solo tres son independientes ya que el
tensor es simétrico. Por lo tanto, existen seis componentes independientes que se agregan
como incdgnitas en las ecuaciones de Reynolds.

Consecuentemente, tendremos cuatro ecuaciones disponibles (ecuacion de continuidad + tres
ecuaciones escalares dinamicas) para un total de diez incdgnitas (una presion media, tres
componentes de velocidad media y seis tensiones adicionales de Reynolds). En la modelacién
de la turbulencia, el problema fundamental de encontrar ecuaciones adicionales para remediar
tal disparidad se denomina “problema de cierre de la turbulencia”, para el cual se han propuesto
distintas metodologias. Sustancialmente, la estrategia seguida por algunas metodologias ha
consistido en relacionar, de alguna manera fisicamente plausible, las tensiones de Reynolds con
las magnitudes del flujo medio y sus gradientes. Algunos de los pioneros en esta tematica
fueron Boussinesq (1877) y Prandtl (1925). En particular, este Ultimo introdujo una ecuacién
empirica basada en el concepto de longitud de mezcla, que se describe en el proximo apartado.

Para finalizar con las ecuaciones de Reynolds, vemos que, reemplazando (56) en (54) se
obtiene:
ou

: [T oT, 7
—'+Uj%=l—”—gz (58)
ot OX;  p OXy oX,

que es otra manera de expresar las ecuaciones de Reynolds en funcién del tensor de tensiones
total medio T.

9. FLUJO TURBULENTO PERMANENTE Y UNIFORME
9.1 Tensiones turbulentas en funcion del flujo medio

Las tensiones inducidas por el flujo turbulento, debido a las fluctuaciones de velocidad, pueden
ser explicadas conceptualmente analizando un flujo turbulento paralelo. El elemento de area dA,
ilustrado en la Figura 14a, es atravesado hacia arriba y hacia abajo de pequefas cantidades de
flujo. Si el flujo es hacia arriba (w’ positiva) se produce un efecto de retardo del fluido
inmediatamente superior a dA (u’ negativa) y viceversa.

Z A

X
>

Figura 14a. Elemento fluido en el seno de un flujo turbulento paralelo.
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La cantidad de movimiento (momentum) por unidad de volumen (masa especifica x velocidad,
considerando w’ negativa, ver Figura 14a) es: -p w’. El caudal masico que atraviesa dA se expresa
como: -pw’ dA. El transporte de ese caudal masico infinitesimal por la velocidad u’, origina una
variacién de la cantidad de movimiento en direccién x (respecto a la condicidon media de base p G) y
una fuerza actuante sobre el plano inmediatamente inferior que resulta igual a: dF=-p dA w’u’. Por
lo tanto, la tensidn de corte es: t=dF/dA=-p w’u’, cuyo valor medio temporal se expresa como:

7,(2) = —pu'w’.

Asi como en el flujo laminar se desarrollan tensiones viscosas asociadas a la viscosidad
molecular p y al gradiente vertical de velocidad u(z): t=u(du/dz); puede pensarse que en el
flujo turbulento las tensiones turbulentas (tensiones adicionales de Reynolds) estan relacionadas
a una viscosidad turbulenta y al gradiente de velocidad U(z) del flujo medio: t=u«(du/dz). Para
el caso de un flujo permanente uniforme, Boussinesq (1877):

1(2)= —puw' =pv, (59)

dz

donde vt se denomina viscosidad cinematica turbulenta o viscosidad cinematica de remolino. La
viscosidad dindmica turbulenta es pt=p .

Es necesario sefialar que, contrariamente a u y v, los coeficientes de viscosidad turbulenta p: y
vt No son propiedades del fluido, sino que son funcidn de las variables del flujo.

Para evaluar vt y, consecuentemente, vincular las tensiones tangenciales turbulentas (asociadas
a las componentes fluctuantes del campo de velocidad) con los gradientes de velocidad del flujo
medio, es necesario realizar alguna hipotesis sobre éstas Ultimas. La mas simple es la expresada
por Prandtl (1925), para el caso de un flujo turbulento permanente uniforme, cuyo flujo medio
sea paralelo al eje x, y presente una distribucion vertical de la velocidad media temporal G como
se indica en la Figura 14b. En tal caso, las variables de flujo dependen solo de z.

Z A

T

| 22
1
1

>
Al

G(2)

Figura 14b. Esquematizacion de la velocidad media temporal TG(z).

Consideremos que la particula en el nivel z;, debido a la fluctuacion w’ experimenta un
desplazamiento vertical Im. Esto crea un déficit de cantidad de movimiento pAl en el nivel z.. Si
la diferencia de velocidad del flujo medio Al=U(z,)-U(z1) se estima expandiendo U en series de
Taylor truncadas al primer orden, se obtiene:
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_ du
AU ~ ol | — 60
El flujo de cantidad de movimiento es w'(pAu), es decir:
_ du
WAU = pW'|_| — 61
p pwWi, ( dz} (61)

El flujo de cantidad de movimiento promedio temporal se obtiene reemplazando en (61) el valor
de w’ por la raiz media cuadratica rmc (desvio estandar) de las fluctuaciones w’, es decir

por: W/ =W’ :

rmc

w!_ |

p rmc 'm

du
—_— 62a
&3 (623
Comparando (62) con (59) se observa que el flujo de cantidad de movimiento promedio
temporal es idéntico a la tension de corte turbulenta:

1.(2)=pW,, |, (d_U) (62b)
dz

donde la viscosidad cinematica de remolino es dada por:
(62¢)

Vt :Wll'mc Im
Por otra parte, considerando que las fluctuaciones de velocidad son del mismo orden (u=w’) y
que estan correlacionadas negativamente, o sea, para W' positiva se tiene un valor negativo de
u'y viceversa, de (59) se obtiene:
2 2
t.(z) = —puw =pw? =pw2, (63)

Igualando (62b) y (63) se obtiene:
du

W, = — 64

rmc m (dzj ( )

Reemplazando (64) en (62b) se obtiene que la tension de corte turbulenta se vincula al flujo

medio mediante:

du (65)

w(2)=p |§1 [Ej

27
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Esta es la formula de Prandtl para el calculo de las tensiones tangenciales turbulentas en un
flujo permanente uniforme, que presentan una variacion vertical de la velocidad T debido a la
presencia de una pared o fondo (capa limite bidimensional).

Introduciendo (64) en (62c), o comparando (65) con (59), la viscosidad cinematica de remolino
queda expresada en funcién de I y el gradiente vertical de velocidad media temporal como:

du
dz

2
m

v, = | (66a)

En este caso, es decir, para flujo turbulento permanente uniforme, cuyo flujo medio sea paralelo
al eje x, y presente una distribucidn vertical de la velocidad media temporal @(z), In denominada
longitud de mezcla, se puede expresar en funcion de la distancia a la pared mediante:

| =z (66b)

siendo «=0,4 (kappa: constante de Von Karman).

Por lo tanto, insertando (66b) en (65), la férmula de Prandtl resulta:

—\2
w@=p K2 [d—”j (67)
dz

9.2 Flujo paralelo a superficie libre en un canal rectangular ancho. Distribucion de
velocidades y tensiones tangenciales en vertical

Consideremos el caso de un flujo turbulento permanente y uniforme que se desarrolla en un
canal abierto ancho, como ha sido esquematizado en la Figura 3 (Punto 4.2).

En esta situacion (andloga a la analizada en el punto 4.2 pero ahora para flujo turbulento) el
vector velocidad tiene por componentes:

G = (Uy(x3), 0, 0)=(U(2), 0, 0) (68)
y las componentes de velocidad fluctuantes son funciones de z solamente.

Las componentes no nulas del tensor de tensiones total medio (56) que intervienen en el
problema de la distribucion de velocidades en vertical son:

du. —_ du
Tx=u—L —puUlUs =pu— —pUW' = 69
13 udx3 pujus udzp T (69)
T3 =—p-pusuy =—p-pw? =-p (70)
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En (70) la contribucion de la pulsaciéon turbulenta vertical puede despreciarse ya que se ha
comprobado experimentalmente que es mucho mas pequefia que la presion hidrodindmica
media, por lo tanto, a T3z lo denominamos directamente -p.

Las ecuaciones de Reynolds se reducen a:

. 1de
=1 0=-—= S 71
| pdz+g b (71)
i—3 0o-_1d _4 (72)
p dz

donde Sy es la pendiente del fondo.

Integrando (71) y (72) imponiendo respectivamente tensidon de corte y presion nulas en la
superficie libre z=h, se obtienen (nuevamente como en el caso de flujo laminar) la variacién
lineal de tension de corte en la vertical:

(2) = pg(h-2)S, = rb(l—ﬁj (73)

(1, =pghS, es la tensién de corte sobre el fondo)

y la distribucién de presidn hidrostatica:

p=pg(h—z)=pgh(1—§j 74)

Reescribiendo (69) se distinguen las dos componentes de la tension de corte, una de origen
turbulento (tensiones adicionales de Reynolds) y las tensiones viscosas (ver Figura 15).

— du
T={—pUuW |+ |p— (75)
dz
Tensiones Tensiones
turbulentas viscosas

De acuerdo a (73) la distribucion de tension de corte en vertical sigue una ley lineal que puede
ser esquematizada de la siguiente manera:
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7z 4
Flujo
h turbulento .
— >
Tensiones )
turbulentas Ty Tensiones
viscosas
Tt
I :I "
Th X
Figura 15.

Las tensiones viscosas son importantes solo en flujo laminar (como ya visto). En cambio, en
flujo turbulento las tensiones viscosas se observan solo en un estrato delgado cercano a un
fondo “hidraulicamente liso” (subcapa viscosa & intacta).

Para derivar el perfil de distribucién de velocidades en vertical, del flujo turbulento uniforme,
consideramos la expresion empirica de Prandtl (1925) para representar las tensiones turbulentas
(o tensiones de Reynolds) en funcién de las magnitudes del flujo medio en régimen permanente
y uniforme:

—\2
rt(z) = —pu'wW =p k272 [3—;] (76)

Planteamos, ademas, que en una region préxima al contorno:
Tt(Z) =Ty (77a)

donde ty_es la tensidn de corte sobre el fondo, ya introducida precedentemente:

1, =pghS, (77b)

por lo tanto, igualando (76) y (77a) se obtiene:
—\2
T, =P k2 z° (d—uj (78)

Operando algebraicamente tenemos:
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gu = Yo/P 92 (79)
kK z
Integrando:
U@ = Y0P jnz.c (80)
K

La constante de integracion C se obtiene especificando la condicién: T(z)=0, es decir,
estableciendo una distancia zy a partir del fondo donde U=0:

co /Py Z, (81)

K

Reemplazando (81) en (80) obtenemos la ley de distribucion de velocidades en vertical para un
flujo turbulento uniforme:

1 _1,(z
Ux _K In(zoj (82)

donde u= es la velocidad de corte, definida como:

Ux z\/EZﬂQth (83)
P

La velocidad de corte u« puede estimarse con (83); o a partir de (82) utilizando mediciones de
velocidades en la vertical. En este Gltimo caso, si se utilizan solo dos puntos de medicion a

diferentes z:
Uy = ]{M} (84)
Inz, —Inz,

La ecuacion (82) representa el perfil logaritmico de distribucidon de velocidades en la vertical. La
misma se denomina ley universal de distribucién de velocidades o ley de la pared. Si bien haya
sido derivada para una region cercana al fondo, numerosos datos experimentales y de campo
han evidenciado su validez para la totalidad de la profundidad de flujo. Los valores de z, han
sido obtenidos a través de experimentos efectuados considerando contornos hidraulicamente
lisos y rugosos (Nikuradse, 1933).
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9.2.1 Distribucion de velocidades en contornos hidraulicamente lisos

Definicién: Un contorno se define hidraulicamente liso cuando existe una subcapa viscosa de
espesor 5 en proximidad del fondo en la cual predominan los efectos viscosos (Figura 16).

2

—> Flujo turbulento

——

—_—

Subcapa viscosa

) —_—

Figura 16. Flujo turbulento con contorno hidraulicamente liso.

—_—

Esto se observa cuando: ks < 0.45 8 (85)

donde ks es la altura de rugosidad del contorno.

El valor de z referido a § es: z, =0,015 (86)
El espesor aproximado & es: o= lluL (87)
Reemplazando (86) en (85): Zy = 0,11ul (88)

Sustituyendo (88) en (82) y realizando simples pasajes algebraicos se obtiene:

U@ ;50 (Ej +55 (89)
Ux A%
pasando a logaritmo decimal:
u(2) _ 575 Iog(u* Zj +55 (90)
* A%

Se observa que en régimen hidraulicamente liso el perfil de velocidades es independiente de la
altura de rugosidad del contorno k.
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9.2.2 Consideraciones sobre el espesor § de la subcapa viscosa

En la subcapa viscosa predominan los efectos viscosos. Por lo tanto, la distribucion de
velocidades en esa zona sigue una ley lineal dada por:

du
T(Z) = ME N u(z) _ Ux Z

(z) =1, = pu?

(91)

Usx A%

Igualando (91) con el perfil logaritmico dado por (82), para z=§ y considerando z,=0,01 §, se
obtiene el valor tedrico: §=11,5 v/ux.

Se trata de un valor tedrico ya que existe una zona de transicién entre el perfil lineal y el
logaritmico. Dicha zona de transicion se extiende desde z=(5 a 30) v/ux, como se muestra
esquematicamente en la Figura 17.

g

/ logaritmico

transicion .
& —Fmimimimimim e AN AR, - 11,5V/ U

o
.
S
o
.
K
o
.
o
o

lineal ~
20 — ()
>

Figura 17. Representacion esquematica de transicion entre el perfil lineal y el logaritmico.

9.2.3 Distribucion de velocidades en contornos hidraulicamente rugosos

Definicién: Un contorno se define hidraulicamente rugoso cuando los valores de ks o0 ux
aumentan de tal manera que se rompe la subcapa viscosa préxima al fondo (Figura 18).

\V4

Flujo turbulento
E— completamente
desarrollado

5 \_/\/\/\/\/\,_"_ks

Figura 18. Flujo turbulento completamente desarrollado (contorno hidraulicamente rugoso).
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Esto se observa cuando: ks > 66 (92)

Para contornos con rugosidad uniforme, z, es igual a (Nikuradse, 1933):
z, = 0,033 kq (93)

Sustituyendo (93) en (82) y realizando simples pasajes algebraicos se obtiene:

U@ _551n [ij +85 (94)
Usx Ks
pasando a logaritmo decimal:
U(2) _ 575 log [ij +85 (95)
Usx Ks

Se observa que para turbulencia completamente desarrollada la expresién del perfil de
velocidades es independiente de la viscosidad cinematica v, siendo solo funcion de la altura de
rugosidad ks del contorno.

9.2.4 Numero de Reynolds del contorno. Limites de comportamiento

Los limites de comportamiento pueden expresarse en funcion del nimero de Reynolds del
contorno, dado en funcién de la velocidad de corte y de la longitud caracteristica ks:

Ux K
A%

Re* =

(96)

De (85), (87) y (92) se obtiene:
e Hidraulicamente liso: Res < 5
e Hidraulicamente Transicional: 5 <Rex<70
e Hidraulicamente rugoso: Rex> 70

La distribucién de velocidades puede ser expresada considerando los datos experimentales de
Nikuradse como:

u(z)

Ux

— 5,75 log (kij +B (97)

S

Dinamica del Flujo de Fluidos Viscosos Incompresibles_Pedro A. Basile 34



MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA_PEDRO A. BASILE

donde la funcién de rugosidad B=f(Rex) tiene la siguiente expresidon general:

B = (5.75 logRe. + 5.5)e_0'5913(|ogRe*)2-55 L85 (1 _ @-0:4982(logRe. )% )

la cual se presenta en la Figura 19, conjuntamente con los datos experimentales de Nikuradse.

10
9,5

7
(o)
6,5 7(L
6 Lisd Trahsicibn Rugosd

5,5

1 10 100 1000
Re-

Figura 19. Funcién de rugosidad de Nikuradse.
En la Figura 19 se observa que, para flujo turbulento con contorno hidraulicamente liso y
rugoso, B puede expresarse en forma simplificada mediante:
e B=5,5+5,75 log Rex para el régimen turbulento hidraulicamente liso.

e B=8,5 para régimen turbulento rugoso (turbulencia completamente desarrollada).

9.2.5 Régimen de transicion

En régimen de transicion tanto v como ks intervienen en la expresion del perfil de velocidades,
una expresion analitica para dicho régimen puede escribirse combinando los dos efectos a la
manera de Colebrook-White, como:

U(2)

Ux

Ux Z
=575 o o8
g[o,nv +0,033 u. ksj 59)
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9.2.6 Velocidad media en la vertical

Utilizando (82) y (41), cambiando en esta Ultima el limite inferior de integracion de z=0 a z=z
(la ley logaritmica es singular en cero), se determina el valor de z para el cual T(z)=U (velocidad
media en la vertical). El valor es: z = 0,368 h (z=e™ h) a partir del fondo.

Reemplazando dicho valor en (89), (94) y (98) se obtienen respectivamente la velocidad media
en la vertical para los distintos regimenes de flujo turbulento.

e Contorno Hidraulicamente Liso:

Y 75 |n(“* hj +3=25 |n[3'3“* hj _5,75 Iog[3’3u* hj (99)
Ux \Y A% \Y
e Contorno Hidraulicamente Rugoso:
Y osm[ M ]i6-25m[N)|_575 og[ 1P (100)
Ux K K K
e Contorno Hidraulicamente Transicional:
u us h
—=5,75lo 101
u. 9(0,3\/ +0,09u, k, j (100)

9.3 Coeficientes globales de resistencia al escurrimiento para flujo turbulento
completamente desarrollado

Reemplazando la velocidad de corte dada por (83) en (100) obtenemos la ecuacién de Chezy:

U=CJhS, (102)

donde el coeficiente de Chezy, C (m*?/s), queda expresado como:

C=5,75,9g log (lkl—hj (103)

S

De (102), recordando la definicién de velocidad de corte e incorporando la relacion entre los
coeficientes C de Chezy y n de Manning se puede escribir:

TR

1/6
Uu_C _h (104
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La cual brinda:

Ch'2sy?

1 K23 g2 (105)
b
n

A partir de (83) y (104) se puede obtener una expresion de resistencia que vincula la tension de
corte sobre el fondo y la velocidad media en la vertical:

C pgU?
— = T = d
\/a b C2 ()
u_u . (106)
* Th 1/6 2712
— h pgn- U
— T, == b
p n\/a b h1/3 ()

10. DINAMICA DE LA TURBULENCIA

La turbulencia no es una propiedad particular del fluido, es una condicion de flujo que se da
para elevados valores del nimero de Reynolds. Consiste en un campo de velocidades
fluctuantes que interactla y deriva su energia a partir del campo de flujo medio. La turbulencia
es disipativa, ya que la energia cinética turbulenta se disipa bajo la influencia de la viscosidad,
por lo tanto, la turbulencia no puede mantenerse por si misma, debe derivar energia del flujo
medio (Tennekes y Lumley, 1972).

En el flujo turbulento existe una gran variedad de escalas de longitud (tamafios de los remolinos
o vortices) y tiempos caracteristicos. Las escalas de longitud grandes o macroescalas son del
orden, por ejemplo, de la profundidad de flujo en un rio y las escalas mas pequefias o
microescalas son determinadas por la difusion molecular. La energia cinética turbulenta es
extraida del flujo medio, a través de los remolinos de mayor tamafio (escala grande o
macroescala), la cual es sucesivamente transferida a las escalas inferiores. Dado que la
disipacion viscosa se vincula con procesos moleculares, la misma puede ser efectiva a una
escala pequefia (microescala).

Para analizar el proceso e identificar el término que extrae o drena energia del flujo medio a
macroescala y luego ésta se disipa por efectos viscosos en la microescala, es necesario estudiar
el balance de energia del flujo medio y el balance de energia de la turbulencia (valores
fluctuantes de velocidad y presidn). Esto puede realizarse manipulando las ecuaciones de
Reynolds y de Navier-Stokes.

Dinamica del Flujo de Fluidos Viscosos Incompresibles_Pedro A. Basile 37



MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA_PEDRO A. BASILE

10.1 Balance de energia cinética del flujo medio
Consideremos las ecs. de Reynolds (58), simplificadas para flujo permanente y despreciando las

fuerzas de cuerpo. Multiplicando dichas ecuaciones por 0;, reordenando y expresando el
miembro derecho por sus dos componentes, se obtiene:

uu  OT,u u
pU a(1/2) LI|u| — - T aul

) 107
boox X ’ox, (107)

Donde Tj es el tensor de tensiones total medio, de las ecs. (56) y (55):
Ty =7, —pUjuj=-p3d; +2uS; —puiy] (108)

Donde §; es el delta de Kronecker (8;=1 si i=j, &;=0 si i#j) y el tensor de velocidad de
deformacién del flujo medio es dado por:

- U oy,
5, = l[% ; _JJ (109)
2 ox;  ox

El primer término del miembro derecho de (107) es el gradiente del tensor de tensiones total
medio por la velocidad (trabajo del tensor de tensiones). Este término redistribuye la energia
dentro del volumen de control.

El segundo término del miembro derecho de (107) es el tensor de tensiones total medio
multiplicado por la tasa de deformacidn, el cual se puede expresar como:

U u Ou. u Ou; - _
T, Mg L]0 Y POk Y1 (5 Ry)= T, (110)
X, 2(0x;  ox; ) 2\ ox;  ox

donde, dado que Tj es un tensor simétrico y R es un tensor antisimétrico (tensor de rotacion
del flujo medio), el producto: T; R=0.

Por lo tanto, de (108) y (110) se obtiene:
T,S; =-P38;S; +2uS;S; —puju; S; (111)

El primer término del miembro derecho de (111) es nulo; efectivamente, en virtud de la
ecuacion de continuidad, en un fluido incompresible el trabajo de deformacién de la presién
media temporal es cero:

_58ij§ij :Egii :_5%:0 (112)
OX;

Por lo tanto, la (111) puede expresarse como:
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T,S, =21S,S, —puu; S, (113)

Introduciendo (113) y (108) en (107) y reordenando, se obtiene la ecuacién de balance de
energia cinética del flujo medio:

uu pu ousS, ouulu . - - ———
u; a2)uh, __1opy +2v—— - ——— - 2vS;Sy + uju; Sy (114)
OX; p OX, OX; OX
(I) (II) (III) (V) V) (VD)

El término (I) de (114) representa el transporte advectivo de energia cinética del flujo medio por
unidad de masa: (1/2) Ui Gi.

Los términos (II), (III) y (IV) representan respectivamente, el transporte de energia por
gradiente de presidn, por tensiones viscosas y por las tensiones de Reynolds. Los cuales solo
redistribuyen la energia del flujo medio difundiéndola dentro del volumen de control.

El término (V) representa el trabajo de deformacion de las tensiones viscosas, el cual implica
una pérdida de energia cinética y, consecuentemente, se denomina Disipacidn Viscosa.

El término (VI) representa el trabajo de deformacion de las tensiones de Reynolds, se denomina
Produccion de Energia Cinética Turbulenta, la cual se mantiene drenando energia del flujo
medio. En efecto, su valor es negativo debido a que ha sido comprobado experimentalmente

que en la mayoria de los flujos turbulentos: uju; < 0,S; > 0.

Es decir, hemos identificado el término (VI) que extrae energia del flujo medio a esta escala
grande y la transfiere a las escalas inferiores.

Cabe sefalar que, en esta escala grande, los valores del nimero de Reynolds son elevados, por
lo tanto, los términos (III) y (V) son mucho menores que los términos (IV) y (VI) vy,
consecuentemente, pueden ser despreciados. Lo cual concuerda con que, para Reynolds
elevados, el campo de flujo medio turbulento tiende a ser independiente de la viscosidad
molecular v.

Para poner en evidencia este aspecto, podemos estimar estos términos, considerando para esta
. ;o . . ——\/2
escala grande, una longitud caracteristica L y una velocidad caracteristica u ~ (ui’ ui')1

_ 0 (=g ~vu(u/[)~vuz o’ v ~£ 4
(m = (2vus, )~ ~ e ~ Ry

—
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= =~ VMZ u3 A% M3
V) = 2vS;Si ~ ~—|— |~ —R
W)= 2vauss ==l )7 TR

3
_ nvc. .24 U
(VI)— Uiuj SlJ XU ENT

Realizando las relaciones: (III)/(IV) y (V)/(VI), se observa que dichas relaciones son del orden
de la inversa del nimero de Reynolds en la escala grande: R.1. Dado que en esta escala grande
R.>>1, se comprueba que los términos (III) y (V) pueden ser despreciados.

10.2 Balance de energia cinética de la turbulencia
Consideremos las ecs. de Navier-Stokes, simplificadas para flujo permanente y despreciando las

fuerzas de cuerpo. Multiplicando dichas ecuaciones por la velocidad instantanea u;, reordenando
y expresando el miembro derecho por sus dos componentes, se obtiene:

ou. o(1/2)uu;, Oy, aou,

T, B OX, — 8X; (115)
Donde rj; es el tensor de tensiones:
T; = —Pd; +2uS; (116)
y el tensor de velocidad de deformacion es dado por:
S, :%(2_)‘;']+%] (117)

Sustituyendo en (115) las variables instantaneas de velocidad, tensor de tensiones, tensor de
velocidad de deformacion, etc., en valores medios y fluctuantes (a la manera de Reynolds, por
ej.: u=U+U’, etc.); luego integrando en el periodo de turbulencia (promediando temporalmente)
se obtiene:

uu uu’ ouuiu  o(1/2)uul
— (/) UG ‘o o/2)u; | ouui G (1/2) ujuiu]

u =
) X X X X
(118)
DU ousS. o'u’ ou'S! _ S
S - LR Wil R L Wil B W= N N
p OX, oX;  p OX OX

Restando a la (118) la (114) y reordenando, se obtiene la ecuacidn de balance de energia
cinética de la turbulencia (para los valores pulsantes de velocidad y presion):
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uu’ o'y’ ou's.  o(1/2)uul
U_8(1/2)U.U.:_lapu|+2V Sy o(1/2) uuu;

oox, p OX, OX

J

—2vSS; —uu; Sy (119)

j j
Llamando k al valor de la energia cinética turbulenta instantanea k' por unidad de masa
promediada en el periodo de la turbulencia:

k:?:lm.:%(E+E+E] (119a)

La ec. (119) puede escribirse como:

p'u’ ou's,  ok'u; — —=
GJ- 6_k _ _l op'u; Loy i 2VSi’jSi’j — S; (120)
X, p ox X, ox
(1) I (111) (Iv) V) (V)

El término (I) representa el transporte advectivo de la energia cinética turbulenta por unidad de
masa que realiza el flujo medio.

Los términos (II), (III) y (IV) describen, respectivamente, el trabajo de las fuerzas asociadas a
las fluctuaciones de presion, el transporte por tensiones viscosas y el transporte turbulento de
energia cinética turbulenta (es un transporte de tipo difusivo de k’). En general, los términos (II)
y (III) son mucho menores que los restantes y pueden ser despreciados.

El término (V) representa la pérdida de energia cinética turbulenta debido al trabajo de
deformacién de las tensiones viscosas (Disipacion Viscosa):

(V): €=-2vS]S;

Contrariamente a lo que sucede con el término (V) en la escala grande L representada por la
ecuacion (114), que puede ser despreciado; en esta escala pequefia o microescala,
representada por la ec. (120), el término (V) adquiere mucha importancia y no puede ser nunca
despreciado.

El término (VI) representa la Produccion de Energia Cinética Turbulenta.

(VI): P = —uu; S;

Se observa que dicho término es idéntico al de la ec. (120) de balance de energia cinética del
flujo medio, pero de signo opuesto. Es decir, en la ec. (120) este término extrae energia del

flujo medio (en escala grande L) y produce energia turbulenta en la microescala.

En la microescala, la turbulencia tiende a ser homogénea e isotropica (no cambia con la posicion
ni con la direccién) y la disipacion igual a la produccion: =P, es decir, los tamafos de los
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remolinos son suficientemente pequefos como para que la viscosidad molecular sea efectiva y
disipe la produccion de energia turbulenta en forma de calor.

La ec. (120), con algunas simplificaciones, representa la base para los modelos de “cierre de la
turbulencia” con una ecuacion de transporte (para k) y de dos ecuaciones de transporte (para k

y €).

10.3 Escalas de la turbulencia

La energia turbulenta extraida del flujo medio en la escala grande L, por los remolinos de mayor
tamano, es sucesivamente transferida a las escalas inferiores. Este proceso se denomina
cascada de energia (Kolmogorov 1941). Segun este proceso de cascada, la energia turbulenta
es transferida hacia las escalas inferiores mediante la generacion de remolinos de tamanos
intermedios, los cuales a su vez se dividen en remolinos mas pequefios, y asi sucesivamente
hasta que se alcanza la microescala, es decir, la escala donde los tamafios de los remolinos son
suficientemente pequefios y posibilitan la disipacion viscosa de dicha energia en forma de calor.
El proceso de subdivisiones sucesivas de los remolinos se produce debido al estiramiento de los
mismos Yy los esfuerzos de corte ejercidos por el flujo.

La escala mas pequefia de un campo de flujo turbulento es representada por la Microescala de
Kolmogorov (Kolmogorov, 1941). Dado que en la microescala: P=¢ y siendo la viscosidad
cinematica molecular v efectiva en el efecto de disipacion, Kolmogorov selecciond a € (m?/s®) y v
(m?/s) como las variables mas relevantes y, mediante andlisis dimensional, determind las
microescalas de longitud n (m), velocidad v (m/s) y tiempo t=n/v (s):

3 1/4 NG
n= (—j , V= (v 8)1/4 , 1= (—j (121a,b,c)

R, =>1=1 (122)

Lo cual indica que, en contraposicion con lo que sucede en la macroescala donde R.>>1, en la
microescala las fuerzas inerciales y las viscosas son iguales, es decir, los efectos viscosos son
muy importantes, tal como descripto anteriormente.

La escala grande o macroescala de longitud, velocidad y tiempo son: L (m), u (m/s) y T=L/u
(s). La energia extraida del flujo medio en la macroescala es transferida sin cambios hacia las
escalas inferiores y disipada en la microescala por los efectos viscosos. Por lo tanto, para P=«:

u3

P = -uu; Sy ~ e (123)
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Una manera de comparar la microescala de Kolmogorov con la macroescala es sustituyendo en
(121a,b,c), la estimacion de ¢ dado por (123), con lo cual se obtiene:

_ L _ T _
N_g+ , Zop¥ , L_Rp™ (124a,b,c)
L u T

Dado que en la macroescala R >>1, se observa que efectivamente la microescala de Kolmogorv
es menor que la misma.

Existen otras escalas, como, por ejemplo, la microescala de Taylor (Taylor, 1935). Sin embargo,
se comprueba que la microescala de Taylor es intermedia entre la macroescala y la microescala
de Kolmogorov.

Taylor, para turbulencia isotrdpica, plantea que la disipacion es:

N2
£=-2vS/S[ =15v (2—‘)’() (125)

La (125) puede demostrarse realizando el doble producto escalar S’S’ del tensor de velocidad de
deformacién y luego sumar los componentes individualmente.

Luego, estima una escala de longitud A:

1\ 2 2 2
[a_“j Ut w (126)
OX

Por lo tanto, sustituyendo en (125) la expresidon (126), la estimacion de la disipacién en la

microescala de Taylor es:
2

u
e=15v a (127)
Para comparar la microescala de Taylor con la macroescala, igualamos (123) y (127):

2
u

u3
T° 15v I (128)

Multiplicando por (1/L) ambos miembros de (128) y despejando la relacién /L, se obtiene:

% =15 R'/2 (129)

Es decir, dado que en la macroescala R.>>1, se comprueba que la escala de longitud de Taylor
es menor que la escala de longitud de macroescala: A<L.
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Para comparar la microescala de Taylor con la microescala de Kolmogorov, dividimos la (129)

por la (124a):

» _ A5 R
n

(130)

Es decir que, para R.>>1, se comprueba que la microescala de longitud de Taylor es mayor que

la microescala de longitud de Kolmogorov: A>n. Es decir, en resumen: L>A>n.

Observacion:

Resulta interesante estimar el esfuerzo computacional que requeriria utilizar las
ecuaciones de Navier-Stokes en forma directa (sin ser promediadas en el periodo de la
turbulencia) para describir el campo de flujo turbulento instantaneo (Modelo DNS). En tal
caso, para capturar la dinamica de la turbulencia, se deberia representar todo el espectro,
desde la macroescala hasta la microescala de Kolmogorov.

Si consideramos la (124a) resulta que, el subdominio de macroescala L3 debe discretizarse
en n? celdas, en funcion del nimero de Reynolds de la macroescala, o sea:

3
e
n

Para un flujo turbulento con R =109, resulta una cantidad de 10°** celdas, para cada
subdominio. Si el volumen total del dominio modelado es V=100 L3, el nimero total de
celdas es de 107%4, Las variables de flujo instantaneas: presion + tres velocidades, deben
calcularse en ese exorbitante nimero total de celdas, en cada paso de integracion
temporal At. Si consideramos la (124c) y un tiempo caracteristico de la macroescala T=10
s, el paso de integracion temporal debe ser: At=t=10 / 10° = 0.01 s, el cual se debe
repetir hasta completar el tiempo total de la simulacién T*. Si T*=10000 s, el nimero
total de pasos de tiempo es de 10°. Desde el punto de vista del almacenamiento de
informacion y de los tiempos de cdlculo, esto no es manejable actualmente. Esta es la
razon por la cual, en las aplicaciones de ingenieria se ha ampliamente adoptado la
utilizacién de las ecuaciones de Reynolds (RANS: Reynolds Average Navier-Stokes),
conjuntamente con modelos de cierre de turbulencia.

10.4 Modelos de cierre de la turbulencia para RANS

Las ecuaciones de Reynolds (RANS) son:

Ec. continuidad: u =0 (131a)
oX,
Ecs. dinamicas: ou, + U oy 10 (%ij - pu ug)—gE (131b)
ot OXj  p OXj oX;
42
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donde T; es el tensor de tensiones del flujo medio:

T =-Ppo; +2uS; =—Pd; +p o |, oY (131¢)
1] 1] 1] 1] aX] aXI
y el tensor de tensiones turbulentas o de Reynolds es:
Ty = — PUU] (131d)

Dado que dicho tensor es simétrico, el mismo agrega seis incdgnitas adicionales a las
ecuaciones de Reynolds (RANS). Por lo tanto, tenemos cuatro ecuaciones disponibles: 1
ecuacion de continuidad + 3 ecuaciones escalares dinamicas, para un total de 10 incdgnitas: 1
presion media, 3 componentes de velocidad media y 6 tensiones adicionales de Reynolds.
Consecuentemente, para remediar tal disparidad, es necesario encontrar ecuaciones de cierre
de la turbulencia.

La analogia de Boussinesq (1877), entre las tensiones viscosas en flujo laminar y las tensiones
turbulentas en flujo turbulento, fue descripta en particular en el apartado 9.1. En este caso,
general 3D que estamos describiendo, dicha analogia se expresa como:

—pru;:pvt —+7' -p=k3d; (131e)

Donde vt es la viscosidad cinematica turbulenta o viscosidad de remolino; la cual no es una
propiedad del fluido como la viscosidad molecular v, sino que varia con el flujo; §; es el delta de
Kronecker y k es la energia cinética turbulenta por unidad de masa:

k = %(u'2 V2o F) (131f)

El segundo término del miembro derecho de (131e) se incorpora para subsanar la contradiccion:
p uu’ =0 para i=j (tensiones normales de Reynolds), que surge al desarrollar esa ecuacién en

ausencia de dicho término y considerar la ecuacion de continuidad. Esta claro que uu; =0, ya

que se trata del promedio temporal de un término cuadratico (donde u’i es un valor distinto de
cero) y cuyo resultando nunca puede ser cero.

El problema ahora consiste en determinar la viscosidad de remolino v: y k. Distintos modelos de
cierre han sido planteados, algunos de los cuales se describen a continuacion.
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10.4.1 Modelo de 0-Ecuaciones

La denominacidon de modelo de 0-ecuaciones se refiere a que no utiliza ecuaciones diferenciales
a derivadas parciales de transporte de la energia cinética turbulenta k (ni de la disipacion ¢)
para poder determinar vt.

La viscosidad cinematica de remolino puede especificarse como un valor constante, ajustandolo
por prueba error (lo cual no es muy satisfactorio, ya que, como se comentd anteriormente, vt
varia en el campo de flujo de un punto a otro, y también, entre diferentes flujos (turbulencia
libre, turbulencia de pared, etc.); o mediante el concepto de longitud de mezcla introducido por
Prandtl (1925) y descripto en particular en el apartado 9.1.

Para el caso mas general 3D, la viscosidad cinematica de remolino se expresa en funcién de la
longitud de mezcla I y de los gradientes de velocidad del flujo medio como:

_ 12
u Ou. | ou

v, =P || 94 Y | ou (132)
X, X, ) ox,

]

Es importante sefialar que, v no es una vtj, porque de este modo se incorporarian otras 6
incognitas y estariamos en la misma situacion que con el tensor de Reynolds.
Consecuentemente, tanto en este modelo como en los que describiremos a continuacion, se
asume que: vt ({xi},t), es decir, la viscosidad cinematica de remolino varia en una sola direccién
y en el tiempo t. Por lo tanto, se calcula en una direccién y se considera que en las otras
direcciones es igual, lo cual es equivalente a asumir que localmente la turbulencia es isotrdpica.

El valor de I depende del tipo de problema, por ejemplo, en capas limites para turbulencia de
pared Im es funcién de la constante de Von Karman « y la distancia a la pared z: In=«z (Prandtl
1925). Existen otras expresiones, como las de Van Driest (1956), Cebeci-Smith (1974) y Baldwin
y Lomax (1978).

Por otra parte, este modelo no puede determinar k (que aparece en (131e)), por lo cual, se
realiza una simplificacion, agrupando el segundo término de (131d) con el término de presion

- - ~n
media en (131c) y el sistema se resuelve para un nuevo valor conglobado p :

uiu’,

N 1
P=p+p35 (133)
3

En general, la performance del modelo de 0-ecuacidon (o modelo de longitud de mezcla) es
razonablemente buena, pero la especificacion de la longitud de mezcla es altamente
dependiente del problema en estudio.

10.4.2 Modelo de 1-Ecuacion

A través de investigaciones independientes, Kolmogorov (1942) y Prandtl (1945) sugirieron que
la viscosidad de remolino es proporcional al producto uL. Con la velocidad caracteristica u=k'?,
donde k es la energia cinética turbulenta por unidad de masa (ec. (131f) y L escala de longitud
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de referencia de la turbulencia. Por lo tanto, considerando un coeficiente de proporcionalidad
C',, la viscosidad de remolino se expresa como:

v, =C JkL (134)

De la ec. (123), considerando un coeficiente de proporcionalidad Cp, se tiene que la disipacion
viscosa es:

SZCDuT:CD_ (135)

El modelo de 1 ecuacidon resuelve la ecuacién de transporte advectivo-difusivo de k, con
términos fuente (P: produccion de k) y sumidero o pérdida (e: disipacion de k); para determinar

k({xi},t):

—— 4+l — = +
ot ox,  ox o, oX, oX;  OX; ) OX;

ak+Ua—k—i(i%J+v{auf aul]auf e (136)
]
Por otra parte, la disipacién viscosa ¢ se calcula con (135), utilizando algunos argumentos
basados fisicamente para determinar la longitud L. A partir de k y «, la viscosidad de remolino se
determina con:
k2
Vi = Cp ? (137)

La (137) se obtiene eliminando L de (134) con la ayuda de (135) y considerando C,= C',Cp.

10.4.3 Modelos de 2-Ecuaciones
Modelo k-s estandar

Si no es posible estimar L mediante consideraciones fisicas, entonces se necesitan mas
ecuaciones de transporte para las magnitudes caracteristicas de la turbulencia. Uno de los
modelos mas utilizados emplea dos ecuaciones de transporte advectivo-difusivo: una para la
energia cinética turbulenta k (ec. 136) y otra para la tasa de disipacion de la energia cinética
turbulenta . El modelo k-¢ estandar se representa mediante el siguiente sistema:

u ou, | du
ok g ok _ 0 fveok) | [0U oY )on (138a)
ot oX;  0X;\ o, X, oX;  OX; ) OX;
u ou, | ou 2
@Jrﬁiﬁ:i ﬁﬁ +Cls£Vt oy, 4+ oy, _ngg_ (138b)
ot oX; oX;\ o, 0X; ko “lox;  ox; ) ox; k
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Vi = C ? (138C)

La resolucion del sistema de ecuaciones permiten determinar k({x},t), e({xi},t) y vt ({xi},t). Los
cinco parametros: C,=0.09, Ci.=1.44, C;.=1.92, 5,=1.00 y 5.=1.30; se suponen “constantes” tal
como recomendado por Launder y Spalding (1974).

Los términos de adveccidon y produccion se vinculan al flujo medio, representado por las
ecuaciones hidrodinamicas RANS, Ui y sus gradientes espaciales. La viscosidad de remolino local
aparece en los términos de difusion y en los de produccidn. Finalmente, la energia cinética
turbulenta es disipada con una tasa ¢ (término sumidero o pérdida) en la ecuacién de k (138a);
mientras que, Cy. £2/k representa el término sumidero en el balance de ¢ (138b).

Las ecuaciones hidrodinamicas del flujo medio (RANS) y las ecuaciones de cierre de la
turbulencia, deben resolverse conjuntamente o iterativamente, ya que el sistema completo es
interdependiente:

RANS: G; y p, necesitan vi(x;,t)

Transporte de turbulencia: k y ¢, necesitan Ui (y sus gradientes espaciales) y wt.

Viscosidad de remolino: vi(xi,t), necesita k y «.

Debido a su robustez y bajo costo computacional, k-¢ es el modelo de cierre de turbulencia mas
utilizado en aplicaciones de ingenieria. Se aplica para flujos turbulentos con altos nimero de
Reynolds, asumiendo turbulencia localmente isotrdpica. El flujo cerca de las paredes, se modela
usando como condicién de contorno en el fondo la ley de la pared de distribucién de
velocidades.

Existen otros modelos de 2 ecuaciones, como, por ejemplo, el k-o y el SST.

Modelo k-o. Es similar al k-, pero en este caso la segunda ecuacion de transporte es para o, la
tasa especifica de disipacion de energia cinética. El modelo puede resolver todo el campo de
flujo hasta las paredes, sin usar la ley de la pared. Este modelo, si bien es menos robusto que
el k-€, generalmente da mejores resultados que el k- en regiones con recirculacion, cerca de
paredes solidas, flujos con mucha curvatura, zonas de separacion de flujo y chorros.

Modelo SST. El modelo SST (Shear Stress Transport), es un modelo que combina la robustez del
k- con la exactitud del modelo k-o, lo que lo hace aplicable a una amplia gama de flujos.
Emplea k-€ en las zonas de flujo alejadas de las paredes y k-o en las regiones cercanas a las
paredes. Es un modelo para flujos con altos y bajos nimeros de Reynolds, ya que puede
resolver todo el flujo hasta las paredes, sin usar funciones de pared.

10.4.4 Modelos de orden superior
Existen otros modelos de cierre, por ejemplo, los que resuelven directamente las seis tensiones

turbulentas de Reynolds que son incdgnitas (Modelo de 6-Ecuaciones o de orden superior), sin
utilizar la hipdtesis de Boussinesg. Son modelos que requieren un mayor costo computacional
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que los de dos ecuaciones. Su utilizacidn es justificada cuando los valores de las “constantes”,
por ejemplo, en el modelo k-¢, deben ajustarse desproporcionadamente para describir el campo
de flujo. En tal caso, el modelo de dos ecuaciones k-c¢ estaria representando un “ajuste de
curvas” y no la dinamica fisica del campo de flujo turbulento real.

10.5 Modelo LES (Large Eddy Simulation)

En el modelo LES (Large Eddy Simulation) se realiza un “filtrado” o integracion espacial
(volumétrica) de las ecuaciones de Navier-Stokes. Por lo tanto, el modelo LES es un modelo
alternativo al RANS y se basa en un concepto diferente al de integracion temporal de las
ecuaciones de Navier-Stokes que se realiza para obtener RANS.

En el modelo LES se asume que las escalas mayores de la turbulencia (escala grande L) son
afectadas directamente por las condiciones al contorno, mientras que, las menores presentan
caracteristicas cuasi-universales e isotrdpicas.

De esta manera, son los remolinos mayores que interactian con el flujo medio, la escala de
tiempo de los remolinos grandes es similar a la del flujo medio y la turbulencia en esa escala es
anisotropica, influenciada por la geometria y las condiciones al contorno. Por el otro lado, los
remolinos pequenos, generados por la interaccion y division de los remolinos grandes, son
menos dependientes de las condiciones al contorno, sus escalas espaciales y temporales son
mucho menores Yy la turbulencia generada por los mismos es de tipo isotrdpica.

Por lo tanto, se resuelven numéricamente las variables “filtradas” en la escala grande L de la
grilla de discretizacion y las menores son modeladas a escala de subgrilla. Es decir, la
turbulencia es pensada como las fluctuaciones que ocurren a una escala menor de subgrilla.

El costo computacional del modelo LES es obviamente menor que el de resolucidn directa de las
ecuaciones de Navier-Stokes (DNS), pero a su vez, es mayor que el de RANS + Modelos de
cierre de turbulencia.

10.6 Distribucion de intensidad de turbulencia en la vertical

Como ha sido mencionado anteriormente, un campo de velocidades turbulentas (ver Figura 13)
puede ser descripto por magnitudes estadisticas. Por ejemplo, la intensidad de turbulencia, para

cada componente longitudinal, transversal y vertical, puede caracterizarse mediante el valor
r.m.c. (raiz media cuadratica) de las pulsaciones turbulentas (desvio estandar):

e = () = fu—or]" (139)

Coni=1,2,3: ui1=U’, u>=Vv’, us=w’. Consecuentemente:

u . =+u? , v Vi, WL =AW (140a,b,c)

rmc
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A partir de mediciones experimentales con la técnica de hilo caliente, en condiciones controladas
de flujo permanente uniforme en un canal de laboratorio, Nezu (1977) expresé las
distribuciones de intensidad de turbulencia relativa (u’i mc/u<) en la vertical, para cada
componente, validas en el entorno 0.1<z/h<0.6, como:
u. (z v (z w(z
rmc( ) -D e—xu(z/h) rmc( ) — Dv e*?\tv(Z/h), rmc( ) — Dw efkw(zlh) (141a,b,c)

u ’

Donde z: coordenada vertical (m), h: profundidad de flujo (m), ux: velocidad de corte (m/s) y
los coeficientes experimentales son: Dy=2.3, Dy=1.63, Dy=1.27 y Ay=A=Aw=1 (Nezu, 1977).

A partir de la definicion de k (energia cinética turbulenta por unidad de masa) expresada por
(131f), se puede determinar la distribucidn vertical de k utilizando (141a,b,c), como:

2
k(z)= uz* (D2 +D2 +D? e/ (142)

Asimismo, las mediciones experimentales también permiten estimar otros parametros
estadisticos (asimetria y curtosis) y son siempre necesarias para verificacion y calibraciéon de los
modelos. Por otra parte, la intensidad de turbulencia es una variable muy importante, por
ejemplo, para el dimensionamiento de revestimientos flexibles para proteccién contra procesos
de erosion en canales y rios, sobre todo en situaciones donde la turbulencia es aumentada muy
por encima de la normal.

10.7 Distribucion de viscosidad cinematica turbulenta en vertical

La distribucién vertical de la viscosidad cinematica de remolino (o coeficiente de difusion
turbulenta de momentum) juega un rol importante, por ejemplo, en el proceso de transporte de
sedimentos en suspension o en el proceso de transporte de contaminantes. Para obtenerla, se
debe considerar la distribucién lineal de tensiéon de corte dada por (73) y el perfil logaritmico de
distribucién de velocidades dado por (82). De acuerdo a la analogia de Boussinesq:

—— du
1.(2) = —pUu'W' = pv, 4 (143a)

Ademas, la distribucion lineal de tension de corte turbulenta en vertical dada por (73);
confirmada por otra parte con las mediciones realizadas por Nezu (1977) de distribucién vertical
del promedio u'w’, es:

1, (2) = —pu'wW’ = pu? (1 - E] (143b)
Igualando (143a) con (143b):
du y4
Ve = u? (1 - Hj (143c)
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de (82) se tiene que:

U(z)=u—*(lnz—ln Z0) (144)
K

derivando (144) respecto a z tenemos:

du  us
dz «z

(145)

Reemplazando (145) en (143c) y reordenando se obtiene la distribucidn vertical de viscosidad
cinematica de remolino:

v (2) = xu, z(l —Ej (146)

La distribucion vertical dada por (146) es de tipo parabdlica; v: asume valores nulos en el fondo
(z=0) y en la superficie libre (z=h). Mientras que, vt es maxima para dvi/dz=0, es decir, de
(146) se deduce que el valor maximo de v se encuentra en z=h/2; y su valor es:

Vi méX:% K U.h (147)

Si vt es promediada en la vertical se obtiene el siguiente valor:

Vtm

:% « u. h (148)

11. INTEGRACI’(')N EN VERTICAL DE LAS ECUACIONES DE REYNOLDS. MODELO
HIDRODINAMICO BIDIMENSIONAL HORIZONTAL (2D-H)

Para la resolucién de muchos problemas hidraulicos, en la practica de ingenieria, los modelos 3D
(RANS o LES) son innecesariamente detallados para representar el flujo, por ejemplo, en rios de
decenas de kildmetros de longitud y simulaciones que abarcan meses o afnos. O sea, son mas
apropiados para escalas espaciales y temporales acotadas.

En tales casos es comuln adoptar una representacion de flujo bidimensional horizontal mediante
la integracion a través de la profundidad de flujo h de las ecuaciones de Reynolds 2D.

Asumiendo aceleraciones verticales despreciables, la tercera ecuacién dinamica de Reynolds se
reduce a la distribucidon hidrostatica de la presién en la vertical, quedando conformadas las
ecuaciones de Reynolds 2D.

Para problemas de flujos a superficie libre el término de presiéon y gravedad pueden ser escritos
como:
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10 . oz

—Ea—X(P+PQZ)=—98—)‘: (149)
10 : 0z,,

—5—5 (p + sz) = _9—5 (150)

donde zy es el nivel de la superficie libre o cota del pelo de agua.

Integrando en h las ecuaciones dinamicas 2D de Reynolds se obtiene un modelo hidrodindmico
bidimensional en horizontal (2D-H), cuyas ecuaciones dinamicas son:

9 9 2), 9 2y | Tox _
p (hu) + P (Bth )+ & (B,hUV) +gh P + o 0 (151)
8 8 a 2 aZW Tby —
(V)4 (,hUv) + 5 (Bshv2 )+ gh o+~ =0 (152)

y cuya correspondiente ecuacion de continuidad integrada en vertical es:

%y O )+ 2 ()
4 (hu) + o (hv)=0 (153)

donde U, V son las velocidades medias en la vertical en direcciones x e y respectivamente; 1oy,
Ty SON las componentes en direccidn x e y de la tensidn de corte sobre el fondo; B, B2 y B3 son
coeficientes de Boussinesq que representan el efecto de la no uniformidad de la velocidad en la
vertical, por ejemplo:

1,
B, = Zjbu dz (154a)
B, = 1 ZfUde (154b)
huv
1%
By =7 [ V02 (154c)

Las ecuaciones de cierre del modelo 2D-H para las componentes de la tensidon de corte sobre el
fondo pueden obtenerse a partir de (106a) como:

pg(u? +v2)Pu
_ =

Ty (155a)
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2
U2 +Vv2Jv
Tpy = pal o ) (155b)

Analogamente, se podria haber utilizado (106b) para expresar (155a) y (155b) en funcién de las
velocidades medias en vertical U, V; de la profundidad h y del coeficiente de rugosidad de
Manning n, en vez del coeficiente de Chezy C.

12. ECUACIONES DE BARRE DE SAINT VENANT. MODELO HIDRODINAMICO
UNIDIMENSIONAL (1D)

La representacion unidimensional del flujo es de interés practico para la resolucidon de problemas
propagatorios a lo largo de extensos tramos de rios. Integrando en el ancho las ecuaciones del
modelo hidrodindamico 2D-H se obtienen las ecuaciones de Saint Venant, para el flujo
unidimensional impermanente gradualmente variado.

La ecuacion dinamica resultante es:

2 —
RO g% [ PH _g (156)
ot ox\| A OX p

y la correspondiente ecuacién de continuidad es:

A, Q_j,

157
ot ox (157)

donde Q es el caudal, A el area transversal mojada, P el perimetro mojado, 7, la tension de

corte media sobre el perimetro mojado y B es el coeficiente de Boussinesq que representa el
efecto de la no uniformidad de la velocidad en el ancho de la seccién:

L 2
hu? {

donde U es la velocidad media en vertical y U es la velocidad media en la seccion: U=Q/A.

La ecuacion de cierre del modelo hidrodinamico 1D para la tension de corte media sobre el
perimetro de la seccion puede obtenerse a partir de (106a) como:

_ pgU? PQQ|Q|
NN 49

o utilizando (106b):
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_ _pgn*U? _p9n2Q|Q|
T = RV ARV

(160)

donde R=A/P es el radio hidraulico; si el canal es ancho: R/hm=1, donde hm es la profundidad
media en la seccion transversal.

Distintos modelos de propagacién de crecidas pueden derivarse de (156). Despreciando el
término de aceleracién local se deriva el modelo de onda cuasi-dinamica, despreciando
aceleracion local y convectiva se obtiene el modelo de onda difusiva y despreciando el término
de gradiente de presion se deriva el modelo de onda cinematica. En La Unidad 5 se analizaran
en detalle estos modelos y se presentaran distintos esquemas numeéricos en diferencias finitas
para su resolucion.

13. INTEGRACION DEL MODELO 1D EN EL TRAMO. MODELO HIDROLOGICO
CERODIMENSIONAL (0D)

Si la ecuacién de continuidad del modelo hidrodinamico 1D se integra en el tramo de
propagacion se obtiene:

dS(t

B~ Q(® - Qua® (161)
La (161) es una ecuaciéon de continuidad cerodimensional (ecuacidon agregada para un tramo o
para un reservorio o embalse) ya que la coordenada espacial ha sido removida mediante el
proceso de integracion y las variables intervinientes dependen solo del tiempo. En dicha
ecuacion S es almacenamiento (volumen), Qin es el caudal de entrada y Qout €s el caudal de
salida.

La ecuacion dinamica 1D generalmente para configuraciones geométricas complejas no es
posible integrarla en el tramo. La misma se sustituye por una funcidon de almacenamiento, como
por ejemplo (Muskingum):

S(t) = K[X Qi (1) + (1 = X) Qe (1)] (162)

donde K y X son parametros constantes del modelo. Desde el punto de vista fisico el parametro
K representa el tiempo medio de traslado de la onda en el tramo y el parametro X pondera los
efectos relativos de los caudales Qin Y Qout €n el volumen almacenado. En particular, para X=0 la
(162) representa la funcion de almacenamiento para un embalse con superficie del agua
horizontal.

Derivando (162) respecto al tiempo e introduciendo el resultado en la (161) se obtiene:

(1-3 e o, 1) = (1) - o D (163)
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La ecuacién (163) representa un modelo de propagacion de tipo hidroldgico cerodimensional. En
la Unidad 5 se analizard este modelo y se presentaran distintos métodos numéricos para su
resolucion.

14. SINTESIS DE MODELOS HIDRODINAMICOS OBTENIDOS DE NAVIER-STOKES
En la Figura 20 se resumen los distintos modelos hidrodinamicos que pueden obtenerse a partir

de las ecuaciones de Navier-Stokes, para el flujo de un fluido viscoso incompresible, mediante
sucesivas integraciones temporales y espaciales.

ECUACIONES DE
NAVIER-STOKES

Términos (p = constante) Condiciones en
residuales u,p =f(xy,zt) limites integracién
A —
[ ~ — -

A 4
Integracion temporal (periodo turbulencia)

A 4 A 4

Fluctuaciones MODELO 3D

turbulentas _ = _
Tensiones de Revnolds up= f (x,y,z,t)

A 4
Integracion espacial (sobre la profundidad)

A 4 A 4 A 4
f\Ielocidad no | - MODELO 2D P Tens:)onesI ;ie ((:’orte
uniforme en vertica > - sobre el fondo
Coeficientes A1, A2, 53 UV.zw =1 (xy.1) Férmula flujo permanente

A 4
Integracion espacial (sobre el ancho)

A 4 A 4 \ 4
.fVeIocitdad no | - MODELO 1D P Ts_nsic/’)nlde c’ort(:
uniforme transversa > - < media s/ el perimetro

Coeficiente g Q2w =f(x1) Foérmula flujo perman.

A 4
Integracion espacial (sobre tramo/cuenca)

A 4 A 4 A 4
Velocidad no MODELO 0D Curva nivel-caudal a
uniformeeneltramo [ » Q, zw = f (t) < la salida
Coeficientes empiricos rew Q=f(z)

Figura 20. Modelos hidrodinamicos obtenidos a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes.
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Las ecuaciones de Navier-Stokes para el flujo de fluidos viscosos incompresibles y, en particular,
para flujo turbulento a superficie libre, han sido objeto de diferentes simplificaciones a través de
los afos. Los mas populares y aceptados modelos matematicos empleados en el ambito de los
recursos hidricos durante los ultimos 170 afios son, efectivamente, formas mas o menos
simplificadas (también mas o menos manipuladas) de las ecuaciones de Navier-Stokes (1845);
no obstante, muchos hayan sido desarrollados en un modo completamente independiente de
estas Ultimas.

Para flujo turbulento, la integracién temporal de las ecuaciones de Navier-Stokes sobre el
periodo de la turbulencia, conduce a las ecuaciones de Reynolds (RANS). Estas ecuaciones son
idénticas a las de Navier-Stokes pero para el flujo medio, es decir, las tres componentes del
vector velocidad Ui y la presidon p (purgadas de las fluctuaciones), aparecen como funciones de
las tres coordenadas espaciales x, y, z y el tiempo t (modelo tridimensional 3D del flujo medio).
Sin embargo, dada la no linealidad de las ecuaciones de Navier-Stokes (sobre todo el término de
aceleracion convectiva) las fluctuaciones turbulentas aparecen en las ecuaciones de Reynolds en
forma de términos residuales, denominados tensiones adicionales de Reynolds, los cuales
generan mas incdgnitas que ecuaciones disponibles. Algunos modelos de cierre de la turbulencia
han sido descriptos en el apartado 10.4.

De todos modos, el modelo tridimensional es generalmente innecesariamente complicado y muy
oneroso computacionalmente para simular sistemas naturales complejos a grande escala
espacial y/o temporal. Una simplificacion de las ecuaciones de Reynolds del modelo 3D,
definitivamente aceptada para flujos a superficie libre cuasi-horizontales (areas costeras,
estuarios, rios, etc.), se obtiene asumiendo aceleraciones verticales despreciables, por lo cual, la
tercera ecuaciéon dinamica de Reynolds se reduce a la distribucidon hidrostatica de la presion en
la vertical, quedando conformadas las ecuaciones de Reynolds 2D. Realizando una integracion
espacial de las ecuaciones de Reynolds 2D sobre la profundidad de flujo, las variables
dependientes son las velocidades medias en la vertical U, V y el nivel de la superficie libre z,
funciones de las correspondientes coordenadas espaciales (x e y) y del tiempo t (modelo
bidimensional horizontal 2D-H).

Los términos residuales en el modelo bidimensional son consecuencia de la distribucién no
uniforme de velocidades en la vertical. Estos pueden ser estimados a partir de los denominados
coeficientes de Boussinesq Bi1, B2 ¥ B3 en condiciones de flujo permanente. Las tensiones de
corte sobre el fondo (correspondientes con las condiciones en el limite inferior de integracion en
vertical) también se expresan mediante una férmula de resistencia al flujo valida para
condiciones de flujo permanente uniforme en funcién de U, V (y eventualmente de la
profundidad h si se utiliza el coeficiente de rugosidad de Manning).

Ademas de la integracidon espacial en vertical sobre la profundidad de flujo, puede realizarse
también la integracién espacial en horizontal sobre el ancho de la seccidn transversal. Si las
ecuaciones del modelo 2D-H son integradas sobre el ancho de la seccion transversal se obtiene
el modelo unidimensional 1D, constituido por las ecuaciones de Barré de Saint Venant,
desarrolladas por el autor en 1871, independientemente del proceso de integraciones sucesivas
de las ecuaciones de Navier-Stokes. En dichas ecuaciones, el caudal Q y el nivel z, son funcién
de la distancia x a lo largo de la corriente hidrica y del tiempo t.
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También para el modelo unidimensional, el término residual (coeficiente de Boussinesq ) vy las
condiciones en el limite de integracién (tension de corte media sobre el perimetro mojado de la
seccion transversal) se estiman considerando una férmula de resistencia valida para condiciones
de flujo permanente uniforme. Cuando la seccidn transversal no es compacta (por ejemplo, es
compuesta por un canal principal flanqueado por canales/planicies de inundacién) el término
residual no es para nada despreciable y debe ser evaluado mediante una division en
subsecciones. En el Unidad 5 se describe en detalle tal procedimiento, cuando se presenta la
resolucion del modelo unidimensional de flujo impermanente gradualmente variado de onda
dinamica. El modelo unidimensional, ya sea en condiciones de flujo permanente o
impermanente, todavia representa el abordaje mas apropiado para una gran variedad de
problemas en Ingenieria Hidraulica e Hidrologia. Por otra parte, los modelos hidrodinamicos
cuasi-bidimensionales (cuasi-2D) se basan en distintas aproximaciones del modelo
unidimensional para representar las leyes de descarga entre celdas adyacentes.

El modelo unidimensional puede ser ulteriormente simplificado mediante integraciéon espacial. La
operacion de integracidon espacial mas extrema es la que se realiza sobre la totalidad del campo
de flujo (tramo de rio o cuenca). Esta operacién conduce a los modelos cerodimensionales 0D,
también denominados en Hidrologia modelos con parametros concentrados (en contraposicion
con los anteriores que se definen como modelos diferenciales distribuidos). En estos modelos la
ecuacién de momentum es reemplazada por una relacién algebraica denominada funcién de
almacenamiento que vincula almacenamiento con caudales.

Los modelos cerodimensionales han encontrado mayor campo de aplicacion en la Hidrologia. Por
ejemplo, en los denominados métodos de propagacion de crecidas “hidrolégicos” (método de
Muskingum) o en los métodos conceptuales de transformacion lluvia-caudal (Clark, Dooge,
Nash, etc.). El punto crucial de los modelos cerodimensionales es la funcidon de almacenamiento
(Ultimo vestigio de la ecuacién de conservacion de la cantidad de movimiento o balance de
momentum). Solo en algunos casos especiales (embalse profundo controlado por un vertedero,
canal prismatico, etc.) esta funcién puede obtenerse a través de la integracion de las ecuaciones
del modelo unidimensional despreciando los términos residuales. En la mayoria de los casos,
especialmente en cuencas hidrogréficas y tramos de rios, la relacién entre almacenamiento y
caudales puede ser obtenida a través de la calibracion de coeficientes empiricos.

15. BREVE COMENTARIO SOBRE MODELOS PARA FLUJO HIDRICO EN MEDIOS
POROSOS

Las ecuaciones que representan el flujo en un medio granular incompresible también pueden ser
obtenidas a través de un proceso de integracion de las ecuaciones de Navier-Stokes. Debido a
que el escurrimiento a través de los poros de un material granular (como la matriz de un suelo)
es generalmente muy bajo, el mismo puede considerarse un flujo de escurrimiento lento
(creeping flow), por lo tanto, los términos de inercia de la ecuacion de Navier-Stokes pueden ser
despreciados y, ademas, no es necesario realizar ninguna integracion temporal para eliminar
fluctuaciones turbulentas. En cambio, a los efectos de suprimir las desviaciones y la tortuosidad
de la distribucidn de velocidad a través de los poros, es necesario realizar la integracion espacial
sobre un pequeno volumen de agua (que incluya, sin embargo, un nimero grande de granos).
Las tensiones normales y tangenciales transferidas al volumen de agua por el esqueleto granular
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(digamos las condiciones en el limite de integracion introducidas por la operacion de promedio)
son expresadas mediante la ley de Darcy, quedando conformadas las ecuaciones del modelo 3D.

El modelo tridimensional del flujo de agua subterranea, obtenido de esta manera, puede ser
subsecuentemente objeto de integraciones espaciales, tal como vimos en el punto anterior.
Integrando en vertical (profundidad) y en horizontal (ancho) se obtienen respectivamente los
modelos bidimensionales y unidimensionales. La aproximacion de Dupuit (presion hidrostatica y
distribucién de velocidad uniforme en profundidad y en la seccidn transversal) corresponde a
asumir que los términos residuales producidos por cada integracién son despreciados.

Modelos cerodimensionales para flujo de agua subterrdnea se obtienen mediante integracion
espacial sobre la totalidad del campo de flujo. Nuevamente, como en el caso de los modelos de
flujo a superficie libre, la ecuacion de momentum es reducida radicalmente a una simple
(frecuentemente lineal) relacion entre almacenamiento y caudal, mientras que la continuidad se
expresa mediante la conocida ecuacion diferencial ordinaria agregada para un reservorio. Los
modelos cerodimensionales (ya sea de reservorio Unico o una red de reservorios) son utilizados
frecuentemente para simulaciones simples en hidrologia subterranea.

16. INTRODUCCION A LA MODELACION FISICA

La modelacién fisica de procesos hidrodinamicos se realiza para ensayar distintos tipos de
estructuras hidraulicas y también para desarrollar investigaciones experimentales en condiciones
controladas de laboratorio. A tales fines, con el modelo fisico se trata de representar en escala
reducida, el flujo (y eventualmente el sedimento) del rio en escala real o prototipo; analizando
por ejemplo el comportamiento de estructuras hidraulicas y distintas medidas alternativas que
mejoren el disefio hidraulico final.

Los modelos fisicos hidraulicos Froudianos, o sea aquellos escalados respetando la igualdad del
numero de Froude en modelo y prototipo, pueden ser clasificados en dos grandes grupos: i) de
fondo fijo y ii) de fondo mdvil. Asi como en la modelacion matematica morfodinamica se
requiere una correcta representacion de las variables de flujo (hidrodinamica), en la modelacién
fisica a fondo mdvil (morfodindmica), también se necesita que la hidrodinamica sea
representada correctamente, es decir, no se generen o se minimicen los “efectos de escala” en
el modelo fisico, que puedan inducir errores en la reproduccidon de la dinamica del flujo y del
sedimento.

Por otra parte, existen modelos fisicos hidraulicos analdgicos o micro-modelos desarrollados en
“mesas morfodindmicas”, generalmente no escalados de acuerdo a Froude, que intentan
reproducir solo algunas caracteristicas del prototipo (Peakall et al., 1996). Es decir, simulan
ciertas caracteristicas de un sistema natural, aunque los procesos, las formas, la dinamica, el
comportamiento, los materiales y/o las geometrias no se ajusten rigurosamente al escalamiento
del sistema real (Chorley, 1967). Se trata de modelos descriptivos simples, basados en “afinidad
de procesos” y no en estrictas leyes de semejanza (Hooke, 1968; Tal y Paola, 2007). Dichos
modelos presentan dificultades para extrapolar los resultados de las mediciones a las situaciones
del sistema real (Hooke, 1968, Isidoro et al., 2012). De todos modos, los mismos permiten la
visualizacion de procesos morfodinamicos en forma expeditiva, los cuales son dificiles de
observar directamente en la naturaleza, por lo cual son herramientas muy Utiles para
comunicacién y educacion (Maynord, 2006).
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La eleccion del tipo de modelo fisico depende de varios factores, incluidos los objetivos y la
justificacién del proyecto, asi como las limitaciones de costo y espacio disponible en laboratorio
(Frostick et al., 2011). Efectivamente, las dimensiones de un modelo fisico estan limitadas por la
disponibilidad de espacio en el laboratorio. Grandes tramos de rios son en principio excluyentes
para este tipo de modelacién, para los cuales resulta mas conveniente la modelacién matematica.
En contraposicion, los procesos hidrodindmicos y morfodindamicos locales en estructuras
hidraulicas pueden ser adecuadamente simulados mediante modelacion fisica.

En cualquier caso, la modelacion fisica (a fondo fijo o mdvil) puede ser complementada con
modelacion matematica de detalle, en un proceso de retroalimentacion, en donde el modelo fisico
aporta datos fundamentales para calibrar un modelo matematico, con el cual re-analizar la
performance del modelo fisico e inclusive extender el dominio de modelacién y realizar una mayor
cantidad de pruebas con un costo logistico menor.

16.1 Relaciones de Escala para Modelos Fisicos Froudianos

Las variables del prototipo se indican con el subindice p y se refieren al rio en escala real, para
el cual debe construirse un modelo fisico, cuyas variables se indican con el subindice m. Por
ejemplo, si gp ¥ gm son la aceleracion de la gravedad en prototipo y modelo respectivamente, la
relacion entre ambas variables se indica mediante g-=g,/gm y dado que son iguales g-=1.

Las leyes de similitud o semejanza se pueden dividir en tres tipos: i) geométricas ii) cinematicas
y iii) dinamicas (Yalin, 1971). Para que exista semejanza geométrica entre prototipo y modelo,
las escalas de longitud deben guardar una cierta proporcion.

Las escalas de longitud se refieren a las relaciones existentes entre dos sistemas de referencia
en coordenadas cartesianas ortogonales (x,y,z), tal como el de Figura 21, donde x: coordenada
horizontal longitudinal, y: coordenada horizontal transversal y z: coordenada vertical. La relacion
de escala horizontal longitudinal es x.=xp/Xm, la cual para x,=50 indica que 1 m en el modelo
fisico es igual a 50 m en el prototipo. De la misma manera, Yr=Yp/Ym Y Z-=2p/Zm.

Ypm / Xr

Figura 21. Sistema de referencia y relaciones de escala para semejanza geométrica.

La semejanza geométrica exacta o completa en un modelo fisico hidraulico se obtiene cuando
las relaciones de escala de longitudes (en horizontal y vertical) son idénticas. En tal caso se dice
que el modelo fisico es no distorsionado, es decir, se define una Unica escala L para todo el
espacio: Li=x=y,=z;=h,.
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Por otra parte, en un modelo distorsionado, las escalas horizontales x e y son generalmente
iguales y se expresan como: L=x:=Yr, la cual es distinta a la escala vertical: z.=h,. El factor de
distorsion es 5=L./z.

La mayoria de los rios presentan dimensiones horizontales significativamente mayores que la
profundidad de flujo, por lo tanto, adoptando un modelo no distorsionado, la profundidad de
flujo en el modelo fisico puede resultar muy pequefia. Mas alld de la dificultad de realizar
mediciones en tal situacidn, es probable que el flujo en el modelo sea laminar mientras que en
el prototipo sea turbulento, o (si el fondo es mdvil) en el modelo no se alcancen valores de
velocidad y profundidad compatibles para el transporte de sedimento. En tal caso, se debe
adoptar Li=x,=y:>z=h: (modelo distorsionado), que analizaremos mas adelante.

La semejanza cinematica implica que las lineas de corriente y trayectorias en prototipo y modelo
deben ser geométricamente semejantes. Para lo cual es necesaria la semejanza geométrica y
una Unica escala de tiempo.

Para que exista semejanza dinamica entre prototipo y modelo, los poligonos de fuerzas deben
ser geométricamente semejantes. Para lograr una similitud dindmica, se requiere similitud
geométrica y cinematica. El grado en que se satisfacen las leyes de similitud depende de: i) los
fines y objetivos del estudio, ii) si se requiere que el modelo fisico genere datos cuantitativos o
cualitativos vy iii) si el modelo puede ser calibrado y ajustado usando los datos disponibles del
prototipo.

Los modelos fisicos hidraulicos utilizan agua, o sea, la densidad del agua p y la viscosidad
dindmica p, son iguales en prototipo y modelo: p=1, w=1, lo cual implica que, para la
viscosidad cinematica vale v=1. Ademas, dado que g-=1, para el peso especifico vale y:=1.

En el Apartado 3 se analizd el significado dimensional de las ecuaciones de Navier-Stokes y
surgieron los nimeros de Reynolds (Re) y Froude (F). Para el flujo a superficie libre en rios y
canales se adopta la profundidad de flujo h como longitud caracteristica del fendmeno en
estudio, cuya relacion de escala es h,=hp/hm, €n concordancia con la escala de longitud vertical
z- (ver Figura 21). Considerando las velocidades medias en la seccion transversal en modelo y
prototipo (omitiendo la barra superior que indica velocidad media en la seccién), las relaciones
de escala para ambos nimeros adimensionales son:

Re, Uy U, =1/h, (164)
Vr
U

FoY9 _1-u -/ (165)

" Jg.h,

Aqui surge un conflicto entre (164) y (165). La Unica manera de solucionarlo es satisfaciendo las
dos condiciones simultaneamente, lo cual conduce a la solucién trivial U.=1 si h,=1, es decir, el
modelo fisico debe ser una réplica 1:1 del prototipo. Esto es posible en sistemas muy pequefios
(Moss y Walter, 1978; Wilson et al., 2013) y es ciertamente inviable en rios o canales con
dimensiones espaciales importantes.

El nimero de Reynolds representa la relacidon entre fuerzas inerciales y viscosas, y determina si
el flujo es laminar o turbulento. Por otra parte, el nimero de Froude representa la relacion entre
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fuerzas inerciales y gravitacionales, y determina si el flujo es subcritico o supercritico. El flujo en
rios y canales es turbulento, por lo tanto, una manera de prescindir de la condicién (164) es
asegurar flujo turbulento en el modelo fisico, es decir, Rem>600.

Las relaciones de escala pueden obtenerse mediante analisis dimensional via la aplicacién del
teorema n (Buckingham, 1914) o a partir del analisis de las ecuaciones que gobiernan el
problema en estudio. La determinacion de relaciones de escala, via analisis dimensional, no dan
una idea de la magnitud de los eventuales efectos de escala inducidos, por lo cual, es
recomendable derivarlas mediante las ecuaciones que representan los procesos fisicos
involucrados.

La regla de escalado de una suma indica que, solo si dos términos tienen la misma escala, la
suma de los términos tiene una idéntica escala. Por lo tanto, los efectos de escala son
inexistentes si los términos de la ecuacion diferencial que gobierna el proceso fisico tienen una
idéntica escala.

16.1.1 Hidrodinamica

Analicemos la ecuacién de continuidad y la ecuacion dinamica que rigen el flujo unidimensional

impermanente en un canal prismatico.

Ecuacion de continuidad

La ecuacién de continuidad se expresa como:
oh oUh
_— =
ot ox

donde h: profundidad de flujo (m), U: velocidad media en la seccién (m/s), x: coordenada

espacial (m) y t: coordenada temporal (s).

0 (166)

Igualando ambos términos de (166) y considerando L.=x: se obtiene la relacion de escala de
tiempo t:
U h

ro_ rL T =t =L, /U, (167a),(167b)

r r

Ademas, Q=A U, donde A: seccion transversal (m?). Planteando la relacion de escala entre
prototipo y modelo, y considerando L.=y:, se obtiene:

Q, =L hU, (167¢)

Considerando que se debe satisfacer la condicion de Froude (165), las relaciones de escala para
el tiempo y el caudal son:

t =L .h** , Q =L h*" (168a),(168b)

Ecuacion dinamica
La ecuacién que describe la dinamica del flujo se expresa como:
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@+U@+ ga—h+gg+g v
ot ox “ox “ox T CPh

0 (169)

donde U: velocidad de flujo media en la seccion (m/s), h: profundidad de flujo (m), z: nivel del
fondo (m), g: aceleracion de la gravedad (m/s?), C: coeficiente de Chezy (m'?/s), x: coordenada
espacial longitudinal (m), t: tiempo (s).

Igualando el primer término (aceleracion local) con el segundo (aceleracidon convectiva) se
obtiene la relacion de escala de tiempo, ya determinada a partir de (167b) mediante el analisis
de la ecuacion de continuidad:

2
% =E_r —t =L /U, (170a),(170b)

r r

Igualando el segundo término (aceleracidn convectiva) con el tercero (gradiente de fuerza de
presion hidrostatica) se obtiene la relacion de escala de velocidad de flujo, ya vista
anteriormente en (165) a partir de la condicion de igualdad del nimero de Froude en prototipo
y modelo (F=1):

2
E_r _ E_ ~ U, =h, (171a),(171b)

r r

Igualando el segundo término (aceleracidon convectiva) y el quinto (resistencia friccional) se
obtiene la relacidon de escala para la resistencia al flujo (condicion de rugosidad):
u? U? CZh
—=—0—=> —=1 (172a),(172b)
L. C’h, L,

El cuarto término de (169) escalado es z/L.=S, es decir, es la relacion de escala para la
pendiente de fondo. Igualando en (169) el tercer término (gradiente de fuerza de presion
hidrostatica) con el cuarto término (accién de la gravedad) se obtiene:

h, =z (173)

Se observa que, para un modelo fisico que cumple la condicion de Froude: F=F,/Fmn=1, con
semejanza geométrica completa, es decir, no distorsionado: L-=x.=y,=z.=h;, se obtiene que: i)
La relacidon de escala para pendiente de fondo es S,=1, ii) La condicion de rugosidad (172b) es
igual a la unidad, consecuentemente la relacion de escala para el coeficiente de Chezy es Ci=1.
Todos los términos que intervienen en (169) tienen la misma escala L..

Sin embargo, el modelo fisico admite cierta distorsion, por ejemplo, adoptando: L.=x:=y: distinto
de z=h; (escala horizontal # escala vertical). Esto puede realizarse porque una de las hipotesis
basicas de la ecuacion dindmica (169) es que la distribucion de presién en la vertical es
hidrostatica. Por lo tanto, si en el prototipo las lineas de corriente no experimentan curvaturas
pronunciadas en el plano vertical, tal distorsién no implica efectos de escala sustanciales.

El motivo principal para utilizar un modelo fisico distorsionado es obtener valores de profundidad
en el modelo compatibles con la condicidn Ren>600 (flujo turbulento), y ademas, contemplar la
condiciéon de Re*n>70 (flujo turbulento hidraulicamente rugoso), dos hipdtesis basicas en (169).
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Esta distorsion no produce efectos de escala sustanciales si se cumple la condiciéon de Froude
(171b) y se satisface la ecuacion de resistencia al flujo escalada.

Un modelo distorsionado se realiza en la practica cuando se intenta incrementar la profundidad
de flujo en el modelo respecto a la de semejanza completa, por las razones expresadas
anteriormente.

Esto se realiza adoptando z=h;<L;, por ejemplo, si L;=60 y z=h,=30, para una determinada
profundidad h, en el prototipo resulta hm=hy/h;, es decir, en el modelo h se incrementa dos
veces respecto a la correspondiente de semejanza completa hr=L.. También se incrementa la
pendiente en el modelo: Sm=2S, y aumenta la velocidad Un=U/h;/2. Esto permite al modelador,
por ejemplo, modificar la rugosidad del fondo para lograr reproducir valores de profundidad
observados en el prototipo para diferentes caudales, es decir, calibrar el modelo fisico.

El procedimiento de calibracion puede realizarse generalmente en un modelo fisico hidraulico a
fondo fijo, ya que, en un modelo fisico a fondo mdvil, la rugosidad aluvial no puede ser
especificada a priori (solo estimada), dado que es funcién del sedimento empleado para
materializar el fondo y de las condiciones de flujo en el modelo.

16.1.2 Conceptos sobre modelacion fisica a fondo mavil

La simulacién fisica de procesos morfodinamicos en rios (fondo mdvil) requiere obviamente que
la dinamica del flujo, vista en el apartado precedente, sea correctamente simulada. Por lo tanto,
a las consideraciones realizadas anteriormente se deben agregar las siguientes.

En primer lugar, el transporte adimensional de Einstein ® puede expresarse en funcion de la
tensidn de corte adimensional t= como ®=f(tx):
o % . _ NS (174a),(174b)
(s—1)gd’ (s-1)d

donde qp: transporte volumétrico de sedimentos de fondo por unidad de ancho (m?/s); d:
diametro del sedimento del lecho (m); s: gravedad especifica del sedimento s=ps/p, siendo ps:
densidad del sedimento (kg/m?®) y p: densidad del agua (kg/m3); g: aceleracion de la gravedad

(m/s?).

La regla de escalado de una funcién indica que, la relacion de escala de la funcion es igual a la
unidad si su argumento es igual a la unidad. Aplicando tal regla a la funcién ®=f(z+) implica
que, para que no existan efectos de escala, se debe verificar:

., =1 = @ =1 (175a),(175b)

Utilizando la ecuacion de resistencia de Chezy: U=C(hS)?>, reemplazando en (174b) el valor de
hS, la relacion de escala para la tensidon de corte adimensional resulta:
UZ
Ty, =————~——=1 (176)
f Cf (S - 1)r CIr

Por otra parte, reemplazando en (176) la condicion de rugosidad C:?=L./h: dada por (172b), se
obtiene:
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U7 = rL]—r(s -1).d, (177)

r

Considerando que para un modelo no distorsionado (L-=h;), se cumple la condicién de rugosidad
(172b), es decir si no existe distorsion (C=1) de (177) resulta:

U?=(s-1)d, (178)

Aqui aparece un conflicto con la condicion de Froude F.=1, la cual implica U=h;, tal como lo
expresa la (171b). Consecuentemente, para satisfacer simultaneamente la condicién de Froude
y la condicién (178) para el transporte, se debe considerar (s-1)-=1, con lo cual resulta: d:=h..
Esto es posible en lechos de sedimentos gruesos, como gravas gruesas, guijarros, cantos
rodados, etc. En efecto, suponiendo un modelo fisico no distorsionado con L.=h,=40 y d:=h;, si
en el prototipo tenemos d,=200 mm (guijarros grandes), en el modelo resulta dnw=d,/d:=5 mm
(grava fina), con lo cual se puede utilizar sedimento que tiene la misma densidad (s=2.65) en
prototipo y modelo, satisfaciéndose simultaneamente las condiciones: Fi=1, CG=1y t%=1.

Por otra parte, en el mismo caso anterior, si en el prototipo tenemos dp=1 mm (arena), en el
modelo resulta dm=d,/d:=25 um (limo). Es decir, en el modelo se obtiene un didmetro muy
pequefio con caracteristicas sedimentoldgicas totalmente diferentes a las del prototipo, ya que
puede exhibir cohesidn y/o desarrollar formas de fondo inexistentes en el prototipo.

En tal caso es necesario adoptar un diametro mayor en el modelo, pero con una densidad
menor que la del sedimento del prototipo, es decir: (s-1).>1. Esto conduce a que d:#h,
originando una distorsion h;/d=(s-1).=e>1, que produce efectos de escala en el flujo,
particularmente en la reproduccion de la pendiente de energia, pero no en las profundidades de
flujo (De Vries, 1993).

Generalmente, se prefiere cumplir con (175a), aunque es posible utilizar relaciones de escala
adecuadas para la densidad del sedimento y distintos grados de distorsion geométrica, para
tratar de igualar lo mas posible la escala de velocidad de Froude (F.=1) con la escala de
velocidad que surge de t+=1, denominada velocidad ideal (Jansen, 1979), asegurando ademas,
que la ecuacion de resistencia al flujo de Chezy escalada cumpla: U;/C: (h: S;)%°=1, donde U: es
la velocidad ideal y C.=(Li/h:)%>.

Realizando el escalado de la tensidon de corte adimensional dada por (174b) e igualando a la
unidad, resulta:

_ e, _
T = m =1 (179)

Es decir, en el caso mas general que incluye la posibilidad de utilizar un modelo no distorsionado
o distorsionado: L->h; y densidad de sedimento en el modelo igual o distinta a la del prototipo:
(s-1)r=1, cumplir con %=1 implica:

(s-1).d, =h’L; (180)

Recordando que el factor de distorsién geométrica es 5=L/h: y habiendo definido el factor de
distorsion de densidad del sedimento como e=(s-1);, la (180) puede expresarse como:
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r p

ed d h

m

h d q =88dp

d (181a),(181b)

r

En general, & varia entre 1 (modelo no distorsionado) y 4. Por otra parte, considerando que la
densidad del material sustituto debe ser mayor que la del agua, ¢ varia entre 1: (s-1)m=(s-1)p Yy
50: (s-1)m=(s-1),/50.

Por lo tanto, definiendo en primer lugar la escala vertical z=h;, la relaciéon de escala de
diametros se determina con (181a), y el diametro en el modelo se determina con (181b). En
(181b) se observa que, tanto la distorsidn geométrica (§>1), como la distorsion en la densidad
del sedimento (¢>1), permiten aumentar el diametro en el modelo. Considerando el ejemplo
anterior (6=1, h=40 y dp,=1 mm) si =10 se tiene: dn=0.25 mm (tamafo de arena media). Para
la arena del prototipo s,=2.65, se tiene: (s-1)m=(2.65-1),/¢, entonces la gravedad especifica del
material sustituto en el modelo serd sm=1+(1.65/10)=1.165.

Si se quisiera aumentar todavia mas el diametro en el modelo, se podria aumentar ¢ o, si es
necesario incrementar también hn, introducir distorsion geométrica (6>1) lo cual también
contribuye a incrementar el dm. Sin embargo, se debe considerar que, a medida que se
incrementa dm, disminuye la densidad del material sustituto a utilizar en el modelo, la cual
obviamente no puede ser inferior a la del agua.

En la Tabla 1 se presentan valores de gravedad especifica para distintos materiales livianos
utilizados en la modelacion fisica a fondo movil (Bettes, 1990).

Tabla 1. Gravedad especifica de materiales livianos.

Material s=ps/p
Poliestireno 1.04 -1.10
Nailon, Plexiglas, PVC 1.10-1.20
PVC, Baquelita 1.20-1.30
Baquelita, Antracita 1.30-1.60

La adopcion de escalas adecuadas para tratar de disminuir los efectos de escala en el flujo,
deben considerar también la relacion de escala de tiempo morfoldgico, ya que una escala de
tiempo morfoldgico muy grande origina un modelo “rapido”, no dando lugar a realizar
mediciones en el modelo o exagerando los procesos de erosidon/deposicion. Por otra parte, una
escala de tiempo morfoldgico pequena conduce a un modelo “lento”, dando lugar a
experimentos muy prolongados.

16.1.2.1 Relacion de escala para el transporte de fondo

La relacién de escala para el transporte gur se obtiene a partir de (174a) y (174b), considerando
que ®=oa1+’, con o coeficiente de proporcionalidad que puede ser ajustado con datos
disponibles y p=3/2 para transporte de fondo.

qbr _ (hrz/Lr)
-17d”  (s-1)"d

Despejando gy de (182a) se obtiene:

3/2

(182a)
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h
Qpr = W (182b)

16.1.2.2 Relacion de escala para el tiempo morfologico

La ecuacion que gobierna los procesos morfodinamicos de erosion-deposicion es la ecuaciéon de
continuidad de sedimentos:
0z N 1 oq,
at (1-p) ox
donde p es la porosidad del sedimento, la cual no es mayormente afectada por el escalado y las

demas variables ya fueron definidas. Por lo tanto, igualando ambos términos escalados, se
obtiene:

=0 (183)

Z_r _ 1 qbr = T = (1_p)rLr Z
T (-p) L, r T

donde T, =T,/Tm €s la relacion de escala de tiempo morfoldgico. Dado que z=h, y considerando
que (1-p)=1, sustituyendo en (184b) la expresion de qur (182b) se obtiene:

T =(s-1) %h?

(184a),(184b)

(156)

La relacién de escala de tiempo para la hidrodinamica t-=t,/tm es dada por la (168a) como: t=L.
het/2,

En la Tabla 2 se presentan las relaciones de escala de tiempo para la hidrodinamica y la
morfodinamica, considerando modelos fisicos no distorsionados (L-=h,) y distorsionados (L->h),
como asi también, el material utilizado en modelo y prototipo: (s-1).=1 (misma densidad de
sedimento en modelo y prototipo) y (s-1)>1 (material mas liviano en el modelo que en el
prototipo).

Tabla 2. Relaciones de escala para tiempos (hidrodindmica y morfodindmica).

Modelo fisico Sedimento te=tp/tm T =Tp/Tm T/t

No distorsionado | (s-1)=1 (e=1) h,1/2 h,1/2 1
L:/h=1 (5=1) (s-1)>1 (1) h,1/2 (s-1)r hy1/2 (s-1)r
Distorsionado (s-1)=1 (e=1) | L hs/2 L,5/2 h,? (L:/h)3/2
L:/h>1 (5>1) (s-1)>1 (e>1) | Lehe/2 | (s-1), Li%2he2 | (s-1); (Li/hy)3/2

Se observa que, la escala de tiempo para la hidrodinamica y la morfologia son idénticas solo
para un modelo no distorsionado, que utiliza material en el modelo con igual densidad que la del
prototipo. En todos los demas casos, la diferencia entre ambas es mas o menos importante
dependiendo del grado de distorsion geométrica y sedimentoldgica introducido.

Ejemplo 1. Determinar las relaciones de escala para construir el modelo fisico a fondo mévil de un tramo
L,=360 m de un rio aluvial de ancho B,=15 m, didmetro del lecho d,=210 mm y pendiente S,=0.014, con
Up=4.06 m/s y hp=1.62 m. El valor del coeficiente o ajustado a los datos de transporte de sedimentos del
prototipo es a=2.3 con f=3/2. Se asume porosidad del sedimento p=0.4 en prototipo y modelo. El espacio
disponible en el laboratorio es de 12 m. Viscosidad cinemaética: v=1x10 m?/s.
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Solucién. Se plantea un modelo no distorsionado: L;=360 m/12 m=30. En la Tabla 3 se resumen los
calculos realizados, donde se observa que se cumple la condicién de Froude: F=1 y la condicién de
rugosidad: C.=1.

La profundidad de flujo en el modelo es adecuada hn=5.4 cm. El didmetro del sedimento en el modelo es
dm=7 mm (grava media), por lo tanto, es posible adoptar sedimento con la misma densidad en prototipo y
modelo (s-1).=e=1.

El flujo en el prototipo y en el modelo es turbulento hidraulicamente rugoso. Ademas, dado que el
modelo es no distorsionado (6=1) y €=1, la escala de velocidad ideal es idéntica a la que se obtiene a partir
de la condicién de Froude.

Por otra parte, la tensién de corte adimensional en el prototipo y en el modelo es mayor que la critica para
inicio de movimiento (fondo movil) y se cumple la condicién t+=1. La relacién de tiempos entre
morfodindmica e hidrodinamica es T./t=1. El caudal a introducir en el modelo es Qn=20 1/s y el
transporte de sedimentos Qum=120 g/s.

Tabla 3. Resumen de calculos del Ejemplo 1.

Rel. Esc. Horiz.: xr=yr=Lr 30 Qm (IUs) | Qom(g/s)
Rel. Esc. Vert.: zr=hr=dr 30 20 120
Rel. Esc. Velocidad: Ur 5.48
Variable Simbolo Prototipo | Modelo Escala

Caudal Q (m’/s) 98.7 0.020 4929.5
Profundidad h (m) 1.62 0.054 30
Ancho B (m) 15 0.5 30
Longitud L (m) 360 12 30
Pendiente S() 0.014 0.014 1
Diametro del sedimento d (m) 0.21 0.007 30
Velocidad U (m/s) 4.06 0.741 5.48
N° de Froude F 1.018 1.018 1
Coef. de Chezy C (m"%s) 26.96 26.96 1
Coef. rugosidad de Manning n (s/m'?) 0.0402 0.0228 1.76
Tension de corte adimensional T 0.07 0.07 1
Velocidad de corte us (m/s) 0.4717 0.086 5.48
N° de Reynolds (U,h) Re 6577200 40028 164.3
N° Reynolds (u+,d) Re: 99054.8 602.8 164.3
Densidad sedimento (s-1) 1.65 1.65 1
Velocidad ideal U (m/s) 4.06 0.741 5.48
Transporte de sedimentos Qv (kg/s.m) 39.52 0.240 164.3
Tiempo hidrodinamica t(s) 88.7 16.2 5.48
Tiempo morfodinamica T (hs) 6.5 1.2 5.48

Ejemplo 2. Determinar las relaciones de escala para construir el modelo fisico a fondo mévil de un tramo
L,=1500 m de un rio aluvial de ancho B,=100 m, didmetro del lecho d,=5 mm y pendiente S5,=0.0003, con
Up=2 m/s y hpy=5 m. El valor del coeficiente a ajustado a los datos de transporte de sedimentos del
prototipo es a=9.5 con f=3/2. Se asume porosidad del sedimento p=0.4 en prototipo y modelo. El espacio
disponible en el laboratorio es de 15 m. Viscosidad cinemética: v=1x10° m?/s.
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Solucién. Se plantea inicialmente un modelo no distorsionado: L,=1500 m/15 m=100. Por lo tanto,
Bm=B,/100=1 m, hn=h,/100=5 cm, U,=10005=10, U,=U,/10=0.2 m/s.

El didmetro del sedimento escalado para el modelo es dn=d,/100=0.05 mm (muy pequefio, posibles
efectos de cohesion). Si bien el flujo es turbulento, tanto en el prototipo (Rep=107) como en el modelo
(Rem=10°), es conveniente incrementar la profundidad de flujo en el modelo introduciendo distorsién
geométrica, lo cual permite realizar las mediciones con mas facilidad y, ademas, conjuntamente con la
utilizacién de material mas liviano en el modelo, ayuda a aumentar el didmetro.

En la Tabla 4 se resumen los calculos realizados, donde se observa que se cumple la condicién de Froude:
F.=1.

Tabla 4. Resumen de célculos del Ejemplo 2.

Rel. Esc. Horiz.: xr=yr=Lr 100 Qum (I/s) Qom (g/s)
Rel. Esc. Vert.: zr=hr 30 60.86 647.8
Rel. Esc. Velocidad: Ur 5.48

Variable Simbolo Prototipo Modelo Escala
Caudal Q (m/s) 1000 0.06086 16431.7
Profundidad h (m) 5 0.167 30
Ancho B (m) 100 1 100
Longitud L (m) 1500 15 100
Pendiente S() 0.0003 0.001 0.3
Diametro sedimento d (m) 0.005 | 0.000167 30
Velocidad U (m/s) 2 0.365 5.48
N° de Froude F 0.286 0.286 1
Coef. de Chezy C (m'?/s) 51.64 28.28 1.826
Coef. rugosidad de Manning n (s/m'?) 0.0253 0.0262 0.965
Tension de corte adimensional T 0.18 0.61 0.3
Velocidad de corte us (m/s) 0.1213 0.0404 3.0
N° de Reynolds (U,h) Re 10000000 60858 164.3
N° de Reynolds (ux,d) Re- 606.5 6.74 90
Densidad sedimento (s-1) 1.65 0.262 6.3
Diametro sedimento (p/ t+=1) d (m) 0.005 0.0035 1.429
N ¢ de Reynolds (ux,d) Re- 606.5 141.5 4.286
Velocidad ideal U (m/s) 2 0.365 5.48
Tension de corte adimensional T 0.18 0.18 1
Transporte de sedimentos Qv (kg/s m) 2.776 0.648 4.286
Tiempo para hidrodinamica t(s) 750 41 18.26
Tiempo para morfodindmica T (hs) 1193 1.7 700

La profundidad de flujo en el modelo es adecuada hn=16.7 cm. La distorsién geométrica introducida
(6=3.33) aumenta el didmetro en el modelo, pero no lo suficiente, ya que es arena muy fina y Re*<70, por
lo tanto, se adopta material con menor densidad en el modelo (s-1).=¢=6.3, con lo cual resulta dm=3.5 mm
y sm=1.262 (se podria utilizar Baquelita, ver Tabla 1).

El flujo en el prototipo y en el modelo es turbulento hidrdulicamente rugoso. Ademas, la escala de
velocidad ideal es idéntica a la que se obtiene a partir de la condicién de Froude. Por otra parte, la tensién
de corte adimensional en el prototipo y en el modelo es mayor que la critica para inicio de movimiento
(fondo movil) y se cumple la condicién t+=1. La relaciéon de tiempos entre morfodindmica e
hidrodindmica es T:/t,=38.34. El caudal a introducir en el modelo es Qn=60.86 1/s y el transporte de
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sedimentos Qpm=647.8 g/s. La distorsion geométrica introduce distorsiéon en la condicién de rugosidad,
pero puede verificarse que se cumple: U;/C; (h,S;)05=1.
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