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Resumen

En esta tesis he estudiado una extensién particular de la correspondencia AdS/CFEFT
(Anti-de Sitter/Conformal Field Theory), especificamente, he trabajado en la conocida
dualidad Warped AdS/CFT. La Conjetura de Maldacena establecié una equivalencia entre
dos teorfas muy diferentes: de un lado, una teoria de gravedad (D+1)-dimensional en la
geometria de Anti-de Sitter, y del otro lado una teoria de campos conforme D-dimensional
en el espacio-tiempo de Minkowski. Una propiedad interesante de la correspondencia
AdS/CFT es que relaciona teorias en regimenes de acoplamiento opuestos. Esto motiva a
buscar extensiones de la correspondencia a fin de aplicarlas, por ejemplo, en sistemas de
materia condensada; el problema a resolver es encontrar una dual gravitatorio que realice
las simetrias de la teoria de gauge de interés. Ademas de lo mencionado, es interesante por
si mismo estudiar extensiones de la correspondencia AdS/CFT con el objetivo de verificar
la generalidad de la holografia.

Esto es lo que ha motivado mi trabajo, en el que estudié las propiedades de la solucion
de agujero negro asintéticamente WAdS; x Y p_3 de la teoria de Einstein-Gauss-Bonnet
(una teorfa de gravedad con términos superiores en la curvatura). He encontrado el resul-
tado inesperado de que todas las cargas conservadas (masa, momento angular, entropia)
del agujero negro son cero, mientras que la temperatura es finita. Otros autores han en-
contrado situaciones similares, por ejemplo, en la dualidad Lifshitz/gravity. Sin embargo,

aun no se ha encontrado una explicacion razonable a este inusual resultado.
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1. Introduccion

Objetivo general

El objetivo general de este trabajo podria resumirse en profundizar el estudio de ex-
tensiones de la correspondencia AdS/CFT [Maldacena, 1999] a geometrias no AdS (por
Anti-de Sitter). Daremos a continuacién el contexto y las motivaciones para realizar este

estudio.

Motivaciones

La teorfa de la Relatividad General (GR, por sus siglas en inglés) es el marco tedrico
que describe la fisica a escalas cosmoldgicas y a escalas astrofisicas, como por ejemplo, la
naturaleza y comportamiento de agujeros negros y galaxias. La Relatividad General ha
sido puesta a prueba incontables veces desde su postulacion en 1916 hasta la actualidad,
por ejemplo, a partir de la desviacién de la luz en torno al Sol realizada en 1919 por
Dyson, Eddington y Davidson, hasta la reciente deteccién directa de ondas gravitacionales
realizada por la colaboracion LIGO en febrero del ano [Abbott et al., 2016].

Mas alla de su gran éxito existen motivos tanto observacionales como tedricos para
estudiar modificaciones de GR . Entre las motivaciones cosmoldgicas podemos mencionar
el llamado “Problema de la constante cosmolégica” [Weinberg, 2001}, |Carroll, 2001|, que
consiste de la incompatibilidad entre las estimaciones del valor de la constante cosmologica
obtenida de las observaciones de corrimiento al rojo de supernovas tipo la [Riess et al.,
1998, [Perlmutter et al., 1999] y valor de expectacion de la energia de vacio provisto por el
Modelo Estandar de la fisica de particulas, llegando a diferir en 120 6rdenes de magnitud.
Entre las motivaciones teodricas existe el problema de formular un modelo de gravedad
cuantica.

Por otro lado, la teoria de cuerdas, uno de los candidatos mas promisorios a proveer
una teoria cuantica de la gravedad y unificadora de todas las interacciones fundamentales,
brinda una motivaciéon para estudiar teorias de gravedad con términos superiores en la
curvatura. La teoria efectiva de bajas energias de teoria de cuerdas es una teoria de
supergravedad!] cuya parte gravitatoria estd dada por la acciéon de Einstein-Hilbert. Al
estudiar qué correcciones introduce teoria de cuerdas en el sector gravitatorio se puede
ver que los términos a segundo orden en la expansién perturbativa son cuadraticos en el
tensor de Riemann [Zwiebach, 1985].

Ademas, la teoria de cuerdas es el marco original de una idea que revolucion la fisica
de altas energias desde 1997 hasta la actualidad: la conjetura de Maldacena [Maldacena,

1999|. También llamada correspondencia AdS/CFT, la conjetura relaciona la teoria de

1La supersimetria es una simetria hipotética en la que cada particula tiene una compaiiera supersi-
métrica; cada bosén tiene una siper companera fermién y viceversa.
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cuerdas tipo IIB en AdSs; x S° con la teorfa de Yang-Mills con N' = 4 supersimetrias
y grupo de gauge SU(N) en espacio plano de cuatro dimensiones. Esta dualidad es la
realizacion mas existosa y precisa relativa al principio hologréafico propuesto por 't Hooft
[Hooft, 1993| y Susskind [Susskind, 1995] el cual postula que “los grados de libertad deben
estar en la superficie”. El ejemplo paradigmatico es el de la entropia de agujeros negros
que es proporcional al area del horizonte de eventos |Bekenstein, 2020]. Un caracteristica
interesante de la conjetura es que vincula teorias en regimenes de acoplamiento opuestos;
cuando en un lado de la dualidad tenemos una teoria con acoplamiento débil, la otra esta
en acoplamiento fuerte y viceversa. Por ejemplo, en la versién mas utilizada de AdS/CFT,
la correspondencia provee una descripcién de la teoria N = 4 SYM fuertemente acoplada
(la cual es muy dificil de tratar), en términos de una teoria perturbativa de bajas energias
de teoria de cuerdas, es decir, una teoria de supergravedad en la cual se pueden realizar

calculos con relativa facilidad.

Esta relacion de dualidad entre una teoria fuertemente acoplada y una débilmente aco-
plada invita a buscar otros ejemplos de AdS/CFT en los que pueda usarse el lado opuesto
al lado fuertemente acoplado para realizar calculos que de otro modo podrian llegar a ser
imposibles. Sin embargo, la mayoria de las CFTs que aparecen en los ejemplos usuales
de extensiones de holografia no son, en principio, modelos realizables experimentalmente.
Esto dltimo, motiva la biisqueda de extensiones de AdS/CFT que puedan ser aplicadas,
por ejemplo, a teorias de materia condensada, lo que podria brindar nuevas ideas para la

fisica de sistemas fuertemente acoplados.

Por otro lado, también existen aplicaciones en sistemas fuertemente acoplados de ma-
teria condensada descritos por teorias con invariancia de escala no-relativista que pueden
ser estudiados en un laboratorio. En este trabajo mencionaremos dos de ellos, a saber, los
llamados fermiones en unitariedad, que consisten de arreglos de atomos fermiénicos frios
cuyas interacciones son aproximadamente invariantes de escala. El otro caso interesante
son electrones fuertemente interactuantes con puntos criticos cuanticos que respetan la
invariancia de escala anisotropa (t,Z) — (A*t, AZ¥) con z > 0, conocidos como puntos fijos
de Lifshitz. Para describir sistemas de materia condensada mediante holografia es necesa-
rio encontrar una geometria en el dual gravitatorio que respete las simetrias de la CMT
(sigla en inglés de condensed matter theory). En el caso de atomos frios, el espacio-tiempo
debe poseer las simetrias del grupo no-relativista conforme, también llamado grupo de
Schrodinger [Son, 2008, Balasubramanian and McGreevy, 2008|. Por otra parte, para los
sistemas de puntos criticos de Lifshitz, el dual gravitatorio debe ser invariante ante di-
feomorfismos de la forma (¢,7) — (A*t,\Z), z > 0. Dicha geometria recibe el nombre
de espacio de Lifshitz [Kachru et al., 2008|. Los espacios de Schrodinger y de Lifshitz no
son soluciones de vacio de GR, sino que es necesario afiadir materia para soportar dichas
geometrias. Es interesante notar que estos espacios con invariancia de escala anisotropa

aparecen naturalmente como soluciones de vacio de teorias de gravedad con términos su-
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periores en la curvatura, como se muestra en [Ayon-Beato et al., 2010, Ayén-Beato et al.,
2011].

Por ultimo, cabe mencionar otra extensiéon de AdS/CFT que ha sido estudiada en la
literatura, la llamada Kerr/CFT [Guica et al., 2009, que relaciona la geometria de ho-
rizonte cercano de agujeros negros rotantes con la dindmica de una CFT bidimensional.
Muy relacionada con Kerr/CFT se encuentra la correspondencia WAdS/(W)CFT, donde
WAAS denota a las deformaciones de AdS conocidas como Warped Anti-de Sitter. Estos
espacios también aparecen como geometrias de horizonte cercano de agujeros negros ro-
tantes extremales. En este caso, WCFT no posee las simetrias del grupo conforme sino
que posee un grupo de simetrias generado por la suma semi-directa entre un algebra de
Virasoro y un algebra de Kac-Moody [Detournay et al., 2012].

Es interesante mencionar que la holografia ha sido tan exitosa en relacionar teorias
gravitatorias y teorias de campos conformes que incluso mapea teorias de gravedad no-
unitarias en CFT no-unitarias. Este es el caso de las Log-gravity y las teorfas de campos
logaritmicas denominadas Logarithmic CFT (LCFT), que tiene aplicacién en percolacién
y turbulencia. La dualidad que las relaciona se denomina Log-grav/LCFT |Grumiller
et al., 2013].

Metodologia y objetivos especificos

En este trabajo de tesis nos proponemos extender el estudio de la correspondencia
WAAS/WCFT al caso en que las soluciones son de mayor dimension, en teorias en las
que el graviton no posee masa y en presencia de términos de alta curvatura. Este tipo de
teorias son conocidas como teorias de Lovelock y aparecen como correcciones a GR en el
limite de bajas energias de teoria de cuerdas [Zwiebach, 1985]. Mé&s precisamente, lo que
nos proponemos estudiar son soluciones del tipo WAdS; x ¥p_3 con D = 5,6 en GR con
el término de Gauss-Bonnet (cuadratico en la curvatura). Este es un sector que no ha sido
explorado en la literatura y provee un escenario propicio para estudiar la correspondencia
(W)AdS/CFT y sus aplicaciones a la fisica de los agujeros negros. Para llevar a cabo esta
tarea se calcularon las cargas conservadas de la solucién y la accién efectiva on shell de
la teoria empleando herramientas de renormalizacién holografica [Balasubramanian and
Kraus, 1999 aplicadas a teorfas de gravedad con términos de alta curvatura, haciendo
los cambios necesarios para el caso de espacios asintoticamente WAAS como se realizé en
|Giribet and Goya, 2013].

La estructura de esta tesis se divide en dos amplias secciones tedricas. En la primera
de ellas se introduciré la teoria de gravedad con la que trabajaremos, la cual es una
teoria de gravedad de segundo orden en la curvatura. Luego, en esa misma seccion se
expondran brevemente las bases de termodinamica de agujeros negros. En la seccion

nos dedicaremos al estudio de la correspondencia AdS/CFT y sus extensiones. Luego,

3
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en la seccién [] presentaremos los cdlculos originales de este trabajo concernientes a la
termodindmica de un agujero negro en la geometria WAdSxX.. Finalmente, en la seccion
] se encuentra un sumario de todo lo realizado, una discusién sobre los resultados y

perspectivas a futuro sobre lo obtenido.
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2. Teorias de Gravedad de Alta Curvatura

La Relatividad General (GR) es la teoria que explica todos los fenémenos astrofisicos
conocidos a excepcién de algunos particulares, como por ejemplo, las curvas de rotacion
de las galaxias espiral. Para poder explicarlas debe agregarse materia oscura al modelo o
bien utilizar alguna de las teorias de Gravedad ModificadaPl Otra de las inconsistencias
se encuentra en cosmologia, es la expansion acelerada del universo, que para ser tal debe

agregarse energia oscura al modelo.

Un problema conocido entre las predicciones de la GR y la QFT es que la teoria de
campos da una energia de vacio que difiere en 120 6rdenes de magnitud respecto del valor
de la constante cosmoldgica [Weinberg, 2001]. El problema surge al intentar combinar
ambas teorias. Si se siguen los pasos usuales para cuantizar una teoria de campos, como
se hizo con el electromagnetismo y las teorias de Yang-Mills se encuentra que no es posible

renormalizar GR.

Una idea que goza de bastante aceptacion es que la Relatividad General debe ser
modificada a pequena escala y que la GR es un modelo efectivo que debe ser reemplazado
en el régimen UVE] por una teoria distinta, que corresponderia a la teoria cuantica de
gravedad. La escala a la que uno espera estas correcciones estda dada por la longitud de
Planck (p = /2.

Al dia de hoy, la candidata preferida para ser esta teoria de gravedad cuantica es la
Teorfa de Cuerdaq’| (ST por String Theory) o bien su teorfa madre (M-theory). En efecto,
una de las predicciones de la ST es la existencia de una particula de espin 2 cuya dinamica

de vacio al nivel clasico esté gobernada por las ecuaciones de Einstein:
R, =0 (conA=0). (1)

Ademas, la ST también predice correcciones de primer orden de que seran relevantes a
distancias comparables a la longitud cardcteristica de la teorfa I, = v/a/ (o es la constante
que esta delante de la accién de la cuerda y es la inversa de la tensiéon de la misma.
Determina la escala de energias de las cuerdas y sus excitaciones). Estas correcciones a
pequena distancias suelen describirse sumando términos de mayor orden en la curvatura a
la accion de Einstein-Hilbert. Como resultado se obtiene una interacciéon de espin 2 finita,
lo que aumenta las expectativas en esta teorfa [Stelle, 1977, |Zwiebach, 1985 para obtener

un modelo consistente de gravedad cudntica.

2Estas no solucionan los problemas de modelo agregando materia o energfa oscura al T, sino que
directamente alteran la geometria, por ejemplo, agregando torsién |[Carroll, 2019].

3Con UV nos referimos al régimen ultravioleta, es decir, altas energias o indistintamente distancias
muy cortas. En el caso de gravedad a distancias del orden de la longitud de Planck.

4En realidad ST aspira a més que ser una teoria de gravedad cudntica, la ambicién es que logre unificar
todas las interacciones fundamentales.
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2.1. Términos superiores en la curvatura

Consideremos primero el caso mas general con correcciones cuadraticas en la curvatura

= ! b 2 af afyé
= 167rG/d V=g (R = 20 + R + BRosR™ + 1 Raprs R (2)
Las ecuaciones de campo asociadas a esta accién son |Garraffo and Giribet, 2008|:

1
0=Guw+Agw + (B +4y) OR,, + §(4a + 3)g,, OR+
— 20+ B4+ 29)VuVuR + 2R,y R + 2(8 + 279) Ryuanp R+ (3)

1
— N Ryo B} + 20R Ry, — o (aR? + BRasR™ + YRoprs ) gy

Para valores genéricos de «, 3,7 las ecuaciones de campo son ecuaciones de orden 4
en derivadas de la métrica (términos proporcionales a V,V, R, OR, OR,,). Para el caso
a = = —3/4 se cancelan los términos con derivadas cuartas de la métrica y nos quedan
ecuaciones de campo cuadraticas. Esta modificacion de las ecuaciones de Einstein es no

trivial para D > 5 (en D = 4 el término de Gauss-Bonnet es una derivada total de la

accion y es trivial para la dindamica).

Esta eleccion es la que corresponde a la teoria de Einstein-Gauss-Bonnet, cuya accion

consiste del término de Einstein-Hilbert y el término de Gauss-Bonnet

= ! b 2 af a6
I'=16rc /d wv/=g (R = 2A + a(R? = 4Ras R + Raps R*7)) . (4)
De esta manera las ecuaciones de campo quedan:

By = G + Mg + a(QRwaﬁ RZ‘” - 4RuaVBRaﬁ+

5)
1 (
— 4R, RS +2RR,, — 5(32 + Rog R + RQWR“W)QW) =0.

En esta seccion expondremos dos formas en las que emerge la teoria de EGB, una de
ellas es a partir de la teoria de cuerdas y la otra es como extension dimensional de la

caracteristica de Euler.

2.1.1. Teorias de Lovelock como correcciones a Relatividad General desde

Teoria de cuerdas

Se puede ver cémo emerge la teoria de Lovelock en D=5 estudiando el limite de bajas
energias de la M-theory (y por lo tanto, de la teoria de cuerdas) cuando ésta se compactifica
de 11 dimensiones a 5.

Esto puede encontrarse en |Garraffo and Giribet, 2008|, donde los autores arriban a

6
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la siguiente accion efectiva,

1
Seff = /d5a?\/ —g (R + TGC{2)%(R2 - 4RaBRaﬂ + RaﬂvlsRaMé)) ) (6)
donde han usado unidades tales que G(5p) = ﬁ y la constante de acoplamiento C{Z)VI

es una cantidad que depende de las propiedades interiores de la variedad sobre la que se

realiza la reducciéon dimensional.

Sin entrar en detalles podemos notar que esta accién es la de (4)) tomando 167G o =

1 I
EC@)‘/[.

2.1.2. Término de EGB como extension dimensional de la caracteristica de

Euler

Otra motivacion para anadir el término de Gauss-Bonnet esta inspirada en el teorema
de Gauss-Bonnet, el cual establece que para una variedad riemanniana compacta dos-

dimensional M con borde OM, la caracteristica de Euler x(M) es

Kes dA / ko dt = 2y (M), 7
|, Kwsan dA+ [k, dt = 2mx(M) (™)

El tensor de Riemann tiene una sola componente en dos dimensiones y se relaciona con la

curvatura de Gauss Kgguss = —%. k4 es la curvatura geodésica de OM, que se define
d2

du?’
relacion es la responsable de que las suma de los angulos interiores de un triangulo

como la componente tangencial unitaria de donde % es el vector tangente a OM. La

den 180 grados, dado que en el plano euclidiano,
/M KGauss dA =7 — (91 + 92 + 93) ) (8)

y como el plano carece de curvatura, Kgauss = 0 v 61 + 05 + 03 = 7. Si bien el teorema
de Gauss-Bonnet es para variedades bidimensionales, existe una generalizacién para més
dimensiones que se conoce como teorema de Chern-Gauss-Bonnet |[Alty, 1995], el cual
vale para toda variedad riemanniana compacta, orientable, 2n-dimensional sin borde. En

particular para n = 2,
XOT) = [ day/=g(Ryu R = AR, B + ). (9)
Para nuestros propoésitos escribiremos a este invariante topologico como
& /= g(Ryupe R*? — AR, R" + R*) = (167G) Lgp , (10)

donde Lgp es el lagrangeano del término de Gauss-Bonnet.

7
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Es interesante conocer generalizaciones de la accién de Einstein-Hilbert agregando
términos superiores en la curvatura. En 1971 D. Lovelock mostré qué forma deben tener
estos términos que resumiremos a continuaciéon en base a [Lovelock, 1971].

En los cursos estandar de Relatividad General suele motivarse las ecuaciones de Fins-
tein en vacio G, = 0 buscando un tensor A,, que satisfaga las siguientes cuatro condi-

ciones:
(a) A, es simétrico.

(b) A, estda relacionado con la métrica g,, y sus dos primeras derivadas, A,, =

A,uz/ (g,ul/ ) apg,uz/ ) apacrg,uzx) .

(c) A, tiene divergencia nula, i. e., V, A" (con V, denotamos a la derivada covariante
Va,)-

(d) A, es lineal en las derivadas segundas de la métrica.

En verdad, la condicién (d) suele agregarse inspirada en trabajos de [Cartan, 1922, Weyl,
1922], quedando
A,uu = aG,uz/ + bg,uz/ (11>

con a, b constantes y G, el tensor de Einstein. Reconocemos que las ecuaciones resultantes
seran las ecuaciones de Einstein con constante cosmolégica. También debe notarse que
ninguna de estas condiciones depende de la dimensionalidad del espacio-tiempo. En el
trabajo [Lovelock, 1971] Lovelock se vio motivado por el problema de encontrar un tensor
A, que satisfaga las condiciones (a), (b) y (c) omitiendo la condicién (d). Para esto
demuestra el siguiente teorema:

Teorema: El tnico tensor simétrico A* tal que A, = A (G, 0pGuw, 00059u) ¥
V, A" =0 es

m—1
©wo__ BUL-p2p RVIV2 | PRV2p—1V2p o
AV - Z ap6VV1~~~V2p Rﬂl,“‘? Rﬂ?p*l;“@p + a(SV : <12)
p=1
donde el entero m es tal que m = § sin es par y m = "7“ si n es impar. El simbolo
opl-BN es una delta de Kronecker generalizada, i.e.,
[N V7S R Y
51’1 51’2 5VN
p2 o SH2 L. §H2
5#1...#1\] _ 5’/1 51/2 5VN (13)
JredN T . . . :
HUN KN KUN
51’1 61’2 6UN

El teorema tiene como corolario que para n = 4 el inico tensor simétrico que satisface

(a), (b) y (c) es
A" = aG" 4 bg"", (14)

de modo que (d) no es una suposiciéon crucial para obtener la Relatividad General.

8
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En virtud de que para n < N, 0¥1-#~ = () podemos expresar ((12)) como una serie

vi..VUN
infinita
o0
no__ Hpy---p2p vive .. RV2p—1V2p 12
AV o Z apéVl’l-HVQp Rmua Ruzp—mzp + aéu ’ (15)
p=1

que de hecho solo tiene un numero finito de términos dependiente de la dimension del

espacio n.

Por otro lado, en el mismo trabajo Lovelock muestra cual es el lagrangeano que tiene
a A" como sus ecuaciones de Euler-Lagrange.
Teorema: Si A" esta dado por (12)), entonces \/gA" es el tensor que se obtiene al

variar la accion del siguiente lagrangeano
m—1
L=1/g) 2a,08 12 RV .. R2712 4 9a,/g . (16)
p=1

En particular, vemos que la teoria de Einstein-Gauss-Bonnet corresponde a Lovelock

cuadratico dado que,

ORI IS = HRype B = AR B + ). (1)

2.2. Termodinamica de agujeros negros y cargas conservadas en

teorias de alta curvatura

En esta seccién usaré algunos resultados muy béasicos de teoria de campos que pue-
den encontrarse en el Apéndice [A] Aqui mostraremos la relacién que puede establecerse
entre QFT y Mecanica Estadistica para describir la termodindmica de una configuracion
de campos. De modo que considerando a la métrica g,, como un campo tenemos un

tratamiento para la termodindmica de agujeros negros.

En teorfa cuantica de campos (QFT por quantum field theory) la amplitud de pro-
pagacién entre dos configuraciones de campo estd dada por Z = [D¢ el?. Esta es
una integral oscilante, que por medio de una rotacion de Wick 7 = ¢ t se convierte en
7 = [D¢ e que es convergente.

La amplitud de transicién también se escribe como Z = (| e2=1) |¢,). Fijando
$1 = ¢y = ¢ yi(ta —t1) = 7, — 7, = 3 obtenemos Z = (¢| e’ |¢). Si integramos en ¢
obtenemos

Z =Tr(BH), (18)

donde la integral se toma sobre todos los campos ¢ que son periddicos en el tiempo
imaginario con periodo f.

Recordando que en Mecanica Estadistica Z = 3, e /7 F» podemos identificar al
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periodo en el tiempo imaginario S con T~!. De esta manera identificamos a la traza de
amplitudes de transicién con la funcién de particién, lo que en adelante nos habilita a
utilizar las herramientas conocidas de Mecanica Estadistica para calcular propiedades

termodinamicas. Por ejemplo, de Mecanica Estadistica sabemos que

(B) =Y E,e P = _;527 (19)
S =3 pulog(pa) = B(E) +1og Z. (20)

La contribuciéon dominante en la integral de camino es la del extremo en la accién,
oI = 0. Esto corresponde al limite clasico (A — 0) de la integral de camino que puede

obtenerse a partir del método de la fase estacionaria. De esta manera, podemos aproximar

_ [(on—shell) _I(on—shell)

la funcién de particion como Z ~ e , entonces, log Z ~

En espacio-tiempo curvo la suma [ D¢ e P!l?l se generaliza a todos los campos ¢ y

toda geometria ¢
7= [Dlg,g) oo, (21)

y como en el caso de espacio plano, hacemos una rotaciéon de Wick para obtener una

integral con mejores propiedades de convergencia,
7 - / Do, g| e P109m) (22)

Si por ejemplo, consideramos el caso de GR sin campos de materia la accion es

I— 16er [ dayar—20). (23)

En este trabajo, estudiamos el vacio de una teoria de gravedad de EGB (por Einstein-

Gauss-Bonnet) por lo que usaremos la accién
1
1= 1o [ d0va (R =20+ a(R Rops — AR Ry + B)) (24)

para calcular y (20).

En los siguientes apartados mostraremos cémo calcular las cargas conservadas y la

entropia con métodos alternativos al que acabamos de exponer.

2.2.1. Entropia de Wald

Wald ha demostrado que la entropia es una carga de Noether [Wald, 1993, Iyer and
Wald, 1994] y ademas que calcular entropia y cargas mediante el método de Noether es
equivalente a usar la accion euclidea [Lyer and Wald, 1995].

En el articulo mencionado Wald deduce una férmula para calcular la entropia que

10
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repasaremos a continuacion. Para un vector de Killing £ en el horizonte se define a la

gravedad superficial £ en un punto (del horizonte de eventos H) como
Vot = ke, (25)

donde &% es un vector de Killing normal a H. Para agujeros negros con simetria esférica

vale que k es constante.

Se define a la 2-forma binormal €,3 como
Vafﬁ = R€ag- (26)

Y Wald encuentra la siguiente expresion para la entropia,

oL

— (27)

S = —27?% dP~2p\/o e
H+

2.2.2. Temperatura

En esta seccion mostraremos dos métodos para calcular la temperatura de Hawking
de un agujero negro. El primero, es a partir de la imposicién de periodicidad en el tiempo
euclideo de la métrica y el segundo, corresponde a obtener la temperatura por medio de

la gravedad superficial [Carroll, 2019].

Por simplicidad expondremos el primer método trabajando con la métrica de agujero
negro BTZ (por Banados, Teitelboim, Zanelli) [Banados et al., 1992]. En su descomposi-

ciéon ADM la métrica de agujero negro BTZ tiene la forma,

ds® = —N2dt® + N72dr® + r2(N®dt + do)?, (28)
donde
r2  J? J
N2(r) = =M + — + N? = ——
(r) + 7 + 12 92’

conteR, r>0y¢el02m).

Sera conveniente adoptar una coordenada angular co-rotante con el horizonte tal que
d¢ = N?(ry)dt + d¢. Comezaremos por hacer una “aproximacién de horizonte cercano”
en la métrica y una rotacion de Wick en el tiempo (ver apéndice ,

t=11 2

dr
d Q/J:\NQd 2
S T +N2(7’)

+ r2dg”. (29)

11
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Ahora, expandimos N?(r) en torno a r =7,

=0
N?(r) = N*(ry) +0.N?|,.. (r —ry) + O(r — ry)?, (30)

de modo que

dr?

OrN2|,, (r—ry)

ds* ~ 0,N?|,, (r —ry)dr* + + 2 d¢”. (31)

Despreciando la parte angular del intervalo y haciendo un cambio de coordenadas

r? =r —r, = 2xdr = dr obtenemos

4

2
o7, dx”. (32)

ds? ~ 6TN2|T+:E2d72 +
+

Podemos absorber los factores que acompaiian a dz? haciendo r’ = 627\/]\1772|,
T ’V‘+

NQ 2
d82 ~ (ar 4|7’+) T’2d7'2+d7‘/2. (33)

Esta métrica practicamente parece el elemento de linea sobre un circulo, hacemos un
9 N?|,,
2

ultimo cambio de coordenadas 6 = T y tenemos

ds® = r”?df* + dr”. (34)

A fin de evitar una singularidad cénica en la variedad euclidea cerca del horizonte

debemos imponer condiciones de periodicidad sobre 6:
O ~0+2r=>7~7+0, (35)

luego,
B 0,N?|,, =2m, (36)

y tenemos que la temperatura de Hawking Ty es

1 1
5= Ty = E&Nﬂu. (37)

Si por el contrario, no utilizamos una métrica en descomposicion ADM en la cual

grr 7 1/N?(r),

ds? = —N?(r)dt? + p*(r)(N?(r)dt + do)* + (38)

h(r)N?(r)

12
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donde N?(ry) = 0 pero h(ry) # 0, podemos replicar el procedimiento anterior y obtener

Ty = =/ )o.N (), (39)

Como ejemplo, podemos mencionar el caso de Schwarzschild,

2MG
r

1

ds* = — <1 - ) + 72(d6* + sin? ¢pd¢?) +

en el que usando y notando que N?(r) = (1 — 2MG>, r. = 2G M obtenemos

r

1

TSch — .
a STGM

Ahora veamos cémo calcular Ty a partir de la gravedad superficial. Para una soluciéon
estacionaria, esto es, que consiste de un agujero negro rotante con velocidad angular
constante, el vector £* es

£ =0+ Q%o (40)
_ 95

9595 |p=r '
=TrH
Ademas este vector define una region en la que € - £ = 0 que se denomina como horizonte

de Killing.

donde ¢; representa los distintos d&ngulos de rotacion del agujero negro y Qg) =

Por otra parte, notando que de (26)) se deduce
1 a¢f 2
—§Vafgv &7 = K7, (41)

y tenemos una manera para calcular la temperatura de Hawking

K

Ty = o (42)
Debe notarse que la temperatura de Hawking es una propiedad de la geometria y no de
la dindmica, ya que se deriva solo de la métrica mientras que, por ejemplo la entropia,
depende de la accién de la teoria de gravedad . Una misma métrica de agujero negro
puede ser solucion de distintas teorias de gravedad con lo que la temperatura de agujero
negro no cambiara de una teoria a otra. Por el contrario, las cargas conservadas a priori

si seran distintas.

Como ejemlo ensayemos el célculo anterior en el agujero negro BTZ (por Banados,

13
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Teitelboim, Zanelli) [Banados et al., 1992]. La métrica esta dada por,

2 2 2 2\ 1 2
9 r J 2. r J o o J
ds? = ( M+€2+4>dt ( M+£2+42> a4 (Lpdi+dg) , (43)
que tiene rotaciéon en la coordenada ¢ con velocidad angular J, y para el cual se obtiene,
N . e
20} or JGME + GIVITE —

(44)

2.2.3. Cargas de Noether-Wald

Una de las formas més naturales que puede adoptar la densidad lagrangrana es aquella
en que sélo depende de la métrica y la curvatura L (g,., Ruvag). De acuerdo con [lyer and
Wald, 1994, Rivera-Betancour and Olea, 2018] la corriente conservada asociada a un vector

de Killing esta dada por
V=gJ" =2EL(V,V + RIIET) 4+ €L, (45)

donde E¢j = - Rﬁ 5.

Los ultimos dos términos en (45)) son proporcionales a las ecuaciones de campo por lo

que se anulan on-shell. El primer término de lado derecho de satisface la identidad

de Bianchi, con lo que la corriente conservada puede escribirse como

V=gt =2V, (BLEVER), (46)

donde la corriente J* es J* = V,Q". La carga conservada puede expresarse como

una integral en la superficie de codimensiéon 2, que denotaremos S

_ nwyo__ D—2 %
_/stWQ _/sd zy/ou,n, Q" (47)

aqui o es el determinante de la métrica de la hipersuperficie S y u,, n, son 1-formas
normales a S.

Finalmente, reexpresamos la carga conservada sobre una superficie S como,

Qle = [ d"*ay/o eW vafﬁ (48)

14
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3. Holografia

En los sistemas fisicos usuales la entropia es una cantidad extensiva, es decir, es pro-
porcional al volumen del sistema. Sin embargo, en el caso de los agujeros negros la entropia

esta dada por,
kg
Spy=— A 49

donde /p es la longitud de Planck {p = /Gh/c3 y A es el drea del horizonte de eventos.
Esto es parte del principio holografico propuesto por 't Hooft [Hooft, 1993] y Susskind
[Susskind, 1995], el cual establece que “los grados de libertad se encuentran en la super-
ficie”. El hecho de que la entropia del agujero negro sea proporcional al area del mismo,
y no al volumen, como se esperaria de una propiedad extensiva del sistema, da un primer

indicio de que los grados de libertad del mismo se encuentran en el horizonte de eventos.

El origen de la ST (por String Theory) data de fines de la década del 1960, en aquel
entonces fue estudiada para tratar de entender la dinamica de los hadrones y mesones que
interactuan mediante la fuerza nuclear fuerte. La teoria fue disenada para explicar, entre
otras cosas, las llamadas trayectorias de Regge, que vinculan la energia con el momento
angular de los hadrones segtin la ley J = o/ E%. Sin embargo, a mediados de los afios 70,
se logré una descripcion correcta de la interaccion fuerte entre quarks y gluones mediante

una QFT con simetria SU(3) conocida como QCD (por quantum chromodynamics).

Es interesante destacar que el modelo de cuerdas provee una descripcion util de ba-
jas energias para la dindmica de los mesones, dado que estos estan formados por un par
quark/anti-quark “unido” por gluones que forman una especie de “tubo de lineas de fuer-
za”, lo que nos permite pensarlo como una cuerda que une el par quark/anti-quark. Dado
que la tension de la cuerda que une los quarks es independiente de su longitud, necesita-
mos una cantidad infinita de energia para separarlos. Este razonamiento explica al menos
cualitativamente el comportamiento de QCD a bajas energias, es decir, en el régimen no-
perturbativo. Esto ltimo hace pensar que existe alguna relacion entre teorias de gauge en
el régimen no-perturbativo y teorias de cuerdas. Al dia de hoy atin no se conoce la relacion
exacta entre teoria de cuerdas y QCD, sin embargo, existe una realizacién de esta dualidad
entre teorias de gauge fuertemente acopladas y ST, es la conocida como “Conjetura de
Maldacena” o correspondencia AdS/CFT |Maldacena, 1999]. En su versién original esta
dualidad relaciona una QFT en R'® muy particular (una teorfa de Yang-Mills (YM) con
supersimetria e invariancia de gauge SU(N) en el limite de acoplamiento fuerte), con una
teorfa de Supergravedad (que es el limite de baja energia de ST) en un fondo AdSs x S°.
La geometria anti-de Sitter y el hecho de que N' = 4 SY M es una teoria de campos
conforme (CFT) es lo que le da el nombre a la conjetura: correspondencia AdS/CFT.
Otro aspecto muy interesante y curioso de la correspondencia AdS/CFT es que relaciona

teorias de distinta dimensionalidad. Vincula una teoria de campos en cuatro dimensiones

15
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espacio-temporales planas con una teoria de gravedad en un espacio de anti-de Sitter de
cinco dimensiones. Es en este sentido en el que se denomina a la correspondencia como
una dualidad “holografica”, como los hologramas que codifican una imagen tridimensional
en una superficie bidimensional.

En esta introduccién no expondré los detalles de la correspondencia AdS/CFT en
su version original que es la que acabamos de mencionar. Mas concretamente, lo que
haremos sera presentar la correspondencia AdS/CFT empleando la prescripcién de Witten
[Witten, 1998] para el caso sencillo de un campo escalar y usar esto como introduccion
para la extensién Warped AdS/Warped CFT que concierne a este trabajo. En este capitulo
estudiraremos cada lado de la dualidad por separado preparando el terreno para establecer

la correspondencia.

3.1. Espacio Anti-de Sitter

El espacio-tiempo anti de Sitter es una solucion de vacio de las ecuaciones de Einstein

con constante cosmologica negativa. La acciéon de Einstein-Hilbert es

_ 1 D
I = omere /d y/lg|(R —20), (50)

donde estamos considerando una métrica lorentziana con signatura (— -+ ...+).

Las ecuaciones de Einstein en vacio T, = 0 satisfacen

1
R, — §g,wR +Ag, =0 (51)
2D
= A 2
R D5 (52)
A
R, = D _ o I (53)

Es decir, tienen la propiedad de que el tensor de Ricci es proporcional a la métrica;
son espacios de Einstein.
Ademas en el caso particular de AdS también se trata de un espacio maximalmente
simétrico
R
RIU/PO' = D(D . 1) (gl/Ugl/«P - g’/ﬂg/ﬂf)' (54)
Con las convenciones anteriores el espacio AdS corresponde a una solucién de vacio

con A < 0 sin singularidades.

Otra manera interesante de introducir el espacio AdS;.; es como una superficie em-

bebida en un espacio lorentziano R>?. AdS,, 1 es un hiperboloide
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X2 - Xe+ X4+ X =1 (55)
en un espacio plano (d + 2)-dimensional con métrica

ds? = —dX?, —dXZ +dX}+ ... +dX3. (56)

Por construccion, este espacio tiene por grupo de isometrias a SO(2, d), por lo que AdSg1

también es invariante ante las transformaciones de SO(2,d).

El espacio puede parametrizarse en términos de coordenadas (7, p, 01, ...,04_1), es

decir, podemos expresar X = X(T, p,01,...,04_1) como

X_1 = {cosh psin (;)
-
X — J Xo = {coshpcos <> (57)
l
(X1, ..., X4_1) = {sinh p (cos 61, sin 6y cos by, ...,sin 6;...sin 0y_1) .
gd—1
de modo que X2 = —¢2. Nétese que los dngulos (61, ...,04_1) parametrizan una esfera

S?=1. En estas coordenadas, conocidas como coordenadas globales la métrica de AdSyy4

queda
ds* = (*(— cosh p*dr® + dp* + sinh p* dQ3_)). (58)

Aqui 7 € [0,27) es periddica, por lo que la curva con vector tangente 0, serfa una curva
tipo-tiempo cerrada, lo cual es problemético en términos causales. Sin embargo, podemos
extender 7 tal que 7 € R de modo que los puntos 7 y 7 + 27 son distintos. De esta
manera eliminamos las curvas tipo-tiempo cerradas, lo que pictéricamente se podria decir
que equivale a “desenrollar el hiperboloide”. A este nuevo espacio es al que llamamos AdS

y esta carta con 7 € R se denomina “cubrimiento universal”.

Ahora veamos en qué sentido el espacio de Mink, es el “borde” de AdS,, ;. Para esto

escribimos AdSgy1 en el “parche de Poincaré” (Poincaré Patch),

z Lo o i
L
L | Xe=
X = (59)
A
? Lo o i i

—_
~J
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donde i =1, ...,d, quedando el elemento de linea

L2
ds* = ﬁ(nwdx"dx” +dz?). (60)

Finalmente, veamos el comportamiento del parche de Poincaré en el “borde” z = 0.
En el limite z — 0 el factor 5—22 — 00. Si tomamos z = € constante = dz = 0 y luego

consideramos € < 0,
2

ds?|.—c = fz(nwdx“dx”). (61)

Si ahora realizamos una transformaciéon conforme de la métrica ds” = Q(x)ds? tal que
Q(x) no tenga polos en € = 0, notaremos que el nuevo elemento de linea ds” es conforme a
la métrica de Minkowski. El “borde” de AdS;,; es un “borde conforme”; define una clase
conforme de métricas d-dimensionales. En este espacio de Minkowski de d dimensiones
estard formulada la teoria de campos conforme de la correspondencia AdS/CFT, que
denominaremos “teoria del borde”, mientras que nos referiremos a la teoria de gravedad

en el interior de AdS como “teoria del bulk”.

3.2. Teoria de campos conforme y simetrias

En esta seccion estudiaremos las teorias de campos conformes, y nos preocuparemos
principalmente en sus simetrias dado que éstas permitiran vislumbrar la condicién ne-
cesaria pero no suficiente para establecer una dualidad holografica; que los espacios de
cada lado de la dualidad tengan el mismo grupo transformaciones de simetrfa. Esta y la
siguiente subseccion estan escritas en base al libro “Conformal Field Theory” de P. Di
Francesco et al. |[Francesco et al., 2012].

Para comenzar es oportuno aclarar que no debe confundirse la invariancia de Weyl
con la invariancia conforme. La invariancia de Weyl es una propiedad de todas las teorias

en las que la transformacion

Guv — g;w = Q(x)g,uua (62>

es una simetria. En otras palabras son invariantes ante un reescaleo arbitrario.
En el caso de la invariancia conforme de una QFT la métrica estd fija y una transfor-
macion conforme de las coordenadas  — T que deja a la métrica invariante a menos de

un factor de escala. Por ejemplo en el espacio de Minkowski,

uv = /\<I>n,uua (6?))

en el caso de que A = 1 tendremos las isometrias, el grupo conforme tiene como subgrupo
al grupo de Poincaré.
La diferencia fundamental con la invariancia de Weyl radica en que la métrica es fija y

que existen transformaciones de Weyl que no pueden pensarse como un difeomorfismo. El
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nombre “conforme” viene del hecho de que una transformacion conforme de coordenadas
no altera el angulo entre dos curvas.
Para encontrar los vectores generadores de los difeomorfismos del grupo conforme

trabajaremos en el espacio de Minkowski 7,,,. Un difeomorfismo infinitesimal satisface

. 0z Ox”
Guv — g;w(m) = 9w + 5g;w = @@galﬁ (64)
entonces una transformacion conforme sera tal que
N 0z 0xP
G = U2 G = 5= 57 Gap - (65)

Para encontrar los vectores de Killing consideremos ahora una transformacion infini-

tesimal
o

~ Ox « «@

de modo que el intervalo es
ds® = n,drtde” — d3* = ds* + (0,&, + 0,&,)da"da” . (67)

Ademis como Q(x) > 0 podemos escribirla infinitesimalmente como 2 = e!+7(®) ~
1+ o0(z)

ds® = (14 o(z))ds* = ds* + (0,&, + 0,&,)dx" dz” (68)
de donde vemos que
a,ugu + aygu = O-(x)n/u/; (69)
tomando la traza obtenemos
20," = Do(x) (70)
y queda )
o(x) = 5 LEH (71)
Reemplazando o(z) en (69),
2 «
aufu + 61/5# - 58a§ Nuv (72)
tomando la divergencia,
2
8M8}A€y + 8V8M€M - Eauaafa =0, (73)

ahora derivamos respecto a x*,

2

0,8, 4 0,0,0,8% — D

0,0,006% = 0 (74)
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1 D -2
*8(u|jfy) + 7(9“6”8050‘ =0. (75)
2 D

Reacomodando esta tltima ecuacién obtenemos una ecuacion diferencial para los ge-
neradores de transformaciones conformes,

D -2
(n,wm n Dauay> 0,6% = 0. (76)

Podemos notar dos cosas; que para DD = 2 ocurre algo que merece un estudio particular,
y ademads, que los £* son aniquilados por un operador de orden 3 y por lo tanto seran

cuadraticos en z*.

Sélo nos ocuparemos del caso D > 2, las soluciones a la ecuacién (76) son:

(a) & = a* (cuadrivector que no depende de x), corresponde a D traslaciones rigidas.

D(D-1)

5 transformaciones de Lorentz.

(b) & = wka¥ con wy, = —w,,, corresponde a
(c) &" = Az* con A constante, corresponde a un cambio de escala rigido.

(d) &* = blx,x¥ — 2xtb,x”, corresponde a las trasformaciones de simetria conocidas

como “conformes especiales”.

Podemos reconocer que el caso (a) corresponde a transformaciones O(z°), los casos (b) y
(c) son O(z) y (d) es O(z?). Ademds notamos que (a) y (b) conforman el grupo de Poincaré
(grupos de Lorentz junto con las traslaciones) que como se ha dicho es un subgrupo del

grupo conforme.

La dimensién del grupo conforme se obtiene como,

st 4= DO, ()
Het#d=D 41, (78)

de modo que la dimensién de grupo de simetrias es de %(D + 1)(D + 2). Vemos que la
dimension del grupo conforme en dimensiéon D coincide con la dimensién del grupo de
simetrias de un espacio maximalmente simétrico en dimension D + 1.

Ahora presentaremos la forma en que conmutan los generadores del grupo conforme.
Algunos de los conmutadores tienen un resultado intuitivo, por ejemplo, el de una trasla-
cién y un cambio de escala. Es facilmente imaginable que la diferencia entre (traslacién-
cambio de escala) y (cambio de escala-traslacién) debe ser una traslaciéon. Sin embargo,
pueden obtenerse en rigor haciendo el calculo sobre una funciéon arbitraria, por ejemplo

para una dilatacion y una traslacién tenemos,
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[Ax“@u, alf = A (x#auauf - 8,,(1‘“3Mf))
=\ (2"0,0,f — L0, f — 20,0, f) (79)
= —=)\0,f.

Los generadores del grupo conforme son:

P,=—i0, (Traslacién)

L, =i(x,0,—x,0,) (Transformaciones de Lorentz)

(80)
D = —i 2"0, (Dilatacion)
K, = —i (22,2"0, — x%9,) (SCT, por special conformal transformation)
y satisfacen el algebra:
[D7 PH] =1 Pﬂ
D, Kﬂ] = —i K,
K, P, = 2i(n.,D — L,
(K, P, '(77/1 ) (81)
(K, L] = i(npu Ky — npu K1)
[Pps L) = t(pp Ly — 1w Py1)
[

Lyws Lpol = 1(Mup Lo + Mpo Lup — MupLve — Nwo Lyp)

Las transformaciones finitas se obtienen exponenciando estos generadores y puede verse

que son:
(a) # = ot 4 a* (traslacién finita)
(b) " = wha¥ (transformacién de Lorentz finita)
(c) @ = e a* (dilatacién finita)
~ _ 2
(d) " = spme (SCT)

Existe una forma de escribir estas relaciones de conmutacion de manera mas compacta,

para esto definimos los generadores:

Juw = Ly S = *(PM - Ku)

Jfl():D J(]u:*(P/,L‘i‘KH),
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donde J = —Jpe, a, b= —1,0,1, ..., d. Las relaciones de conmutacion quedan,

[Jaba ch] - i(nadec + nchad - 77ac=]bd - nbd(]zzc) (82>

donde 7,, = diag(—1,—1,1,...,1) es una métrica ficticia que tiene dos signos menos.E]
Escrito de esta manera vemos que los generadores del grupo conforme satisfacen las re-
laciones de conmutacién de SO(2,d) que coincide con las isometrias de AdS,;. Este serd

uno de los ingredientes fundamentales para la correspondencia AdS/CFT.

Para terminar este apartado prestaremos atencion a aquellas funciones que sean inva-
riantes ante el grupo conforme, buscamos una funcién f(x;) de N puntos que sea invariante

ante estas transformaciones.

La invariancia traslacional requiere que la dependencia en x sea del tipo (x; —x;). Por

su parte la invariancia ante rotaciones impone que la dependencia en x solo pueda ser del
oz’

Ox
transformacién de Lorentz).

tipo |x; — x;| dado que =1y ademas |x; — x;| = |Ax; — Ax;| (donde A denota una
La invariancia ante cambios de escala implica que f(x;) solo puede depender de co-

cientes del tipo,
[xi — X

(83)

X1 — x|

Finalmente, ante transformaciones especiales, la distancia entre dos puntos transforma

de la siguiente manera

Ixi — x| = [xi — ;| (84)
' J (1 —2b'Xi—|—b2X12)1/2(1 —Qb'Xj +b2Xj2)1/2’

de modo que es imposible construir f con 2 o 3 puntos. La posibilidad mas simple es de

4 puntos y corresponde a los “cocientes anarmoénicos” o “cocientes cruzados”,

|x1 — Xa||X3 — X4 |x1 — Xa||x3 — X4

|x1 — X3||X2 — X4 |x2 — X3||x1 — X4

Con N puntos pueden construirse N(N — 3)/2 cocientes cruzados independientes.

3.2.1. Funciones de correlacién en una CFT

Notacién: por simplicidad en esta seccién omitiremos el uso de la negrita x sobren-
tendiendo que z; denota el vector llamado 1 y no la componente covariante 1. Esto suele

quedar claro en el mismo contexto de la ecuacion.

Para comenzar definiremos a los campos “cuasi-primarios” como aquellos que ante un

5Si por el contrario hubiéramos trabajado en el espacio euclideo plano, que en coordenadas cartesianas
tiene g,, = 0, aqui ng = diag(—1,1,...,1).
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cambio de escala transforman como,

ox’'

o(x) = ¢'(2') = o

o(z), (85)

donde el exponente A se denota como “peso conforme” y |0z'/0x| es el jacobiano de la

transformacion de coordenadas conforme relacionado con el factor de escala 2(x) segun

or’'

5| = Q(z)~ P2 (86)

La funcién de dos puntos es

(1)) = 5 [ D 61(0)0u) €1, (57)

donde ¢y, ¢, son campos cuasi primarios (no necesariamente distintos). ¢ denota el
conjunto de todos los campos funcionalmente independientes en la teoria (al que ¢1 y ¢

deben pertenecer), I[®] denota la accién que asumimos invariante conforme.

La invariancia conforme supuesta en la acciéon y en la medida de integraciéon de la
integral de camino conducen a la siguiente regla de transformacion para la funciéon de dos

puntos

Ay/D Ao /D

o (61 (2) () (s8)

(p1(21)P2(22)) = 9

oxr’'

ox

r=x] T=x2

Concentrémonos en el caso en que la transformacién es una dilatacion r — Az ten-

dremos,

(1(21)Ba(m2)) = A21T22 (P (Amy) o (Aa2)) . (89)

Como hemos visto en 3.2 la invariancia ante traslaciones y rotaciones impone que la

funcion de correlacion de dos puntos tenga una dependencia de la siguiente forma

(01(21)¢2(22)) = f(l21 — 22]), (90)

donde debido a f(x) = X\21T22 f(\x). Finalmente, se concluye que

(Gr(a1) o)) = —— 2 (91)

o |x1 — x2|A1+A2

donde (' es un coeficiente constante.

Solo nos resta explotar la invariancia ante transformaciones especiales para conocer

las propiedades de la funcién de correlacién de dos puntos. No lo hemos demostrado, pero
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para una SCT vale que

1
(1—2b-z+ b2 22)D

Qz)=(1—-2b-2+ b 2*)° = ‘gx = Q(z)P% = (92)
T

Ahora, dada la transformacion para la distancia entre dos puntos, la covarianza

de la funcién de dos puntos (91)) implica,

A1/D As/D

o
ox

012 _ 012 (7172>(A1+A2)/2 (93)
T2 ‘xll - $/2‘A1+A2 71A172A2 |£IZ'1 - ‘%Q‘A1+A2 ’

Cio - 3796’
ox

‘xl — x2’A1+A2 B

r=x1 =

con y; = (1 —2b- x; + b* 22).
Esta restriccion solo se satisface si Ay = A,. En otras palabras, dos campos cuasipri-

marios solo estan correlacionados si tienen la misma dimensién conforme A:

% s si Al = AQ
flz) = { lor — x| (94)

0 7SiA1#A2

Trabajando de manera analoga se puede arribar a la expresion para la funcion de

correlacion de 3-puntos,

0123
(P1(m1)pa(T2)P3(73)) = (21 — o ArtBa=Bap, — gy[Aetda—Bi|g, — go|ArtAs—As’

(95)

Podria creerse que el resto de las funciones de correlacién son analogas y que solo estan
indeterminadas por una constante de normalizacién. Sin embargo, la funcién de 4-puntos

(o més) tiene una dependencia arbitraria respecto de los cocientes cruzados, i.e.,

4

T12T34 T12% CA—A

(1(1)-n(ae)) = f (L2008 D) TP /57870 (96)
T13%24 T23T14/ ;.

J

‘ _ _ 4
Hemos abreviado z;; = |z, — x| y A = X5, As.

3.3. Conjetura de Maldacena (AdS/CFT)

Ya hemos visto qué propiedades tienen el espacio Anti-de Sitter en dimensiéon D+ 1y
una teoria de campos conforme en Minkowski de dimension D. Ademas hemos comprobado
que tienen el mismo grupo de simetrias SO(2,D). El objetivo central de esta seccién
es senalar de manera precisa qué objetos en la teoria de gravedad en Anti-de Sitter se
corresponden con objetos en la CFT. En la jerga a esto se lo suele llamar "diccionario
holografico".

Usaremos la figura [1| para hacer més pictorica nuestra presentacion de la correspon-

dencia. Por un lado tenemos una CFT que se encuentra en la regiéon diagramada como
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“conformal boundary” en la figura y una teoria de gravedad en Anti-de Sitter que com-

prende el interior del cilindro dibujado. Repasemos propiedades de estos dos espacios.

time anti-de Sitter space y \

conformal
boundary

Figura 1: Espacio Anti de Sitter

La accién de una CFT en D dimensiones esta dada por
Icrr = /dt /dDilili Lorr. (97)

Una teoria de campos conforme es invariante ante un cambio de escala si al cambiar

de coordenadas los operadores transforman de la siguiente manera
zt— 1t Oa — A20a, (98)

donde A se denomina dimensién conforme o peso conforme. O (z') = Oa(t, ) con i =
0,1,...,D — 1y el grupo de simetrias es SO(2,D).

Por otro lado, una teoria de gravedad en Anti-de Sitter tendra accion

Tpqs = /dt /dD_lx /d?" \/E‘Cgrcw[h;unq)av(DwAu?“] (99)

donde hemos denotado por h,, a una perturbacién de la métrica de AdS, g,,, = gﬁ,fls +hu,

v =20,...,D. También denotaremos,

2=t
2t = {t, 7} (100)
P =r

Tipicamente, L0 = R — 2A + Lonateria-
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En las coordenadas de Poincaré, el intervalo de Anti-de Sitter es

dr? .
o= I (2 /0%)mida* da? (101)

y cambiando r/¢*> — r obtenemos

dr? S
ds® = ((7"2;62) + (r2/€2)nijdxzdxj> : (102)
y fijando ¢ =1,
p _dr® i
ds* = T nijdz'da’ . (103)

Este espacio tiene las siguientes propiedades:

= Es maximalmente simétrico, es decir, tiene el maximo de vectores de Killing para

su dimension.
= Es solucion a las ecuaciones de Einstein con A < 0.
» Tiene curvatura constante negativa.
» Tiene grupo de isometrias SO(2,D) .

» Es conformalmente plano (en el sentido de Weyl que hemos mencionado), es decir,
su métrica puede escribirse de modo que tenga un factor conforme multiplicada por

Minkowski en una dimensién menor.
= Es homogéneo.
= No es globalmente hiperbdlico si es que no existen curvas temporales cerradas.
= Es no compacto.

Consideraremos perturbaciones de AdS, por lo que la métrica (103]) tendré cambiada

la parte de 7,
2

d o
ds? = g dads” = TZ + 2y (r, ) datda? (104)

Dfl)

r=(t,z', .. x . La perturbacion tiene un desarrollo de Fefferman-Graham [Fefferman

and Graham, 1985| de Haro et al., 2001]
gi7 = r2hiy(r,F) = r2h) @) + B () + 2K @) + . (105)

Ademas de la perturbacion de la métrica puede haber otros campos que en su desarrollo

quedan,
d = r20OF) + r2 oW (@) + 2203 (1) 4 ... (106)
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Estos campos ® y g;; en AdS se relacionaran con otros campos en el “borde” (r — 00)
de AdS,

95 = 2y (1, ©) = 720 @) + b @) + 2D @) 4 e Ty (E)
® =r200@) + r21oW(F) + r2 203 (F) + ... «— OaF)

El diccionario hologréafico consiste de indicar precisamente esta correspondencia.

3.3.1. Diccionario holografico

La conjetura de Maldacena puede expresarse coloquialmente como:

“Toda teoria de gravedad en Anti de Sitter (D+1)-dimensional es dual a una teoria de
campos conforme en D dimensiones.”

Originalmente, Maldacena mostré que una teoria de cuerdas en AdSs x S° es dual
a la NV = 4 Super Yang-Mills con grupo de simetria de gauge SU(N). Nosotros nos
concentraremos en el trabajo que Witten [Witten, 1998] publicé meses después resumiendo

la correspondencia en una prescripcién que veremos a continuacion.

Prescripciéon de Witten-Gubser-Klevanov-Polyakov

La correspondencia AdS/CFT puede resumirse como
{Teoria de gravedad en AdSp;1} = {CFT en Minkp} (107)

donde la “equivalencia” significa que tanto la teoria de gravedad en un fondo AdSpyq
como la CFT en Minkp son descripciones equivalentes de la misma fisica. Pero esto no es
suficiente, necesitamos saber como realizar calculos explicitos utilizando la corresponden-
cia AdS/CFT. Witten [Witten, 1998] e independientemente Gubser, Klevanov y Polyakov
[Gubser et al., 1998] introdujeron una prescripcién para este fin; la idea es establecer una
relacion precisa entre un operador O de la teoria de gauge y un campo ® de la teoria
de gravedad. Los autores han prescrito una “receta” para poder obtener funciones de co-
rrelacion de la teoria del borde con acoplamiento fuerte utilizando el comportamiento de
la teoria de gravedad en el régimen perturbativo. La funciéon de particién de la teoria de

gravedad y la funcional generatriz en la teoria de campos satisfacen
Zgrao|®|aas(@)] = (ef 42T @O@) (108)

donde ®© es la fuente del operador O (en jerga de teoria de campos denotada con .J) de

la CFT y ® es campo dual en AdS. Se asume la identificacién de ®© con el valor en el
borde de ®.

En general es dificil y en algunos casos imposible calcular el lado izquierdo de (108)), sin
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embargo, bajo ciertas condiciones podemos obtener la funciéon de particiéon de gravedad en
su aproximaciéon de “saddle point”, evaluando la accion clasica euclidea en una solucion

de las ecuaciones de movimiento, también llamada accién on-shell,
2100 |@O] s ¢ Ton—snetl®Gin..], (109)

La forma més usual en que se usa la conjetura es aquella en la que la teoria de gravedad esté

bajo una aproximacion semiclasica y la CFT esta en el régimen cudntico no perturbativo.

Por definicién, las funciones de correlacién de la teoria de gauge del borde son

(O(21)...0(@n)) cpr = (=1)" 56;(1;?)2053?5})

(110)

)
J=0

donde J es la fuente del operador O. En general, es posible calcular las funciones de
correlacion de la teoria de gauge (110)) en régimen perturbativo, pero se vuelve muy dificil
fuera de éste. Sin embargo, utilizando la correspondencia AdS/CFT junto con la
aproximacién (109) e identificando J = ®© obtenemos la prescripcion de Witten para
calcular funciones de correlacion de la CFT utilizando la acciéon de gravedad,

n 5n[on—shell [q)(O)

class]

60J(z1)...0J (z,)

<O<x1)'~o<$n)>cFT = (-1 (111)

J=0

Puede ocurrir que el lado izquierdo de no esté bien definido en acoplamiento
fuerte, sin embargo, el lado derecho es calculable. También es importante destacar que
como AdS tiene un volumen infinito cantidades como la accién on-shell o las funciones
de correlacion sufren de divergencias IRH (UV en la teoria del borde) y es necesario
introducir un procedimiento para renormalizarlas, este es el método de renormalizacion

hologréfica que estudiaremos en detalle en [3.4]

Ahora nos ocuparemos de ser un poco méas explicitos mostrando cémo funciona la
correspondencia en el caso del campo escalar. Consideremos el intervalo en el espacio de

AdSp,; en las siguientes coordenadas

dx + dx? + ... + da?
s> = Yot lt iy (112)
Lo
que corresponde al parche de Poincaré, en el cual el “borde” de Anti-de Sitter se encuentra
en rg = 0 y en el que hemos hecho una rotaciéon de Wick en la coordenada t. Usaremos

subindices para numerar las coordenadas, esto no debe confundirse con las componentes

5Con IR nos referimos al régimen infrarrojo de la QFT en cuestién, es decir, baja energia o equiva-
lentemente escalas de distancias grandes. La divergencia del lado de gravedad es Infra Red porque se
debe al comportamiento a grandes distancias » — co. La correspondencia relaciona teorias en regimenes
opuestos, asi que lo que es IR en el bulk es UV en el borde.
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covariantes de algtin vector.
En estas coordenadas la ecuacion de Klein-Gordon para un campo no masivo queda

Oaas® = |+ d_j2-p_d + 2 & + 2 & + .t 2 & d=0 (113)
=|\+—zy —+r5-— +r5-—+ ...+ =
Ads dry ®  dxg " %dx? " TVda? O dx2, ’

que tiene por funciéon de Green al “bulk-boundary propagator”,

D D
Lo Lo

K(zo) = — . 114
(%) (224 22+ ...+ 23)" 2 )P (114)

con (xg, 1, ...,xp) = (To, ).

El nombre se debe a la siguiente propiedad del propagador,

Oaas K (2, 7) =0 six #0
Ougs K (zo, T) = 67 () six =0.
Con esta funciéon de Green podemos escribir ¢ tal que

D
)

(8 + 12 = 421)"

@($0,$1>-~-,$D):// / dyidys ... dyp (I)O(y1>-'-ayD) (115)

(I)()(Qfl, ...,ZL‘D) ~ g}ggl()@(l'o,l'l, ...,[L’D>

Y & cumple:

Uags® =0 six #0
DAdSCI):q)Q six=0.

La accion de un campo escalar libre no masivo en espacio-tiempo curvo es
1
1] = / APy \fg V, BV, (116)
la evaluamos en el caso particular en que ® es &, en el borde, y tenemos
1
ass[®] = 5 / APy /g V, OV . (117)

Haciendo integracion por partes y usando las ecuaciones de campo

1 1
Lutass[®] = 5 / APV /G g V (DY), (118)

Zo
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y finalmente, usando el teorema de Stokes queda

Lutass[® / dz?” qm Vi, (119)
Reemplazando (115]) en esto ultimo obtenemos
class /d /d ) (120)

Taowd®) = 2 [ a7 [ dy*«bo(f);@o(g). (121)

donde V2 = V2 o = (7 — ).

De manera general, en una teoria de campos de dimensiéon D tenemos que la funcional

generatriz es

_ / D ¢~ 1@+] dPaI@)o() (122)

donde Z[J = 0] es la funcién de particion.

1 0Z[J]
Z[J = 0]0J(2)0](y)--0](2) |,

= 5—q /| Peoot)) T (123)
= (016(2)6(3)--.6(2) 10 (124)

También se demuestra de manera genérica en el formalismo de integral funcional que

la funcional generatriz se puede escribir en funcién de la funcién de particién como
Z[J] = el e [P I5T Z1 1 = ], (125)

donde D es el operador que aniquila al campo en la ecuacién de campo g—é =0= D¢ =0,

en este caso sera [.

Entonces, ahora comparamos la ecuacion (125 con la accién clésica en AdS ([121])

Z[J)=el 7] dDyJ%JZ[J = 0]
class /dD+1 /dD+1 CI)O( )7
e identificamos que @y (7) = J.
Resumiendo, tenemos para la CFT del borde:
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Z[J =& = /ng o 1(®)= [ dPy o(y)o(y) (126)

I= d” = dPy 0;¢0'¢ + ... 12
/boundary Y £(¢) /Mink 4 az¢8 ¢ + ( 7)

Y para la teoria de gravedad del bulk:

[class = / dD+133 \/Eg‘“’v,ﬂ)v,fb + ... (128)
bulk

$o

= ®o(y1, - yp) (129)

xo=0

(I)(xl)?yla -"7yD)

zo=0

La correspondencia es entre la funcién de particion de una teoria de campos (que con-
sidera a las fluctuaciones de la métrica como un campo) en dimensién D, asintoticamente

AdS, y la funcién generatriz de una CFT en dimensiéon D — 1

(130)

Ya hemos mostrado en este ejemplo explicito como funciona la correspondencia para
el campo escalar y cual es el diccionario holografico. Sin embargo, ésta tiene validez para

un campo P mas general; en el bulk ® tiene un desarrollo
O(r,7) = r2dO®@) +r2 oW (E) + ... (131)
La accién de la teoria del borde es
lopr = [t [a”"'a Loprle.0n) + [ dt [ de” I @OAR) (132)

f=(t..D—1)

y el diccionario holografico es

O(r, 1) +— OA(Y) (133)
dO(7) «— J(@). (134)

El campo & es genérico. Bien podria ser, por ejemplo, la métrica

his(r,£) = 2R () + B () + ... (135)
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Entonces reconsideramos la ecuacién (132)) tomando a la métrica como campo
Iopr = / dt / AP Lo (z, O8:) + / dt / dzP 00 (®) 0, (@) (136)

J corresponde con hg-)) y la dimension conforme es A = 2

En ese caso ya conocemos de antemano qué es el campo OZZQ respondiéndonos la
siguiente pregunta: ;qué campo tiene rango 2, es la derivada de la accién respecto de la
métrica y existe en toda teoria conforme? Cuya respuesta es obviamente es el tensor de

energia-momento,

55];(? = 09_, ~TY, (137)

Noétese que O no es directamente ® sino que se relaciona con ® (que en el ejemplo es la

métrica) siendo la derivada funcional de la accién respecto de @ (hg))) La correspondencia
no es trivialmente ®(r, ¥) = O ().

Para ser mas explicitos con el caso de ® genérico es conveniente mencionar el cuadro

espin/peso conforme correspondiente a AdSgy; que se encuentra en el review |Aharony

et al., 2000],

= campo escalar: Ay = (d £ Vd? + 4m?),

= campo espinorial: Ay = (d + 2|m]),

» campo vectorial: Ay = % + mzﬂ’

i
» p-formas: Ay =4 + \/W%P)Q7

= (d/2)-formas de primer orden con d par: A = £ + |m],
= campo de Rarita-Schwinger: A = 4 + |m)|,

= campo no masivo de espin 2: A = d.

3.4. Renormalizaciéon holografica

Las funciones de correlacion de n-puntos de la CFT (y también en QFT) suelen tener
divergencias en los puntos de coincidencia x; — z; y capturan informacién importante
para la teoria. Nosotros nos vamos a concentrar en valores de expectacion, que pueden
pensarse como una funcién de 1-punto. Para evitar divergencias en el valor de expecta-
cién del tensor de energia-momento de la teoria del borde recurriremos al procedimiento
conocido como “Renormalizacién holografica” apoyandonos en el trabajo de los autores

[Balasubramanian and Kraus, 1999).
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Para ser concretos, nos preocuparemos por el valor de expectacion del tensor de
energia-momento de la teoria del borde, dado que serd esto lo que necesitaremos para
luego calcular cargas conservadas en la seccién [4.2.2] Hemos visto en la seccion que

el tensor de energia-momento de la teoria del borde es dual a la métrica del borde

decrr

=O_, ~ T (138)
(©) =2
She

Hemos sido algo inexactos en la exposicién anterior dado que el lado izquierdo de la

expresion no es un tensor, para que lo sea debemos tener

2 5Ion—shell
0 54

ij ij

(17) = (139)

Redefinido de esta manera el tensor del lado derecho corresponde a un tensor conocido

como tensor cuasilocal de Brown-York [Brown and York Jr, 1993/,

i 7 2 5[0nfshell
THy = 140
BY \/—_h 5hlj ) ( )

donde h;; es la métrica inducida en la hipersuperficie de r constante. En adelante utiliza-

©)
ij

remos h;; para referirnos a la métrica del borde en lugar de usar g

Para hacer la renormalizacién holografica debemos primero tener un principio varia-
cional bien definido fijando condiciones de Dirichlet para la métrica, esto es, que al variar
la accion respecto a la métrica se obtengan las ecuaciones de campo como condicién de
extremo en la acciéon. Para que sea “bien definido” se deben agregar términos de borde

como se mostrard a continuacién en el caso de GR.

3.4.1. Renormalizacién holografica en GR

Estudiaremos en detalle los términos de borde que hay que anadir a la accion de EH
para que esté bien definido el principio variacional. Ademas veremos qué términos deben
agregarse a la accion para evitar que diverja y cémo afectan estos términos al tensor de
Brown-York.

La accién completa de GR es
Igr = Ipn + I + Inat + 1o (141)

donde Igy es la accion de Einstein-Hilbert, Iz es un término de borde también conocido
como término de Gibbons-Hawking y I.; son contratérminos cuya funcién es eliminar las
divergencias en la accion y regularizar el tensor de energia-momento del borde. En nuestro

caso solo nos ocupamos de teorias en vacio por lo que I, = 0.

33



3 HOLOGRAFIA Gerénimo Jesus Caselli

Consideremos la accion de Einstein-Hilbert
[—— /dD (R —2A) (142)
T el Rt ’
al variar respecto a la métrica obtenemos,

(167G)olpy = /M dDa:\/§ (Gap + Agag)ég“’g — jg/vl dD_ly\/E haﬁéga/g#n’”, (143)

donde n* es el vector normal a OM.

Para introducir el término de borde debemos recurrir a la curvatura extrinseca, los
detalles sobre la misma se exponen en el apéndice @ Dado que la métrica inducida hqg
estd fija, la tinica cantidad del borde que podemos variar es K, la traza de la curvatura
extrinsecaﬂ

K = h"Kgy =n,
= (n*n” + h*)na.p
= h"nap

= haﬂ(na76 - Flﬁnv)

La primer identidad es obvia a partir de la definicién de curvatura extrinseca (257)) que
dimos en el apéndice [B] En ella los indices griegos «, 3,... = 0,1,...,D — 1 y los latinos
a,b,...=0,1,....D — 2.

Al variar la curvatura extrinseca respecto de la métrica se obtiene

0K = —h*6T'4n,

1 [0
=30 ?(6Guas + 09up.a — 0apu)n”
1
= §haﬁ(5ga5’#n” 5

donde hemos fijado condiciones de Dirichlet para la métrica, i.e., que las derivadas tan-
genciales de dg,s3 se anulan en M. Por lo tanto, tenemos que la variacién del término de

borde es
(167G)815 = b f APy VhK = jé APyl hoP6gas . (144)
oM oM

Entonces, la adicién del término de Gibbons-Hawking junto con condiciones de Diri-

chlet basta para tener un principio variacional bien definido con accion

| |
[=— / D —2A D=1y /hK 14
G ] VI B2+ gm g dPYVRE (145)

"Con el punto y coma se indica la derivada covariante Vg = gV + rg vo.
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cuya variacién ya no contiene derivadas normales de dgqg,
(167G)5I = / d*2\/7 (Gus + Agas)0g™”. (146)
M
Por completitud cabe mencionar que en caso de tener materia

Inat[0; 9] = /M d*z\/g L (0, D.a; Gas), (147)

y puede verse que da
1
6[mat[¢; g} = _5/ d4$\/§ Taﬁégoﬁ? (148)
M

como es de esperarse.
Nos resta ver qué funcién cumplen los contratérminos I.;. Consideremos un espacio-
tiempo M (d+1)-dimensional que tiene una foliacién por hipersuperficies de r constante

N. La métrica escrita en una descomposicién de tipo-ADM es
ds® = N*dr* + hy;(dz' + N'dr)(dz? + N’dr). (149)

donde i,j = {0,1,...,d — 1} y hy; es la métrica en las hipersuperficies N de r constante.

En el espacio Anti-de Sitter la métrica del borde adquiere un factor de Weyl infinito
cuando tomamos r — oo, por lo tanto pensaremos el borde de AdS;,; como una clase con-
forme de bordes. Con estos contratérminos el tensor de energia-momento renormalizado

€S
1 2 &I,

T = g (Kij = Khij) = T ohi
donde I, es tal que cancela las divergencias cuando tomamos r — oo en /. Denotaremos
al borde de la variedad como OM = lim,_,., N.

De acuerdo con [Balasubramanian and Kraus, 1999| los términos de borde para AdSs,

AdS,; y AdS5 en GR son:

(150)

1 1 1
I4% = — eV —h =T = — (K — Khij — h)
ct 82Gl Jom © TV TN T G T e \ M i~ g
[Ad54__ 1 d3x,/_hg 1+§ﬁg :>T*—1(K—Kh—2h+€é>
¢ 871G Jom I 4 0 8rG Y E A g
1 3 2 . 1 3 0 A

(151)

hemos utilizado R, G;; para referirnos a las cantidades asociadas a la métrica h;; de OM.

Notamos de aqui que la cantidad de contratérminos aumenta con la dimensiénﬁ. Aqui

8Existe un formalismo para escribir estos contratérminos de manera general pero no fue lo utilizado
en este trabajo [Kofinas and Olea, 2007].
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construimos [ con cantidades intrinsecamente invariantes del borde de modo que no

contribuyan a las ecuaciones de movimiento
I, = /dd:v\/—h (ap + ay R), (152)

y ajustamos los coeficientes ag, @y de modo que cancelen las divergencias de la accion. Este

ajuste debe realizarse para cada métrica particular cuya accién pretendemos renormalizar.

3.4.2. Renormalizacién holografica en EGB

Ahora estudiaremos el mismo esquema de renormalizacion pero en la teoria de
EGB, dado que la accion tiene méas términos también deben agregarse nuevos términos
de borde, éstos han sido estudiados por el autor [Myers, 1987]. Ahora haremos un breve
repaso usando la notacién de [Davis, 2003] para luego mostrar ejemplos concretos en los

que se verificé el programa empleado en el cdlculo que concierne a la geometria WAdS x 3.

Consideremos la accién de EGB

Iy = dPxy/=g (R — 2\ + a(R* = 4Ras R + Ragys ROY)) . (153)

167TG

Pensamos que el espacio-tiempo tiene una foliacién por las hipersuperficies N de codi-

mension 1 cuyo vector normal es n®. Variando la accion respecto a la métrica obtenemos

ol =

D aﬂ
167rG/d 2V/=g 60°%(Gap + Mgas + 20 Hop)+ (154)

&G / d” e/ =h ng (g°0 " + 20 P\ V56 gs,, (155)
hyuw = gu — nyun,, es la métrica inducida en Ny PP eg

Popys = Rapys + 2Rpy9s)a — 2Ray9s)8 + Raly9s)5- (156)

La expresion para 01 tiene derivadas de la variacién de la métrica en la direccién normal
y al igual que en el caso de Einstein-Hilbert podemos cancelarlas anadiendo términos de

borde que no afectan a las ecuaciones de campo.

Para una teoria de EGB estos términos son:

1

e dD avV/=h (K +20(] = 2G"Ky)) (157)
T

Iy =—

donde a,b = 0,1,..., D — 2. Reconocemos a simple vista que el término [dP”~'zv/—hK

corresponde a la accién de Einstein-Hilbert y el resto al término de Gauss-Bonnet. K es
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la traza de la curvatura extrinseca y .J es la traza de

Jop = 5 (2K KooK + Kea K Koy — 2K 0 K Ky — K* Koy (158)

Wl =

De esta manera variando Iy + Inr obtenemos una expresion que ya no contiene deri-
vadas normales de dg,3. De modo que al variar esta accion obtenemos las ecuaciones de
campo () en el bulk M.

Ademas, de acuerdo con [Brown and York Jr, 1993] al variar la accion respecto de la
métrica inducida en el borde de la hipersuperficie ' de codimensién 1 (que en nuestro
estudio es de tipo tiempo, n = dNT) obtenemos el tensor cuasilocal de energia-momento de

Brown-York:
Koy — Khay + 200(3Jay — Jhap + 2Pocan K4) = 817G TEY (159)

cona,b,c,d=0,1,.... D — 2.

Renormalizacién de AdS en EGB

La métrica de Anti-de Sitter ademés de ser una solucién de vacio de GR también lo
es de la teoria de EGB. A continuacién se muestran los resultados de la renormaliza-
cién de Anti-de Sitter en D = 5, para realizar el calculo hemos utilizado coordenadas

estereograficas en la seccién transversal,

2 1 L? 6y -
ds? = — (1+ 2 ) a2+ —— + I drida? (160)
02 14+ % 14 k(5 ypypa
¢ +  (OpgaPa?)
donde 7,5 = 1,2, 3.
El desarrollo asintético de la accién de EGB junto con los términos de borde mencio-

nados anteriormente da

1 (=302 +4a)rg 132 +4a)r «
I Ip=—- - il 161
A T 3 G G (161)

donde r( es un cutoff de la coordenada radial (rq/¢ > 1).

Por otro lado, los contratérminos se han construido como
-[ct = / ddl’\/ —h (CY() + Oélﬁi),
oM
y para la métrica (|160)) el desarrollo asintético de I, da

B 10407”3 (&% + gao) e N 136041 — %E:Sao

I 1
T 8aGl 8 G 8 G

(162)
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Entonces haciendo Ipgp+1p+1+ y ajustando {a, a; } conseguimos anular los términos

divergentes para r grande y obtenemos la accién regularizada

]Renormalizada _ _iw

Renormalizacién de Boulware-Deser

Otra solucién a las ecuaciones de EGB es la métrica de Boulware-Deser, la cual co-
rresponde a la solucion de agujero negro [Garraffo and Giribet, 2008].

Se ha verificado que los coeficientes de renormalizacion holografica obtenidos para la

métrica de Boulware-Deser estan de acuerdo con los calculados por [Brihaye and Radu,
2008].

La métrica de Boulware-Deser tiene la forma

1
f(r)

dSQBoulwarefDeser = —f(?”)dtZ + d?”2 + d0.2_ (164>

donde do? es una superficie de curvatura constante positiva de dimensién 3.

Con las convenciones de [Cai, 2002

r? 64GaM S«

La accion y contratérminos son demasiado largos para exponerlos aqui, aunque po-

demos al menos dar la expresion de los coeficientes que acompanan a los contratérminos

(£52).

a1 =

:\/B 1— /1% 2(1- 1—87;*)3/2

3.5. Extensiones de AdS/CFT

&%)

3.5.1. Correspondencia Lifshitz-Schrédinger/CMT

Si bien en esta tesina no nos abocaremos al estudio de los espacios de Lifshitz y Schro-
dinger, la presentacion de estas ramificaciones de AdS/CFT resulta amena e instructiva
para entender como es que se extiende la conjetura de Maldacena a teorias del borde sin
invariancia de Lorentz y a geometrias cuyo comportamiento asintotico no es el de AdS.
Ademas sera de utilidad tener estos casos presentes para la discusién de los resultados

obtenidos que tienen similitudes con lo hallado por otros autores en Lifshitz, Schrodin-

ger/CMT.
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Hemos mencionado en la introduccién que se han encontrado algunas formas de apli-
car las ideas de holografia a sistemas de materia condensada (CMT por condensed matter
theory), esto podria brindar una nueva manera de entender los sistemas fuertemente co-
rrelacionados. La mayor dificultad a la hora de hacer esto es encontrar el dual gravitatorio
que realice las simetrias de la teoria de campos fuertemente acoplada. Un ejemplo de ello
puede verse en [Kachru et al., 2008] que resumiremos a continuacion.

En muchos sistemas de materia condensada se encuentran transiciones de fase gober-

nadas por puntos fijos que exhiben simetria anisotropa
t— Nt , ¥ — AT, (166)

donde z se denomina exponente dindmico. Para el caso particular z = 2 la teoria de

campos de Lifshitz posee esta simetria

I= / d2xdt ((0,6)* — x(V20)%), (167)

que modela materiales con miltiples puntos criticos parametrizados por x. Otros sistemas
que poseen la simetria son los modelos de electrones fuertemente correlacionados
con puntos fijos criticos cuanticos.

Para hallar un dual gravitatorio que describa sistemas con puntos fijos de Lifshitz es
necesario hallar un espacio que realice geométricamente las simetrias , ademas se
pretende que la teoria satisfaga simetria ante traslaciones espaciales y temporales, rota-
ciones espaciales, paridad espacial e inversién temporal. Se asume que la “escala” (\) es
geometrizada en la teoria gravitatoria dual por la presencia de una dimension radial adi-
cional y que el reescaleo de la coordenada radial adicional geometriza las transformaciones

de escala ([166)). Estas consideraciones conducen a la familia de métricas
2 2 2e 2, 2,0 A
ds® = L° | —r7dt" + r°dz” + — |, (168)
r

donde r > 0, d7? = dz? + ... + dx? y L fija la escala en que se mide el radio de curvatura
de la teoria.

Los generadores de las simetrias mencionadas se pueden encontrar en |[Hartong et al.,
2015]. Es interesante notar que asi como en este trabajo hemos usado la renormalizacién
holografica para eliminar las divergencias del valor de expectaciéon de T;;, los autores

[Hohm and Tonni, 2010] han aplicado la misma técnica sobre el espacio de Lifshitz.

En fisica no relativista, existe otro ejemplo de extension de holografia a CMT, son los
sistemas de atomos fermidnicos en unitariedad [Son, 2008]. En este sistema los fermiones
interactuan a través de un short-ranged potential que puede ajustarse de modo que el

sistema resulte fuertemente correlacionado. El sistema es invariante de escala en el limite
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de potencial zero-range. Esos modelos gozan de gran atencién dado que poseen una reali-
zacion experimental como atomos frios atrapados en trampas a la resonancia de Feshbach
[Zwierlein et al., 2004].

En este caso, necesitamos hallar un sistema que posea las isometrias del grupo de Schro-
dinger |Nishida and Son, 2007]. Los autores [Son, 2008, |Balasubramanian and McGreevy,
2008] proponen un candidato a ser el dual gravitatorio de los fermiones en unitariedad.
Si tal dualidad existe, permitiria extender la nocién de holografia a fisica no relativista
y potencialmente brindar nueva intuicién para estos sistemas fuertemente acoplados. La
métrica propuesta para el dual gravitatorio es

dt?

ds® = L2 ( —dt* +

169
y* Y Y (169)

2

dtdé + dz?  dy?
fjﬂg@)

donde Z es un vector (D — 2)-dimensional, z es una constante positiva llamada exponente
dindmico y € es una coordenada nula. La métrica posee simetrias ante rotaciones
espaciales, traslaciones espaciales, traslaciones temporales, transformaciones de Galileo
y dilataciones, y para el caso z = 2 es invariante ante todo el grupo de Schrédinger,
incluyendo a las transformaciones conformes especiales. Cabe notar que el algebra de
Lifshitz anteriormente mencionada estd incluida en el dlgebra de Schrédinger, la cual a
su vez estd incluida en el algebra del grupo conforme relativista de dimensién d + 2 [Son,

2008| (siendo d la dimension de la teoria no relativista).

3.5.2. Correspondencia WAdS/WCFT

En este apartado veremos como aparece el espacio WAdAS en el contexto de fisica de
agujeros negros y sobre el final prestaremos atencién a las simetrias a cada lado de la
dualidad.

Los espacios WAdS proveen un ejemplo sencillo en el cual explorar extensiones de la
correspondencia AdS/CFT a espacios no-AdS, dado que poseen invariantes de curvatura
constantes. Ademas, la dualidad WAdS/WCFT se relaciona con Kerr/CFT, que relaciona
la geometria de horizonte cercano de agujeros negros rotantes extremales con teorias

conformes bidimensionales [Guica et al., 2009].

Los espacios WAdS3 son deformaciones (compresiones o estiramientos) del espacio
AdS3 y aparecen en el limite de horizonte cercano de agujeros negros rotantes extremales.
A continuacién, demostraremos esta afirmacion. La métrica de Kerr en coordenadas de

Boyer-Lindquist esta dada por el elemento de linea

sin?6

2

A, A .
a5 =5 (dF — asin’0dd)’ + (7 + a*)dé — adf)” + Rdi* 4 pdg?, (170)
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donde
A = f2 —2GMr + CL2 ; )O2 = fz + a200829 ) a= - (171)

En ésta métrica M y J son constantes de integracion que corresponden a la masa y mo-
mento angular del agujero negro respectivamente. Para que ({170 no posea singularidades
desnudas el momento angular debe estar acotado |.J| < GM?. Nos concentraremos en el
caso en que |J| = GM? denominado agujero negro extremal. Para obtener la geometria

de horizonte cercano de Kerr hay que definir coordenadas adimensionales

A

~ t
6=d—serr (72

A o
_QGM’ y_/\

y luego tomar limite cuando A — 0 manteniendo ¢, x, ¢, 0 fijas. La geometria de horizonte
cercano de un agujero negro extremal (NHEK por sus siglas en ingles “Near Horizon

Extremal Kerr”) en coordenadas tipo Poincaré se lee

—dt? + dy?

ds® = 2GJQ? ( 5
y

2
+do* + 1 <d¢2 + ‘j) ) : (173)

donde hemos definido

1+ cos*0 2sinf

0? T Y
2 ’ 1+ cos20’

(174)

y las coordenadas angulares son tales que ¢ ~ ¢ + 2w y 6 € [0, 7). También es posible

definir coordenadas globales para NHEK

— —1 . —_— cosT+rsinT
t:<COST 1—|—r2+7") Yy =sinrvi4r?, ¢:@+log<1+sin7m>’

(175)
en las cuales la geometria de horizonte cercano queda
2 2 2\ 7.2 dr® 2 2 2
ds®* =2GJO° | —(1+r*)dr* + 152 +do” + Y*(dp + rdr)* | . (176)

Es notable que para 6 = cte, T = 0 la métrica (176)) es conforme a AdS,. Para 6 = cte
y T =1 es proporcional a la métrica de AdS3 escrito como un fibrado de Hopf de AdS,

[Anninos et al., 2009], en efecto,

g?
ds® = (= cosh® odr? + do® + (du + sinh odr)?) . (177)
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Si ahora multiplicanos la fibra ((177)) por un factor de deformacién K obtenemos
o % 2 2 2 . 2
ds* = ) (— cosh® odr* 4+ do* + K(du + sinh odr) ) : (178)

Es notable que (178]) es proporcional a (176 si identificamos r = sinho, u = ¢ y

T2 = K. Es usual parametrizar la deformacién K en términos de una nueva constante v

7 sz _ 4? 4
a través de la relacion K = 355 v lc = ;3.5, de modo que queda

2

62
v2+3

4y

v2+3

ds® =

<— cosh? odr? 4 do” + (du + sinh 0d7‘)2> . (179)

Precisamente a este espacio se lo denota como Warped AdS (WAdS) tipo-espacio dado
que el factor warped tiene signatura positiva. Segun el valor de v los espacios warped
tipo-espacio se denominan stretched (estirados) si v? > 1 y squashed (comprimidos) para
v? < 1. Y en el caso v? = 1 no hay deformacién y tenemos AdSs.

También existen los espacios warped tipo-tiempo (tWAdAS)

? 41/
2 _ 2 12 2 - 2
ds® = 213 <cosh odr* +do 213 (du + sinh odr) ) (180)
y warped tipo nulo
d>  drtdr=  (dr™)?
2 _ g2

que son equivalentes a los espacios de Schrodinger tridimensionales (169) con z = 2
identificando t =27, { = 2t e y = w.
En esta tesina nos concentraremos en los espacios spacelike WAdS y spacelike stretched
black hole |[Anninos et al., 2009, Detournay et al., 2012], escritos en coordenadas
0? 9

3
dswyags = dt* — 2vr dtde + 1(”2 —1)r? d¢® + m dr”, (182)

dstuags gy = dt* — (21/7" —/rar_(v? + 3)> dtde +

H (302 - Ve P ) — e (2 53)) A+ (s

EQ

PEE -

Escritas de esta manera las unidades de las coordenadas son tales que [t], [r], [¢{] =

Longitud y [¢] = Adimensional.

Una cualidad muy interesante de los espacios WAdS es el hecho de que son solucion
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de muchas teorias de gravedad, desde teoria de cuerdas hasta gravedad masiva. Ademas
en los espacios WAdS tipo-espacio existen agujeros negros que asintéticamente tienden a
WAdS;. También tienen la notable propiedad de ser localmente equivalentes al espacio
donde estan inmersos [Anninos et al., 2009]. Incluso se han estudiado transiciones de fase
de Hawking-Page [Ghodrati and Naseh, 2016] y entropia de entrelazamiento de WAdS;
[Basanisi and Chakrabortty, 2016]. Todo esto hace que los espacios WAdS sean de gran
interés como extensiones de holografia a geometrias no-AdS.

Las deformaciones introducidas anteriormente rompen las simetrias SO(2, 2) ~ SL(2, R) x
SL(2,R) de AdS3 a SL(2,R)xU(1). Como consecuencia también se modifica el grupo
asintético de simetrias que en el caso de AdSj coincide con el grupo conforme en dos
dimensiones. El grupo de simetrias asintético de WAdS3 esta generado por el producto
semi-directo de una copia del dlgebra de Virasoro y una extensiéon afin de u(1) con una
extension central no nula [Henneaux et al., 2011]. Entonces la teoria de campos dual a
WAdS; debe poseer simetrias que satisfagan dicha algebra. De las simetrias pueden deri-
varse propiedades de la teoria de campos dual, estas teorias conformes especiales suelen
denominarse Warped CFT (WCFT) [Detournay et al., 2012].
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4. Calculos y Resultados para WAdS x X

El calculo de las cargas conservadas se llevara a cabo por tres métodos diferentes;
mediante la accion euclidea, mediante el tensor quasilocal de energia-momento de Brown-
York y como cargas de Iyer-Wald [Rivera-Betancour and Olea, 2018, Tyer and Wald, 1994].
También se calculard la entropia mediante la acciéon euclidea y la férmula general obtenida
por Wald en |[Wald, 1993|. En realidad, existe una relacién entre estos dos caminos de

célculo que puede verse en [Iyer and Wald, 1995].

Para verificar que el programa que realiza el calculo de cargas y de entropia es correcto
(en todos los métodos mencionados) se ha elegido trabajar con la métrica de Boulware-
Deser, la cual como se ha dicho es una solucién de agujero negro para las ecuaciones de
campo de EGB. Esta verificacion se ha realizado constatando la equivalencia entre los
resultados de los autores [Brihaye and Radu, 2008] y [Cai, 2002 y luego comparando la
coincidencia con lo obtenido.

Primero debemos renormalizar la accion de Boulware-Deser a fin de eliminar las di-
vergencias en el tensor de Brown-York, los contratérminos utilizados son los mismos que
se han expuesto en la seccién [3.4.2] Se ha verificado que los coeficientes de renormaliza-
cién holografica obtenidos para la métrica de Boulware-Deser estdn de acuerdo con los

calculados por [Brihaye and Radu, 2008|.

La métrica de Boulware-Deser tiene la forma
1

dr® + do?,
f(r)

dszBoulware—Deser = —f(’l“)dtQ +

donde do? es una superficie de curvatura constante positiva de dimensién 3, do? =
r2(cos? 0dy? + df* + sin® d¢?).

Con las convenciones de [Cai, 2002]

72 \/ 64GaM  Sa
— 14— [1— 1+ === 22
1(r) + 4o ( + 3mrd 02 )

Como hemos mencionado en la seccion [3.4.2] los coeficientes que acompanan a los

contratérminos son (152)),

_lowiyi-o@ by YR -3/1-%)
VI 1- /1% 21— 1-%)"

A partir de la métrica se calcula el tensor de Brown-York ((159)),

O

1 o
T5" = 3 {Kab — Khap +2a(3J0p — Jhay + 2PacdeCd)} ,
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con a,b,c,d=0,1,...,D — 2, cuya tnica componente no nula es

T = — ! 2Va 57 | 120 2+3,/1—8—2 +4( 1+8(;+8GM) :
87TG8(1_ 1_ 8a> l l T

€2

Luego, para calcular la carga conservada asociada al vector de Killing 0; usaremos la

expresiéon [Brown and York Jr, 1993]

Qe =[x /7 (uTug)).

donde S es una superficie de codimension 2 con r y t constantes.

En nuestro cdlculo € = (1,0,0,0), y u® son las componentes contravariantes de la

normal unitaria a la superficie de tiempo constante, u® = — \/}L—h“t
tt

2r /2 27rd ded 3 9 ) 9 " y
Qt_/o /0 ; Ydfde (r° cossinf) (u'T),,E").

De aqui obtenemos una expresién cuyo desarrollo asintdtico tiene por término dominante

al de orden cero en r, y que tiene el valor

lim Q4fr=r, = M. (184)

70—00

A lo largo del trabajo ha sido fundamental el uso de este caso conocido para verificar
que cada uno de los programas sea correcto. Algunos de los resultados en estos programas

de verificacién han sido incluidos como ejemplos en las seccién de introduccién tedrica.

4.1. Solucién de las ecuaciones de campo

Segtin hemos expuesto de manera general en la seccion [2 tenfamos que la accién de

EGB es

- = / d2y/=g (R—2A + a(R? — 4RasR* + RapsR™))

y la ecuaciones de campos que se derivan de la misma son

Epp = G + Agu + a<2RMaﬁRZO"B AR R+

1
— ARy + 2R Ry — (R + Rug R + Ragys R) gW> — 0.

En estas ecuaciones de campo reemplazamos los ansatz WAdSxY y WAdS bhx ¥, que
corresponden a las métricas métrica de spacelike WAAS ([182)) y spacelike stretched black
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hole (183) |Anninos et al., 2009, Detournay et al., 2012] en producto tensorial con un

espacio de curvatura constante Y. El intervalo para WAdSx X es

dstyadsxy, = dt* — 2vr dtdg + i(ﬂ — )2 dg? +

e L&y " 185
I dr? + = da'da. (185)
r2(v (1 + Z(5pqxpwq))

Y para WAdS bhx¥ es

dsiyaas prxs = dt° — (2W’ —\Jrer (V2 + 3)> dtde +

+ £ (3(V2 —Dr4+ P+ 3)(ry +r_) — 4V\/m> " + (186)

& PR iy

+ W2 4+3)r—ry)(r—r) (1 4 Z((Spqxpwq))zdmzdgpﬂ.

Coni,j,p,q=1,...D—3.81 k={-1,0,1}, ¥ serd una superficie de curvatura constante
hiperbdlica, plana o esférica respectivamente. Escritas de esta manera las unidades de las
coordenadas son tales que [t], [r], [(], [L] = Longitud y [¢], [z], [y], [z] = Adimensionales.

Hallar la solucién a las ecuaciones de campo (5)) segin nuestras propuestas y
implica encontrar para qué valores de los pardmetros de la teoria {A,a} y para
qué valores de los pardametros de la propuesta {¢,v, k, L} se satisfacen las ecuaciones de

campo.

4.1.1. Caso D=5

Reemplazando las métricas (185)) y (L86)) en las ecuaciones de campo E,,, = 0 obtene-

mos el siguiente sistema de ecuaciones:

Ett:_QV;JFS<1+fo>+A—;:O (187)
Bi= 202 ) (1 + ‘ff) — 0 (188)
Eszf:Zj(l—l—élgf)—i-A—LkQ:O (189)
Ef=EY=A+ 5’2 = 0. (190)

(191)

De estas 6 ecuaciones solo 4 son independientes. De modo que obtenemos los parame-

3 0? l

tros:
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con v € Ry ¢ > 0. Cabe destacar que se han descartado las soluciones para las que v = 1

porque corresponderian a AdS; x X (el factor Warped se vuelve 1).

4.1.2. Caso D=6

Reemplazando las métricas (185)) y (186) en las ecuaciones de campo E,,, = 0 obtene-

mos el siguiente sistema de ecuaciones:

Bl = _2”;+ ; <1 + 1?‘)2%) +A- 3le ~0 (193)

E! = 36”27"@2 ~1) (1 + 12Loz‘k> =0 (194)
Ef:E;:Z(lJrHLZ‘k)JFA—iIz:o (195)
Ef=EY=E = —Z <1 = 15;‘) + (A + ;) ~0. (196)

(197)

Tenemos 7 ecuaciones de las cuales solo 4 son independientes, de modo que obtenemos:

3 2
conveRyl>0.

En la siguiente secciéon veremos lo que sucede con la renormalizacién holografica de
(185) y (186)), necesaria para luego calcular las cargas conservadas.

4.2. Renormalizacion holografica

El programa que realiza los calculos de esta secciéon y la siguiente se constatd correcto
para las métricas de Schwarzschild-AdS y BTZ en Relatividad General. Ademas, se verifico
para métrica de Boulware-Deser (solucién de agujero negro para la teoria de EGB). Esto
ultimo se hizo siguiendo a los autores |Cai, 2002}, Brihaye and Radu, 200§].

En un principio se pensaba renormalizar la acciéon de la manera expuesta en la seccion

[3.4.2] utilizando contratérminos de la forma
I, = /dD’lx\/—h (g + alﬁ).

Sin embargo, tenemos la situaciéon atipica de que la accién on-shell es cero, tanto en

D = 5 como en D = 6, con lo que no es necesario renormalizar la accién para que sea
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finita. Por ejemplo, en el caso D = 5, reemplazando A = _z% tenemos:
1 Lrivuv2+3 12c dak
I=—— " " (167/* k:(—l)— 2 L1+ — ) 1
— Y (67r G (= (0 +3)17 1+ (199)

2,
12

entre paréntesis se anulan. Para D = 6 ocurre algo analogo.

donde vemos a simple vista que al reemplazar {a = k=-1; L= %} los términos
Del hecho de que la accién on-shell sea nula se desprende que [Hawking, 1976, [Hawking
and Page, 1983]
ol

<E>_8—60:M:O (200)

A continuacion verificaremos este resultado calculando las cargas por medio del tensor
de Brown-York on-shell y en la proxima seccién lo verificaremos calculando la carga de
Noether-Wald y le entropia de Wald.

4.2.1. Tensor de Brown-York

Como ya se ha expuesto, el tensor de Brown-York [Brown and York Jr, 1993| Davis,
2003| para la teoria de EGB es:

1 R
TEY = e {Kab — Khay 4 2a(3J g — Jhay + 2PacdeCd)} :

y para el caso de WAdS x ¥ las tnicas componentes no nulas son las T, T7.

En D = 5 tenemos que

213
2T = k2 TV = Y ; , (202)
yen D =26
212+ 3
mQT;:MTg—K?T;_g ”; (203)

4.2.2. Cargas conservadas

De acuerdo con |[Brown and York Jr, 1993| la carga conservada asociada a un vector
de Killing & es
Q¢ = / Ay /o (WTE0), (204)
S
donde S es una superficie de codimension 2 con r y t constantes.
Reemplazando el tensor de Brown-York (202)) y (203) y los vectores de Killing {9, 0, }

obtenemos que

Qr=M=0 (205)
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Qs=J=0 (206)

dado que el bloque {t, ¢} de T5Y es nulo.

4.3. Entropia de Wald y cargas de Noether-Wald
4.3.1. Entropia de Wald

Segtin hemos estudiado en la seccién la entropia de Wald [Wald, 1993] es

S=-2r ﬁﬁ dP2z\/o e“l’ep”ag[ﬁpa
donde la binormal €*¥ puede calcularse como:
€y = UpTly — Uyl (207)
coni=wu dtyin=n,drtalesquei-a=—-1yn-n=1.

H™" es el horizonte de eventos por lo que tiene sentido calcular la entropia en aquellos
casos donde exista tal horizonte. A partir de se calcula la entropia del agujero negro
(186) y obtenemos para D =5

b 0L (H”ﬁ) -
y para D =6
demodoquealreemplazar{a—%; k=-1; L= }y{a—ﬁ; k=-1; L=1{}

respectivamente obtenemos

Swadsxsp_s = 0. (210)

4.3.2. Temperatura

En la seccion [2.2.2] hemos visto cémo calcular la temperatura de Hawking de un agujero
negro de dos formas diferentes. Es notable el hecho de que la temperatura de WAdS bhx X
coincidira con la de WAdS bh, dado que la seccién trasversal ¥ no afecta el resultado como
es obvio al tener presente el calculo de T imponiendo condiciones periddicas en el tiempo
euclideo. Por este motivo, hemos podido comparar nuestro resultado de T con el de los
autores [Moussa et al., 2003, |Anninos et al., 2009).

Para realizar el calculo de Ty por el primer método recordamos que si se tiene una
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descomposicion ADM dada por

dr?
ds> = —N*(r)dt® + p*r(N°(r)dt + d¢)* + ————
= =N PN+ d0)
donde N?(ry) = 0 pero h(ry) # 0, la temperatura se obtiene como

1
H:EhmMWMM (211)

La descomposicion ADM de WAAS es

dr?

ds® = —N(r)*dt* 2(do+ NO(r)dt) + — 212
= NP + R0+ NOY0P + (212)
donde
R(r)? zg (3(1/2 — D+ A+ 3)(ry +r2) —dvyfryr_ (V2 + 3)>
243)r—ry)(r—r_)
N 2 _ (V +
) AR(r)?
2ur — \Jryor_ (V2 43
oy 2 A (759
2R(r)?
donde podemos identificar facilmente que p*(r) = R(r)?® y h(r) = 4R*(r) /(%
Por lo tanto, reemplazando en obtenemos
1 2 —Tr_
Iﬁ—4MumN%mu—”+3 e T | (213)
m

Al our, — /(12 + 3)ryr_

Por otra parte, el calculo de la temperatura también puede llevarse a cabo usando la

gravedad superficial, para esto recordamos que
Vagg = K€ap, (214)

donde ¢ es un vector de Killing sobre el horizonte, y obtenemos la gravedad superficial
como K? = —évagﬁvagﬁ.

El agujero negro que consideramos es estacionario y ademas sélo hay un angulo de
rotacion, de modo que
E=0,+ QH8¢, (215)

donde Qpy = 22 . Finalmente se calcula la temperatura como Ty = 3~ y se obtiene

g¢¢ r=r4

(213) como era de esperarse.
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4.3.3. Cargas de Noether-Wald

En la seccién hemos derivado la expresion para la carga de Noether-Wald
como una integral de flujo en una hipersuperficie de codimension-2 que denotamos como
S. En nuestro caso de interés debemos tomar esa hipersuperficie en el borde asintotico

del espacio-tiempo a r — oo

oL

Ve, 216
R 3 (216)

Ql¢] :/ dP 22\ €,
donde ¢, es la binormal y €9 es el vector de Killing cuya carga conservada asociada
queremos calcular. Simbolizamos con oo a la integraciéon sobre una hipersuperficie de
codimension-2 definida por ¢ y r constantes en la que se toma limite cuando r — oo.

De acuerdo con [Dutta and Gopakumar, 2006] el valor de las cargas en espacios AAdS
(asint6ticamente AdS) se obtiene restando el valor de la misma para el fondo (el espacio

al que tiende asintéticamente el agujero negro). En el caso de la energia su valor viene

o [ Gut
€= r(l)l—r>noo (Q[at] B géds

Debemos aclarar que la carga de Noether-Wald tiene, ademas del término Q[¢] dado

dado por

Qads [@]) , (217)

r=rg

por (216]), un término de borde extra que en el caso de espacios AAdS se cancela al realizar
la sustraccién del fondo (ver nota al pie 13 de |Dutta and Gopakumar, 2006]). En nuestro
calculo asumiremos que esto también es valido para espacios AWAdS, queda como trabajo

a futuro corroborar esta suposicion.

Para el vector de Killing 0; obtenemos en D =5

oL 4ok
agf _ 14+ — 21
E””(‘?Rﬁfv 3 cte < + I ), (218)
yenD =6
oL 12ak
y acl — e 1 . 21
€ aRﬁgv £ cte ( + 7 ) (219)

Y vemos que al reemplazar los valores de «, L y k obtenemos @Q; = 0.

Para Q) (5 = 0,) ocurre que directamente

oL
€y
" ORSS

Vs =0 (220)
en D = 5,6.

De modo que hemos comprobado por esta via de calculo que todas las cargas de

Noether y la entropia son cero para WAdS x 3.
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5. Conocimientos Adquiridos y Resultados

5.1. Conocimientos adquiridos

En el desarrollo del trabajo se utilizaron distintas métricas conocidas para verificar la
fiabilidad de los programas que realizan distintos calculos, a saber, Schwarzschild, Anti-de
Sitter, Sch-AdS, el agujero negro BTZ, Boulware-Deser, WAdS3 y AWAdS; black hole.
Todos los calculos originales del trabajo se hicieron en el software Maple que cuenta con un
conjunto de librerias preparado para Relatividad General (derivadas covariantes, tensores,
contracciones, estructuras iterativas, etc).

La etapa inicial consistié de una puesta en contexto; repasar algunos contenidos co-
nocidos como integrales de camino, reforzar el manejo de la acciéon de Einstein-Hilbert y
también aprender algunos rudimentos sobre teoria de grupos. Luego, estudiar las propie-
dades de cada lado de la correpondencia AdS/CFT en general, y en concreto la correspon-
dencia campo/operador para el campo escalar. Por otra parte, tampoco son un contenido
estandar de Relatividad General las teorias de gravedad con términos superiores en la
curvatura, cuya justificaciéon para el caso de Einstein-Gauss-Bonnet se vio por las dos
vias expuestas en la seccion [2.1]

A aquello le sigue aprender los rudimentos de termodinamica de agujeros negros, de
qué manera se comienza a hablar de la temperatura y propiedades termodinamicas de
un agujero negro. La renormalizacién holografica tuvo varias etapas, comenzando por el
término de borde de Gibbons-Hawking, su generalizacién para EGB y realizar el procedi-
miento para AdSs y para Boulware-Deser estatico. También notar cémo se traduce esto
en el tensor cuasilocal de energia-momento de Brown-York y calcular cargas conservadas
a partir del mismo. Luego, en base a lo visto en integrales de camino y termodinamica de
agujeros negros calcular la masa y la carga por métodos de la accion euclidea y repetir lo
mismo utilizando el tensor de Brown-York.

Como tultima etapa, calcular la entropia de un agujero negro en base a la férmula
de Wald, la cual da una alternativa frente a la acciéon euclidea, a su vez, determinar la
gravedad superficial x brinda una de las formas para calcular la temperatura. Finalmente,

usar el mismo método para calcular las cargas conservadas.

5.2. Resultados y perspectivas a futuro

Hemos trabajado en la extension de holografia Warped AdS/Warped CFT, en varieda-
des del tipo WAdS3 x ¥p_3 donde X p_3 es de curvatura constante. La teoria de gravedad
del bulk es Einstein-Gauss-Bonnet para la cual se ha encontrado una solucién de agujero
negro localmente equivalente a WAdS3 x YXp_ 3 y en la que Xp_3 es una superficie de

curvatura localmente constante y negativa. Cabe mencionar que se ha intentado cambiar
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L en (185) y (186) por una f(r) a fin de generalizar el espacio X, sin embargo, de esta
manera las ecuaciones de campos conducen a un sistema de EDOs que no parece resoluble

analiticamente. Podria ser interesante explorar soluciones numeéricas del sistema de EDOs.

Sobre esta solucion de agujero negro se han realizado calculos termodindmicos con-
firmado el rigor de los resultados por distintos métodos: en la seccién utilizando la
energia libre a partir de la acciéon euclidea on-shell y también mediante el tensor de Brown-
York renormalizado. Luego, en la seccién .3 mediante el método de Noether-Wald. Sobre
este ultimo formalismo resta corroborar la suposiciéon de la cancelacion de los términos de

borde de la carga al restar el fondo.
Se ha encontrado la situacién inusual de que la masa y la entropia del agujero negro

son cero, mientras que la temperatura es finita como hemos calculado en la seccién [4.3.2]

Situaciones similares fueron halladas en NMG (por New Masive Gravity) para un agu-
jero negro asint6ticamente AdSs [Liu and Sun, 2009] y en la dualidad Lifshitz/gravity para
un agujero asintéticamente Lifshitz [Cai et al., 2009]. En el caso de NMG cabe aclarar
una sutileza, en tres dimensiones GR no tiene grados de libertad locales, es decir, no hay
gravitones. New Massive Gravity es una teoria de gravedad masiva que agrega al lagran-
giano de GR términos cuadraticos en la curvatura, lo que provee de grados de libertad
a la teoria: un campo de espin 2 masivo. Segin como se elija el signo de la constante
de Newton y el término cuadratico del lagrangiano (el que da lugar al modo masivo) los
agujeros negros pueden tener masa negativa y los gravitones energia positiva o viceversa,
pero no las dos cosas al mismo tiempo. Hay regiones criticas en el espacio de parametros
donde la masa (y momento angular) de ciertas soluciones de agujero negro son cero y
uno puede elegir el signo que convenga para que las excitaciones tengan energia positiva.
Lo que sucede a nivel linealizado es que el operador diferencial para las perturbaciones
degenera y las soluciones de la ecuacion diferencial también, dando lugar a nuevos tipos
de soluciones. Tipicamente, en teorias con derivadas superiores esas soluciones presen-
tan un perfil logaritmico |[Ayon-Beato et al., 2009]. Otro caso similar a este ocurre con
las llamadas teorias de gravedad critica en dimensiéon D > 4 [Li and Pope, 2011} [Deser
et al., 2011]. En estas teorias de gravedad, que también incluyen términos cuadraticos en
la curvatura, es posible hallar regiones en el espacio de parametros donde excitaciones
adicionales al gravitén no-masivo, como un modo escalar masivo y un modo de espin-2
masivo. Acomodando los parametros éste tltimo desaparece y se hace no-masivo.

En nuestro caso la teoria ya es de orden dos, con lo que seria interesante entender mejor
como este fendmeno de criticalidad, tipicamente asociado a tener cargas conservadas y
entropia nulas para las soluciones de agujero negro, emergen en una teoria cuyas ecuaciones
de campo son de segundo orden para la métrica y donde el gravitén es no masivo. Como
perpectiva, seria interesante estudiar como son las perturbaciones de la métrica en torno
a WAJS, asi como también hallar generalizaciones de las soluciones presentadas en esta

tesis con el objetivo de caracterizar mejor el espacio de soluciones de esta regién especial
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del espacio de parametros de EGB.
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A. Integrales de Camino en QFT

Este apéndice estd escrito en base a los libros “Field Quantization” |Greiner and
Reinhardt, 2013], de R. Greiner, “An introduction to quantum field theory” [Peskin,
2018|, de Peskin & Schroeder y “Quantum Field Theory in a Nutshell” [Zee, 2010] de A.
Zee.

El proposito de este apartado es establecer notaciones para teoria de campos y pre-
sentar en resumidas cuentas el formalismo de integral de camino en teoria de campos y

distintos computos de interés, algunos de los cuales, utilizamos en el cuerpo del trabajo.

A.1. Integrales funcionales

Para comenzar definimos el lagrangeano de la teoria de campos como

L= [ deL(6(),0,0(x)) (221)

donde usamos indices griegos para denotar p = 0, 1,2, 3. Utilizaremos x para denotar el
0 21 22, 23).

Ademas con inspiracién en mecanica clasica donde p = ?‘TS introducimos

3-vector y x a secas para denotar el cuadrivector (x

oL
m(xr) = —, 222
@) = 5 (222)
y en consecuencia el hamiltoniano de la teoria quedara
H= / Bt (m, ) = / B (e — L). (223)

En el formalismo de cuantizacion candnica, util principalmente para cuantizar campos
libres, los campos ¢(x) y 7(x) son promovidos a operadores de modo que en Heisenberg

Picture satisfagan relaciones de conmutacién candnicas a tiempos iguales,

[D(x, 1), #(x, )] = ihd®(x — X) (224)
[(x,1), 6(x,1)] = [7(x,1), (X, t)] = 0. (225)

Recordamos que en Heisenberg Picture los operadores evolucionan segin
—iho(x,t) = [H,d((x,1)] . (226)
que se resuelve formalmente por
B(x,1) = eF™g((x, 0))e #1". (227)
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Los autoestados del operador de campo (;AS(X, t) seran tales que

d(x,1) |9, 1) = ¢(x) |6, 1) . (228)

Debe remarcarse que |¢,t) es una base que evoluciona en el tiempo dado que estamos en
Heisenberg Picture. Ademas |¢,t) debe ser leido como un ket que tiene una dependencia

funcional con ¢ y no como un estado que depende del valor local de ¢(x).

La evolucion temporal de la base esta dada por

|6, 8) = eiflt]6,0) = eiflt ). (229)

Como siguiente paso nos interesaria saber cual es la amplitud de transiciéon entre dos

configuraciones de campo ¢ y ¢,

%

(0, t16.1) = (@] e #7100 |g). (230)
Con solo conocer (230) nos bastaria para derivar cualquier otro resultado de la dindmica
de la teoria de campos formando proyecciones convenientes.

Siguiendo un procedimiento andlogo al que se realiza en integrales de camino en me-

canica cuantica de una particula se llega a la expresion

(,16,t) = [ Do [ Dr et Ji o] Eetrtvosiiize) (231)

donde D¢ denota una integral funcional sobre todas las configuraciones de campo ¢(x)
y andlogamente para Dr. Si bien no lo hemos expresado para alivianar la expresion (231)),

cabe destacar que tiene impuestas condiciones de contorno

o(x,t) =¢'(x) v d(x,t) =p(x), (232)

donde ¢(x), ¢'(x) denotan funciones particulares.

Si el lagrangeano £ tiene una dependencia cuadréatica en 0yo, i.e., es una forma cua-
dréatica de dy¢ entonces puede transformarse llevarse (231]) de ser una integral funcional en
el espacio de fases {¢, 7} a una integral en el espacio de configuraciones {¢} comunmente

conocida como integral de camino de Feynman

(6, 10,t) = N [ Doe i ] #ecied (233)

Para realizar calculos suele ser de nodal importancia el valor de expectacion de vacio de

un producto de operadores ordenados temporalmente ¢(x,t) = ¢(x), o también llamado
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funcion de n-puntos o funcién de Green
OIT(B(w1)-.-dwa)|0) = N [ D 6(w1)...0(w,) ef ] #2£69), (234)

Los limites temporales en la integral de la accién de la exponencial se extienden a
infinito. Para que esta integral sea convergente debe hacerse una rotacion del eje temporal
del tipo t — +o0e™® de modo que el integrando tenga una exponencial real negativa.

Un artificio comtun para llegar a la funciéon de n-puntos es introducir fuentes externas

en la teoria que normalmente se denotan como J(x),
(0.010.0), = N [ D b Feesirsn o)
Entonces, la funcional de vacio (amplitud de transicion vacio-vacio) se lee
Z1J] = (0[0), = N [ Do eh [ atetodrsso), (236)

Z|J] juega un rol central a la hora de calcular funciones de Green, dado que éstas pueden

escribirse como

O Gen)-delo = (1) 5

7

6" Z[J]
x1)...0J (2,) =0

(237)

A.2. Teoria de campos euclidea

La integral de camino de Feynman y el funcional de vacio son muy im-
portantes para realizar calculos en QFT, sin embargo, debe notarse que a priori no son
integrales convergentes dado que tienen en el integrando una exponencial compleja osci-
lante. Para solucionar este problema se puede considerar al tiempo como una coordenada

o7 con T real. Con este

compleja y rotar el contorno de integracién en un dngulo t = e~
artificio el exponente tiene una parte real negativa y queda garantizada la convergencia
de la integral.

La prescripcion de rotar t en el plano complejo es particularmente elegante si se elige
d = /2, tal es asi que este caso particular tiene el nombre de Rotacién de Wick.

En coordenadas ordinarias x, = (zo, %1, T2, ¥3) = (Zo,X) es un cuadrivector en el es-
pacio de Minkowski, ahora definiremos coordenadas xg, = (g1, TE2, Tp3, Tpa) = (XE, T4)

de modo que
T4 = 1xq, Xp=X. (238)

La coordenada temporal es rotada en 7/2 y las demds quedan iguales. Si x4 es real

entonces el nuevo vector definido sera un vector 4-dimensional en el espacio euclideo.
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Comprobamos que,

2 _ 2.2 2. 2 2 2 _ po_ 2
Tp = TEuTpy = Ty + 2] + 25 + 13 = —x9 + X" = —x,2" = —x (239)

En la figura |2 se muestra el efecto de la rotacion de Wick en coordenadas de Minkowski

Im z¢ Ilm T4

L > —— ) —,————
Re z, Re z4

y en coodenadas euclideas.

Figura 2: Efecto de la rotacién de Wick sobre el eje temporal de Minkowski y euclideo.

También introduciremos el cuadrimemomento euclideo pg, = (Pe1, P2, PE3, PE4) =

(P&, p4) tal que
P4 = —1ipo, PE =D, (240)
con norma
PE=Di+Di AP Py = —pp Pt = (241)
Para concluir, la expresién del funcional de vacio de la teoria de campos euclidea serd

i) [d*z i2L
Weld] = Ny [ Do F O e (eeidie) (242)

donde la integracion temporal se extiende sobre el eje real x4. Ademas el lagrangeano de

un campo escalar ¢ con autointeraccién V(¢) se reescribe en coordenadas euclideas como

h2

T2
h? 1 5.5

£ =" 000000~ VoVe) — S8~ V(6) (243)

El funcional de vacio euclidea para el campo escalar queda
4 J b (5 08,0080+ k0 +V (9) 79
ZulJ] = Ni / Doe 2 : , (245)

y comprobamos que el integrando cae exponencialmente como se pretendia en un principio.

Esto se satisface siempre al menos para J = 0y con V(¢) acotado interiormente.
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Hemos de notar que la expresion (245)) en la forma
Ty o / D e 15l¢) (246)

con una accién euclidea real y positiva sirve como punto de partida para establecer una
analogia entre la teoria cuantica de campos euclidea y mecanica estadistica. La integral
de camino sobre todas las configuraciones de campo corresponde a la funcién de particion
zZ =%, e’“z?%E", que es una suma extendida sobre todas las configuraciones posibles de

un sistema mecanico.
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B. Hipersuperficies

En este apéndice introduciremos algunos concepto basicos necesarios para entender la
geometria de hipersuperficies dentro de una variedad de mayor dimensionalidad. Es de
gran importancia para el trabajo de esta tesina que justamente versa sobre holografia,
asi como también es de gran utilidad para tener una imagen precisa sobre los célculos
realizados que requieren integracion y derivacion en hipersuperficies. Para su desarrollo
nos centraremos en el libro de [Poisson, 2004].

Para comenzar aclaremos primero la notacion que utilizaremos. Denotaremos con ¥ a
una hipersuperficie tipo-espacial o tipo-temporal de modo que omitiremos detalles con-
cernientes a hipersuperficies tipo-nula. Usaremos indices griegos para o, 3,... = 0,1, ....d

e indices latinos para coordenadas sobre la hipersuperficie a,b,... =0,1,...,d — 1.

Tensores tangentes

Dada una hipersuperficie ¥ es usual la situaciéon en que tenemos campos tensoriales
AP+ que solo estdn definidos en ¥ y que son tangentes a la misma. Estos tensores

admitiran una descomposicién en coordenadas de la hipersuperficie

AP = gl (247)
donde e = gzz son las componentes de los vectores base del espacio tangente en Y. La
ecuacion anterior implica que

af... ab... Jx® a‘rﬁ
A na — A aya aiyb e nOL = O’ (248)

lo que confirma que A%’ es tangente a Y. A®% siempre puede proyectarse sobre el
espacio tangente mediante h*® = h“begef = g*% — ennf.
Las proyecciones
Angee) - = Agy. = hamhpn A™™ (249)

dan el tensor definido en el espacio tridimensional ¥ asociado a A%%.

Derivada covariante intrinseca

Nos preguntamos qué relacion hay entre la derivada covariante de A,z definida con
la conexién de Levi-Civita derivada de g,5 y la derivada covariante de A, . definida en
términos de una conexion compatible con la métrica inducida hy.

Por simplicidad nos concentraremos en la derivaciéon de vectores tangentes
AY = A%, A%, =0, A, = A€l . (250)
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dado que la generalizacion a tensores de orden arbitrario resultara obviamente extensible.
Definimos la derivada covariante intrinseca de un 3-vector A, definido en > como la
proyeccion de A, en la hipersuperficie ¥

Agp = Agipeley. (251)

)

Trabajando con e y las definiciones presentadas al principio de esta seccién puede arri-
barse a que la derivada covariante intrinseca no es otra cosa que la derivada covariante

de A, en términos de la conexién I'f, compatible con hgy,

1
be = §had(hdc,a + heap — Pocd)- (252)

Curvatura extrinseca

Las cantidades Aqy = Ag,ze%e) son las componentes del vector A%ebﬁ y ahora queremos

averiguar si posee componentes normales a Y.
Para responder, reexpresamos lo anterior como A%ef = gﬁAf‘ﬁef y descomponemos la

métrica en su parte normal y tangencial,

%ef = (enn, + h“megemu)AfBef (253)
= g(nuAfgef)na + R (Aypet e )ed (254)

a’

y vemos que mientras que el segundo término es tangente a la hipersuperficie el primer
término es normal a la misma. Ahora usamos (251)) y el hecho de que A* es ortogonal a

nt

%ef = —e(npAte) )n® + hm A, el (255)

a

= Afeq — £A%(n,.pete) )nc. (256)
En este punto introducimos el tensor
Ky = na;ﬁegegv (257)

llamado curvatura extrinseca o sequnda forma fundamental de la hipersuperficie . En

términos de la misma tenemos,
A%ey = A%e® — e A" K n®, (258)

y vemos que A} da la parte puramente tangencial del campo vectorial, mientras que
—eA*K,, representa la componente normal. Esto responde a nuestra problematica inicial:

la componente normal se anula solo si la curvatura extrinseca es nula.
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La curvatura extrinseca es una cantidad muy importante y aparece frecuente a lo largo
del trabajo. Por tltimo, cabe mencionar que puede mostrarse que la curvatura extrinseca

es simétrica K,, = Kp, y ademas la siguiente relacion:
K = h"Kq, =nS,, (259)

la cual muestra que K es la divergencia de la congruencia n® normal a > en todo punto. De
este resultado puede concluirse que la hipersuperficie es convexa si K > 0 (la congruencia
es divergente) o céncava si K < 0 (la congruencia es convergente).

Vemos que mientras hy;, esta relacionada a aspectos puramente intrinsecos de la geome-
tria de 3, K se relaciona con propiedades extrinsecas (la forma en que la hipersupuerficie
estd embebida en el espacio). Juntos, estos dos tensores proveen una caracterizaciéon com-

pleta de la hipersuperficie.
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