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Resumen

Los sistemas de tipos desempenan un papel esencial en la garantia del comportamiento adecuado
de los programas. Sin embargo, estos imponen cierta rigidez a la hora de escribir dichos progra-
mas, ya que se deben adherir estrictamente a las reglas de tipado establecidas. Existen una serie
de “sistemas médulo isomorfismos” [DD19; [DD23; [AD20; [DM15}; [Sot20; [SDM20]| que proponen
flexibilizar esta restriccién considerando aquellos tipos que sean isomorfos como idénticos. En
simples palabras, dos tipos se consideran isomorfos cuando es posible convertir uno en el otro,
y viceversa, sin perder informacion en el proceso. Es decir, si dos tipos A y B son isomorfos,
es posible usar un término de tipo A en cualquier lugar que se espere un término de tipo B
aplicando la conversién correspondiente. Trabajar con tipos isomorfos provee mayor flexibilidad
en la construccién de programas y permite combinarlos de formas que normalmente no serian
posibles.

Este trabajo se centra principalmente en el primero de estos sistemas, llamado Sistema I. Aqui,
se presenta una formalizacién de una adaptacién de dicho sistema en el lenguaje Agda, ademés,
se anade el tipo Top y los isomorfismos correspondientes para ampliar atin mas la flexibilidad del
sistema. Esta formalizacién va acompanada de pruebas formales que demuestran el cumplimiento
de diversas propiedades, siendo la normalizacién fuerte una de las méas cruciales. Es importante
destacar que la prueba de normalizacién fuerte utiliza la técnica de logical relations pero con
predicados distintos a los presentados en la prueba de candidatos de reducibilidad de Girard.

En esta tesina no solo se exploran los sistemas médulo isomorfismos sino también, los intri-
cados mecanismos que sirven de motor para muchas implementaciones de calculo lambda, como
lo son las substituciones explicitas, que desempenan un papel fundamental en la manipulacién
de términos dentro del sistema. Ademads, se exponen los fundamentos de la correspondencia de
Curry-Howard, la cual explica la estrecha relacién entre la programacién y la légica. Esta corres-
pondencia permitird comprender la doble mirada que propone Sistema I, por un lado, puede ser
visto como un lenguaje de programacién y por el otro como un sistema de pruebas. Coinciden-
temente, el isomorfismo de Curry-Howard es lo que dio origen a los asistentes de pruebas como
Coq y Agda. Siendo este ultimo el lenguaje escogido para realizar la formalizacién presentada
en este trabajo.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Los sistemas de tipos permiten especificar el comportamiento de los programas. Estas espe-
cificaciones aseguran que los programas se comportaran de una forma esperada, pero al mismo
tiempo imponen rigidez a la hora de escribirlos. Por ejemplo, el tipo (A x B) — C representa los
programas que permiten obtener un valor de tipo C' a partir de un par de valores de tipo Ay B.
Mientas que, por otro lado, el tipo A — B — C representa los programas que primero aceptan
un valor de tipo A, luego uno de tipo B y finalmente devuelven un valor de tipo C'. A pesar
de que estos dos tipos son distintos en su forma, representan la misma idea, es decir, poseen el
mismo significado desde el punto de vista de la utilidad e informacién que aportan.

Esto se puede demostrar usando las funciones curry y uncurry, que permiten transformar una
funcién en su forma currificada y viceversa, sin pérdida de informacién en el proceso. Cuando
ambos tipos contienen la misma cantidad de informacién, se dice que son isomorfos, en este caso,
los tipos (A x B) = C'y A — B — C del primer ejemplo, estén relacionados por el proceso de
currificacién.

Un caso més simple que ilustra este concepto es el de los pares A x By B x A, resulta facil
notar que es posible transformar uno en el otro y viceversa sin perder informacién, ya que desde
el punto de vista de la utilidad, cada uno aporta un elemento de tipo A y un elemento de tipo
B, el orden no es relevante.

Al mismo tiempo, la correspondencia de Curry-Howard [SUO6|] define una estrecha relacién
entre la programacién y la logica, donde los tipos se corresponden con las formulas de la logica.
Debido a esto, se puede observar un comportamiento analogo cuando se trabaja con pruebas.
Por ejemplo, una prueba de (A A B) = C no constituye una prueba de A = B = C, y viceversa,
a pesar de que ambas tienen el mismo significado.

Programas con tipos isomorfos representan el mismo tipo de problema, por lo que tratarlos
como si fueran idénticos tiene aplicaciones interesantes. Desde el punto de vista de los programas,
nos permite construir expresiones que antes no eran posibles, por ejemplo, una funcién f :
(A x B) — C puede ser aplicada como f(a,b) 6 f ab, es decir, es posible evadir cierta rigidez
impuesta por el sistema de tipos. Si A y B son tipos isomorfos, se puede emplear una expresion
de tipo A en cualquier lugar donde se espera una de tipo B. Mientras que desde el punto de vista
de la l6gica, los isomorfismos de férmulas hacen que las pruebas sean mas naturales, por ejemplo,
para probar (A A (A = B)) = B usando deduccién natural, deberfamos primero introducir la
hipétesis AA(A = B), y luego descomponerlaen Ay A = B, en cambio, utilizando el isomorfismo
de Curry, que también vale para la 16gica, transformamos el objetivo en A = (A= B) = By
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luego introducimos directamente las hipdtesis A y A = B.

1.2. Trabajo previo

Se han realizado multiples aportes sobre los denominados sistemas mddulo isomorfismos.
Estos sistemas utilizan el cdlculo lambda simplemente tipado con pares como marco de trabajo,
y lo extienden de forma que los tipos isomorfos se consideran idénticos. El més relevante para
este trabajo es Sistema I [DD19], que se corresponde con el fragmento de la lgica que incorpora
las conectivas = y A. Este sistema ignora las formas de los tipos y se centra solo en su utilidad
final, permitiendo asi realizar aplicaciones de funciones y proyecciones que no son posibles en el
célculo tradicional. Ademads, se presentan propiedades interesantes como el no determinismo y
otras que pueden utilizarse en la optimizacion de programas. Desde el punto de vista de la légica,
el no determinismo es interesante, ya que funciona como una suerte de irrelevancia de pruebas.
Sin embargo, desde el punto de vista de la programacién es mas tutil que el comportamiento de
los programas sea determinista. Afortunadamente, como se explicara en detalle més adelante, es
posible recuperar el determinismo.

También, es importante destacar que todos los isomorfismos de tipos que se presentan en
estos sistemas, fueron caracterizados y agrupados en conjuntos axiométicos por Di Cosmo |Di
05].

En términos de expresividad, un siguiente paso natural para un calculo lambda simplemente
tipado consiste en la adiciéon de polimorfismo, esto es justamente lo que propone Sistema I Po-
limoérfico [Sot20; SDM20]. Dicho trabajo incorpora el constructor V a nivel de tipos, la abstraccién
y aplicacion de tipos a nivel de términos, y algunos de los isomorfismos faltantes correspondientes
al fragmento de la légica con V, = y A.

Desde el punto de vista préactico, existe una implementacién de Sistema I desarrollada en
Haskell, denominada A* [DM15]. Este sistema posee un sistema de reescritura médulo isomorfi-
mos, por lo que su implementacién no es trivial. Ademds, anade nimeros naturales y recursion
general. En este trabajo se puede observar la complejidad que trae implementar un lenguaje de
estas caracteristicas.

1.3. Estructura del trabajo

En el capitulo 2 se presentan los fundamentos previos necesarios para comprender los aportes
realizados en esta tesina. Por un lado, se introducen los isomorfismos de tipos y se explican en
detalle la sintaxis y semdantica de Sistema I. Por otro lado, se introducen una serie de conceptos
que abarcan desde tipos dependientes hasta la Teoria de Tipos Intuicionista, y culminan en la
presentacién de Agda, que sera el lenguaje elegido para la formalizacion realizada en este trabajo.
Ademds, se explicarda de forma sucinta la representacién de términos con indices de De Brujin,
y el funcionamiento de las substituciones explicitas, ambos conceptos no solo serdn una pieza
central de la formalizaciéon aqui presentada, sino que también son comuinmente empleados en el
desarrollo de muchas implementaciones de calculo lambda.

Luego, en el capitulo 3 se presenta la formalizacién de Sistema I con tipo Top, que serd el
aporte principal de esta tesina. El orden de presentacién del cédigo y los fragmentos expuestos
se escogieron con el objetivo de hacer la explicacion mads intuitiva y facilitar la comprensién
de las pruebas. La propiedad de normalizacién fuerte se presenta en dos partes debido a su
complejidad, donde primero se realiza la prueba para el cdlculo lambda simplemente tipado con
pares, y luego se extiende dicha prueba anadiendo isomorfismos de tipos. El cédigo completo de
toda la formalizacién puede obtenerse en https://github.com/AgusSett/thesis|


https://github.com/AgusSett/thesis

1.3. ESTRUCTURA DEL TRABAJO CAPITULO 1. INTRODUCCION

Por 1ltimo, en el capitulo 4 se presentan las conclusiones y trabajo futuro que se derivan del
presente trabajo de tesina.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Sistemas mddulo isomorfismos

2.1.1. Isomorfismos de tipos

Para poder abstraernos de la forma de los programas y centrarnos en su significado, es ne-
cesario establecer cudles son las formas que son combinables y cémo combinarlas. Para ello nos
valdremos de la nocién de isomorfismo entre tipos. El primer paso es considerar dos tipos A
y B como isomorfos si existen dos programas A — B y B — A, tal que al componerlos, en
ambos sentidos, obtenemos como resultado la identidad. Por ejemplo, para probar que los tipos
(AxB) - Cy A — B — C son efectivamente isomorfos, se define un término curry que
dada una funcién devuelve su forma currificada, y un término uncurry que realiza la operacién
inversa:

curry = )\x(AXB)”C.)\aA.)\bB.ﬂa, b)

)\mA—>B—>C /\yAxB

uncurry = x(my)(may)

Luego, se demuestra que para cualquier par (u,v) y funcién f se cumple:

(uncurry o curry) f(u, v)

uncurry(curry f){u,v)

uncurry((Az AP = NaA AP 2(a, b)) f) (u, v)
(ﬁ
uncurry(Aa \bP . f(a, b)) (u, v)

(AzA7B=C Ny A%B (m13) (m2y)) Aa AbB . f(a, b)) (u, v)
(_>

Ay B (A AP f(a, b)) (my) (m2y)) (u, v)
%

()\aA./\bB.ﬂa7 b)) (1 (u, v)) (w2 u, v))
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C%
(Aa AbB . f(a,b))u v
(_>

f{u, )

Luego, se concluye que uncurry o curry = id(ax py—c por extensionalidad. De forma similar
se puede probar que curry o uncurry = ida_p_c

Di Cosmo [Di 05] caracterizé para Sistema F con pares y tipo top, los conjuntos minimos
de isomorfismos que permiten construir todos los demads a partir de reglas de congruencia y
transitividad. Se escribe A = B cuando A y B son isomorfos.

swap A — (B—C)=B— (A—C) }Th1
1. AxB=BxA
2. Ax(BxC)=(AxB)xC
3. AxB)=-C=A— (B—()

4. A5 (BxC)=(A—B)x(A—C){ Thir
5 AxT=A
6. A-T=T
Th?
7. ToA=A
8. VXVY.A=VYVX.A
9. VX.A=VY.A[Y/X] + swap = Th?

10. VX.(A— B)= A — VX.B
11. VX.(Ax B) =VX.A x VX.B

12. vX.T=T

Cuadro 2.1: Isomorfismos de tipo en célculo lambda tipado

Estos isomorfismos estan agrupados en distintas categorfas. Por ejemplo, la categoria Th!
corresponde al cédlculo lambda simplemente tipado, dentro de esta, solo existe el isomorfismo
swap. Si se anaden pares al calculo, se obtienen los isomorfismos 1, 2, 3 y 4 de la tabla, dicho
conjunto se denomina Thl | notar que no se incluye swap, ya que es posible construirlo a partir
de 1y 3. Luego, se puede obtener el conjunto T’ hle anadiendo el tipo top al calculo.

Por otro lado, las categorfas Th? corresponden al calculo lambda de segundo orden, también
llamado Sistema F. Este conjunto abarca los isomorfismos que se pueden construir usando el
conector V, ademas del isomorfismo swap. De forma andloga, anadiendo pares y el tipo top a
Sistema F se obtienen las categorfas Th?% y Th? ;. respectivamente.
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2.1.2. Sistema l

Sistema I [DD19| es un cédlculo lambda simplemente tipado con pares donde los tipos iso-
morfos son considerados iguales. Su gramaética para tipos es la misma que en el calculo lambda
tradicional, mientras que su gramatica para términos difiere inicamente en la proyeccién, que se
da con respecto al tipo y no a la posicién:

A=17|A—>A|AXxA
ti=a | et | tt] (t,t) | Tat

Las reglas de tipado estardn dadas por las del célculo lambda simplemente tipado con pares,
con la modificacién de que la eliminacién de la conjuncién se produce respecto al tipo y no a la
posicién. Ademas, se afiade la definicién de una nueva regla de tipado llamada (=)

—(ax) A=DB FFT:A(:)
z:AFz: A T-r:B -
I'z:AF7r: B : :
T r =) I'tr:A— B FFs.A(:%)
'tXeor:A— B I'krs: B
I'tr:A TFs:B I'r:Ax B
(xi) —————— (%)
Pk {rs): Ax B TEma(r): A

Figura 2.1: Reglas de tipado

El conjunto de isomorfismos que abarca este sistema es denominado Thl. A continuacién se
presentan los cuatro isomorfismos que pertenecen a dicho conjunto axiomatico.

AXxB=BxA (comm)
Ax (Bx(C)=(AxB)xC (ASS0)
(AxB)-C=A— (B—C() (CURRY)
A—-(Bx(C)=(A—-B)x (A= () (D1ST)
- A=B A=B B=C
A=A B=A A=C
A=B A=B A=B A=B

AxC=Bx(C (CxA=CxB A—-(C=B—-C (C—-A=C-—>B

Figura 2.2: Isomorfismos de tipo en Sistema I

La regla (=) permite cambiar el tipo de un término por otro isomorfo a este. Por ejemplo:

Tz:Ckr:A Nz:Cks:B
: (=) : (=)
'EXer:C— A 'FXMs:C—B .
' Az, Az.s) - (C— A) x (C — B) =)
I'F Az, \z.s): C — (A x B) B IHt:C

'F Az, Azs)t: Ax B
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La introduccién de una relacién de equivalencia en el nivel de los tipos, necesariamente debera
tener consecuencias en el nivel de los términos. Con las reglas de reduccién usuales, un término
como el del ejemplo anterior estaria en forma normal, cuando en realidad no lo est4, ya que contie-
ne un S-redex. Entonces, el siguiente paso es extender la relacién de reduccion con isomorfismos a
nivel de términos. Estas nuevas reglas permiten desatascar los términos que tipamos usando (=).
Por ejemplo, es necesario definir la siguiente equivalencia de términos (Az4.r, \z4.s) = Xz (r, s)
para reducir el programa del ejemplo anterior:

Ax.r, Ax.s) t
(Ax.(r,s)) t
(_>

(rlt/x], s[t/x])

A continuacién, se presentan las reglas propuestas por Sistema I, las cuales fueron elegidas
con el objetivo de obtener un cédlculo fuertemente normalizante y consistente:

(r,s) = (s,7) (coMMm)
(r, (s, t)y = ((r,s),1) (ASS0)
Az (r,s) = Oaftor, Axtls) (DIST}))
(r,s)t = (rt, st) (DISTapp)
r(s,t) = rst (CURRY)
t=r t=r t=2r t=r

ret AxtE2  eor tsE2rs st 2 osr

ter

t
(t,s) = (r,s) (s,t)

ter

=2r
= (s,r) walt 2 AT

Figura 2.3: Reglas de equivalencia entre términos

Luego, se escribe =* para denotar la clausura reflexiva y transitiva de la relacién =. Notar
que =* es una relaciéon de equivalencia entre términos.

Es importante destacar que dependiendo del conjunto de equivalencias entre términos que
se incluyen, se obtienen sistemas de célculo con distintas propiedades, incluir demasiados puede
desencadenar en no terminacién, y si se incluyen pocos pueden aparecer eliminaciones en formas
normales. Por ejemplo, el término (Az“*.A\y®.r)s donde s : B contiene una eliminacién, sin
embargo, no es posible reducirlo en Sistema I. Pero si se anade la regla “Sit: A — B entonces
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t =, x4 .tx” entonces es posible derivar:

Azt yBor) s
n

A4 (A yPr) s z)
<:>CURI{Y

A4 (At yBor) (s, 2))
<:’COMM

XA (A yP o) (2, 5))
:)CURRY

XA (A yP ) 2 s)
B

XA (A yBor[z/x]) s)

En |[DD19| se conjetura que la extensién de Sistema I con una regla de n-expansién produce un
sistema donde no existen eliminaciones en formas normales, y dicha extensién se propone como
un posible trabajo futuro.

El siguiente paso surge de notar que las nuevas reglas introducen problemas en la reduccion
clasica. Por un lado, las reglas de proyeccion w1 y mo acceden al par a través de la posicién de
los elementos, pero el isomorfismo COMM permite cambiar el orden de un par, permitiendo asi
proyectar cualquiera de los dos elementos:

Ut <71a 5> T

T1(r, 8) Zcomm T1L(8,7) —r, 8

Esto supone un problema para la preservacién de tipos y ademads introduce no determinismo.
La solucién es acceder al elemento a través de su tipo, por lo que se define una nueva regla:

sir: A wa(r,s) —=pr

Una consecuencia importante es que esta regla resuelve la preservacién de tipos, pero man-
tiene el no determinismo en el cdlculo. Si r y s tienen tipo A, entonces 74 (r, s) puede reducir
indistintamente a cualquiera de los dos términos. Sin embargo, es posible codificar una proyeccién
determinista incluso cuando ambos términos son del mismo tipo, por ejemplo, el par (r,s) : Ax A
se codifica como:

AErxz¥s) X 5 AxY — A

Y la proyeccién 7y (r, s) se codifica como:

(mxs ANz, Az s))

Donde X y Y son dos tipos no isomorfos, como por ejemplo 7 y 7 — 7, e yX es cualquier
elemento de tipo X. De forma andloga se puede codificar ms.

La B-reduccién cldsica también entra en conflicto con la preservacién de tipos. Por ejemplo,
el término (Az.A\yB.r)ts donde t : B'y s : A estd bien tipado, pero para reducirlo correctamente
primero se deben aplicar equivalencias para intercambiar el orden de ¢ y s. Sin embargo, no hay
nada que impida aplicar la regla 3, lo cual podria terminar reduciendo a un tipo equivocado.
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Para solucionar esto, se modifica la S-reduccién y se anade una condicién que requiere que el
término que se esta aplicando tenga el mismo tipo que el argumento de la abstraccion:

sis: A (A\xtr)s —p rs/a]

Por iltimo se define la relacién de reduccion modulo isomorfismos:

s =2 0y 0 2

Por lo tanto, r ~ s <= r 2* v’ < s/ 2* s para cierto r’ y s’. Es decir, que primero los
términos son transformados a una forma equivalente donde sea posible aplicar las eliminaciones,
v luego se aplican las S-reducciones y proyecciones.

Ejemplos

El término Az?.(r,s) tiene tipo A — (B x C) aplicando el isomorfismo DIST se obtiene el
tipo (A — B) x (A — C). Es decir, que una funcién que recibe un argumento y retorna un par,
puede ser vista como un par de funciones. Por lo tanto, es posible proyectar la funcién antes de
aplicarla, y dado a : A, se puede aplicar la funcién proyectada 74, g(Az?.(r, s)) a

A continuacién se detalla la forma de reducir dicho término:

Tasp(Az?.(r,s))a
sty

Tasp((Aztr, xts)) a
o

A\zr)a
B

rla/]

El término Az?. \y®.r tiene tipo A — B — C aplicando los isomorfismos CURRY y COMM se
obtiene el tipo B> A — C:

A—B—C

=CURRY
(AxB)—=C
=coMm

(BxA)—=C

=CURRY

B—-A—=C

Es decir que, dada una funcién con multiples argumentos es posible aplicarlos en cualquier orden.
Dados a: Ay b: B la aplicacién (Az4.\yZ.r) ba es vélida.
A continuacién se detalla la forma de reducir dicho término:
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A2 B r)ba
(:}CURRY

Az AyB 1) (b, a)
<1>COMM

Az AyB ) (a, b)
<:)CURRY

Az yPr)ab
=B

(A\y".rla/a])b
B

rla/z,b/y]

2.1.3. SIP

Sistema I Polimoérfico [Sot20; [SDM20|, es una extensién que agrega polimorfismo a Sistema
I, toma algunos de los isomorfismos del conjunto axiomético Th%. A la gramética de tipos y
términos definida en Sistema I, le agrega la gramética de tipos y términos correspondientes a
Sistema F con pares. Sus tipos y términos son entonces los siguientes:

A=X|A—A|AxA|VX.A
ti=a | Mot | tt] (t,t) | mat | AX 1| t[A]

Las reglas de tipado de este cdlculo surgen de tomar las reglas de Sistema I y agregar las
correspondientes a polimorfismo de Sistema F:

'tr:A X¢FTV() v T'Fr:VX.A
THAX.7:VX.A Y T'kr[B]: AB/X]

Donde FTV(T) es el conjunto de variables de tipo libres en el contexto T'.
Los isomorfismos de caracter axiomatico que se consideraran en este sistema son los siguientes:

(Ve)

VX.(A— B)=A—-VX.B (P-COMM)
VX.(Ax B)=VX.AxVX.B (P-DIST)
Del mismo modo que Sistema I permite proyectar abstracciones de términos, en SIP es posible

proyectar abstracciones de tipos. Por ejemplo, utilizando los isomorfismos (DIST) y (P-DIST) se
puede construir el siguiente término:

Tux.(asp) (AX Az (1, s)) : VX.(A — B)

Su derivacion de tipos es:
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I'-r:B Ttks:C (x
Lk {r,s): BxC
I'FXxA(r,s): A— (BxC)
I'FAX Mz (r,s) : VX.(A — (B x(C))
I'FAX Az (r,s) : VX.(A — B) x VX.(A = O)
'k WVX_(A%B)(AX.)\JCAKT, s)):VX.(A— B)

i)

Vi

=)

Una forma de reducir este término es la siguiente:

Tux (A p) (AX Az (1, 5))
=

Tux.(AB)(AX. Az, Az?.s))
=

TYX.(A—B) ((AX.)\QZA.T, AX./\xA.s>)
—r

AX A z2r

Este trabajo presenta en detalle la técnica utilizada para obtener las equivalencias de térmi-
nos inducidas por un isomorfismo de tipos. Dado un isomorfismo de tipos con dos constructores
involucrados, se construyen términos aplicando de diferentes maneras las reglas de tipado rela-
cionadas con los constructores. Para cualquier par de conectivas, tenemos cuatro posibles formas
de combinar sus reglas de tipado: introduccién-introduccién, introduccién-eliminacioén, elimina-
cién-introduccién, y eliminacién-eliminacién. Cada una induce una equivalencia, y cada lado de
la equivalencia estard dado por el orden en que se apliquen las conectivas.

Por ejemplo, el isomorfismo A — (B x C) = (A — B) x (A — C) emplea los conectores — y
x. SIP incluye solamente dos de las cuatro equivalencias de términos. Las siguientes derivaciones
prueban que ambos términos tienen los tipos involucrados en el isomorfismo de tipo dado:

» Introduccién de — e introduccién de x: Az.(r, s) = (Az.r, Az.s)
Fe:AFr:B T,z:AkFs:C
Lix:AbF(r,s): BxC
'k Az.(r,s): A= BxC

(xi)

I'z:AFr:B Me:AkFs:C
(=) =i)
'-Xer:A— B F}—)\:U.S:A—>C(X_)
'E Az, Azs): (A— B)x (A—C) ’
'k Az, Azs): A— (BxC)

» Eliminacién de — e introduccién de x: {r, s)t = (rt, st)

'tr:A—> B Fl—s:A—)C(Xi)
I'H(rs):(A=B)x(A=C)

'k (rs):A— (BxC) ® r-t: A
Tk {(r,s)t: BxC

11
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I'tr:A— B Fl—t:A(:) I'ts:A—-C TkHt:A
Ttort:B ‘ Lhst:C o
Tk (rt,st): Bx C '

(=)

2.1.4. M\

AT [DM15] es una implementacién en Haskell de una extension que agrega niimeros naturales
y recursién general a Sistema I. Este trabajo muestra las dificultades de implementar un sistema
de tipos médulo isomorfismos y las aplicaciones practicas de un lenguaje de programacién con
dichas capacidades.

Por ejemplo, utilizando los isomorfismos CURRY y COMM es posible aplicar una funcion a
sus argumentos dados en cualquier orden e incluso aplicar la funcién a solo un subconjunto de
argumentos. La idea es convertir todos los argumentos en forma de pares utilizando CURRY, y
luego reordenarlos empleando conmutatividad y asociatividad de los pares:

R—S—T =curny
(R x8) =T =coum
(S %X R) = T =curry

S—R—>T

Un detalle interesante de este sistema, es que a nivel de la implementacién, se anade una nueva
regla de reescritura llamada dist. que no surge de ningtin isomorfismo, sino que es necesaria para
reducir términos que de otra forma quedarian atascados. Esta regla reescribe términos de la
forma mrys((r,s)) < (mr(r),ms(s)) y permite desatascar proyecciones donde el argumento es
una abstraccién maés algun otro término.

Por ejemplo, dados los términos Az’ .z : (R x S) — (R x S) y t : T se puede construir el
par (A\zf*5 .z t) : (R x S) — (R x S)) x T), luego aplicando las reglas DIST y ASSO se obtiene
la siguiente equivalencia:

(RxS)—= (Rx58))xT =psr
(RxS) = R)x(Rx8)—=19)) xT =450
(RxS)—=R)Xx(((RxS)—=S)xT)

Por lo tanto, la proyeccién W((Rxs)_)s)xT<)\xRXS.I7t> estd bien tipada. A continuacién se
muestra como emplear la regla dist. para reducir dicha proyeccién:

T(Rx8)—8)xT (A5 2, )
c_>diste

(T(rxs)>s(Aa™% 2), wr(t))
(—)

<W(Rx5)—>s()\$RXS~fE)7 t)
—

(A B*S g (x),t)

12
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Esto muestra que desde el punto de vista de la implementacién, puede ser necesario agregar
nuevas reglas de reescritura para evitar que aparezcan eliminaciones en formas normales. Este
punto es importante, ya que la formalizacién de la propiedad de progreso implica demostrar que
es posible reducir todas las eliminaciones hasta llegar a una forma normal, en simples palabras,
el conjunto de reglas es lo suficientemente grande como para desatascar cualquier término que
pueda presentarse.

2.2. Tipos dependientes

Un tipo de datos dependiente es aquel cuya definicién depende de valores. Son usados para
expresar una propiedad sobre los términos en el tipo de los mismos. Un ejemplo clasico que se
suele dar a la hora de presentar los tipos dependientes, es el de los vectores de largo n:

data Vec a (n :: N) where
nil  :: Vec a 0
cons :: Vec a n—> Vec a (suc n)

Es importante notar que el segundo pardmetro de Vec no es el tipo N, sino un término de tipo
N, por ejemplo, Vec N 3 representa el tipo de los vectores de naturales de largo 3. Esto quiere
decir que dentro de los tipos pueden aparecer términos, lo cual permite escribir programas ma&s
precisos y seguros.

Para entender la practicidad de un sistema de tipos con dicho nivel de especificidad, se
comparan los siguientes programas:

zerosLL :: N —> List N
zerosL 0
zerosL (suc n) =0 :: (zerosL n)

zerosV :: (n :: N) —> Vec N n
zerosV 0 = nil
zerosV (suc n) = cons 0 (zerosV n)

Notar que el tipo de zerosV es dependiente e introduce una variable. Si bien la implementacion
dada para zerosL es correcta, nada impediria simplemente retornar []1 en todos los casos, por
el contrario, en el caso (suc n) de zerosV se estaria cometiendo un error de tipo si se tratara
de retornar [], ya que se espera un término de tipo Vec N (suc n) y la lista vacia tiene tipo
Vec N 0. De cierta forma el tipo de las funciones estd guiando su implementacién, impidiendo,
en este caso, retornar un vector de largo incorrecto.

Otro ejemplo interesante que se logra con la programacion con tipos dependientes es el ope-
rador de acceso. Sobre las listas, este operador se define como:

''_ :: List a —> N —> Maybe a

[] "' n = nothing
(x :: xs) !l zero = just x
(x xs) !l (suc n) = xs !l n

Notar el uso del tipo de datos Maybe para capturar los casos en que el acceso no es posible.
Antes de presentar la implementacién para vectores, es necesario definir el tipo de datos de
los conjuntos finitos:

data Fin N where
zero : Fin (suc n)
suc : Fin n — Fin (suc n)

13
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Cada tipo Fin n estd habitado por n elementos, estos serian, el elemento zero més el cons-
tructor suc combinado con los n — 1 elementos de Fin (n-1). Notar que Fin 0 es un conjunto
vacio, es decir que no existe ningiin término con dicho tipo, o dicho de otra forma, el tipo Fin 0 no
estd habitado por ningun término. Luego, un vector de largo n estard indexado por los elementos
del conjunto Fin n, que tiene cardinalidad exactamente igual a n.

_!Mv_ :: Vec an—> Fin n—> a
(cons x v) !lv zero = x
(cons x v) !lv (suc i) =v llv i

La definicién del operador sobre vectores no requiere el uso del tipo Maybe, ya que el segundo
argumento estd restringido a ser un natural entre cero y el largo del vector menos uno. Notar
que en la implementacién ya no aparece el caso nil, porque eso implicaria que n = 0, pero el
parametro n del tipo dependiente esta forzando al argumento Fin a tener la misma cantidad de
elementos que el vector, por lo que dicho argumento deberia ser un elemento de Fin 0, el cual
es un conjunto vacio. Esto es lo que se denomina un “patréon absurdo”, y como es imposible que
dicho patrén ocurra, se lo excluye de la implementacion.

Utilizando estos tipos es imposible tratar de acceder a un elemento que no esté en el rango
del vector. Lo més interesante es que los invariantes son verificados estaticamente por el sistema
de tipos en tiempo de compilacién. Un término que trata de romper alguna invariante, estard
mal tipado, por lo que no es posible construirlo.

2.2.1. Cubo Lambda

Hasta ahora se presentaron distintos tipos de cédlculo lambda que se podrian agrupar en
dos grandes categorias, el simplemente tipado (A_,), y el célculo lambda polimérfico, también
denominado Sistema F o célculo lambda de segundo orden (A2).

La diferencia fundamental entre estos dos, son las dependencias entre tipos y términos que
se permiten. Por ejemplo A_, solo permite que las abstracciones liguen términos, es decir, los
términos solo pueden depender de otros términos. Luego, A2 anade nuevas reglas de tipado que
permiten construir términos que dependen de tipos.

La inclusién de tipos dependientes, es decir, construcciones que permiten a los tipos depender
de términos, da como resultado un célculo denominado AIl. Si se incluyen estas tres dependencias,
es decir, términos que dependen de términos o tipos y tipos que dependen de términos, se obtiene
el célculo lambda dependiente de segundo orden (AII2).

Notar como cada dependencia es, en cierta forma, ortogonal a las demds, y cada célculo
obtenido a medida que se anaden dependencias, es un superconjunto de los cdlculos anteriores,
es decir, se obtienen generalizaciones cada vez mas grandes. Se pueden visualizar las distintas
dimensiones en las que es posible moverse hacia un cédlculo més general utilizando un diagrama
llamado “cubo lambda” [Bar91|:

14



2.3. PROPOSICIONES COMO TIPOS CAPITULO 2. PRELIMINARES

A —— AC

d e
st

Figura 2.4: El cubo lambda representa las dependencias entre tipos y términos como dimensiones
ortogonales, las flechas corresponden a la relacién “incluido en”.

Ay — = I

= (1): términos que dependen de tipos. El polimorfismo incrementa el poder de célculo del
sistema, ya que permite la auto-aplicacién preservando la propiedad de terminacién, por
lo tanto, es posible representar cualquier funcién recursiva primitiva.

= (—): tipos que dependen de términos. La inclusién de tipos dependientes no aumenta
el poder de cédlculo, pero permite expresar en el sistema de tipos propiedades sobre los
programas. Como se explicard més adelante, los tipos dependientes permiten dar un salto
a un sistema, que desde el punto de vista de la légica, es equivalente a la logica de predicados.

= (): tipos que dependen de tipos. Corresponde a los constructores de tipos, es decir,
operadores que permiten crear nuevos tipos a partir de otros tipos mas basicos. El célculo
Aw, que permite representar funciones polimérficas y constructores de tipos, es considerado
como la base de muchos lenguajes de programacién funcionales.

El sistema que incluye a todos los demds, es denominado Célculo de Construcciones (AC),
este posee el mayor poder de cémputo y expresividad. Si bien los sistemas de tipos imponen
restricciones sobre las construcciones que son posibles en los sistemas de cdlculo, permiten obtener
propiedades interesantes. Por ejemplo, la propiedad de terminacion es necesaria para que la légica
representada por estos cdlculos sea consistente. En particular, A\C' tiene un sistema de tipos lo
suficientemente expresivo como para representar la légica de predicados de alto orden, mientras
que es lo suficientemente restrictivo como para que dicha légica sea consistente.

2.3. Proposiciones como Tipos

En teoria de tipos, el paradigma de “proposiciones como tipos” describe la correspondencia
entre la légica y los lenguajes de programacién. Bésicamente, dice que a cada proposiciéon en
la logica le corresponde un tipo, y viceversa. De hecho, esta relacién es mas profunda, ya que
a cada prueba de una proposicién dada, le corresponde un programa del tipo correspondiente,
y viceversa. Es decir, “pruebas como programas”. Incluso, es mas profunda ain, en el sentido
de que para cada forma de simplificar una prueba, existe una forma correspondiente de evaluar
un programa, y viceversa. Por lo que se tiene “simplificacién de pruebas como evaluaciéon de
programas”.

15



2.4. TEORIA DE TIPOS INTUICIONISTA CAPITULO 2. PRELIMINARES

Tal como lo explica Wadler en su articulo [Wadl5], no se trata de una simple biyeccién entre
proposiciones y tipos, sino de un verdadero isomorfismo que preserva la compleja estructura de
pruebas y programas, simplificaciones y evaluaciones.

Este principio surge de las observaciones realizadas por Curry [CF58| sobre la 16gica pro-
posicional, y més tarde extendidas por Howard [How69| a la l6gica de predicados. La clave de
esta extension es la introduccion de los tipos dependientes para representar los predicados y
cuantificadores en la légica de predicados.

Las correspondencias que surgen de esta interpretacién pueden resumirse de la siguiente
forma:

= La conjunciéon A A B se corresponde con el par A x B. Una prueba de la proposicion AA B
consiste de una prueba de A y una prueba de B.

= La disjuncién AV B se corresponde con la suma disjunta A+ B. Una prueba de la proposicién
AV B consiste de una prueba de A o una prueba de B y un marcador que indica cudl de
las dos alternativas estd presente.

= La implicacién A = B se corresponde con el espacio de funciones A — B. Una prueba de
la proposicién A = B consiste de una funcién que dada una prueba de A devuelve una
prueba de B.

= El cuantificador existencial dx : A.B se corresponde con el tipo Xz : A.B. Bésicamente,
esto es una familia de tipos indexada por a : A donde a cada término a le corresponde un
tipo B(a). Los habitantes de Y.z : A.B son pares dependientes (a,b) donde a : Ay b: B(a).
Cuando B(z) es una funcién constante, este tipo es equivalente al producto cartesiano
A X B.

= El cuantificador universal Vz : A.B se corresponde con Ilx : A.B, al igual que para el
tipo ¥, B es una familia de tipos indexada por los términos de tipo A. Los habitantes de
Iz : A.B son funciones dependientes a — B(a). Cuando B(x) es una funcién constante, el
tipo II es equivalente al tipo de las funciones ordinarias A — B.

2.4. Teoria de Tipos Intuicionista

La Teor{a de Tipos Intuicionista, también llamada Teoria de Tipos de Martin-Lof [Mar98;
Mar75; Mar82; [Mar84] propone un sistema légico formal y los fundamentos filoséficos para las
matemadticas constructivas.

Directamente influenciado por las ideas de Howard, Martin-Lof se basé en el principio de
proposiciones como tipos y el constructivismo matematico para el desarrollo de su teoria. Este
constructivismo requiere que las pruebas contengan un “testigo”, una prueba de una proposicién
dada es un programa, por lo tanto, las proposiciones son verdaderas cuando su tipo estd habi-
tado por algin término. Las pruebas son términos que atestiguan la veracidad del teorema, y
pueden ser manipulados como cualquier otro término del lenguaje. Vistas como programas, las
pruebas son procedimientos que al ejecutarlos permiten obtener valores del tipo indicado por la
proposicién, por este motivo se dice que las pruebas son constructivas.

Esto tiene algunas consecuencias interesantes, por ejemplo, en la légica cléasica, a las proposi-
ciones se les asigna valores de verdad sin importar si existe evidencia directa de que sea verdadera
o falsa. Esto es lo que comunmente se denomina “principio del tercero excluido”, ya que excluye
la posibilidad de un tercer valor distinto de verdadero o falso. Sin embargo, puede que no siempre
sea posible obtener una prueba constructiva de dicha proposicién para cualquier tipo A, por lo
tanto, no es posible probar AV —A en la ldgica intuicionista.
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Se puede pensar a la teoria de tipos intuicionista como un lenguaje de programacién funcional
donde el sistema de tipos es tan rico que practicamente cualquier propiedad concebible de un
programa puede expresarse como un tipo. Todas las funciones de este lenguaje deben ser totales
y decidibles, por lo que todos los programas deben necesariamente cumplir con la propiedad de
terminacién.

Filoséfica y practicamente, la Teorfa de Tipos de Martin-Lof es un marco fundamental donde
las matemaéticas constructivas y la programacién son, en un sentido profundo, lo mismo.

2.5. Agda

Agda es un lenguaje de programaciéon con tipos dependientes, desarrollado originalmente
por la Universidad de Chalmers (Suecia). Debido al paradigma de las proposiciones como tipos,
Agda también funciona como un asistente de pruebas. A diferencia de otros asistentes, como Coq,
carece de un sistema de tacticas, por lo que las pruebas son escritas en un estilo de programacién
funcional, de hecho su sintaxis es similar a la de Haskell.

Agda es una implementacién de la Teoria de Tipos de Martin-Lof, para que la légica sea
consistente, los programas deben ser totales, es decir que todos los programas deben terminar, y
todos los posibles casos de un pattern matching deben ser cubiertos. Por este motivo, no todas las
funciones recursivas estdn permitidas, Agda posee un mecanismo de comprobacién de terminacién
que acepta aquellas funciones para las que puede probar mecdnicamente su terminacién.

2.6. Indices de De Bruijn

Generalmente, los términos en calculo lambda se presentan utilizando letras para nombrar
las variables, por ejemplo:
Az.(Ay.y(Ax.z))(Az.zx)

Esta forma de representacién permite ver a simple vista cudles variables estan ligadas y a qué
abstraccion pertenecen, también suelen utilizarse palabras para dar nombres mas descriptivos a
las variables. Se puede notar que la forma de escribir un término no es tnica, ya que es posible
cambiar los nombres de algunas variables sin alterar su significado, por ejemplo, el término
Ac.(Ab.b(Ad.d))(Aa.ca) es equivalente al término anterior. Cuando esto ocurre se dice que los
términos son a-equivalentes.

El principal problema de esta representacién es que para implementar la S-reduccién, se debe
tener cuidado de no capturar una variable libre cuando se substituye un término en el cuerpo
de una abstraccion, en caso de que eso ocurra, se renombra la variable capturada con un nuevo
nombre fresco. En el siguiente ejemplo la variable x es renombrada a z para evitar la captura:

Ay.(Az.zy))z =5 (Ar.xy)ly == z] = Az.zz

Utilizar variables con nombres hace que la implementacién se vuelva més engorrosa e inefi-
ciente. Una alternativa més adecuada es la representacién de De Bruijn [Bru72|, que reemplaza
los nombres por numeros naturales llamados indices de De Bruijn. Por ejemplo, la forma de
escribir el término del primer ejemplo con indices es la siguiente:

A0 (A 0)(A10)
Los indices indican cuantas abstracciones se deben “saltar” para llegar a la que esta ligando la
variable. Los nombres de las ligaduras ya no son necesarios, por lo que la escritura se simplifica.
Ademss, los términos tienen una tnica representacion, es decir, no es necesario tener en cuenta
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las a-equivalencias. A nivel de la implementacién, esta representacién facilita la manipulacién
de términos, en especial, cuando se implementa la S-reduccién.

2.7. Substituciones explicitas

Utilizando la representacién de De Bruijn, las sustituciones son simplemente mapeos de nime-
ros naturales a términos, es decir que pueden interpretarse como una secuencia infinita de térmi-
nos. Por ejemplo:

(013){0—~a,1—b2—0,3—1,...} 2abl

Si se quisiera definir la S-reduccién utilizando esta notacién, una primera definicién seria:

(Aa)b—pga{0 —»bl—1,2—2 ...}
El problema es que al eliminar un A todas las variables libres de a quedaran desfasadas, por
lo que se les debe restar uno:
(Ma)b =5 a{0—b,1—0,2—1,...}

El siguiente problema surge al intentar empujar la substitucién dentro de una abstraccion,
por ejemplo si a = Ac, la sustituciéon que se aplique sobre ¢ no deberia sustituir el indice 0, ya que
éste representa a la variable capturada por la abstracciéon, ademas los demas indices a sustituir
en c estaran bajo una ligadura. Para solucionar este problema se modifica la sustitucion a aplicar
sobre el cuerpo de una abstraccion, eliminando la sustitucién de 0 y aumentando en un 1 los
demas indices a sustituir:

A0 bi+1i}=Af0—0,1b21,3—2,...}

Un dltimo problema puede presentarse si b tiene variables libres, para evitar que estas sean
capturadas por el A de ¢ se les debe sumar uno:

A){0—=bi+1—i}=X{0—0,1—b0—~1,1—2,...},2—1,3—2,...}
El siguiente ejemplo muestra la forma correcta de realizar una (3 reduccion:

(AA31(A02) (A10) =5 A2 (A50) ()0 (A60))

Notar como las variables libres del cuerpo de la abstraccion disminuyen en uno, mientras que
en el argumento de la abstraccién las variables libres aumentan en uno por cada A que atraviesan,
y las variables ligadas quedan intactas.

En |[Aba+91] se presenta el dlgebra-o y los cuatro operadores que permiten construir estas
secuencias. Donde se escribe ((s))a para expresar la aplicacién de la substitucién s sobre el término
a.

= id es la substitucién identidad {i — i}.
= 1 es el operador shift, y suma uno a cada indice {i — i + 1}.

» g e s es la concatenacién del término a con la substitucién s, que se define como {0
a,i+1 > s(i)}. Por ejemplo aeid = {0 — a,1 = 0,2~ 1,3~ 2,...} ={0—a,i+1— i}

= sot corresponde a la composicién de substituciones, donde primero se aplica s y luego ¢

{i = () (s(0)}-
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Dada una substitucidn s, se escribe ((s))a para denotar la aplicacién de la substitucién s sobre
el término a.

Finalmente, la -reduccién se define como:
(Aa)b —p5 (beid)a

El trabajo de Abadi también presenta algunas propiedades algebraicas de los operadores que
resultan utiles a la hora de probar propiedades sobre las substituciones:

0Oef =1d
to(aes)=s
((s)0) e (Tos)=s

)
(aes)ot = ({t)ha)e(sot)
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Capitulo 3

Aportes

3.1. Formalizacion

3.1.1. Tipos intrinsecos

Existen dos enfoques fundamentales para la introduccién de sistemas de tipos en el cédlculo
lambda. Por un lado, se pueden definir primero los términos y luego los tipos, por lo tanto, los
términos existen independientemente de los tipos y tienen significado por si solos. Tiene sentido
entonces definir el subconjunto de términos para los cuales existe alguna derivacion de tipos,
a este subconjunto se lo denomina términos “bien tipados”. De hecho, para un término dado
pueden existir mas de un tipo posible, por ejemplo, la funcién identidad Az.x puede ser tipada
como 7 — 7 0 como (T — 7) — (T — 7). Desde este punto de vista, los juicios de tipado aseguran
que los términos poseen ciertas propiedades. Este estilo es llamado “tipos a la Curry”.

Por otro lado, es posible definir los tipos en primer lugar y luego los términos sobre esos
tipos. Aqui no tiene sentido hablar de términos “bien tipados”, ya que no pueden existir los
términos “mal tipados”. Por lo tanto, todo el significado recae sobre los juicios de tipado, en
lugar de los términos. En cierta forma, los términos y las reglas de tipado estdn entrelazados.
Aqui, las derivaciones de tipos son tnicas, puesto que los términos Ax".z y Az™7.x se consideran
distintos. A este enfoque se lo denomina “tipos a la Church”.

Reynolds [Rey98| acuiié las expresiones tipos extrinsecos y tipos intrinsecos para referirse a
cada uno de estos dos enfoques.

3.1.2. (Calculo lambda con pares y tipo Top

En esta seccién se presenta una formalizacién en Agda de un célculo lambda simplemente
tipado con pares extendido con isomorfismos de tipo. Gran parte del cédigo presentado en este
trabajo estd basado y adaptado a partir de un libro de Philip Wadler [WKS22|. La adaptacién
consiste principalmente en la adicién de los isomorfismos de tipos, la regla de tipado (=) y la
relacion de equivalencia entre términos.

En primera instancia se definen los tipos del lenguaje, existen tres constructores de tipos. El
tipo top T, el tipo de las funciones = _ y los pares _x_.

Cddigo 1. Tipo de dato de los tipos

data Type : Set where
T @ Type
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_=_ : Type = Type = Type
_x_ : Type = Type = Type

Ejemplo 1. Construccion de tipos

fun : Type
fun=T =T
prod : Type

prod = fun x T

Dado que se utiliza la representaciéon de De Brujin, los entornos de tipado, simplemente se
formalizan como listas de tipos. Al contrario de las listas cldsicas, los entornos se leen de derecha
a izquierda.

Luego se formalizan las variables intrinsecamente tipadas, que son representadas por los
indices propiamente dichos.

Cddigo 2. Tipo de dato de los contextos de tipado y variables intrinsecamente tipadas. Los
argumentos escritos entre {} son implicitos, cuando se aplican los constructores, estos argumentos
se omiten y Agda se encargara de inferir los valores correspondientes.

data Context : Set where
() : Context
_,- : Context = Type = Context

data _>_ : Context = Type = Set where
Z:V{I 4}

La proposicién I' 5 4 indica que existe una variable de tipo 4 dentro del entorno I, es decir
que este es el tipo de las variables que tienen tipo 4 en el entorno I'. Los términos construidos
con Z y S corresponden a los indices de De Bruijn, los cuales constituyen pruebas para dichas
proposiciones.

Ejemplo 2. Las siguientes variables con tipos T y T = T tipan en el contexto ), T=T,T y
constituyen una prueba de ello.

Cuando el nombre de una definicién no es relevante, Agda permite omitirlo utilizando un
guion bajo _.

0, T=T,T>T

I
N

0
S

, T =T ,T>5T=T
Z
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A continuacién se presentan los juicios de tipado, debido a que se utilizan tipos intrinsecos,
estos también representardan a los términos del lenguaje.

Cddigo 3. Tipo de dato de los términos
data _ : Context + Type -+ Set where

VAT A} -- (ax)
I3 4

* V{I}4TFT — (T)

[1=_:V{['4 B} -~ (=)
+ A4 =B
- ["F A4

A V{4 B} -- (=)
-, AFB

V{4 B} - (=)
+['FA =B
-4

(_,.> :V{I"4 B} —- (x;)
- A
-+ B

m:V{I 4 B} -= (%)
=+ (C : Type)
=+ {proof : (C =2 4) W (C 2B)}
1"+ A4xB

De manera similar a las variables, un término de tipo I' - C constituye una prueba de que
el mismo tiene tipo C en el entorno I'. Notar que el constructor [_]=_ corresponde a la regla
de tipado (=) de Sistema I. En el constructor m se observa un detalle importante, ademds de
tomar como argumento el tipo C, toma un argumento implicito que funciona como evidencia
de que el tipo C es o bien igual al tipo 4, o bien igual al tipo B. Para ello se utilizan el tipo
suma _W_ definido en el médulo Data.Sum y la igualdad proposicional =2_ definida en el médulo
Relation.Binary.PropositionalEquality. Estos dos tipos forman parte de la libreria estandar
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de Agda. Generalmente, se utiliza el stmbolo (=) para denotar la igualdad proposicional, pero en
ese caso, ese simbolo se utilizard para definir los isomorfismos de tipos, por lo tanto, se renombra
el operador de la igualdad al simbolo (22).

A continuacién se muestran algunos ejemplos de términos que pueden construirse con la
definicién dada. Cada uno de ellos constituye una prueba de que tipa en el contexto dado.

Ejemplo 3. Construccién de términos

), T=>=TFT=T
_=A(8Z-(“8SZ-Z)—-Ax .y (yx)
(T =T)=T=T

S=EAAX(CSZ - (CSZZ2) - Ay . Ax .y (yx)
Ty : 0, TF fun

T1=X‘Z

To : 0, TF prod

To=(Ty, x>

T3 : 0, THFT
T3 = (7 fun {inj; refl} Ty) - ¢ Z

swapx : V{4 B} +(0F A4 xB =B x4
swapx {4} {B} = XA {7 B {injs refl} (* Z) , m 4 {inj; refl} (¢ Z) )

Aqui se introducen las definiciones de los renombres de variables, substitucion de variables y
operadores del dlgebra-o presentados en capitulos anteriores.

Rename : Context - Context -+ Set
Rename ' A=V{4}+1'34-+A>4

Subst : Context -+ Context -+ Set
Subst ' A=V{4}~+T"2>4+AF 4

ids : V{I'} # Subst [' I

idsz = ‘=z

o V{I"AA}+ (AF A) »+Subst I" A= Subst (', 4) A
(Meg)Z=M

(Meg) (Sz)=0=

Los renombres son simplemente funciones que mapean las variables de un entorno a otro
preservando el tipo de las mismas. Por otro lado, las substituciones mapean cada variable de
un entorno a un término que tenga el mismo tipo que dicha variable. Se pueden pensar a estas
substituciones como las secuencias de términos que se utilizardan para reemplazar las variables
libres cuando se aplica dicha substitucién sobre otro término.

La implementacion de las substituciones explicitas se divide en dos partes. Primero se im-
plementa la operaciéon rename que dada una funcién de renombrado p y un término, aplica el
renombre de variables p a dicho término. Se debe tener cuidado de no capturar el indice 0 cuando
se empuja el renombre debajo de una abstraccién. Por este motivo, se define la funcién ext que
toma un renombre y retorna uno nuevo con los entornos extendidos. Notar que esta definicion
sigue la forma propuesta por Abadi et al.: Z e (p 0S.)
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Cdédigo 4. Aplicacién de renombres sobre términos

ext : V{I' A4}
-+ Rename [’ A

-+ Rename (/' , 4) (A, 4)
ext p 2 =7
ext p (Sz) =8 (pz)

rename : YV {I" A}
-+ Rename [’ A

S (V{4}+T A=Ak A)

rename p (¢ z) = (paz)

rename p (A V) = X (rename (ext p) V)
rename p (L - M) = (rename p L) - (rename p M)
rename p { M , N ) = ( rename p M , rename p N )

7w C {p} (rename p L)
*
[ 2so 1= rename p NV

rename p (w C {p} L)
rename p *
rename p ([ is0o 1= N)

Ejemplo 4. La funcién rename S_ simplemente suma uno a todas las variables libres del término.
Al aplicar dicho renombre sobre el término My se obtiene el término M.

M()Z@,T:>T|_T2>T
Mo=AX(SZ-(“SZ-°Z))-— X110

My :0, T=T,THET=T
M =X(“SS8SZ-(“88Z-°2))-—- X2 (20)

_ : rename S_ My = M;
_=refl

Una vez definida la funcién rename, se puede implementar la aplicaciéon de substituciones.
Para ello, se define de forma andloga, una funcién exts que extiende la sustitucién cuando
se atraviesa una abstraccién. Utilizando la notacién del 4lgebra-o, se puede observar que aqui
también se sigue la misma estructura: ‘Z e (¢ orename S_).

Luego se define la substitucion simple _[_], que dado un término N cuya primera variable
libre es de tipo B y un término M de tipo B, reemplaza la primera variable libre de N por ¥ y
reduce en uno el resto de las variables libres.

Cédigo 5. Aplicacion de substituciones sobre términos

exts : V{I" A4}
-+ Subst [" A

-+ Subst (", 4) (A, 4)
exts o Z =7
exts 0 (S z) = rename S_ (0 z)
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subst : V{I" A} +Subst I' A= (V{C}+ '+ C~ Ak C)

subst o (¢ k) =0k

subst o (A V) = X (subst (exts o) N)
subst o (L - M) = (subst 0 L) - (subst o M)
subst o (M , N ) = (subst o M , subst o V)
subst o (m C {p} L) =wC {p} (subst o L)
subst o % =%

subst 0 ([ 2s0 ]=N) = [ 2s0 ]=subst o N

(o) :WH{ITAAy+Subst ' A-T'HA+AF A
(o )=AM-subst o M

[ :V{I4 B}

-/ ,BFA

- ['FB

' 4
L1{r}y{a}{B}nm={(meids ) N

Notar como las definiciones de rename y subst poseen una estructura similar, esto se debe a
que los renombres son un caso particular de substitucion, donde todos los términos retornados por
la substitucién son variables. Esta implementacién estéd basada en la técnica de McBride,
donde los renombres de variables y substituciones son dos instancias de una misma operacion de
recorrido. El motivo principal por el cual es necesario implementar rename, es que si se quisiera
definir exts utilizando subst (A v — ¢ (S v)) (¢ =), la llamada recursiva serfa sobre el término
retornado por o, de modo que el chequeo de terminaciéon de Agda fallaria.

Ejemplo 5. La substitucion simple reemplaza la primera variable libre por un término del mismo
tipo que dicha variable. En el siguiente ejemplo se sustituye la primer variable libre del termino
My (el indice 1) por el término M3, obteniéndose como resultado el término My.

My : 0, T=TFT=T
My=X‘SZ-(“SZ-°“2Z) -—- X1 (1 0)

M32®"T=>T
M3=7\‘Z - A0

M4Z®}_T:>T
Mg=AX(XZ) - ((XA“Z) - “Z)— X (A0 ((A0) O

_ . M2 [Mg] 2M4
_=refl
En el ejemplo se puede ver que el contexto del término resultante tiene un elemento menos,
esto es debido a que la substitucién reemplaza la primer variable libre elimindndola.

Ejemplo 6. Cuando se reemplaza un término con variables libres en el cuerpo de una abstrac-
cién, las mismas son renombradas para evitar que sean capturadas.

Ms : 0, T=T,TH(T=T)=T
Ms=X‘Z.¢SZ - 201
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M0, T=TH(T=T)=T
Mr=AX(CZ-(“8SZ -%x))-— X0 (1 %)

_ My [Mg ] &My
_=refl

Finalmente, se presenta la relacién de reduccién. Los constructores £ y ( representan las re-
glas de congruencia que permiten construir reducciones sobre subtérminos. El constructor 5-A
corresponde a la beta reduccién y los constructores S-m; y S-mo a las aplicaciones de las pro-
yecciones.

Cddigo 6. Tipo de dato de la relacion de reduccién

data ~—_: (/' 4) » (I'+ 4) = Set where
E-1:V{t t’: I'tA=B}{s : 'k 4}
4t et

+ s — s’

4 r =’

Vo :V{r: I'tA}{s s’ : '+ B}
+ 5 — s’

4 {(r,s)=L(r,s’ )

E-m:V{t t’> : ' A4 xB}
St o

~nC{p}tt —>mC{p}t’

f-m1 :¥V{r : ' 4}{s : '+ B}

f-mo : ¥V {r : '+ 4}{s : I'F B}
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E-=:V{t t’ : '+ 4} {iso : 4 =B}
St ooyt
+[iso]l=t = [iso =t~

C:V{tt’:I,BkF A}
4t st
S Xt > Xt

Es importante destacar que el tipo de _—_, estd indexado por dos términos del mismo tipo.
Por lo tanto, no es necesario demostrar que la reduccion preserva tipos, ya que es imposible
construir una reduccién que arribe a un término de distinto tipo. Esta es una de las ventajas
mas importantes de utilizar tipos intrinsecos.

Ejemplo 7. En el siguiente ejemplo se construye una reduccién del término T3 al término
Ty - ¢ Z usando los constructores de la relaciéon _—_. Notar como las congruencias permiten
construir reducciones sobre subtérminos.

Ty : 0, TF fun
T1=>\‘Z

To : 0, Tk prod
To=(Ty, x>

T3 . @ 5 T"T
T3 = (7 fun {inj; refl} To) - ¢ Z

i T3 Ty - (7

_=&1 B-m

3.1.3. Isomorfismo de tipos

Los isomorfismos de tipos que se incluyen en esta formalizaciéon corresponden al conjunto
axiomatico Thl +. Ademds de los axiomas, se agregan el constructor sym que representa la
simetria y los constructores con el prefijo cong que representan las reglas de congruencia.

Cdédigo 7. Relacion de equivalencia entre tipos isomorfos

data _=_ : Type -+ Type + Set where

comm :V{4B}=+A4xB=Bx4

asso : V{4 BC}+A4x(BxC)=(4xB)xC

dist :V{ABCl+(U=B)x(U=0C)=4=BxC
curry : V{4 BC}+4=B=C=(4xB)=C

id-x :V{A}+4AxT =4

id-= :V{4}+ T =>4=14

abs V{4}-+4=>T=T

Sym :V{4B}+4=B-+B=4
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cong=1 : V{ABC}+A=B-+A4A=C=B=7C
cong=9 : V{ABC}+A=B-+C=A=C=2B
congxy :V{ABC}+4=B+A4AxC=BxC
congxy :V{ABC}+A=B-+CxA=CxB

Utilizando estos constructores es posible construir cualquier isomorfismo. Notar que no exis-
te una regla para la transitividad, ya que es posible obtenerla aplicando dos veces el cons-
tructor [_|=_. Por ejemplo, el término [ trans iso; iso, 1= t puede ser construido como
[ isoo 1= ([ iso; 1= t). También se omite el constructor correspondiente a la reflexividad,
dado que este solo permite obtener isomorfismos de la forma A = A, por lo que no aporta mayor
expresividad a la formalizacién.

Ejemplo 8. La relaciéon _=_ se utiliza para probar que dos tipos son isomorfos. A su vez, estos
isomorfismos se emplean en conjunto con la regla [[|=_ para construir términos equivalentes.

i (TxT)=T=T=T=T
_ = sym curry

_:V{4B}+4xB=>T=BxA=T
,=cong:>1comm

Ty : V{4 B}-+0F (4=B=4)x(4=B=B)
Ty=[symdist 1= (X [symdist I= (X (S2), “Z)))

Una observacién importante es que este conjunto de isomorfismos permite obtener la ecuacion
T — T = T, esto posibilita tipar el término Q = (Az".zx)(Az".zx) : T. A continuacién se
muestra una posible derivacién de tipos para dicho término:
————— (ax)
T=T—>T J;:T}—J;:T(E) (az)
w = r:TrFz:T—=T x:TI—m:T(:%)
z:Thaxr: T (=)
Flxxx: T =T

ToT=T w (
w FAz.zx: T
F(A\z.zz)(Azaz): T

Si bien la existencia de este término parece suponer un impedimento para el cumplimiento de
la propiedad de normalizacién fuerte, mas adelante, luego de formalizar la evaluacion, se mostrara
la secuencia de reduccion del término 2 y se explicardn los detalles de la implementacién que
permiten preservar dicha propiedad.

=)
(=)

3.2. Equivalencia de términos

A continuacion se presenta la formalizacién de la relacién de simetria entre términos corres-
pondientes a tipos isomorfos (2). La seleccién de isomorfismos entre términos aqui presentada,
es el resultado de varias decisiones de diseno basadas principalmente en dos objetivos.

En primer lugar, se agregaron todas las equivalencias necesarias para que ningin término
quede atascado y no existan eliminaciones en formas normales, esto tiene como consecuencia que
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todo término cerrado reduce siempre a un valor. Este punto es mas evidente cuando se tiene en
cuenta la prueba de progreso presentada mas adelante.

El segundo objetivo es preservar la propiedad de normalizacién y evitar que su prueba se torne
demasiado compleja. Una consecuencia directa de esto, son los constructores con el prefijo sym-,
todos ellos se podrian obtener a partir de las equivalencias base combinadas con un constructor
sym tal y como se construyen los isomorfismos de tipos. Sin embargo, incluir el constructor
sym genera problemas a la hora de formalizar la prueba de normalizacién fuerte. Por otro lado,
para desatascar algunos términos, es necesario incluir la n-expansién y una regla SPLIT r &
(ma r,mp ) donde r : A x B. Si se incluyen estas reglas directamente, se pierde la propiedad de
normalizacién, ya que por ejemplo nada impediria aplicar la n-expansién un numero infinito de
veces. La solucion es definir nuevos constructores que embeban estas reglas, como por ejemplo
asso-split.

Para facilitar la comprension del cédigo, se presenta una tabla de equivalencias utilizando
la misma notacién que la tabla presentada anteriormente para Sistema I. En esta se omiten las
reglas de congruencia y los constructores [_]=_ de los términos de la izquierda.

(rys) = (s,1) (coMmm)

(ry (s, t)) = {(r,s),t) (AsS0)

(rys) = {(r,mp(s)), mc(s)) (ASSO-SPLIT)

Az (r, ) = Oatr, Aat.s) (DISTY)

Sir:BxC Aot = g (r), et e (r)) (DIST\-SPLIT)
Sir:A— B,s: A= C (r,s) = Az (rx, s x) (DIST ;)
A Bt = X B tra(2) /2, mB(2) /Y] (CURRY)

Sit:B—C Azt 2 A B ot a(2)/x) mp(2) (CURRY,))
Az B = Ay A NPt (y, 2) )] (UNCURRY)

(ry%) = r (IDy)

Sir: T—A =gy (ID=)
=V ANE (ip=)

Sir:A—>T = (ABS)
Sit:T t= At (ABS)

Figura 3.1: Reglas de equivalencias entre términos

Cddigo 8. Relacion de equivalencia entre términos

o-cong=1 : V{[' A B}~ (iso : B=A4) =+ Subst (I', 4) (I', B)
o-cong=1 2s0 = [ is0 ]= (¢ Z) e (ids o S.)

o-uncurry : V{I" 4 B} =+ Subst (' , 4 xB) (I' , 4, B)
o-uncurry =< ‘SZ, ‘“Z)e Xz~ (S(Sz))
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o-curry : Y{I[' 4 B} +Subst (I' , 4 , B) (I', 4 xB)
o-curry = m B {injy refl} ( Z) @ 7 A {inj; refl} (‘ Z) ® ids o S_

data —=_: (I'+4) » (I'F A) -+ Set where
comn: V{r :I'FA}-+{s : I'F B}
+[comm]l=<(r,s)y=<(s, r)
sym-comm : V {r : ' A}~{s : '+ B}
+[symcomm]=(r,s)=(s ,r)

asso : V{r : 't 4}+{s : I'FB}={t : I'FC}
“[assol=(r,{(s,tyy=2<({r,s),t)
sym-asso : V{r : 'k A} +{s : I'FB}={t : '+ C}

@+ [symasso]=<(<Kr,s),t)ya=(r,{s,tr)
asso-split : V{r : 'k 4} =+{s : '+ B x C}

+[asso]l=<r, s> =(Lr , mB{inj; refl} s ) , 7 C {injs refl} s >
sym-asso-split : V{r : 'F 4 xB}+{s : 'k C}
+[symasso]l=<r, s> 2 (7w 4 {inj; refl} » , {7 B {injo refl} r , s ) )

dist-A:V{r:I',CkFA4}~{s : I, CF B}

+ [dist]l=<{(Ar ,As)>=2AXLr, s>
dist-Xn, :V{r: ' C=4}-+{s : ['FC = B}
+[dist]=<(r, s ) 2AX{renameS_r - *Z , rename S_s - ‘' Z)
dist-An; : V{r : 'FC=4}~{s : I', CF B}

+[dist]=<{r ,As)y=2AX(renameS_r - ‘Z, s )
dist-An, : V{r : ', CH A} {s : I'F C = B}
+[dist]=<{(Ar,s)2A{r ,renameS_s - ‘' Z)
sym-dist-X :V{r : ', CHA}={s : ", CHF B}

+ [symdist]J= (A< 7r ,s)) 2<CAr, XAs)

sym-dist-AX-split : V{r : [, CF 4 x B}

=+ [symdist 1= (A7) 2 (X7 4 {inj; refl} » , X7 B {injy refl} » )

curry : V{r : ' , 4 , BF C}

+ [ curry 1= (A X ») &2 X subst o-curry r
curry-n : V{r : ', AFB = C}

=+ [ curry 1= (A r) & X subst o-curry (rename S_r - ‘ Z)
uncurry : V{r : ' , A x B+ C}

=+ [ sym curry ]= (X r) = X X subst o-uncurry r

id-x :V{r : T'HA}+{t : TFT}
4 [dd-x]=<Kr ,t)=r
sym-id-x : V{r : ['F 4}
+[symid-x]=r 2 <(r , x)

id-= :V{r : ' T = 4}
2 lid-=I=ra27r - %
sym-id-= : V{r : '+ 4}
=+ [ sym id-= ]= » 2 X rename S_ r

abs : V{r : I'kA4 =T}
+[abs]l=7r &2«
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sym-abs : V{t : '+ T}
+ [symabs ]J=t¢t = X rename (S_ {4 =4}) ¢

5}

T

sym-sym : V{r : ' 4} = {is0 : 4
=+ [ sym (sym ts0) 1=r &= [ <s0 ]

cong=1 : V{r : ', A C}~{iso : 4 =B}

-+ [ cong=-1 iso 1= (A r) &2 X subst (o-cong=-; (sym tso)) 7
sym-cong=1 : V{r : [’ , BF C} - {iso : 4 = B}

=+ [ sym (cong= is0) 1= (X r) = X subst (o-cong=-1 iso) r

cong=o : V{r :I',CkF A} +{iso : A =B}

=+ [ cong=9 iso J1= (A r) @2 X ([ is0o 1=1r)
sym-cong=5 : V{r : I’ , CF B} -+ {iso : 4 = B}

=+ [ sym (cong=3 is0) 1= (A r) 2 X ([ sym 2s0 1= 1)

congx; : V{r : 't A}=+{s : '+ C}~{tso : 4 =B}
+ [ congxy is0 J=<r ,s )= [isol=7r, s>
sym-congxy : V{r : 'FB}=+{s : '+ C}~{is0 : 4 =B}
=+ [ sym (congxy 2s0) 1= r , s ) &2 [ sym is0 1=

congxgy : V{r : 't C}={s : ' 4}~ {ts0o : 4 =B}

=+ [ congxy iso J=<r ,s)>=2(r, [iso]l=s)
sym-congxs : V{r : ' C}+{s : 'k B} »{iso : 4 = B}

-+ [ sym (congxs is0) J=<r , s ) =<(r , [symiso ]1=s )

&~ :V¥{rr :T'HA=B}{s :T'F A4}

- =2’

- r .s=7r’ .8

E-9:V{r : I'tA4=B}{s s’ : 'k 4}

+ s = s’

-r .s=7r.s’
o1 V{rr : I'F4}{s : '+ B}
- r =2’

“{(r,sy=Lr’>, s

Vo :V{r: 't A} {s s’ : '+ B}
+s =23’

{r,s)yaLr,s)

E-m:V{t t’> : 'F 4 xB}

+t =2t

s C{p}tt=2ncC{p}t’
E&=:V{t t’ : 'k A} {is0 : 4 =B}
-t =t

+([2s0o]l=t) =2 ([ is0 1=1t"’)
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C:V{tt’>:I,BFA}
St 2t

Xt 22Xt

La mayoria de estas reglas tiene una definicién intuitiva, sin embargo, algunas de ellas re-
quieren una explicacién mas detallada para comprender su comportamiento:

= El constructor asso-split se aplica cuando se quiere asociar un par (r, s) donde el término
de la derecha no tiene forma de par. El posible llevar el término s a una forma equi-
valente, donde luego sea posible aplicar la asociatividad (r,s) = (r,(rg(s),nc(s))) &
((r,m5(s)),mc(s)). La regla asso-split combina esto dos pasos en uno solo. Las demds
reglas con el sufijo split tienen un comportamiento analogo.

= El constructor dist-An;,. se aplica cuando se quiere mover las abstracciones fuera del
producto, pero los elementos del par no tienen forma de abstraccién. Por lo tanto, prime-
ro se debe n-expandir ambos lados del par y luego se extraen las abstracciones (r,s) &
AzAorz Ard.sz) 2 Azt (ra,sx). Cabe destacar que a nivel de la implementacion, la
n-expansién del término t se escribe A rename S_ ¢t - ¢ Z, donde el renombre suma uno a
todas las variables libres, por lo que el indice 0 pasa a estar fresco en ¢. La regla dist-An;,
combina esto dos pasos en uno solo. Las demaés reglas con el sufijo 7 tienen un comporta-
miento andlogo.

= El constructor curry tiene la particularidad de que aparece una substitucion en su defi-
nicién Az \yB.t 2 \eA*B t[ra(2)/z, 75(2)/y], se debe notar que el término ¢ tiene dos
variables libres que deben ser substituidas por dos proyecciones de una tnica nueva va-
riable. Coloquialmente, la substitucién o-curry reemplaza el indice 0 por la proyeccién
m5(0), el indice 1 por la proyeccién 74(0), y le resta uno al resto de los indices, este tltimo
paso es necesario ya que se estd eliminando uno de los lambdas que envuelven al término
t.

» El constructor uncurry se define como Az?*B.t = \yA \zB.t[(y, 2)/x], en este caso, el
término ¢ tiene una sola variable libre que debe ser reemplazada por un par de nuevas
variables. Coloquialmente, la substitucién c-uncurry reemplaza el indice 0 por el par
(1,0), y le suma uno al resto de los indices, este dltimo paso es necesario ya que se estd
anadiendo un nuevo lambda.

= El constructor cong=-; cambia el tipo del argumento de una abstraccion, para ello subs-
tituye el indice 0 por el término [ iso |= 0 y deja el resto de los indices intactos. Es decir,
el término resultante serd indentico al original, solo que su primera variable libre estara
envuelta por un nuevo constructor [_]=_.

Aligual que en la relacién de reduccién, los tipos intrinsecos garantizan que los términos trans-
formados por la relacién & _ preservan sus tipos. Notar como todos los constructores presentan
una regla (=) del lado izquierdo, la cual o bien desaparece del lado derecho, o bien se simplifica
el isomorfismo de tipo aplicado. Por ejemplo, el constructor comm elimina la regla [ comm ]=_
del término, mientras que el constructor cong=-» simplifica el isomorfismo [ cong=5 iso 1=_
a [ 2so 1=_. Por lo tanto, las equivalencias solo pueden aplicarse para eliminar o simplificar un
constructor (=) del término.

Ejemplo 9. El siguiente ejemplo muestra como la regla congx, se aplica para simplificar el
isomorfismo de tipo, esto hace que luego sea posible aplicar la regla comm. Las congruencias
funcionan de forma analoga a las de la relaciéon _—_
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_:[congxgcomm ]J=<C* , (A “Z,x))2(x, [conm]I=<CX“Z,x))>
_ = congxy

ik, [comm]=(AXNZ, %)) 2K, {x, XN “Z)»)>
_=¢-¢,>2 comm

Ejemplo 10. El isomorfismo de término sym-dist-X distribuye la abstraccién sobre el par y
elimina el constructor [ sym dist ]= del término resultante.

T, : V{4 B}=0F (4 =B=4)x(4=B= B)
T, = [symdist 1= (X [symdist 1= (X < (SZ), “ Z)))

_: Ty 2 [symdist J= (ACX € (S2Z) ,XZ))
_=¢&-= (¢ sym-dist-X)

3.2.1. Preservacion de tipos

Es importante destacar que la representacién con tipos intrinsecos provee implicitamente
la propiedad de preservacién. La relacién de equivalencia entre términos = _ y la relacién de
reduccién _—_ solo pueden relacionar términos del mismo tipo. En consecuencia, no puede darse
el caso en el que un término reduzca, de forma errénea, a otro de un tipo distinto.

3.3. Progreso

3.3.1. Formas normales, neutrales y valores

La propiedad de progreso dice que todo término puede o bien dar un paso de reduccién, o
bien se encuentra en un estado final. Si solo se consideran términos cerrados, es decir, que no
contienen variables libres, los estados finales son los valores. Existen tres constructores para los
valores: los pares de valores, las abstracciones y el término .

Cddigo 9. Tipo de dato de los valores

data Value : V {I" 4} » '+ A = Set where
V-X:V{I"4B}{¢t :I', 4+ B}

=+ Value (x {I'})

V-{_,> :VY{I'AB}y{r : 't 4}{s : '+ B}
-+ Value r
-+ Value s

+Value {7, s )
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Sin embargo, en la definicién de progreso que se presentara a continuacién, se implementa el
orden de reduccién strong call-by-value, es decir, se deben reducir los cuerpos de las abstraccio-
nes. Cuando se reduce debajo de las abstracciones es posible encontrar variables libres. Cuando
se trabaja con términos que pueden contener variables libres, los estados finales que se deben
considerar son las formas normales.

A continuacién daremos una definicién inductiva de las formas normales. Un término estd en
forma normal si no puede ser reducido. La siguiente sintaxis caracteriza a los términos en forma
normal del lenguaje dado:

norm := (norm, norm) | Az.norm | x | neu

neu := var | 7 neu | neu - norm | [iso]= neu

Donde var son las variables y la categoria sintactica neu caracteriza a las formas neutrales,
que son términos que no pueden reducirse y no son valores. En la formalizacién se utilizan los
simbolos || para las formas neutrales y f} para las formas normales.

Cédigo 10. Definicién inductiva de las formas neutrales y normales

data | : V{I"4}=+TF 4 - Set
dataft : V{["A}=+1T"F 4 = Set

data | where
VAT A} (z : '3 4)

+r-aq s

ﬂ:V{FABCp}{t:fI—AXB}
—vl}t

s~ (rc{p}t)

[,]E,:V{FA B}{t :FI—A}
+ (450 : A = B)
—)llt

s ([ is0 1= t)

data 1} where
oV A{ray{t : 'k A}
—»U,t
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(X 1)

N-{_,> :V{I'AB}{r : 'k 4}{s : '+ B}
{1 r-21 s

1 GA{IP

Notar como las definiciones de {} y || son mutuamente recursivas.

Se puede observar que en la definicién de las formas neutrales, el tinico constructor que
no es recursivo es el de las variables. Es decir que, para poder construir una forma neutral,
necesariamente se debe utilizar el caso base de la variable al menos una vez. Por lo tanto, un
término esta en forma neutral solo si contiene variables libres. Luego, es facil ver que todo término
cerrado en forma normal es un valor.

Cddigo 11. Todo término cerrado en forma normal es un valor

closed+ll : V{4} (¢t : 0 4) =~ (I t)

closed--l % =20

closed-ll (X L) =X 0

closedl (_, _>» =X0

closed+ | ([ _]1=2z)=A{ ([ _]=l=z) = closed= | =z |z }
closed--l (z - ) =A{ {Jz - ) »closed+ | z |z }
closed~l (7 _ z) =A{ (7 |z) = closed=| z |z }

closedf-Value : V{4} =+ {¢t : 0 F A} = t = Value ¢
closedff#Value N-% =V-%
closedf#Value N-X =V-X
closedf#Value N-{ a , b ) = V- closed{}=#Value a , closed{~#Value b )
closedfi~Value {t =t} (" |t) = L-elim (closed==| t |t)

3.3.2. Estrategia de reduccién

Para representar la propiedad de progreso se define una nueva relacién Progress sobre los
términos. Los constructores de esta relacién se corresponden con los tres posibles casos en los
cuales se cumple la propiedad de progreso para un término, estos son:

1. El término puede ser transformado a otro equivalente _=_.
2. El término puede dar un paso de reduccién _—_.
3. El término se encuentra en forma normal, en cuyo caso no es posible seguir reduciéndolo.
Cddigo 12. Propiedad de progreso
data Progress {I" A} (t : '+ 4) : Set where
step= : V{t’ : ' 4}
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3.3. PROGRESO CAPITULO 3. APORTES

-+ Progress t

step— : V{t’ : '+ 4}
St st

-+ Progress t

done :

Tt

-+ Progress t

Luego, la prueba de progreso consiste en probar que la propiedad Progress se cumple para
todo término dado. La formalizacién implementa una estrategia de reduccién strong call-by-
value, es decir, reduce primero los argumentos de las aplicaciones antes de aplicar la S-reduccién,
y ademds, reduce debajo de los lambdas. El orden de reduccién escogido no tiene importancia,
la prueba puede ser realizada siguiendo cualquier orden, aqui se lo menciona simplemente para
facilitar la comprension del cédigo.

Debido a la longitud de esta funcién se la presentard separada por casos. En primer lugar, se
presentan los casos para las variables y el término x, donde simplemente se concluye que ambos
se encuentran en formal normal.

progress : V{I" A}~ (t : '+ 4) = Progress t
progress (¢ z) =done (7 (¢ z))
progress * = done N—-x%

Para el caso de la abstraccidon, se realiza una llamada recursiva de progress sobre el cuerpo
de la funcién, en caso de que esta nueva llamada retorne un paso, entonces se extiende dicho
paso usando la congruencia ¢. En otro caso, se retorna que la abstraccion estd en forma normal.

progress (A t) with progress t

... | step= t=t’ =step= (¢ t—t’)
... | step— t—t’ =step— (( t—t’)
... | done (It = done N-X

Para los pares se sigue un razonamiento analogo con la diferencia de que se realizan dos
llamadas recursivas, una por cada lado del par. Primero se realizan todos los pasos que sean
posibles sobre el lado izquierdo, y luego sobre el lado derecho.

progress { 7 , s ) with progress r

... | step= r=2r’ = step= (€-(,)1 r=7r’)

... | step— r—r’ =step— (£-{(,>1 r—>71’)

... | done ffr with progress s
| step= scZs’ = step= ({-(,)2 s=s”’)
| step— s—s’ = step— (£-(,)2 s—s7)
| done s done N-< i , s >

Notar que las evidencias retornadas por las llamadas recursivas que indican que 7 y s estan
en forma normal, son utilizadas para probar que todo el par se encuentra en formal normal

N-(fir, fis ).
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Para las proyecciones se reduce primero el término que se estd proyectando. Aqui se debe
notar que existen dos posibles formas en las que la llamada recursiva puede alcanzar una forma
normal. Por un lado, podria llegar a una forma neutral, en cuyo caso toda la proyeccién es neutral.
Por otro lado, podria alcanzar un par en formal normal, en cuyo caso es posible proyectar dicho
par.

progress (m _{p} t) with progress t

... | step= t=t’ = step= ({-w t=t’)

... | step— t—t’ = step— ({-7m t—1t’)

... | done (" |Jt) done (" 7 | t)

progress (7 _ {inj; refl} t) | done N-{ {7 , s ) = step— [-m
progress (7 _ {injo refl} t) | done N-{ {}r , f}s ) = step— [-m2

La aplicacién sigue la misma légica, solo que en este caso se reduce primero el término de la
izquierda, luego el término de la derecha, y, cuando ambos términos llegan a una forma normal,
se aplica la B-reduccién. Sin embargo, si la funcién se encuentra en formal neutral, entonces no
es posible realizar la aplicacién, por lo que todo el término sera neutral.

progress (r - s) with progress 7
... | step= r=r? = step—= (&-+1 r=2r?)
... | step— r—r’ step— (-1 r—7r7)
progress (r - s) | done (~ |lr) with progress s

| step= s—s’ = step= ({--9 s—=s’)

| step— s—s’ = step— ({--2 s=—>s’)

| done {s done (= (r - {s))
progress ((X ) - s) | done N-X with progress s
. | step= s—s’ = step= ({-:9 s—s’)
step— (£--2 s=>s”)
step— [-A

| step— s—s”’
| done s

Por tultimo se presenta el constructor [ iso 1= t. Al igual que en el resto de los casos,
primero se reduce el subtérmino ¢. Luego, para cada forma normal se deben tener en cuenta
todos los isomorfismos que sean aplicables en cada caso.

progress ([ iso ]= t) with progress t

... | step= t=t’ = step= (§-= t=t”?)

... | step— t—t’ =step— ({-= t—t’)

progress ([ comm J= _) | done N={ {}r , {}s » = step= comm
progress ([ sym comm ]= _) | done N- f}r , {}s ) = step= (sym-comm)

progress ([ asso ]= ) | done N-={ f}» , N-< {}s , it ) ) = step= asso
progress ([ asso ]= ) | done N={ f}r , f}s ) = step= (asso-split)
progress ([ sym asso ]J= _) | done N-{ N-{ = , s > , {1t > = step= (sym-asso)
progress ([ sym asso ]J= _) | done N-{ f}r , {is ) = step= (sym-asso-split)

| done N-{ N-X , N-X ) = step= dist-A
| done N-{ N-X , {}s > = step= (dist-An,)
progress ([ dist 1= | done N-={ f}» , N-XA ) = step=2 (dist-An;)
progress ([ dist 1= _.) | done N-{ f}r , /s > step= (dist-An;,.)
progress ([ symdist 1= (A< f{r , f}s »)) | done N-X = step= (sym-dist-X)
progress ([ sym dist ]1= (XA }¢)) | done N-X = step= (sym-dist-A-split)

progress ([ dist 1=
progress ([ dist 1=

)
2
2
2
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progress ([ curry 1= (A X J)) | done N-X = step= curry

progress ([ curry J= .) | done N-X = step= (curry-n)
progress ([ sym curry 1= _) | done N-X = step— uncurry

progress ([ id-x 1= .) | done N-{ f}r , f}s ) = step= id-x
progress ([ id-= 1= .) | done ¢ = step— id-=
progress ([ sym id-x ]= _) | done {}¢ = step= (sym-id-x)

progress ([ sym id-= ]=_) | done {|t step= sym-id-=

progress ([ abs ]= _) | done )t = step= abs
progress ([ sym abs 1= _) | done {}t = step= (sym-abs)

progress ([ cong=4 iso ]J= _) | done N-X = step= cong=;

progress ([ cong=4 tso ]= _) | done N-A = step= cong=-9

progress ([ congx; 7so 1= _) | done N-{ {7 , f}s ) = step= congx;

progress ([ congxy 7so ]=_) | done N-{ f}r , f}s ) = step= congxs

progress ([ sym (cong=-; 2s0) ]= _) | done N-X = step— sym-cong=-;
progress ([ sym (cong=-5 is0) 1= _) | done N-X = step= sym-cong=r9
progress ([ sym (congx; iso) 1= _) | done N-{ {}7 , f}s ) = step= sym-congx;
progress ([ sym (congxy iso) 1= _) | done N-{ f}7 , {}s ) = step= sym-congxy

progress ([ sym (sym 4s0) 1= _) | done /¢t = step= sym-sym
progress ([ iso ]=_) | done (" ||t) =done (" [ is0 1= |t)

Notar como solo es posible aplicar step— asso cuando el elemento de la derecha es un par.
En caso de que dicho elemento esté en forma neutral, es necesario convertirlo a un par aplicando
la regla r 2 (ma(r), 7p(r)) antes de poder aplicar asso. Por ejemplo, para reducir el siguiente
término:

_: ', AxBF (T xA4)xB
_=[asso]l=<(*, “Z)

Se requiere aplicar el isomorfismo asso-split que combina ambas reglas en un solo paso:

_:[assol=<(*, “ZYZ2(Lx,mA(CZ)), 7B (“Z))
_ = asso-split

Lo mismo ocurre con el resto de los isomorfismos que presentan los sufijos split y 7.

Finalmente, si el término ¢ es neutral, se concluye que todo el término también es neutral.

La definicién de progress muestra claramente como cada isomorfismo de término se co-
rresponde con un caso donde es necesario eliminar una regla (=) para poder continuar con la
reduccion. En la formalizacién, el lenguaje es dirigido por sintaxis. Cuando se representan los
términos usando tipos intrinsecos, la sintaxis del lenguaje contiene los isomorfismos de tipos. Por
lo tanto, tiene sentido que la aplicacién de los isomorfismos de términos también sea dirigida por
sintaxis.

Otra observacion interesante es que gracias a la dualidad entre pruebas y programas que
propone el paradigma de Proposiciones como Tipos, implementar y demostrar resultan ser la
misma tarea. Por lo tanto, la prueba progress es también un programa, que al ser aplicado
sobre un término retorna el siguiente paso de reduccién correspondiente a dicho término.
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Ejemplo 11. Aplicar progreso sobre un término puede tener como resultado un paso de reduc-
cion, la aplicacién de un isomorfismo, o devolver la evidencia de que el término ya se encuentra
en forma normal

_: progress Tg = step— ({--1 B-m) —— (w (A0, x>) - 0= (A0) -0
_=refl

_: progress Ty = step= ({-= (¢ sym-dist-XA)) —— A A (1, 0) @A (A1, A0)
_=refl

_: progress Tg =2 done { N-A , N-x ) =— ( A 0 , x ) estd en forma normal
_=refl

3.4. Evaluacion

A través de la aplicacion sucesiva de la prueba de progreso se puede definir la evaluacion.
Para esto, se define la relacién _~~*_, que representa la clausura reflexiva y transitiva de la unién
entre las relaciones _—_y = _.

Cédigo 13. Clausura reflexiva y transitiva de la unién entre las relaciones _—_y _—=_.

data ~x_{["4A}: (I'H4) » (I'F 4) = Set where
Mt T 4)

Sy (T {rt)  ['F 4}
+t=27r
2+ o~aok £

(T A{rt A}

La evaluacion se define sobre términos cerrados, de modo que estos siempre reduzcan a un
valor. La definicién aplica la prueba de progreso para obtener el nuevo término sobre el cual
hacer el llamado recursivo y el paso de reduccién que extendera la relacién _~ox_.

Debido a que la recursién se realiza sobre el término resultante luego de un paso, Agda no
tiene forma de determinar que dicho término es estructuralmente més pequeno que el argumento
inicial. De hecho, probar la terminacién de la evaluacién, implicaria que todo término reduce a un
valor en una cantidad finita de pasos, es decir, se estaria probando la propiedad de normalizacién.
La prueba de dicha propiedad no es trivial, y se presentard en la siguiente seccién.

Por este motivo, es necesario anadir un argumento de tipo N para que la definicién sea
aceptada por el chequeo de terminacién de Agda. De este modo, la evaluacién realizard a lo
sumo n llamadas recursivas. Ademads, se utiliza Maybe en el tipo de retorno, en caso de que el
término no converja a un valor luego de n pasos, simplemente se retornard nothing.
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Cédigo 14. Evaluacién

data Steps {4} : ) - A4 = Set where
steps : {t t’ : 0+ 4}
=+t ~ox 7
-+ Maybe (Value t’)

-+ Steps ¢

eval : V{4}+ (¢t : 0+ A) + N -+ Steps ¢

eval t zero = steps (¢ D) nothing

eval t (suc gas) with progress t

eval t _ | done {1t = steps (¢t I (just (closedf-Value {}t))

eval t (suc gas) | step= {r} t=r with eval r gas
| steps m~t’ fin = steps (¢

eval t (suc gas) | step— {r} t—r with eval » gas
| steps m~t’ fin = steps (t —{ t—r ) r~t’) fin

2( t2r ) rt’) fin

Ejemplo 12. Cuando la cantidad de pasos maxima es suficiente, la evaluacién retorna la se-
cuencia de reduccién y la evidencia de que el término final es un valor

N:OFT

N=7_([symdist ]= ([curry ]J= (A X “SZ,

—N=7 (AX<C1,0) Cx, A0
Nowx 0 N o~k x
Nasx =

N

=2C &1 (-7 (§-= curry)) )

m_([symdist 1= (A7 T (“Z2) ,m_("Z)>»)) - (%
C*x, N0

— 7 AT O0, ™0

“Z3))) - Ax, A2

ACZ)

=( &1 (-7 sym-dist-X) )

T _ AT T (2 ,A7_(Z2)) (*x,X“Z)>
— 7 AT 0, XN7T0) Cx , A0
(=1 BT

AT T (CZ)) - (x,X“Z)>
—A7T0 - <%, A0

—{ B-A)

T T {x, XN “Z)>

— a7 {x, AN0)

‘—><6—7T1>
*

_:eval’ N 10 = steps N~ (just V-%)
_=refl

Ejemplo 13. En caso de que la cantidad de pasos no sea suficiente para arribar a un valor, la
evaluacion retorna la secuencia de reduccién incompleta y el constructor nothing
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AN~k 0 N o~k
AN~k =
N
2 &~ (-1 (£-= curry)) )
m_([symdist]J= (A<7a T (“2) ,m_(Z)))) - {*x,XZ)
2 &1 (&7 sym-dist-X) )
T AT T 2D, An_C2D)) - {*x,XZ)>
&= BT
AT TC2)) - Ax,XZ)>
|

- : eval’ N 3 = steps -N~»* nothing
_=refl

3.5. Normalizacion Fuerte

La propiedad de normalizacién fuerte dice que para cualquier término dado, toda secuencia
de reduccion eventualmente concluye, sin importar el camino elegido. O dicho de otra forma, no
es posible construir secuencias de reduccién infinitas.

El conjunto de términos fuertemente normalizantes puede definirse de manera inductiva me-
diante la siguiente regla:

Vis~t — te€ SN
se€ SN

Es decir, si todos los términos ¢, a los cuales puede reducir s son fuertemente normalizantes,
entonces s también lo es.

En Agda se puede definir el conjunto SN mediante el siguiente tipo de datos inductivo:

Cddigo 15. Propiedad de normalizacion fuerte

o2 V{T A= (t ¢t : T'HA) = Set
t~t =t <t’Wt=2t’

data SN {I" 4} (¢t : ' F 4) : Set where
sn: (V{t’} 1t~ ¢t +SNt’) SNt

Notar que es trivial construir un término de tipo SN para un valor, ya que, al no existir ninguna
reduccion posible para los valores, simplemente se debe pasar la funcién vacia como argumento
a sn. Estos representan los casos base del tipo SN. Notar que la finitud de las secuencias de
reduccién termina siendo dada por la caracterizacién inductiva, dado que para construir un
término de tipo SN se deben aplicar una cantidad necesariamente finita de constructores sn.

Ejemplo 14. Cuando se construye un término de tipo SN ¢, para cierto término ¢, se deben
tener en cuenta todos los pasos de reduccién posibles a partir de t. Para términos normales, todos
los pasos concluyen en un patrén absurdo. En los casos que si es posible aplicar una eliminacién,
se debe construir recursivamente SN para el término resultante.

SNx : SN *
SNx =sn (A )
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SN{(,> : SN<(*x, “Z)
SN(G,) =sn A { (&)1 O)
3 (G2 O}

SNm : SN («w T {inj; refl} {(x, ¢ Z))
SNt =sn A { (-7 (§-(,>1 O))

3 (- (6= O))

; B-m1 = SN¥}

El hecho de que exista un término de tipo SN ¢ implica que no existen secuencias de reduccién
infinitas a partir de ¢, de otro modo, no hubiera sido posible construir dicho término. El objetivo
final de esta seccion serd entonces, definir una funcién que dado un término cualquiera, permita
obtener un término de tipo SN ¢:

strong-norm : V {I" 4} (¢t : 'F A4) +SN ¢

La prueba aqui presentada estd basada y extendida a partir de una formalizacién realizada
por Andras Kovacsﬂ para calculo lambda simplemente tipado. A su vez, el trabajo de Kovacs se
basa en la tesis de Steven Schéfer [Sch19], donde se formaliza la prueba de normalizacién fuerte
para Sistema F en Coq. La técnica utilizada por Schéfer difiere en ciertos aspectos con la prueba
de candidatos de reducibilidad de Girard |[GLT8Y|, en el capitulo 5.6 de [Sch19] se discuten en
detalle estas diferencias. Ademads, se utiliz6 como referencia una formalizacién de candidatos de
reducibilidad en Agda realizada por Pablo Barenbaunﬂ

3.5.1. Prueba para STLC con pares y Top

Con el objetivo de facilitar la comprensién de la prueba, la misma serd presentada en dos
partes. En esta seccion se explicard la prueba para calculo lambda simplemente tipado con
pares, es decir, sin incluir la relacién de equivalencia entre términos. Y en la siguiente seccion se
presentaran los cambios necesarios para extender la prueba a Sistema I con tipo Top.

Por lo tanto, se define el tipo de datos SN utilizando solo la relacién _—_

data SN {I" 4} (¢t : ['F 4) : Set where
sn: (V{t’}+t <>t +8Nt’) 8Nt

La idea de la prueba es definir una generalizacion del tipo SN que anade un predicado sobre el
término ¢. Como se explicard més adelante, el objetivo de este predicado es anadir informacién
extra sobre el término cuando se construyen las introducciones, y luego usar esa informacién
cuando se prueban los casos de las eliminaciones.

data SN* {I" A} (P : '+ 4 =+ Set) (¢t : I'F A) : Set where
sn¥ i Pt (V{t’}ot s t’ +SN*P £t’) 4 SN P ¢

Es fécil ver que si un término cumple con el predicado SN* también cumple con SN

SN¥-SN : V{I"P A} {t : A} +SN* P t 4 SN ¢
SN*-SN (sn* _ SNt) = sn (A step = SN*x-SN (SNt step))

Thttps://github.com/AndrasKovacs/misc-stuff/blob/master/agda/STLCStrongNorm/StrongNorm2 . agda
%https : / / github . com/ foones / formal - proofs / blob /master / strong - normalization / reducibility -
candidates.agda
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Luego, se define lo que se denomina interpretacion del término. Esta interpretacion anade
algunas hipdtesis extra que permiten desatascar la prueba para los casos de las eliminaciones
(proyecciones y aplicaciones). Para el caso de los productos, la interpretacién provee evidencia
de que los términos a y b del par son fuertemente normalizantes. Mientras que para el caso de
la abstraccién, la interpretacién se define de modo que dado cualquier término u fuertemente
normalizante, permite concluir que p(¢)[u] es fuertemente normalizante, donde ¢ es el cuerpo de
la abstraccién.

open import Data.Product renaming (_,_ to (_,.); _x_to -®_)
open import Data.Unit renaming (T to Top)

[]: V{FA} + I A+ Set
[ Xe)] =V {A}{p : Rename - A}{u} =+ SN* [ u =+ SN* [_] ((u e (idsop) ) t)
[¢a,b)>]=8N*[]a@sN*[]b

[ ¢ = Top

La definicién utiliza los productos _x_y el tipo top T definidos en los médulos Data.Product
y Data.Unit de la libreria estandar. Para evitar una colision de nombres con los constructores de
tipos del calculo, se renombran los tipos de la libreria estdndar como -®_ y Top respectivamente.

Se puede extender la definicién de interpretacién a substituciones, para ello se define un
predicado que establece que una substitucién o es adecuada en un contexto I', y se escribe I" E o,
cuando todos los términos por los cuales son substituidas las variables en ¢ cumplen con el
predicado SNx [_] .

o V{A} » (I'" : Context) = (o : Subst I" A) = Set
IFeEo=¥{4} (v : '3 4) +8N* [] (o {4} v)

En particular, la substitucién identidad ids es una substituciéon adecuada

lemma-var : V{I" A}{v : ' > A} = SN*x {I'}{4} [] (¢ v)
lemma-var = sn* tt (A ))

Fids : V{I'} » [' F ids
Fids _ = lemma-var

Toda la complejidad de la prueba se centra en probar el teorema fundamental, el cual implica
que para todo término t y substitucién adecuada o se cumple SN* [_] ({ ¢ ) t). La prueba
de este teorema corresponde a la definiciéon de la funcién adequacy, que se define por induccion
sobre el término ¢. A continuacién se presentara la funcién mostrando su definicién para cada
uno de los constructores de términos.

adequacy : V{I" A4} {o : Subst ' A} = (¢t : 'FA) T Eo-+8N*[] ({o)) t)

La prueba de este teorema es extensa y requiere probar algunos lemas extra, que a su vez
utilizan propiedades de las substituciones y renombres. Para simplificar la explicacién, se presenta
la prueba separada por casos y solo se mostrara el cédigo completo de los lemas mas relevantes,
mientras que para los lemas auxiliares solo se presentard su tipo.

Caso variable

Este caso requiere que la substitucién o aplicada a la variable v cumpla con la propiedad
SN* [_] . La hipétesis dice que o es una substitucién adecuada, por lo tanto, basta con simplemente
aplicar dicha hipétesis a la variable v.
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adequacy (¢ v) Fo=Fo v

Caso top

Debido a que no existe ningin paso de reduccién posible para el término x, la construccion
del predicado es trivial.

lemma-T : V {['} = SN {I'} [] »
lemma-T = sn* tt (A ())

adequacy * _ = lemma-T

Caso producto

Para el caso del producto, se puede definir un lema que permite construir el predicado si se
tiene como hipétesis que SN* [_] vale para los subtérminos a y b del par.

lemma-<,> : V{['A4B}=+{a : 'FA}{b : "B}~
SN* [ ] a+SN*[]b+8SNx[] (Ca, b))
lemma-<{,> SN*a SN*b = sn* ( SN*a , SN*b ) X step = aux SN*a SN*b step
where aux : V{4 B} {a : ' A} {b : I'+-B}{t’ : ' A xB}~
SN [ a-+SN«[]b=Ca,b)—t’> +SN*[]¢t’
aux (snx La SNa) SN*b (£-,>1 step) = lemma-{,) (SNa step) SN*b
aux SV+*a (sn* Lb SNb) (£-,>2 step) = lemma-{,) SN*a (SNb step)

Para construir el segundo argumento de sn* se define una funcién auxiliar aux que toma
cualquier paso de reduccién y muestra que el reducto es SN* [_] . En este caso, para el paso de
reduccién step existen dos posibilidades, la congruencia a izquierda o la congruencia a derecha
del par:

» En el caso de la congruencia a izquierda, el paso step tiene forma a < a’ por lo que se
debe mostrar que (a’,b) es SN* [_] . Para esto se realiza una llamada recursiva al lema.
El lema requiere SN* [_] a’, por lo que se utiliza la hipétesis Sha, la cual dice que todo
reducto de a es SN* [_] , en conjunto con el paso de reduccién a < a’.

s El caso de la congruencia a derecha es analogo al primero, la diferencia es que se usa la
hipdtesis SVb para obtener SN* [_] b~ .

Luego, se utiliza la hipétesis inductiva en adequacy sobre a y b para instanciar el lema

adequacy  a , b ) Fo = lemma-{,) (adequacy a Fo) (adequacy b Fo)

Caso proyeccién

El caso de la proyecciéon también requiere como hipétesis que se cumpla el predicado para el
término que se estd proyectando. Los pasos de reduccién 5-71 y S-mo implican que ¢ tiene forma
(a, by, estos requieren obtener SN* [_] a y SN* [_] b respectivamente. El problema es que no se
puede concluir nada sobre a y b a partir de SN ¢. Aqui se vuelve evidente por qué es necesario
generalizar la propiedad SN y anadir la interpretacion del término. La interpretacién de un par
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(a,b) tiene forma SN* [] a ® SN* [] b y esto es precisamente lo que se necesita para probar
ambos casos.

lemma-7 : V{I"ABCp}=+{t : 'FAxB}+8N*x[]t=+SN*[] (xC{p}t)
lemma-7 SN*t = sn* tt (aux SN*t)
whereaux : V{['A B Cp t’}+{t : 'FA xB}~
SN [] ¢t (rc{p}t) —t’-8N[]¢t’
aux (sn*x _ SNt) ({-7 step) = lemma-m (SNt step)
aux (snx ( SN*a , _) ) f-m = Sl*a
aux (snx ( _, SN*b ) _) B-mo = SN*b

El paso de reduccién tiene tres constructores posibles:

= El caso de la congruencia se resuelve de la misma forma que para los pares.

= El caso de la proyeccién izquierda implica que ¢ tiene forma (a,b) y se debe mostrar que el
reducto a es SN [_] , para ello se utiliza la hipStesis SN*a de la interpretacién del par.

= Kl caso de la proyeccién derecha se resuelve de forma andloga usando la hipétesis SV+b .

adequacy (7 _ z) Fo = lemma-7 (adequacy z Fo)

Caso aplicacién

Este caso es similar al producto, ya que la hipétesis del lema requiere que el predicado se
cumpla para ambos subtérminos. Por otro lado, la solucién para el caso de la S-reduccion es
similar al caso de la proyeccion, puesto que se utiliza la interpretacién de la abstraccién.

lemma-- : V{I["AB}+{a :I'FA=DB}{b:T'FA}~
SN* [] a »SN* [] b »+8N*[] (a - b)
lemma-- SN*a SN*b = sn* tt A step =+ aux SN*a SN*b step
where aux : V{4 B} {a : 'FB=A}{b : 'FB}{t’ : I'H A}~
SN+ [Ja-+SNx[]bsa-best’+SNk[]¢t’
aux (snx _ SNa) SN*b (£--1 step) = lemma-- (SNa step) SN*b
aux SV+*a (sn* _ SNb) (£--9 step) = lemma-- SN*a (SNb step)
aux (sn* La SNa) SN*b [-X = La SN*b

El paso de reduccién tiene tres posibles constructores, congruencia a izquierda, congruencia
a derecha y la S-reduccion:

= Las congruencias se resuelve del mismo modo que las presentadas anteriormente, usando
las hipdtesis SNa y SNb respectivamente.

» El caso de la S-reduccién implica que el término a tiene forma A ¢ y se debe mostrar que ¢[b]
es SN* [_] . La interpretacién La serd de la forma SN [_] u + SN* [_] ({ v ® (idsop) )) t)
es decir que basta con aplicar dicha funcién a SN*b .

adequacy (a - b) Fo = lemma-- (adequacy a Fo) (adequacy b Fo)

Notar cémo las interpretaciones de los términos permiten resolver los casos de eliminacién
(proyeccién y aplicacién), pero, por otro lado, los casos de introduccién (producto y abstraccién)
se vuelven més complejos, ya que son estos donde se construyen dichas interpretaciones. Esta
construccién es simple para los productos, puesto que se puede deducir de forma directa apli-
cando la hipdtesis inductiva en adequacy. Sin embargo, como se vera mas adelante, obtener la
interpretacion correspondiente al caso de las abstracciones, resulta particularmente complejo.
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Caso abstraccién

La prueba del lema para el caso de la abstraccién requiere obtener la interpretaciéon [ X ¢ 7 |
en la llamada inductiva. Para ello es necesario definir un nuevo lema que permite aplicar una
substitucion a ambos lados de un paso de reduccién.

SO V{IrAa{t t’ :TTHAMo :Subst T A}t - t> + (o)t = {{o)t’

A su vez, la prueba de dicho lema requiere una propiedad de la substitucién para poder probar
el caso correspondiente a la S-reduccién. La propiedad subst-commute dice que la substitucién
conmuta consigo misma:

subst-commute : V{I" A4 B}t : I, BFA}{u : ' B}{o : Subst I" A}
S ((extso ) t) [(oNul=(o)(t[ul)

Luego se utiliza la funciéon < []1 para definir el lema correspondiente a las abstracciones.

SNk V{I At t> : F A} >t < t” »SNx [ ] ¢t » SN [] ¢
—SN* step (sn*x _ SNt) = SNt step

lemma-X : V{I"AB}-+{t : ' ,BFA}+][Xt]-+SN*[]t->8Nx[] (X¢t)
lemma-A LA (sn* _ SNt) =
snk X (A { (¢ t—>t?) =
lemma-X (A SNu = <3SN* (<[] t<—t’) (LA SNu)) (SNt t—t’) })

La instanciacién de las hipotesis necesarias para utilizar el lema de la abstraccion en la prueba
de adequacy requiere especial atencién.

Por un lado, para obtener la hipdtesis SN* [_] ¢, primero se debe probar que la extensién de
una substituciéon adecuada sigue siendo adecuada.

Fexts : V{I" A4} {o : Subst ' A} » "E o= (I", 4) E (exts o)
Fexts 0 Z = lemma-var
Fexts 0 (S v) = SN*-rename S_ (0 v)

A su vez, para esta prueba es necesario demostrar el lema SN*-rename el cual dice que si se
aplica un renombre de variables a un término SN* [_] este no perderd dicha propiedad, esto tiene
sentido, ya que los renombres no alteran el significado de los términos y, por lo tanto, preservan
la propiedad SN* [_]

SN*-rename : V{I" A A} {t : ['F A}~
(p : Rename " A) = SN* [_] ¢ = SNx [_] (rename p t)

Légicamente, la prueba de dicho lema requiere probar que dados un renombre de variables p
y un término [t ], se puede concluir | rename p ¢].

[]-rename : V{I" A A} {t : '+ 4}~ (p: Rename I' A) = [ t ] » [ rename p ¢ |
[l-rename {4 =4 = B} {t =An}pLn {_Hp Hu}
rewrite rename-subst {X =0} {M =n} {N=u} {p=p} {o=(idsop)}
=\ SNu = Ln {_} {p1 o p} Shu
[]-rename {t =<a , b >} p ( SN*a , SN*b )
= ( SN*-rename p SN*a , SN*-rename p SN*b )
[J-rename {t = “ v} ptt =tt
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] =a - b}ptt=tt
ll *} ptt =tt
[[-rename {t =7 _ ¢t} ptt =tt
[[-rename {t = [_1= ¢} p tt = tt

3
® O
B B
5 5
® O
-
o+ ok
n 1

Aqui se debe realizar una observacién importante. El caso de la abstraccién en la prueba
de []-rename es el tnico lugar donde es necesario usar el argumento p de la interpretacién. De
hecho, este es precisamente el motivo por el cual es necesario generalizar la interpretacion de las
lambdas anadiendo un renombre en su definicién.

Por otro lado, para obtener la hipotiposis [ A ¢’ | en el lema de la abstraccién se necesita
demostrar dos propiedades mas sobre las substituciones adecuadas.

Una de ella dice que una substitucién adecuada compuesta con un renombre, es también
una substitucién adecuada. La prueba utiliza el hecho de que rename p puede ser escrito como

(ids o p))

Erename : V{I" A Ay} {o : Subst I" A} =
I'Eo = (p:Rename A Ay) » ['F (((idsop ) o o)

La otra propiedad, dice que el cons entre un término SN* [_] y una substitucién adecuada, es
también una substitucién adecuada.

Feo_ :V{I"AA}{o :Subst ' A} {t : AF A}~
SNk [t Eoa (I, A)E (tea)
(Fteo)Z =t

(Fteo) (Sw)=0w

Un ultimo detalle a destacar es que adequacy toma como argumento solo una substitucion,
por lo que se debe combinar oy u ® (ids o p) en una sola substitucién y demostrar que aplicar
dicha combinacién es equivalente a aplicarlas por separado.

subst-split :
V{FXA—l ABMt :T', ArB}{u : Ay F A}{o : Subst I" A}{p : Rename A A}
2 (ue((idsophoo) h)t ={(ue(idsop) ) ((extso)) t)

Usando los teoremas presentados ahora es posible definir el caso de adequacy para la abs-
traccién.

adequacy {0 = o} (X t) Fo =
lemma-A
A {{p=rH{uv=u} Shu -~
transport (SN [_])
(subst-split {t = t})
(adequacy t (F SVu e (Frename Fo p)))})
(adequacy t (Fexts Fo))

La funcién transport permite obtener P y a partir de una prueba de z = y y una instancia
de P z. Esto es ttil cuando se tiene como hipétesis SN* [_] z y se debe concluir SN* [] v, en
dicho caso simplemente se utiliza transport con una prueba de que = y y son equivalentes. Esta
funcién estd definida en el médulo Relation.Binary.PropositionalEquality con el nombre
subst, aqui se la renombra a transport para evitar una colisién de nombres con la substitucion.
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Cierre de la prueba

Finalmente, se prueba la propiedad de normalizacién fuerte instanciando adequacy con la

substitucion identidad.
Como detalle adicional, se elimina la substitucién identidad aplicada al término utilizando el

lema sub-id : V{I" 4} {t : ' 4}~ ({(ids ) t =t

strong-norm : V {I" 4} (¢t : ' A) »8SN ¢
strong-norm t = transport SN sub-id (SN*-SN (adequacy t Fids))

3.5.2. Prueba para Sistema I con tipo Top

El primer paso para extender la prueba, es agregar en la definicién de SN, la relacién de
equivalencia entre términos.

o2 VAT Ay = (t £t : T'HA) = Set
t~t’ =t >t’Wt=2t?

data SN {I" A} (¢t : ' 4) : Set where
sn: (V{t’} 1t~ t’+SNt’)~SN¢

data SN* {[" A} (P : '+ 4 =+ Set) (¢t : I'F A) : Set where
snx 1 Pt 4 (V{t’} 2t~ t’ +SN*P t’) 2SNk P ¢

Este cambio tiene como consecuencia que todas las partes de la prueba que construian un
término SN* [_] haciendo pattern matching sobre la relacién —, ahora deberan tener también en
cuenta los constructores de la relacién 2 que sean aplicables en cada caso.

Por ejemplo, en la prueba del lema de la abstraccién ahora aparecen los dos constructores
inj; e injs del tipo suma.

SNk V{I At t7 : A}t <t + SN« [] ¢t »SNx[] ¢~
—SN* step (sn* _ SNt) = SNt (inj; step)
2SNk YV {I At t7 Ayt =t 28N« [] ¢t »SNx[] ¢t
—SN* step (snx _ SNt) = SNt (inje step)

lemma-A : V{I"AB}=+{t : ' ,BFEA}+[Xt]=SN*[]¢t-8Nx[] (X¢)
lemma-A {¢t = ¢t} LX (snx _ SNt) =
sn* LA (A { (inj; ({ t==t’)) = lemma-A
(X Sy + <=8N* (=[] t—t’) (LX Shu))
(SNt (inj, t—t7))
; (injo (€ t=2t7)) - lemma-\
(X SNu = 28N* (=[] t=¢t’) (LA SNu))
(SNt (injs t=t’)) })

Este caso también requiere la definiciéon de un nuevo lema andlogo al definido para la relacion
— anteriormente.

=20 :V{ImrAAHt t’ : TEAHo :Subst T A} »t 2t 4+ (o)t =2 (o) t’

La extensién del resto de los lemas no presentan mayores dificultades. A modo de ejemplo se
presenta el lema correspondiente al producto, y se omiten los demas.
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lemma-<,) : V{4 B}~+{a : I'F4}{b : '+ B}~
SN* [] a »SN* [] b »8Nx[] (a, b))
lemma-<,) SN*a SN*b = snx ( SN*a , SN*b ) X step —+ aux SN*a SN*b step
where aux : V{I"4 B} {a : ' A} {b : I'+-B}{t’> : ' A xB}~
SN+ [Ja-SNx[]b=<a,b)~ t’+SNk[]¢t’
aux (snx La SNa) SN*¥b (inj; (£-{,>1 step))
= lemma-<,) (SNa (inj; step)) SN*b
aux SV*a (sn*x Lb SNb) (inj; (£-{,>2 step))
= lemma-<,) SN*a (SNb (inj; step))
aux (snx La SNa) SN*b (injs (£-{,>1 step))
= lemma-<,) (SNa (injs step)) SN*b
aux SV+*a (sn* Lb SNb) (injo (£-{,>2 step))
= lemma-<,) SN*a (SNb (injo step))

Notar que ahora el paso de reduccién tiene cuatro constructores posibles, dos congruencias
correspondientes a la relacién — y dos correspondientes a =.

El lema para el constructor de isomorfismos es donde se concentra la mayor complejidad
de la prueba, ya que se deben resolver los casos de cada una de las equivalencias de términos.
Para empezar, las congruencias se resuelven de forma andloga a las presentadas anteriormente,
la dificultad estd en que cuando se realiza pattern matching sobre el paso de reduccién en la
funcién aux, se deben resolver todos los casos correspondientes a cada uno de los constructores
del tipo <.

Debido a la extension de este lema, se presentard la funcién aux dividida en secciones y solo
se mostraran los casos mas relevantes.

lemma-= : V{I"4A B iso}+{t : 'FA}+8Nx[] t »SNx {4 =B} [] ([ 2s0 1= t)
lemma-= SN*t = sn* tt (aux SN*t)
where aux : V{I" 4 iso t’}+{t : 'F A}~
SN* [] t » ([ iso J= 1) ~» t7 » SN [] ¢~
aux (snx _ SNt) (inj; ((-= step)) = lemma-= (SNt (inj; step))
aux (snx _ SVt) (inje ((-= step)) = lemma-= (SNt (injs step))

Luego, el objetivo para cada constructor serd obtener SN* [_] ¢’ a partir de SN* [_] ¢, donde
t y t’ son los términos relacionados por el isomorfismo correspondiente. La idea de la prueba
es utilizar los lemas definidos anteriormente para los distintos constructores de términos.

Caso comm

Por ejemplo, el isomorfismo COMM (r, s) & (s, ) es uno de los casos mas simples que ilustra
la técnica utilizada. Aqui simplemente basta con instanciar el lema del producto utilizando las
hipdtesis provistas por la interpretacién del par.

aux (snx ( SNr , SNs ) _) (injo comm) = lemma-<{,) SNs SNr
aux (snx ( SNr , SNs ) ) (injo sym-comm) = lemma-<{,) SNs SNr

Caso asso

El caso de ASSO (r, (s,t)) = ({r, s),t) no tiene mayor dificultad. Notar c6mo se aprovecha la
naturaleza constructiva de las pruebas en Agda, combinando los lemas ya definidos hasta obtener
un término del tipo esperado.
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aux (snx ( SNr , snx ( SNs , SNt ) _) _) (injy asso)
= lemma-<,) (lemma-<{,) SNr SNs) SNt
aux (snx (snx ( SNr , SNs ) _, SNt ) _) (injy sym-asso)
= lemma-¢{,) SNr (lemma-<{,) SNs SNt)
aux (sn* ( SVr , SNs ) _) (injo asso-split)
= lemma-¢{,) (lemma-<{,) SNr (lemma-m SNs)) (lemma-7 SNs)
aux (snx ( SNr , SNs ) ) (injo sym-asso-split)
= lemma-<,) (lemma-7 SNr) (lemma-<{,) (lemma-m SN7r) SNs)

Caso dist

Este caso presenta la dificultad de instanciar y construir la interpretacion de la abstraccion.
Ademds, se presentan dos nuevos lemas que se empleardn en multiples isomorfismos. En primer
lugar, se define un lema que permite concluir SN* [_] ¢ a partir de SN* [] (X t). La idea del
lema es substituir la primera variable del término por el indice cero, obteniendo de esa forma
exactamente el mismo término.

lemma-sub : V{I"4A B}~ {t : ' , BEA}+8Nx [] (X ¢t) =+8SNx[] ¢

Este lema resulta de utilidad en los casos en los que se debe construir algo a partir del cuerpo
de una abstraccién, en particular, permite resolver el caso de dist-X (Az?.r, Az?.s) 2 Az (r, s).

aux (snx ( (sn*x Lr SNr) , (sn*x Ls SNs) ) _) (injg dist-A) =
lemma-AX
(A Shu -+ lemma-<,) (Lr SNu) (Ls Shu))
(lemma-<{,) (lemma-sub (sn* Lr SNr)) (lemma-sub (sn* Ls SNs)))

El lema de la abstraccion tiene dos argumentos:

= El primero es la interpretacién [ X { » , s ) |, es decir, se debe mostrar que para todo
término SN* [_] u, se cumple SN* [_] ({ (v ® (idsop) ) 7, (v ® (idso p) )) s »).
Las hipétesis Lr y Ls corresponden a las interpretaciones [ X » ] y [ X s ] respectiva-
mente, por lo que pueden ser utilizadas para obtener SN* [] ({ z ® (ids o p) ) r)y

sNx [] ((u e (ds 0 p) ) o).

» El segundo argumento requiere mostrar SN* [_] { » , s ). Esto puede obtenerse simple-
mente aplicando el lema lemma-sub sobre las hipdtesis.

En segundo lugar, se define un lema que se empleard para probar la propiedad de la inter-
pretacién de la abstraccién, en los casos donde se deba n-expandir un término.

lemma-S : V{I" A4 B}=+{t : 'F4}{u: AF B}~
SN* [.] ¢t = (p : Rename " A) =+ SN* [] ({ w ® (ids o p) ) (rename S_ t))

Utilizando este lema se pueden resolver los casos correspondientes a los constructores que
combinan la n-expansién con el isomorfismo DIST. Se presenta a modo de ejemplo el caso del
constructor dist-An;, (r,s) = Az?.(rz, sx).

aux (snx ( SNr , SNs ) ) (injo dist-An;,.) =
lemma-AX
A\ {{p=p} SVu -+ lemma-<,)
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(lemma-- (lemma-S SN p) SNhu)
(lemma-- (lemma-S SNs p) Shu) })
(lemma-¢,)
(lemma-- (SN*-rename S_ SNr) lemma-var)
(lemma-- (SN*-rename S_ SNs) lemma-var))

Para obtener los argumentos del lema de la abstraccién se sigue un razonamiento similar al
caso anterior. Los puntos a destacar son:

s En el primer argumento se utiliza el nuevo lema lemma-S para obtener
SN* [] ({ w ® (ids o p) ) (rename S_ 7)) a partir de SVr, y lo mismo aplica para SNs.

» En el segundo argumento se utiliza el lema SN*-rename para obtener SN* [_] (rename S_ )
a partir de SNr, y lo mismo aplica para Sls.

Caso congruencia abstraccion

El siguiente caso presenta un isomorfismo donde aparece una substituciéon en el término
de la derecha. Coloquialmente, la substitucién o-cong=-1 iso = [ iso ]= (¢ Z) e (ids o S.)
reemplaza el primer indice del término por [ 2so 1= (¢ Z) y deja el resto de los indices intactos.
La hip6tesis Lt permite obtener un término de la forma SN* [_] ({( u ® (ids o p) )) t), entonces,
la estrategia sera hallar un renombre p y un término v que den como resultado el término esperado
en cada caso.

aux (sn* Lt _) (injs (cong= {t = t }{iso = ts0})) =
lemma-X
A {{p=p}{v =u} shu -
transport (SN* [_])
(sym (subst-cong=-1-split {t = t}))
(Lt {p=p}{uv=1[sym iso ]= (u)} (lemma-= Shu)) })
(Lt {p=8_}{u =[sym iso 1= (* Z)} (lemma-= lemma-var))

Para instanciar el lema de la abstraccion, las dos hipdtesis requeridas en este caso son:

» Una prueba de que para todo término SN* [_] u se cumple
SN [] ({(uwe(idsop) ) (([iso]= (¢ Z) e (idsoS)) ) t)).Sedebe notar que es po-
sible combinar las dos substituciones en una sola SN* [_] ({( [ is0o 1= u ® (idsop) )) t),y
esta ultima expresion es posible obtenerla a partir de Lt, tomando p=pyu = [ is0 1= u.

= Una prueba de SN* [ ] (( [ 2s0 1= (¢ Z) ® (ids o S_) )) t, que puede obtenerse directa-
mente a partir de Lt, tomando p=S_yu= [ is0 1= (¢ 2Z).

Es importante entender cémo se pueden combinar multiples substituciones en una sola, que
pueda ser obtenida a través de la interpretacién de la abstraccién. Esta técnica serd la clave para
resolver los constructores correspondientes al isomorfismo CURRY, los cuales también presentan
substituciones.

Caso curry

La estrategia para los dos constructores correspondientes a este isomorfismo serd, en primer
lugar, definir un lema que pruebe el primer argumento requerido por lemma-X, y luego aprovechar
el hecho de que (( ¢ Z ® ids o S_)) ¢t = t para concluir el segundo argumento.
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El constructor curry Az4 \yB.t 2 \zA%B t[r4(2)/z, 75(2)/y] tiene la particularidad de que
la interpretacién de su hipétesis tiene la forma [ X X ¢ | , por lo tanto, a partir de un término
SN* [_] w se puede concluir SN* [] (X ({{ exts (u; ® (ids o p;)) ) t)) , a su vez, este término
contiene una segunda interpretacién de la forma | X (({ exts (u; ® (ids o p1)) )) ¢) ], la cual
permite concluir a partir de otro término SN* [_] us:

SN* [] ((( up ® (ids o p2) ) ({{ exts (u; ® (ids o p1)) ) t))

Por otro lado, el objetivo serd utilizar el lemma-X para probar SN* [_] (X ({ o~curry )) ¢). En
el primer argumento del lema de la abstraccién se debe mostrar que para todo término SN* [_] u
se cumple SN* [] ({( w ® (ids o p) )) (( o-curry )) t). Aqui se debe notar que es posible
reescribir esta substitucién de una forma equivalente:

(e idsop) ) ({ o-curry ) t)

(weGdsop) ) ((7B(“2)em4 (" 2)e (idsos) ) t)

(7B uweids)) ({(exts (w4 uw ®idsop) ) t)

Es posible obtener esta tltima expresion utilizando las dos interpretaciones anidadas presentadas
en el parrafo anterior.

En simples palabras, las hipétesis dicen que dados dos términos u; y us con “buen comporta-
miento”, el resultado de reemplazar las dos variables libres de ¢ por dichos términos t[uy /x, us /Y],
también tendrd “buen comportamiento”. Luego, el objetivo del primer argumento del lema
de la abstraccion es probar que para todo término uw con “buen comportamiento”, el resul-
tado de reemplazar la primera variable libre del término t[m4(2)/x,m5(2)/y] por u, es decir,
(tlma(z)/z, 75 (2)/y])[u/z] = tlma(u)/z, m5(u)/y], también tendrd “buen comportamiento”. Por
lo que basta con aplicar las hipGtesis tomando u; = wa(u) y ug = wp(u).

lemma-curry : V{I' A4 BC}~»{t : ', 4 ,BFC}{uv:AF A4 xB}~
[XX¢t]~=SN*[] u-=(p: Rename I' A) =
SN* [.] (( u e (ids o p) ) ({ o-curry ) t))
lemma-curry {A = A} {B=B}{t =t} {u=u} Lt SNu p=
case Lt {p=p} {u =7 4 {inj; refl} v} (lemma-7 SVu) of A {(sn* Lr _) =
transport (SN [_])
(subst-curry-split {t = t})
(Lr{p=Az -2} {u=nB {injs refl} v} (lemma-7 Shu))}

Notar que en lemma-curry primero se instancia la hipétesis Lt con uw = 7w 4 (¢ Z) para
obtener Lr = [ A ((( exts (w 4 w ® ids o p) )) t) |, y luego se instancia Lr con u =7 B (* Z).

aux (sn* Lt _) (injs (curry {4 = A}{B =B}{t =t})) =
lemma-X
A { HpHu} Shu -+ lemma-curry {t = t} Lt Shu p)
(transport (SNx [_])
(Z-weaken)
(lemma-curry {t =t} {u = ¢ Z} Lt lemma-var S_))

Para el caso uncurry AzA*B.t = \yA. \2B.t[(y, 2)/x] se debe realizar, en cierta forma, un
razonamiento opuesto. Si en el caso anterior se utilizaron dos hipétesis anidadas para instanciar
un solo lemma- A, en este caso se utilizard una sola hipétesis para instanciar dos lemma-X anidados.

El primer lema requiere obtener:
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SN* [] (({ exts (u; ® (ids o p1)) ) ({ o—uncurry )) t))
mientras que el lema anidado requiere:
SN [] (((uz ® (ids o p2) ) ((( exts (u; ® (ids o p1)) ) (( o-uncurry )) t)))

Aqui es donde se debe hallar una substitucién equivalente que pueda ser obtenida a través de
la interpretacién | A t ]. Notar que la primera substitucién aplicada es extendida, por lo que
primero se reemplaza el segundo indice por el término u;. Luego, se substituye el primer indice
por el término uy y se aplica el renombre ps, por lo que u; serd renombrado. Por lo tanto, la
substitucién equivalente es SN* [_] ({( { rename ps u; , uy > ® ids o py 0 py ) t), esta expresién
es posible obtenerla a través de la tnica interpretacién dada por hipétesis.

Coloquialmente, la hipétesis dice que dado un término u de tipo par con “buen comportamien-
to”, el resultado de reemplazar la primera variable libre de ¢ por dicho término t[u/z], también
tendrd “buen comportamiento”. Luego, el objetivo del primer lema de la abstraccion es probar que
para todo término uy con “buen comportamiento”, el resultado de reemplazar la primera variable
libre del término A\zZ.t[(y, z) /] por uy, es decir, (AzB.t[(y, 2)/x])[u1 /y] = A28 t[(u1, 2)/z], tam-
bién tendrd “buen comportamiento”. Mientras que el objetivo del segundo lema de la abstraccién
serd mostrar que para todo término us con “buen comportamiento”, el resultado de reempla-
zar la primera variable libre de ¢[{uy, z)/z] por us, es decir, (¢[{u1, 2)/x])[us/z] = t[{uy,us)/x],
también tendrd “buen comportamiento”. Por lo tanto, basta con aplicar la hipotesis tomando
u = (uy,us).

lemma-uncurry : V{[ AABC}~+{t : ', A xBFC}{u : AL A4}~
[Xt]=8Nx[] w = (p1 : Rename I" A) =
SN* [] ({ u; ® (ids o p1) ) (A {( o-uncurry ) t))
lemma-uncurry {A= A} {A=4}{B=B}{t =t} {w =w} Lt SNy p1 =
lemma-AX
A\ {_Hp2}H{u2} Shuy + lemma-uncurrys Shus ps)
(transport (SNx [_])
(Z-weaken)
(lemma-uncurrys; (lemma-var {v = Z}) S_))
where
lemma-uncurrys : V {A1} =+ {u : Ay - B}~
SN* [_] u2 # (p2 : Rename A A;) =
SN* [] ({ up ®ids o py )) ({ exts (uy ® ids o py) ) (( o-uncurry )) t)))
lemma-uncurrys {us = us} SNup po =
transport (SN [_])
(sym (subst-uncurry-split {t = ¢t}))
(Lt {p=p2opi} {u={rename ps u; , up >}
(lemma-<,) (SN*-rename py SNu;) SNus))

Notar que en lemma-uncurrys, se instancia a una tnica hipdtesis Lt con v = { rename po u; , us )
yp=p20p1.

aux (sn* Lt ) (injo (uncurry {t = t})) =
lemma-X
O\ {_HpHwu} SVu + lemma-uncurry {t = r} Lt Shu p)
(transport (SNx [_])
(Z-weaken)
(lemma-uncurry {t = t} {u = ¢ Z} Lt lemma-var S_.))
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El resto de isomorfismos se omiten, ya que se resuelven aplicando las mismas técnicas que en
los casos anteriores.

3.5.3. Relacién bien fundada

Una vez demostrada la propiedad de normalizacién fuerte, se puede definir la funcién de
evaluacién sin necesidad de utilizar un argumento extra para pasar el chequeo de terminacién de
Agda.

Cddigo 16. Evaluacién de un término

data Steps {4} : ) - A4 = Set where
steps : {t t’ : 0+ 4}
=+t ~ox 7
=+ Value ¢’

-+ Steps ¢

eval” : V{4} (¢t : OF A) + SN t = Steps ¢
eval” t _with progress ¢
eval” t _ | done 1t = steps (¢ D) (closedf»Value {}t)
eval” t (sn f) | step= {r} t=r with eval™ r (f (injy t=7))

| steps rm~t’ fin = steps (t = t=r ) r~t’) fin
eval t (sn f) | step— {7} t<>r with eval”™ r (f (inj; t<—7))

| steps m~t’ fin = steps (¢t =< t—=r ) r~t’) fin

eval : V{4} -+ (t : O 4) = Steps ¢
eval t =eval” t (strong-norm t)

Notar que ya no aparece Maybe en el tipo de retorno, puesto que se ha probado que to-
da reduccién eventualmente concluye. Aqui la llamada recursiva elimina un constructor sn del
segundo argumento, por lo tanto, dicho argumento se hace estructuralmente més pequeno en
cada llamada. De esta forma, Agda puede garantizar que la funcién alcanzard un caso base y la
recursién concluird eventualmente.

Ejemplo 15. El siguiente ejemplo muestra una de las formas de construir el término € y su
reduccion. Si bien existen varias alternativas para tipar este término, todas se basan en usar los
isomorfismos abs o id-=- para lograr la autoaplicaciéon de un término de tipo T.

Esto no supone ningtin problema para la preservacion de la propiedad de normalizacion,
ya que, por un lado, para poder aplicar la regla S-X el término de la izquierda debe ser una
abstraccion, es decir, un término de la forma A ¢. Por lo tanto, antes de poder aplicar un
término ([ Zso ]J= r) - s se debe eliminar el constructor [J= del lado izquierdo aplicando
una equivalencia, es decir, necesariamente se debe transformar el término de la izquierda a otro
equivalente.

Por otro lado, los términos producidos por las equivalencias sym-abs y sym-id-=- anaden
una nueva lambda que no captura ninguna variable dentro del cuerpo de la abstraccién, esto no
tiene ninguna utilidad real, ya que al ser aplicadas simplemente descartan su argumento.

— 2= (Ax:T.xx) (A\x:T.xx) : T
Q:0FT
A[symabs1=(“2) - “Z) - ([abs]= (A [symabs ]= (“2) - ©2))
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Dk 0 ()~ %
D~k =
(0
=2 &1 (¢ (€--1 sym-abs)) »
A (E2)-“2) - (Labsl= X ([symabs 1= (“2)) - < 2))
-— (Ax. (y. x) - x) - (Ax. x - %)
=<1 ([ B-N) )
XZ2) - ([abs]l= (A ([symabs J=(“2Z)) - “Z))
— (Ax. x) - (Ax. x - x)
=2( &9 (&-= (¢ (&~ sym—abs))) )
XNZ) - ([abs]l= (A (X (82)) - “Z))
- (Ax. x) - (Ax. Qy. x) - x)
(€= (&-= ([ B-2))
A2 - ([abs]l= (X “2))
— (Ax. x) - (Ox. %)
=(&--9 abs )

X “Z2) - %

-— (Ax. x) - %
= B=-X)D

*

_:eval {2 = steps 2~k V-«
_=refl

La forma en la que se codifica la propiedad de normalizacién fuerte, y el hecho de que
sea justamente esta propiedad la que permite realizar inducciéon sobre la relacién ~», no son
casualidad. Para entender los fundamentos que se esconden detrds de estas observaciones se
presentan las siguientes definiciones.

En teoria del orden, se dice que una relacién esta bien fundada cuando todas sus cadenas, de
la forma x; < z2 < ... < x,, tienen un largo acotado. Esta propiedad se denomina accesibilidad
de un elemento.

Cédigo 17. Accesibilidad de un término z en la relacién _ < _
data Acc {4 : Set a} (_<_:Rel A () (z : A) : Set (a U () where
acc: Wy -2y <z =Acc < y)~=Acc < z
Un elemento x : A es accesible, si todo elemento y < z es también accesible. Luego, una
relacién esta bien fundada si todo elemento es accesible.

Cddigo 18. Relacion bien fundada

WellFounded : Rel 4 / =+ Set _
WellFounded <. =V z + Acc <_z

Una relacién bien fundada soporta induccion, y en el contexto de los sistemas de reescritura,
cumple con la propiedad de terminacién. De hecho, la propiedad de normalizacién fuerte implica
que la relacién de reduccién estd bien fundada, y por lo tanto, soporta induccién. Se puede
demostrar de forma sencilla esta implicancia.
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Cédigo 19. Normalizacion fuerte permite concluir que la relacién ~~ esta bien fundada

ot V{T A}y (L7 ¢t : T'HA) = Set
t? et =1t ~ t’

WF-e~ : V{I" A} » WellFounded (_«~_{I'} {4}
WF-« t = SN-Acc (strong-norm t)
where
SN=Acc : V{I"A}{t : ' A} 2SN t = Acc _~_ ¢
SN=Acc (sn f) =acc (A _ t’e~t =+ SN2Acc (f t’«t))

En [BN98| Seccién 2.2] se presenta una prueba de cémo la definicién basada en cadenas es
equivalente a la definicién inductiva.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se analizaron los aportes previos realizados en torno a la familia de sistemas
modulo isomorfismos, en particular Sistema I. Luego, se realizé una formalizacion en Agda de
dicho sistema, donde ademads se incorporé el tipo T y los tres isomorfismos correspondientes a
este nuevo tipo. La formalizacion presenta algunas caracteristicas interesantes, siendo una de
ellas la representacion de términos intrinsecamente tipados. En esta representacién, la propiedad
de preservaciéon de tipos es inherente al sistema, y tiene como consecuencia que la aplicacién de
los isomorfismos de términos resulta dirigida por sintaxis. En cierta forma, la relacion & elimina
los isomorfismos de tipo del término, del mismo modo que la relacién < elimina las aplicaciones
y proyecciones, este punto es fundamental para la terminacion del cédlculo, ya que evita que
algunos isomorfismos de término, como por ejemplo (r,s) = (s,r), sean aplicados un ndmero
indefinido de veces.

Otra caracteristica interesante es que la prueba de normalizacién fuerte utiliza una técnica
distinta a la empleada en la clasica prueba de candidatos de reducibilidad. La formalizacion de
esta prueba se presenta en primer lugar para el cdlculo lambda simplemente tipado con pares,
lo cual puede ser considerado como un aporte secundario. Ademds, es importante destacar que
debido a que este trabajo posee el formato de una tesina de grado, la exposicion es detallada,
esto resulta un aporte a la comprensién de una prueba con una estructura compleja, como es el
caso de la normalizacion fuerte.

4.1. Trabajo futuro

4.1.1. Inferencia de tipos

La construccién de un término en Sistema I, no solo implica dar su derivacién de tipo, sino
también construir isomorfismos a través de las reglas de congruencia. Este proceso puede volverse
engorroso cuando se trabaja con términos de tamano considerable.

En la practica, por ejemplo cuando se programa en Haskell, solo se dan anotaciones de tipo
a los términos de nivel superior y luego el type checker del lenguaje puede inferir el resto de los
tipos.

En el libro Programming Language Foundations in Agda [WKS22] se presenta una formaliza-
cion de inferencia bidireccional de tipos, alli se implementa un algoritmo que a partir de simples
anotaciones de tipo, retorna la derivacién de tipos completa para un término dado, o un error en
caso de que el término esté mal formado. Un trabajo futuro podria ser la definicién de un algo-
ritmo similar al presentado en este libro que permita inferir los tipos de los términos definidos en
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esta formalizacion. Debido al paradigma de Proposiciones como Tipos, la formalizacién de este
algoritmo para Sistema I funcionaria también como una prueba de que el tipado de los términos
de este célculo es decidible.

4.1.2. Formalizacién SIP

Una posible linea de trabajo futuro derivado de la presente tesina seria extender la formali-
zacion a Sistema I Polimérfico.

Esto implicaria, en primer lugar, anadir tipos polimérficos al célculo de base, para ello se
podria seguir una estrategia similar a la empleada en este trabajo, es decir, tomar como pun-
to de partida una formalizacién de Sistema F preexistente, y luego anadir las construcciones
particulares de SIP.

En segundo lugar, implicaria extender la prueba de normalizacion fuerte a SIP, la técnica
empleada en este trabajo fue presentada originalmente para Sistema F [Schl19|, por lo que se
espera que extenderla a SIP sea posible.
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